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ԱՌԱՋԱԲԱՆ 

Աշխատանքի ընդհանուր բնութագիրը 

Թեմայի արդիականությունը 

Աշխատանքը նվիրված է դիսկրետ մոդելավորման մաթեմատիկական 

խնդիրների ուսումնասիրմանը: Դիսկրետ մոդելները, որոնցում հայտնի են առարկայի 

միայն որոշակի մասնակի բնութագրեր, առնչվում են ըստ տրված բնութագրերի 

առարկայի գոյութան, կառուցման և նկարագրման խնդիրների հետ: Նրանք առաջ են 

գալիս գիտական տարբեր տիրույթներում և բազմաթիվ կիրառական խնդիրներում, 

ինչպիսիք են օրինակ ցանցերի մոդելավորումը, փորձերի նախագծումը, պատկերների 

ճանաչումը, և շատ ուրիշներ: 

Ամբողջի և նրա մասերի հարաբերակցման սկզբունքների ուսումնասիրումը 

մաթեմատիկայի զարգացման լուրջ խթան է հանդիսացել: Նշենք երկու խումբ հարակից 

խնդիրներ և տեսություններ, որոնք ձևավորվել և ուսումնասիրվել են ժամանակի 

ընթացքում: 1936 թ. Վ. Համբարձումյանը ձևակերպեց հակադարձ խնդիրների մոդելը՝ 

մաթեմատիկական խնդիրների դասեր, որոնք ծագում են, երբ հարկ կա ստանալ/հաշվել 

ինֆորմացիա ներքին կամ թաքնված տվյալների մասին, - արտաքին /կամ հասանելի/ 

չափումների միջոցով [22]: 1965 թ. Յու. Ժուռավլյովը իր “Ինֆորմացիայի հաշվարկման 

լոկալ ալգորիթմներ” աշխատանքում ձևավորեց լոկալ շրջակայքերի օգնությամբ 

ընդհանրական գիտելիքի ձեռքբերման սխեման և ապացուցեց, որ որոշ բնական 

սահմանափակումների դեպքում կան խնդիրներ, որոնք այս դեպքում ալգորիթմական 

լուծում չունեն [4]: 

Այսօր դիսկրետ մոդելավորման տիրույթը ներկայանում է մի շարք ստանդարտ 

մաթեմատիկական մոտեցումների տեսքով, որոնք ձևավորվել և օգտագործվում են 

կիրառական խնդիրների լայն դասերի շուրջ [45], [162], [100], [10], [180]: Դիսկրետ 

մոդելավորման գործիքների թվում են գրաֆների/հիպերգրաֆների տեսությունը, 

կոմբինատորիկան, գծային և ամբողջարժեք ծրագրավորումը, դիսկրետ 

տոմոգրաֆիան, խաղերի տեսությունը, ստոխաստիկ պրոցեսների և Մարկովյան 

շղթաների սխեմաները, բինար ծառերը, և այլք:  
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Ներկա աշխատանքում դիտարկվում են տիրույթում առկա բաց խնդիրներ մասնակի 

բնութագրմամբ տրվող կառուցվածքների գոյության, կառուցման, նկարագրման 

մոդելների տեսքով` հիպերգրաֆների, դիսկրետ տոմոգրաֆիայի, բազմաչափ-

բազմարժեք խորանարդի/ցանցի, բինար ծառերի տերմիններով, որոնք մի կողմից ունեն 

տեսական կարևորություն, մյուսից` մասն են հանդիսանում տարբեր կիրառությունների: 

Հիպերգրաֆներ: Հիպերգրաֆները մաթեմատիկական մոդելավորման կարևոր 

գործիք են տարբեր տիրույթների խնդիրների մեկնաբանման համար [148], [178], [37]: 

Դրանց թվում են ցանցերի  մոդելավորման, տվյալների պեղման, գործընթացների 

պլանավորման և այլ խնդիրներ, որտեղ հիպերգրաֆի գագաթներով ներկայացվում են 

առարկաներ, իսկ հիպերկողերով տրվում են առարկաների միջև առկա բարդ 

հարաբերությունները: Հիպերգրաֆի գագաթների աստիճանները, հիպերկողերի 

հզորությունները, նրանց տարբեր լինելը, մեկը մյուսին չկլանելը, և այլ հատկություններ 

հանդես են գալիս որպես մոդելի բնութագրեր կամ սահմանափակումներ: 

Հիպերգրաֆային մոդելների տիրույթի հայտնի և բաց խնդիրներից մեկը՝ 

հիպերգրաֆային հաջորդականությունների խնդիրը ներկա աշխատանքի հիմնական 

նպատակներից մեկն է: Կ. Բերժի [36] ձևակերպմամբ այս խնդիրը հանդիսանում է 

կարևորագույն տեսական թիրախ, իսկ կիրառություններն ընդգրկում են 

տրանսպորտային ցանցերի գեներացման, մեծածավալ վեբ ինֆորմացիոն 

համակարգերի և սոցիալական ցանցերի համագործակցային կառուցվածքների 

վերլուծման և նմանատիպ այլ խնդիրներ: Արդեն երեք տասնամյակ հիպերգրաֆային 

հաջորդականությունների խնդիրը ակտիվ հետազոտման առարկա է՝ Ա.Դյուդնեյ, 

Չ.Կոլբորն, Դ.Սթինսոն, Վ.Կոկեյ, Դ.Բիլինգտոն, Պ.Լի, Մ.Կորեն, Ն.ԲհանուՄուրթի, 

Մ.Սրինիվասան, Ռ.ԻնիԼյու, Կ.Կլիվանս, Վ.Ռեյներ, Ս.Բեհրենս, Մ.Ֆեռարա, և ուրիշներ 

(տարված հետազոտությունները և ստացված արդյունքները հիմնականում վերաբերվում 

են համասեռ հիպերգրաֆների մասնավոր դեպքերին), սակայն մինչև այսօր այն մնում է 

բաց խնդիր ինչպես բարդության գնահատման տեսանկյունից, այնպես էլ լուծումների 

տիրույթի ստացման և բնութագրման հարցերում: Խնդիրը համարժեք է բազմաչափ  

բինար խորանարդի գագաթների ենթաբազմությունների տրոհումների հզորությունների 

նկարագրման խնդրին, որն առաջադրվել է Լ.Ասլանյանի կողմից դիսկրետ 
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իզոպերիմետրիկ խնդրի լուծման կապակցությամբ [1]: Ներկա աշխատանքում ստացված 

արդյունքները, որոնք ներկայացվում են ինչպես  բազմաչափ խորանարդի, այնպես էլ 

հիպերգրաֆի տերմիններով, - առաջինն են, որոնք վերաբերվում են հիպերգրաֆների 

ընդհանուր դեպքին, և որտեղ տրվում է լուծումների տիրույթի ամբողջական 

նկարագիրը, այդ տիրույթի կառուցվածքն ու հատկությունները: 

Դիսկրետ տոմոգրաֆիա: Դիսկրետ տոմոգրաֆիայի մոդելը առաջացել է 

կիրառական խնդիրներից, ինչպիսիք են բժշկական պատկերների վերլուծումը, բյուրեղի 

կառուցվածքի վերականգնումը ըստ էլեկտրոնային միկրոսկոպի ճառագայթային 

դիտարկումների տվյալների և այլն [112], [113]: Դիսկրետ տոմոգրաֆիայում հիմնական 

խնդիրը հետևյալն է. ܶ առարկան (օրինակ` բազմաչափ ամբողջարժեք ցանցի բջիջների 

որևէ բազմություն) տրված է վերջավոր թվով պրոյեկցիաների միջոցով, և պահանջվում 

է վերականգնել այն, կամ` կառուցել տրված պրոյեկցիաներն ունեցող որևէ առարկա: 

Հայտնի է, որ տրված պրոյեկցիաներով առարկայի գոյության խնդիրը պատկանում է 

NP-լրիվ խնդիրների դասին՝ նույնիսկ 2 չափանի ցանցում 3 ոչ զուգահեռ 

պրոյեկցիաների համար: 2 չափանի ցանցի դեպքում ܶ-ն կարող է ներկայացվել որպես 

բինար մատրից: Այս դեպքում 2 օրթոգոնալ պրոյեկցիաներով խնդիրն ունի 

բազմանդամային բարդություն; սակայն լուծումների քանակը կարող է լինել շատ մեծ: 

Վերականգնվող առարկայի որևէ լրացուցիչ նախնական հատկություն 

/սահմանափակում/,  կարող է նեղացնել հնարավոր լուծումների տիրույթը: Տարբեր 

սահմանափակումների առկայությամբ /ուռուցիկություն, կապակցվածություն, և այլն/ 

առարկայի գոյության խնդիրը հետազոտվել է բազմաթիվ հեղինակների կողմից՝ 

Ռ.Գարդներ, Պ.Գրիթզման, Ա.ԴելԼունգո, Ե.Բարկուչի, Մ.Նիվա, Ռ.Պինզանի, 

Գ.Վոեջինջեր, և ուրիշներ: Որոշ դեպքերում ապացուցվել է խնդրի NP-լրիվությունը: Որոշ 

մասնավոր դեպքեր ունեն լուծման բազմանդամային ալգորիթմներ, բայց և կան 

խնդիրներ, որոնց բարդության դասը դեռևս հայտնի չէ: Այս կապակցությամբ պրակտիկ 

խնդիրների լուծման համար կարևոր է նաև արդյունավետ մոտավոր լուծման 

ալգորիթմների մշակումը, ինչպես նաև հետազոտումն այն բանի, թե որ 

սահմանափակումների առկայությունը /բացակայությունն է խնդիրը դարձնում հեշտ 

լուծելի: Ներկա աշխատանքում դիսկրետ տոմոգրաֆիայի խնդիրներում ներմուծվել է 
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նոր սահմանափակում՝ վերականգնվող բինար մատրիցի տողերի տարբեր լինելը, որն ի 

հայտ է գալիս տարբեր կիրառություններում, ինչպես օրինակ, փորձերի նախագծման 

(design of experiments) խնդիրները: Մշակվել է տրված պրոյեկցիաներով և տարբեր 

տողերով բինար մատրիցի կառուցման ագահ ալգորիթմ, որը կիրառելի է սահմանափակ 

ռեսուրսներով կենսաբժշկական փորձերի նախագծման խնդիրներում, և որը կիրառվել 

է հայերեն տպատառ տեքստերի ավտոմատ ճանաչման համակարգերում:  

Բազմաչափ բազմարժեք ցանց: Աշխատանքում հետազոտությունների հաջորդ 

հատվածն անդրադառնում է կիրառական ալգորիթմների մշակմանը մոնոտոնության 

սահմանափակմանը ենթակա դիսկրետ մոդելների համար: Ընդհանուր առմամբ, 

խնդիրը մոնոտոն կառուցվածքի վերծանումն է՝ որոշակի մասնավոր արժեքների 

հարցման ճանապահով: Մոնոտոն Բուլյան ֆունկցիաների դեպքում խնդրի օպտիմալ 

լուծումը՝ հարցումների մինիմալ քանակը, հայտնի է Գ.Հանսելի թեորեմով (1966թ.); 

համապատասխան ալգորիթմը կառուցվել է բազմաչափ բինար խորանարդը հատուկ 

տիպի շղթաների տրոհման ճանապարհով: Նմանատիպ ալգորիթմ, սակայն մինիմալ 

հիշողության օգտագործմամբ, մշակվել է Գ.Տոնոյանի կողմից 1979թ. և Դ.Սոկոլովի 

կողմից 1982թ.: Բազմարժեք բազմաչափ ցանցում որոշված մոնոտոն բինար ֆունկցիայի 

դեպքում վերծանման խնդիրը ավելի բարդ է; հայտնի են մինիմալ հարցումների քանակի 

գնահատականներ, հայտնի է նաև Վ.Ալեքսեևի կողմից 1976թ. առաջարկված 

ալգորիթմը, որտեղ ալգորիթմի բարդության գնահատականները տրված են ցանցի 

միջին շերտերի կետերի քանակների տեսքով:  Ներկա աշխատանքում բերվում է նշված 

գնահատականների պարզեցված և օգտագործելի տեսքը: Կազմվել է մոնոտոն բինար 

ֆունկցիաների վերծանման նոր մոտեցում՝ հիմնված աշխատանքում ներմուծված 

բազմարժեք բազմաչափ ցանցի խորանարդատիպ տրոհման մեթոդի վրա, որի միջոցով 

հասանելի է դառնում պարզ և մեկնաբանելի կառուցվածքների օգտագործումը և 

ապահովվում է ալգորիթմների հաշվարկների զուգահեռ իրականացումը: Բազմարժեք 

բազմաչափ ցանցի խորանարդատիպ տրոհումը ներդրվել է նաև տվյալների պեղման 

ասոցիատիվ կանոնների դուրսբերման ընդհանրական մոդելում, որտեղ ի 

տարբերություն բինար դեպքի, տարրերի առկա կամ բացակա լինելուց բացի հնարավոր 

է դառնում հաշվի առնել նաև տարրերի պատիկությունը: 
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Աշխատանքի նպատակն ու խնդիրները 

Ներկա աշխատանքի նպատակը դիսկրետ մաթեմատիկական մոդելավորման 

սահմանափակումների բավարարման տիպի խնդիրների կարևոր դասերի 

ուսումնասիրումն է: Սահմանափակումները, որոնց ենթակա են մոդելները, իրական կամ 

աբստրակտ առարկայի կամ երևույթի պարամետրեր են, որոնք չափված կամ 

գնահատված են և ունեն իրական կամ ենթադրյալ արժեքներ: Այդպիսիք են, օրինակ, 

տրանսպորտային և հեռահաղորդակցման ցանցերի խնդիրները, որոնցում տրված են 

հանգույցների հարևանության և կապերի կշիռների տիպի սահմանափակումներ: Նշված 

արժեքներին համապատասխանող մոդելների գոյությունը, դրանց կառուցումը և 

վերլուծումը հաճախ հանգում են բարդ մաթեմատիկական խնդիրների լուծմանը:  

Սահմանափակումների համակարգի ձևավորման նպատակով դիտարկվում են 

արտապատկերումներ՝ սահմանված պրոյեկցիաների և հարևանության շրջակայքերի 

տեսքով: Առաջին խումբը մեկնաբանվում է դիսկրետ տոմոգրաֆիայի և տրոհման 

կառուցվածքների, երկրորդը` հիպերգրաֆային հաջորդականությունների և հիերարխիկ 

ծառերի տերմիններով: Իրականում դիտարկվում է մեկ հիմնական խնդիր տարբեր 

մեկնաբանություններով, որոնցից յուրաքանչյուրը առաջացնում է իր ուրույն 

մոտեցումները, և որոնց հետևանքները տարածվում և հարստացնում են այլ սահմանման 

դրվածքները:  

Հետազոտությունները տարվել են հետևյալ հիմնական ուղղություններով. 

 Շրջակայքային արտապատկերումների ուսումնասիրություններ դիսկրետ 

մոդելավորման խնդիրներում` աստիճանային հաջորդականությունների միջոցով տրվող 

հիպերգրաֆների գոյության և կառուցման խնդիրների տեսքով:  Այս մասով 

աշխատանքի հիմնական նպատակն է՝ ստանալ հիպերգրաֆային 

հաջորդականությունների բազմության ճշգրիտ նկարագիրը, որը տրվել և վերլուծվել է 

աշխատանքում՝ մոնոտոն Բուլյան ֆունկցիաների տերմիններով, ինչն իրենից 

ներկայացնում է   աշխատանքի հիմնական մաթեմատիկական արդյունքներից մեկը: 

 Հետազոտություններ դիսկրետ տոմոգրաֆիայի տիրույթում, որտեղ հիմնական 

նպատակն է նոր սահմանափակումների ներառումը շերտային պրոյեկցիաների և 

տարրերի չվերադրման տեսքով: Սրանք այն սահմանափակումներն են, որոնք հանդես 
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են գալիս կիրառական տարբեր խնդիրներում և մոդելներում, և արտացոլում են 

հիպերգրաֆի պարզ լինելու և գագաթների տրված ընդհանրացված աստիճանային 

հաջորդականություններն ունենալու պայմանները: Աշխատանքի այս մասով կարևոր 

ձեռքբերում են տոմոգրաֆիայի խնդրի լուծման արդյունավետ ալգորիթմների մշակումը, 

լոկալ քայլում օպտիմալության ապահովումը, և արդյունքի երաշխիքի գնահատումը:  

 Դիսկրետ մոդելավորման գործիքների ուսումնասիրում: Աշխատանքում 

ներմուծվել են խորանարդատիպ տրոհման և գումարային հիերարխիաների 

մոտեցումները, որոնք հավելյալ կիրառությունների հիմք են հանդիսացել, 

մասնավորապես. 

- խորանարդատիպ տրոհման կիրառմամբ մշակվել է բազմարժեք ցանցում մոնոտոն 

բինար ֆունկցիայի վերծանման նոր մեթոդ՝ խնդիրը հանգեցնելով բինար 

խորանարդում մոնոտոն Բուլյան ֆունկցիաների վերծանմանը: Սա հիմք է 

հանդիսացել քանակական ատրիբուտներով ասոցիատիվ կանոնների պեղման նոր 

մոտեցման ձևավորման համար, ինչը նպատակ ունի նոր գործիքներ տրամադրել 

կիրառական խնդիրների կարիքների համար, ինչպես օրինակ կիրառական 

ծրագրերի LOG ֆայլերի վերլուծման օգնությամբ ցանցերի ներխուժման 

հայտնաբերումը; 

- գումարային հիերարխիաների կիրառմամբ կառուցվել է բինար ծառի մոդել, 

օգտագործելով այն դասակարգման, մասնավորապես՝ գրանշանների ավտոմատ 

ճանաչման համակարգում: 

Աշխատանքի ընդհանուր բնութագիրը ըստ դիտարկված մոդելների, 

մաթեմատիկական խնդիրների և կիրառությունների ամփոփվում է հետևյալ տեսքով.  
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Հետազոտման մեթոդները 

Կիրառվում են դիսկրետ մոդելավորման մաթեմատիկական մոտեցումներ` 

դիսկրետ կառուցվածքների տրոհումներ և ձևափոխություններ, ինդուկցիայի սկզբունք, 

կերպարների վերծանում, հավանականային կոմբինատորիկա, ամբողջարժեք գծային 

ծրագրավորում: Օգտագործվել է նաև բինար խորանարդի շղթաների տրոհման 

մոտեցումը, և այն լրացվել է խորանարդատիպ տրոհման գաղափարի միջոցով: 

Արդյունքների մի հիմնական խումբ հիմնվում է ագահ/գրադիենտ ալգորիթմների 

կառուցման մեթոդների վրա: 

 

Գիտական նորույթը 

 Պարզ հիպերգրաֆների աստիճանային հաջորդականությունների տիրույթի ամփոփ 

նկարագիր՝ տրված մոնոտոն Բուլյան ֆունկցիաների տերմիններով; նշված տիրույթի 

կարևոր կառուցվածքային առանձնահատկությունների բնութագրում;  

 Նոր սահմանափակման (մատրիցի տողերի տարբեր լինելը)  և նոր բնութագրերի 

(շերտային պրոյեկցիաներ ըստ մատրիցի սյուների որոշակի խմբերի) առկայությամբ 

•Դիսկրետ մաթեմատիկական մոդելներ ուղղաձիգ և շրջակայքային
արտապատկերումներով, այդ թվում.                                                                                            
‐ Բազմությունների համակարգեր / Բազմաչափ միավոր խորանարդ
‐ Դիսկրետտոմոգրաֆիա / Բինար մատրիցներ
‐Խորանարդատիպտրոհման մոդել / Բազմաչափ բազմարժեք խորանարդ

Մոդելներ

•Հիպերգրաֆների աստիճանային հաջորդականությունների նկարագրում
•Դիսկրետտոմոգրաֆիայի խնդիր նոր սահմանափակումներով
•Դիսկրետ մոնոտոն բինար ֆունկցիայի վերծանում
•Պատկերների դասակարգում ըստ գրաֆիկական բնութագրերի
•Քանակական ասոցիատիվ կանոնների պեղում

Խնդիրներ

•Տրանսպորտային և հեռահաղորդակցման ցանցեր սահմանափակումներով / 
Ցանցերի գեներացում
•Փորձերի նախագծում կենսաբժշկական խնդիրներում
•Տպագիր տեքստերի ավտոմատ վերծանում
•Ցանցերի ներխուժման հայտնաբերում

Կիրառություններ
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դիսկրետ տոմոգրաֆիայի խնդիրների մոտավոր լուծման ալգորիթմներ; 

օպտիմալության ապահովում լոկալ քայլում; և արդյունքի երաշխիքի գնահատում; 

 Մոնոտոն բինար ֆունկցիայի վերծանման նոր մեթոդ՝ հիմնված աշխատանքում 

ներմուծված բազմարժեք բազմաչափ ցանցի խորանարդատիպ տրոհման վրա:  

 

Ստացված արդյունքների կիրառական նշանակությունը 

Դիտարկված խնդիրներն ունեն սկզբունքային տեսական նշանակություն և 

ուղղակի կապի մեջ են կիրառական խնդիրների հետ` այն որ գործ ունեն 

բազմությունների համակարգերի մոդելների, հակադարձ դիսկրետ մաթեմատիկական 

խնդիրների, սահմանափակումների բավարարման խնդիրների լայն դասերի հետ: 

Դիտարկված կիրառական հարցերը առնչվել են ցանցերի ներխուժման հայտնաբերման 

(ասոցիատիվ կանոնների պեղում), տպագիր տեքստերի ավտոմատ վերծանման 

(պատկերների դասակարգում ըստ գրաֆիկական բնութագրերի), և ուրիշ խնդիրների 

հետ (կենսաբժշկություն, ինֆորմացիոն կառավարում ըստ տեքստերի պեղման): Այս 

աշխատանքները մաս են կազմել մի շարք գիտական նախագծերի, որոնց թվում են՝ 

INTAS 00-626 “Data Mining Algorithm Incubator”, INTAS 04-77-7173 "Data Flow Systems: 

Algorithms and Complexity"; c/o PolyBase Inc. USA “Development of Armenian Optical 

Recognition software system”; EC FP5 IST-12637 "Security Policy Adaptation Reinforced 

through Agents”; ԿԳՆ ԳՊԿ 11-1b193 “Կոմբինատոր օպտիմիզացիայի նոր, բարդ և 

չլուծված խնդիրների ալգորիթմական մոտարկման ուսումնասիրում”, 12GE-020 

“Մաթեմատիկական համալրում կանաչ ինքնավար ցանցերի կազմակերպմանը”, 13-

1B340 “Փակ հասանելի բազմությունների համակարգերի հետազոտում և կիրառում”, 

15T-1B417 “Կիրառական ուղղվածության հակադարձման տիպի սահմանափակումների 

բավարարման խնդիրներ” նախագծերը - ՀՀ ԳԱԱ Ինֆորմատիկայի և 

ավտոմատացման պրոբլեմների ինստիտուտի մասնակցությամբ: Այս 

հետազոտություններին մասնակից այլ կազմակերպությունների թվում հարկ է նշել՝ ՌԳԱ 

Հաշվողական Կենտրոնը, Մադրիդի տեխնիկական համալսարանը, Ռոստոկի 

համալսարանը, Հունգարիայի գիտությունների ակադեմիայի մաթեմատիկայի 

ինստիտուտը, Պատրասի համալսարանը, և ուրիշներ:  
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Աշխատանքում ստացված արդյունքների կիրառությունները ամփոփված են 

հետևյալ սխեմայով.  

 

 

Աշխատանքի հիմնական դրույթները 

 Հիպերգրաֆային հաջորդականությունների բազմության ամփոփ նկարագիր 

բազմարժեք բազմաչափ ߌ௠ାଵ
௡  ցանցի ենթաբազմության տեսքով՝ դրանց եզրային 

էլեմենտների և նրանցով ծնվող մոնոտոն տիրույթների տերմիններով: Եզրային 

էլեմենտների բազմության մինիմալ կշռով տարրերի դուրսբերում և միակության 

հավաստում (կոորդինատների տեղափոխության ճշտությամբ); մաքսիմալ կշռով 

տարրերի նկարագրում, և նրանց համարժեքության հաստատում հիպերգրաֆային 

հաջորդականությունների խնդրին՝ համասեռ հիպերգրաֆների դեպքում:  

 ̅ݎ௠௜௡  և ݎ௠௔௫  շեմերի հայտնաբերում այնպես, որ ̅ݎ௠௜௡ -ից փոքր կշռով 

հաջորդականությունները հիպերգրաֆային են, և ݎ௠௔௫ -ից մեծ կշռով 

հաջորդականությունները հիպերգրաֆային չեն; 

 Պարզ ռեգուլյար հիպերգրաֆի գոյության անհրաժեշտ և բավարար պայման ըստ 

տրված աստիճանային հաջորդականության: 

 Սյուների տրված կշիռներով (ուղղահայաց պրոյեկցիա) և տարբեր տողեր ունեցող 

(նոր սահմանափակում դիսկրետ տոմոգրաֆիայի խնդիրներում) բինար մատրիցի սյուն-

Տրված
պրոեկցիաներով և
տարբեր տողերով
բինար մատրիցի
կառուցման ագահ

ալգորիթմ

Սահմանափակ
ռեսուրսներով

փորձերի նախագծում
կենսաբժշկական
խնդիրներում

Բազմադեղորայքա‐
յին դիմադրողա‐
կանության դեմ
պայքարի խնդիր

Պատկերների
դասակարգում ըստ

գրաֆիկական
բնութագրերի

Տպագիր տեքստերի
ավտոմատ
վերծանում

Բազմաչափ
բազմաժեք ցանցի
խորանարդատիպ
տրոհման մեթոդ

Քանակական
ասոցիատիվ

կանոնների պեղում

Ցանցերի
ներխուժման

հայտնաբերում

Հիպերգրաֆների
աստիճանային
հաջորդականու‐

թյունների տիրույթի
նկարագիր

Տրանսպորտային
ցանցեր

սահմանափակում‐
ներով

Տրանսպորտային և
հեռահաղարդակց‐

ման ցանցերի
գեներացում
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առ-սյուն կառուցման ܩ  արդյունավետ ալգորիթմ; օպտիմալություն լոկալ քայլում;  

արդյունքի երաշխիքի տեսական գնահատական: 

 Սյուների որոշակի խմբերի կշիռներով (շերտային պրոյեկցիաներ) և տարբեր 

տողերով բինար մատրիցի գոյության/կառուցման խնդիրների բարդության 

հետազոտում, նրանց մոտավոր լուծման ալգորիթմներ: 

 Ξ௠ାଵ
௡  ցանցի խորանարդատիպ տրոհում, և նրա հիման վրա՝ 	Ξ௠ାଵ

௡ -ում որոշված 

մոնոտոն բինար ֆունկցիայի վերծանման նոր մոտեցում: 

 Մոնոտոն բինար ֆունկցիայի վերծանման ܵܥ ալգորիթմ՝ ներկայացված օպտիմալ 

բինար վերծանիչների չհատվող բազմությունների տեսքով; ալգորիթմի բարդության 

գնահատական-բանաձև; 

 Ստացված արդյունքների կիրառություններ. ܩ  ալգորիթմի կիրառումը 

գումարային բալանսով բինար ծառի մոդել կառուցելու համար պատկերների, ըստ 

գրաֆիկական բնութագրերի դասակարգման խնդրում; ܵܥ  ալգորիթմի կիրառումը 

տվյալների պեղման քանակական ասոցիատիվ կանոնների (հաճախ հանդիպող 

հավաքների բազմության) դուրսբերման համար մոնոտոն ատրիբուտներով տվյալների 

դեպքում: 

 

Աշխատանքի արդյունքները զեկուցվել են 

Աշխատանքում ստացված արդյունքները զեկուցվել են ՀՀ Գիտությունների 

ազգային ակադեմիայում, ՀՀ ԳԱԱ Ինֆորմատիկայի և ավտոմատացման պրոբլեմների 

ինստիտուտում, Մադրիդի տեխնիկական համալսարանի ինֆորմատիկայի 

ֆակուլտետում (2002թ.), Ռոստոկի համալսարանում (2015թ.), մի շարք միջազգային 

գիտաժողովներում, այդ թվում՝ Computer Science and Information Technologies /CSIT 1997 

- CSIT 2017/, Extremal Combinatorics, Cryptography and Coding Theory /2014/  

(Հայաստան), Optimal Discrete Structures and Algoritms /ODSA 2006, ODSA 2010/ 

(Գերմանիա), Natural Information Technologies /NIT 2010/ (Իսպանիա), Mathematics of 

Distances and Applications /MDA 2012/ (Բուլղարիա), Seventh Czech-Slovak International 

Symposium on Graph Theory, Combinatorics, Algorithms and Applications /CSGT 2013/ 

(Սլովակիա), և Information Technologies /iTech/, Classification, Forecasting, Data Mining 
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/CFDM/, Theoretical Foundations of Informational Modelling /TFIM/ գիտաժողովների 

շարքում 2003-2017 թթ. (Բուլղարիա): 

 

Հրապարակումները 

Ատենախոսության թեմայով հրատարակված է 31 գիտական աշխատանք, որոնք 

թվարկված են ատենախոսության վերջում: 

 

Ատենախոսության կառուցվածքը և ծավալը 

Ատենախոսությունը կազմված է առաջաբանից, հինգ գլուխներից, 

եզրակացությունից, օգտագործված գրականության ցանկից: Այն շարադրված է 244 

էջում, ներառյալ 191 անուն օգտագործված գրականության ցանկը:  
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ԳԼՈՒԽ 1. ՀԵՏԱԶՈՏԱԿԱՆ ՏԻՐՈՒՅԹԻ ՎԵՐԼՈՒԾՈՒԹՅՈՒՆ, ՀԻՄՆԱԿԱՆ 

ՀԱՍԿԱՑՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐ 

Ներկա աշխատանքում դիտարկվող խնդիրները առաջացել են տարբեր 

ոլորտներում և մոդելավորվել են տարբեր տերմիններով՝ բազմությունների 

համակարգեր, դիսկրետ տոմոգրաֆիա, բազմաչափ միավոր խորանարդ: Ստորև ըստ 

տիրույթների տրվում է հետազոտությունների արդի վիճակի և ստացված արդյունքների 

սեղմ նկարագիրը, նշվում են առկա բաց խնդիրները, և բերվում են ամփոփիչ 

դիտողություններ՝ աշխատանքում այդ տիրույթների առնչությամբ ստացված 

արդյունքների համառոտ ներկայացմամբ: Դիտարկվում են նաև հարակից գործիքներ՝ 

ընդհանուր օգտագործման հաշվարկային մոդելներ, որոնցում կարելի է օգտագործել 

հետազոտվող խնդիրների շուրջ ստացված արդյունքները: Աշխատանքի առաջին գլուխը 

պարունակում է նաև աշխատանքում օգտագործվող այլ հասկացություններն ու 

սահմանումները: 

1.1 Խնդիրներ 

1.1.1 Բազմությունների համակարգեր /հիպերգրաֆներ/ 

Գրաֆների տեսությունը  կոմբինատոր խնդիրների լուծման և կոմբինատոր 

մոդելավորման  կարևոր գործիք է ([107], [50], [111]) և բնական է, որ գրաֆի 

հասկացությունը բազմիցս ընդհանրացվել է լրացուցիչ կոմբինատոր խնդիրների 

հաղթահարման ճանապարհին: Սա կապված է բազմությունների ընտանիքների /set 

system/ դիտարկմամբ ([123], [79], [138], [17], [102], [101]) և դրա մեկնաբանմամբ` որտեղ 

բազմությունը հանդես է գալիս որպես “ընդհանրացված կող”, - և բազմությունների 

ընտանիքը այս մեկնաբանմամբ անվանվում է հիպերգրաֆ ([35], [36]): Նախնական 

նպատակը գրաֆների տեսության դասական արդյունքների ընդհանրացումն էր: 

Այնուհետև, հիպերգրաֆների տեսությունը վերածվեց մաթեմատիկական 

մոդելավորման կարևոր գործիքի տարբեր տիրույթների խնդիրների մեկնաբանման 

համար ([56], [94], [148], [147], [178], [37], [164]): Դրանց թվում են ցանցերի  

մոդելավորման, տվյալների պեղման, գործընթացների պլանավորման և այլ խնդիրներ, 
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որտեղ հիպերգրաֆի գագաթներով ներկայացվում են առարկաներ, իսկ հիպերկողերով 

տրվում են առարկաների միջև առկա բարդ հարաբերությունները 

Բացի այդ, ստացվեցին նաև հիպերգրաֆների տեսական արդյունքներ, որոնք 

տրամադրում են այլ մակարդակի հարաբերություններ և չեն հետևում գրաֆների 

տեսությունից: 

Սահմանում 1.1.1 ([36]): Դիցուք` ܸ ൌ ሼݒଵ, ⋯,ଶݒ , ௡ሽݒ  -ն վերջավոր բազմություն է: 

Հիպերգրաֆ ܸ  բազմության վրա՝ դա ܸ  բազմության ܧ௜ ⊆ ܸ,	  ݅ ൌ 1,2,⋯ ,݉ 

ենթաբազմությունների ընտանիք է` 	ܪ ൌ ሼܧଵ, ⋯,ଶܧ ,  .௠ሽ, այնպես, որܧ

௜ܧ (1) ് ∅, ݅ ൌ 1,2,⋯ ,݉ 

(2) ⋃ ௜ܧ
௠
௜ୀଵ ൌ ܸ:  

Եթե տեղի ունի նաև հետևյալ պայմանը. 

௜ܧ (3) ⊆ ௝ܧ 	⟹ ݅ ൌ ݆, 

 ապա ܪ ൌ ሼܧଵ, ⋯,ଶܧ ,  :௠ሽ հիպերգրաֆը կոչվում է պարզܧ

,ଵݒ ⋯,ଶݒ , ௡ݒ  էլեմենտները կոչվում են հիպերգրաֆի գագաթներ, իսկ ܧଵ, ⋯,ଶܧ ,  ௠ܧ

բազմությունները` կողեր/հիպերկողեր: 

Հիպերգրաֆի պարզության ավելի ընդհանուր սահմանում է, երբ (3)-ի փոխարեն տեղի 

ունի հետևյալը. 

௜ܧ (’3)  ൌ ௝ܧ 	⟹ ݅ ൌ ݆: 

Հիպերգրաֆը կարելի է ներկայացնել ինցիդենտության ܣ ൌ ሼܽ௜,௝ሽ  մատրիցով, որի 

տողերը ներկայացնում են ܧଵ, ⋯,ଶܧ , ,ଵݒ `௠ կողերը, իսկ սյուներըܧ ⋯,ଶݒ ,  ,௡ գագաթներըݒ

որտեղ ܽ௜,௝ ൌ 1, երբ ݒ௝ ∈ ௜, և ܽ௜,௝ܧ ൌ 0 հակառակ դեպքում: 

Հիպերգրաֆը կարելի է ներկայացնել նաև որպես բինար խորանարդի գագաթների 

բազմություն կամ գագաթների ընտանիք: 

Հիպերգրաֆը կոչվում է ݎ-համասեռ, եթե նրա յուրաքանչյուր կողի հզորությունը ݎ  է:  

Պարզ գրաֆը դա 2-համասեռ պարզ հիպերգրաֆն է: 

Հիպերգրաֆի ݒ௝ ∈ ܸ  գագաթի աստիճանը` ௝݀ -ն, այդ գագաթը պարունակող կողերի 

քանակն է: Հիպերգրաֆը ݏ-ռեգուլյար է, եթե նրա յուրաքանչյուր գագաթի աստիճանը ݏ 

է:  



 

18 
 

 

ܪ  հիպերգրաֆի գագաթների աստիճաններից կազմված ݀ሺܪሻ ൌ ሼ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሽ 

հաջորդականությունը կոչվում է հիպերգրաֆի աստիճանային հաջորդականություն: 

Հիպերգրաֆի աստիճանային հաջորդականության խնդիրը /հիպերգրաֆային 

հաջորդականությունների խնդիրը/ հետևյալն է՝ գտնել անհրաժեշտ և բավարար 

պայմաններ, որպեսզի տրված թվերի հաջորդականությունը հանդիսանա որևէ պարզ 

հիպերգրաֆի աստիճանային հաջորդականություն: 

Գրաֆի դեպքում աստիճանային հաջորդականության խնդրի լուծումը հայտնի է 

Էրդյոշ-Գալլեյի թեորեմով ([78]): 

Թեորեմ 1.1.1-1 ([78]): ݀ଵ ൒ ⋯ ൒ ݀௡  ամբողջ ոչ բացասական թվերի չաճող 

հաջորդականությունը հանդիսանում է ݊ գագաթ ունեցող պարզ գրաֆի աստիճանային 

հաջորդականություն այն և միայն այն դեպքում, երբ  

(1) ∑ ݀௜
௡
௜ୀଵ -ն զույգ է, և 

(2) ∑ ݀௜
௞
௜ୀଵ ൑ ݇ሺ݇ െ 1ሻ ൅ ∑ min	ሼ݇, ݀௜

௡
௜ୀ௞ାଵ ሽ, ݇ ൌ 1,⋯ , ݊ െ 1: 

 

Դիտարկենք նույն խնդիրը հիպերգրաֆների համար: Կրկնվող կողերի թույլտվությամբ 

հայտնի են՝  

Թեորեմ 1.1.1-2 ([36]):  ݀ଵ ൒ ⋯ ൒ ݀௡  ամբողջ ոչ բացասական թվերի չաճող 

հաջորդականությունը   հանդիսանում է ݊ գագաթ ունեցող ݎ-համասեռ հիպերգրաֆի 

(թույլատրվում են կրկնվող կողեր) աստիճանային հաջորդականություն այն և միայն այն 

դեպքում, երբ  

(1) ∑ ݀௜
௡
௜ୀଵ -ն ݎ-ի պատիկ է, և 

(2) ݀௡ ൒ 1: 

Թեորեմ 1.1.1-3 ([87], [166]): Տրված են ݎଵ, ⋯,ଶݎ ,  ௠ ամբողջ թվերը և ամբողջ թվերիݎ

݀ଵ ൒ ⋯ ൒ ݀௡  հաջորդականությունը: Գոյություն ունի ݊  գագաթ ունեցող ܪ ൌ

ሼܧଵ, ⋯,ଶܧ ,  ௝ կողիܧ ௝-նݎ ௠ሽ հիպերգրաֆ, որի համար ݀௜-ն ݅-րդ գագաթի աստիճանն է, ևܧ

հզորությունն է, - այն և միայն այն դեպքում, երբ  

1) ∑ min	ሼݎ௝, ݇ሽ
௠
௝ୀଵ ൒ ݀ଵ ൅ ⋯൅ ݀௞, ሺ݇ ൏ ݊ሻ 

2) ∑ ௝ݎ ൌ
௠
௝ୀଵ ݀ଵ ൅ ⋯൅ ݀௡: 
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Պարզ հիպերգրաֆի դեպքում՝ աստիճանային հաջորդականության խնդիրը հայտնի 

բաց խնդիր է ([36]):  

1.1.1.1 Արդի վիճակի սեղմ նկարագիր 

Խնդիրը ինտենսիվորեն հետազոտվել է պարզ համասեռ հիպերգրաֆների 

համար, ([71], [51], [64], [42], [43], [44], [62], [40], [130], [154], [161], [33], [103], և 

ուրիշներ), սակայն մնում է բաց ինչպես բարդության գնահատման տեսանկյունից՝ 

հայտնի չէ խնդրի լուծման բազմանդամային ալգորիթմ, ոչ էլ ապացուցված է խնդրի NP-

լրիվությունը ; այնպես էլ լուծումների տիրույթի նկարագրման հարցում՝ հայտնի չէ պարզ 

համասեռ հիպերգրաֆի աստիճանային հաջորդականությունների պարզ նկարագիր: 

Այս երկու խնդիրները որոնք հիպերգրաֆների տեսության հայտնի մարտահրավերային 

խնդիրներ են, մնում են բաց նույնիսկ 3-համասեռ պարզ հիպերգրաֆների համար: Այս 

խնդիրների հետ կապված հայտնի են մի շարք օգտակար պնդումներ/մասնակի 

արդյունքներ: Պարզ է, որ խնդրի լուծված չլինելը և միայն մասնակի արդյունքների 

առկայությունը սահմանափակում է նրա արդյյունավետ կիրառումը համապատասխան 

խնդիրների լուծման մեջ: 

 [64] աշխատանքում ուսումնասիրվել են հիպերգրաֆի աստիճանային 

հաջորդականության հետ կապված խնդիրներ, և ապացուցվել է նրանց NP-լրիվությունը: 

Դիցուք` ܪ ൌ ሺܸ, ሻܧ -ն ݇ -համասեռ հիպերգրաֆ է գագաթների ܸ	ሺܪሻ  բազմությամբ և 

կողերի ܧ	ሺܪሻ  բազմությամբ: Յուրաքանչյուր ݒ ∈ ܸ   գագաթի համար սահմանվում է   

ሺ݇ െ 1ሻ-համասեռ ܪ௩  հիպերգրաֆը հետևյալ ձևով: ܪ௩-ի գագաթների բազմությունն է՝ 

ܸ	ሺܪ௩ሻ ൌ ܸ	ሺܪሻ\ሼݒሽ , և կողերի ܧሺܪ௩ሻ  բազմությունը կազմված է ܧ	ሺܪሻ -ի բոլոր այն ܤ 

կողերից, որոնք պարունակում են ݒ գագաթը` առանց այդ գագաթի` ܤ\ሼݒሽ: Կասենք, որ 

ܪ  հիպերգրաֆը ընդգրկում է /պարունակում է, subsumes/ ܪ௩, ݒ ∈ ܸሺܪሻ   

հիպերգրաֆների հավաքածուն: Նշենք, որ ܪ հիպերգրաֆը պարզ է այն և միայն այն 

դեպքում, երբ պարզ են ընդգրկվող ܪ௩ հիպերգրաֆները:  

Ընդգրկվող հիպերգրաֆների աստիճանային հաջորդականությունների խնդիր. 

Դիցուք` ݀ሺ݄ଵሻ, ݀ሺ݄ଶሻ,⋯ , ݀ሺ݄௡ሻ -ը հանդիսանում են ሺ݇ െ 1ሻ  -համասեռ ݄ଵ, ݄ଶ,⋯ , ݄௡ 

հիպերգրաֆների աստիճանային հաջորդականությունները: Գոյություն ունի արդյոք ݇ -
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համասեռ ܪ  հիպերգրաֆ այնպես, որ նրա ընդգրկվող ܪଵ, ⋯,ଶܪ ௡ܪ,  հիպերգրաֆների 

համար տեղի ունենան	݀ሺܪ௜ሻ ൌ ݀ሺ݄௜ሻ, ݅ ൌ 1,⋯ , ݊   պայմանները: 

Ապացուցվել է խնդրի NP-լրիվությունը նույնիսկ ݇ ൌ 3 դեպքում: Ապացուցվել է 

խնդրի NP-լրիվությունը նաև պարզ համասեռ հիպերգրաֆների համար:  

[42]-ում տրվել են 3-համասեռ պարզ հիպերգրաֆի աստիճանային հաջորդականություն 

հանդիսանալու անհրաժեշտ պայմաններ. 

Թեորեմ 1.1.1-4 ([42]): Դիցուք` ݀ଵ ൒ ⋯ ൒ ݀௡  հաջորդականությունը 3-համասեռ պարզ 

հիպերգրաֆի աստիճանային հաջորդականություն է: Այդ դեպքում տեղի ունեն հետևյալ 

առնչությունները. 

1) ݀ଵ ൅⋯൅ ݀௡ ൌ  ,ամբողջ թվի համար ݍ որևէ ݍ3

2) ݀ଵ ൑ ௡ିଵܥ
ଶ , 

3) ݀ଵ െ ݀௡ ൑ ௡ିଶܥ
ଶ , 

4) ݀ଵ ൅⋯൅ ݀௜ ൑ ݍ2 ൅ ௡௜ܥ , ݅ ൌ 1,⋯ , ݊, 

5) ݀ଵ ൅⋯൅ ݀௜ ൑ ݍ ൅ ሺ݊ െ 1ሻܥ௜
ଶ, ݅ ൌ 1,⋯ , ݊: 

Առաջարկվել է նաև 3-համասեռ պարզ հիպերգրաֆի կառուցման (ըստ 

աստիճանային հաջորդականության) էվրիստիկ բազմանդամային ալգորիթմ, և ցույց է 

տրվել ալգորիթմի աշխատանքի արդյունավետությունը փոքր	݊-երի համար:  

 [130]-ում սահմանվել են կողերի փոխարինումներ, որոնց միջոցով նույն աստիճանային 

հաջորդականությունն ունեցող 3-համասեռ հիպերգրաֆները ձևափոխում են մեկը 

մյուսին: [33]-ում հեղինակները ընդհանրացրել են այս արդյունքը ݇ -համասեռ 

հիպերգրաֆների համար:  

[131], [40], [127], [161]-ում ուսումնասիրվել է ݎ -համասեռ հիպերգրաֆի 

աստիճանային հաջորդականությունների ուռուցիկ թաղանթը (convex hull)՝ ሻݎ௡ሺܦ	 -ը: 

[132]-ում ապացուցվել է, որ 2-համասեռ հիպերգրաֆների /սովորական գրաֆների/ 

դեպքում Էրդյոշ-Գալլեյի անհավասարություններով տրվում է գրաֆի աստիճանային 

հաջորդականությունների ուռուցիկ թաղանթը՝ ուռուցիկ թաղանթին պատկանող 

հաջորդականությունները հանդիսանում են գրաֆի աստիճանային 

հաջորդականություններ այն և միայն այն դեպքում, երբ նրանց կոմպոնենտների 
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գումարը զույգ է: [40]-ում տրվել են պայմաններ, երբ է ܦ௡ሺݎሻ -ի եզրանիստը (facet) 

որոշվում գծային անհավասարություններով: Տրվել են նաև բավարար պայմաններ, թե 

երբ է ܦ௡ሺݎሻ -ի եզրանիստը բնութագրվում Էրդյոշ-Գալլեյի տիպի 

անհավասարություններով: [127]-ում համակարգչով հաշվարկների արդյունքում 

պարզվել է, որ ݇-համասեռ հիպերգրաֆների աստիճանային հաջորդականությունների 

բազմությունը ուռուցիկ է, երբ ݇	 ൌ 	3 և ݊	 ൑ 	8 : [161]-ում ցույց է տրված, որ ݇	 ൒ 	3 և ݊	 ൒

	݇	 ൅ 	13  դեպքում ݇ -համասեռ հիպերգրաֆների աստիճանային 

հաջորդականությունների բազմությունը ուռուցիկ չէ: 

1.1.1.2 Ամփոփիչ դիտողություններ 

Ըստ [36]-ի սահմանման, պարզ հիպերգրաֆներում կողերը անհամեմատելի են ըստ 

կլանման: Հիպերգրաֆի պարզության ավելի ընդհանուր սահմանում է՝ երբ կողերը չեն 

կրկնվում: Համասեռ հիպերգրաֆի դեպքում, երբ կողերը ունեն միևնույն հզորությունը, 

այս սահմանումները համընկնում են: Կարևոր է նշել, որ հիպերգրաֆի աստիճանային 

հաջորդականությունների խնդրին առնչվող տարբեր հեղինակների 

հետազոտությունները և ստացված արդյունքները համասեռ հիպերգրաֆների դեպքի 

համար են: Բացի այդ, թեկուզ և այս մասնավոր դեպքի համար ստացված չէ լուծումների 

տիրույթի որևէ ընդհանուր նկարագիր:  

Ներկա աշխատանքը աստիճանային հաջորդականությունների խնդիրը դիտարկում 

է ընդհանուր դեպքում, երբ կողերի հզորությունները կամայական են, և հիպերգրաֆը 

պարզ է՝ կողերը չեն կրկնվում: Հետազոտվում է խնդրի բոլոր լուծումներով կազմված 

տիրույթը; տրվում է նրա կառուցվածքային պարզ և ամբողջական նկարագիրը: Ցույց է 

տրվում նաև, որ տիրույթն ուռուցիկ չէ: Կարևոր է նաև լուծումների որոնման տիրույթի 

նեղացումը, որն իրականացվում է երկու փոխլրացնող ճանապարհներով:  

Աշխատանքում հետազոտված մեկ այլ կարևոր խնդիր է հիպերգրաֆային 

հաջորդականությունների բազմության լրացման տիրույթի նկարագրումը: Պարզվում է, 

որ այս տիրույթը նույնպես ունի կառուցվածքային ընկալելի նկարագիր, որը 

հնարավորություն է տալիս գտնելու մինիմալ և մաքսիմալ շեմեր, որոնց միջոցով 

որոշվում են հիպերգրաֆային և ոչ հիպերգրաֆային հաջորդականությունների դասեր: 



 

22 
 

 

 

1.1.2 Դիսկրետ տոմոգրաֆիա 

Հետազոտվող խնդիրների հաջորդ մոդելը և մեկնաբանությունը պատկանում է 

դիսկրետ տոմոգրաֆիայի տիրույթին ([112], [139], [113], [31]):  

Խնդիրները, որտեղ դիտարկման առարկան տրված է, և անհրաժեշտ է հաշվել 

նրա բնութագրերը - կոչվում են ուղիղ խնդիրներ ի տարբերություն հակադարձ 

խնդիրների, որոնցում առարկան հասանելի չէ, և անհրաժեշտ է այն վերականգնել նրա 

մասին ունեցած մասնակի տվյալների հիման վրա, որոնք հաճախ կողմնակի 

չափումների տեսքով են ստացվում ([114], [70]): Այսպիսով, հակադարձ խնդիրները 

մաթեմատիկական խնդիրների դաս են, որոնք ծագում են, երբ պահանջվում է ստանալ 

ինֆորմացիա ներքին կամ թաքնված տվյալների մասին արտաքին/կամ հասանելի 

չափումների միջոցով: 

Հակադարձ խնդիրները, որպես կանոն – “թույլ ձևակերպված են” /ill-posed/: Ըստ 

Հադամարի սահմանման [105], որպեսզի խնդիրը դասակարգվի որպես “լավ 

ձևակերպված” /well-posed/ պետք է ունենա հետևյալ երեք հատկությունները: 

1. Բոլոր թույլատրելի տվյալների համար լուծումը պետք է գոյություն ունենա /For all 

admissible data, a solution exists/, 

2. Բոլոր թույլատրելի տվյալների համար լուծումը պետք է լինի միակը /For all 

admissible data, the solution is unique/, 

3. Լուծումը պետք է անընդհատ կախված լինի տվյալներից /The solution depends 

continuously on the data/: 

Խնդիրը, որը չունի նշված հատկություններից որևէ մեկը, ըստ սահմանման՝ “թույլ 

ձևակերպված է”: Հակադարձ խնդիրներում հիմնականում խախտվում է երրորդ 

պայմանը, որը հաճախ անվանվում է կայունության պայման:  

Որոշ հակադարձ խնդիրներ կարող են նկարագրվել X-ճառագայթների (ռենտգենյան 

ճառագայթների) միջոցով առարկայի վերականգնման տերմիններով: Բժշկական կամ 

արդյունաբերական CT (computer tomography, կոմպյուտերային տոմոգրաֆիա) 

սկանավորման արդյունքում, երբ ռենտգենյան ճառագայթները անցնում են առարկայի 
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միջով, ձեռք է բերվում առարկայի պատկերի 2-չափանի (2D) շերտ: Ճառագայթներն 

անցկացնում են տարբեր անկյուններով, և նշված շերտում յուրաքանչյուր անկյան տակ 

չափում են ռենտգենյան ճառագայթի թուլացումները, որը բերում է շերտի 1-չափանի (1D) 

պրոյեկտմանը: Այնուհետև, ստացված պրոյեկցիաների բազմությունից վերականգնվում 

է 2-չափանի շերտը՝ օգտագործելով Ջ.Ռադոնի թեորեմը [156]: Վ.Համբարձումյանն 

առաջինն էր, որ տվեց Ջ.Ռադոնի ձևափոխության թվային հակադարձումը:  

Տոմոգրաֆիան հակադարձ խնդիրների/մոդելների ենթաբազմություն է առարկայի՝ նրա 

մասնակի չափումների հիման վրա, վերականգնման մասին: Սովորաբար, չափումները 

իրենցից ներկայացնում են մոդելի պարամետրերի ինտեգրում X-ճառագայթների 

ուղղությամբ: Պարզագույն դեպքում դիսկրետ տոմոգրաֆիան դիտարկում է 

առարկաներ, որոնք կազմում են բազմաչափ ամբողջարժեք ցանցի բջիջների վերջավոր 

ենթաբազմություն: Դիսկրետ տոմոգրաֆիայի խնդիրների մի մասը առաջանում է 

բնականոն ձևով, այլ դեպքերում դրանք դիսկրետ սիմուլյացիայի կամ մոտավոր 

մոդելների կառուցման արդյունք են: 

Սովորաբար, ֆիզիկական կառուցվածքը ունի խտության արժեքների մեծ 

բազմազանություն, և հետևաբար, մեծ թվով X-ճառագայթներ են անհրաժեշտ 

ապահովելու համար նրանց բաշխվածությունների վերականգնումը: Որոշ դեպքերում, 

առարկան ունենում է փոքր թվով խտության արժեքներ, և հավանաբար, բավարար 

կլինի փոքր թվով X-ճառագայթներ օգտագործել խնդրի լուծման մեջ: Դիսկրետ 

տոմոգրաֆիան այն տիրույթն է, որը ի զորու է ուսումնասիրել այս հատուկ դեպքերը: 

Դիսկրետ տոմոգրաֆիայի անվանումը ըստ Լարի Շեփի է, որը կազմակերպեց այս 

տիրույթին նվիրված առաջին հանդիպումը 1994թ.:  

Վերջին տարիների ընթացքում դիսկրետ տոմոգրաֆիան մեծ հետաքրքրություն է 

առաջացրել իր մաթեմատիկական ձևակերպումների, ինչպես նաև կիրառությունների 

բազմազանության պատճառով: Դիսկրետ տոմոգրաֆիայի ընդհանուր տեսությունը 

լայնորեն օգտագործվում է, մասնավորապես, բժշկական պատկերների մշակման 

ժամանակ: Կիրառությունները առնչվում են նաև երկրակեղևի կառուցվածքի 

ուսումնասիրմանը և նրանում սեյսմիկ ալիքների տարածման ուսումնասիրմանը, 
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բյուրեղի կառուցվածքի վերականգնմանը ըստ էլեկտրոնային միկրոսկոպի 

ճառագայթային դիտարկումների, և այլն ([171], [155], [117], [119], [125]): 

Դիսկրետ տոմագրաֆիային առնչվող խնդիրներ հետազոտվել են շատ ավելի 

վաղ, քան հաստատվել է տիրույթի անվանումը: 

1.1.2.1 Արդի վիճակի սեղմ նկարագիր 

Դիտարկենք ܶ  դիսկրետ բազմությունը, որն իրենից ներկայացնում է 

ամբողջարժեք երկու չափանի ցանցի վերջավոր ենթաբազմություն: ܶ-ում կատարվում 

են չափումներ, որոնցից յուրաքանչյուրն իր մեջ ներառում է պրոյեկտում, որը հաշվում է 

ܶ-ի կետերի քանակը պրոյեկտման ուղղությանը զուգահեռ ուղիղների վրա: Տրված են 

վերջավոր թվով այդպիսի չափումներ/պրոյեկցիաներ, պահանջվում է վերականգնել ܶ 

բազմությունը, կամ՝ կառուցել այդ պրոյեկցիաներին համապատասխանող որևէ 

բազմություն:  

ܶ բազմությունը կարող է ներկայացվել որպես բինար պատկեր /կամ բինար մատրից/: 

Նկար 1.1.2-1-ում պատկերված է բինար պատկեր և նրա պրոյեկցիաները ըստ նշված 

ուղղությունների: 

 

Նկար 1.1.2-1: Բինար պատկեր և նրա պրոյեկցիաները: 

 

Օրթոգոնալ պրոյեկցիաներ, բարդությունը  

Տարբեր հեղինակների կողմից բազմաթիվ ուսումնասիրություններ են նվիրվել 

այն դեպքի ուսումնասիրմանը, երբ դիտարկվում են միայն օրթոգոնալ` հորիզոնական և 

ուղղահայաց պրոյեկցիաները: Բինար մատրիցի տերմիններով` տողերի գումարների 

վեկտորը համապատասխանում է ܶ -ի հորիզոնական պրոյեկցիաներին, սյուների 
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գումարների վեկտորը` ուղղահայաց պրոյեկցիաներին: Նկար 1.1.2-2-ում պատկերված է 

բինար պատկեր իր օրթոգոնալ պրոյեկցիաներով, և` համապատասխան բինար 

մատրիցը: 

 

  

 

 

 

  

 

 

Նկար 1.1.2-2: Բինար պատկեր իր օրթոգոնալ պրոյեկցիաներով; համապատասխան 
բինար մատրիցը: 

 

Դիցուք՝ տրված է ݉ տող և ݊ սյուն ունեցող ܣ ൌ ሼܽ௜,௝ሽ բինար մատրիցը: ܴ-ով և ܵ-

ով, համապատասխանաբար, նշանակենք մատրիցի տողերի գումարների և սյուների 

գումարների վեկտորները.  

ܴ ൌ ሺݎଵ, ⋯,ଶݎ ,   ௠ሻݎ

ܵ ൌ ሺݏଵ, ⋯,ଶݏ ,  ,௡ሻݏ

որտեղ ݎ௜ ൌ ∑ ܽ௜,௝
௡
௝ୀଵ ,			݅ ൌ 1,⋯ ,݉ և ݏ௝ ൌ ∑ ܽ௜,௝

௠
௜ୀଵ ,			݆ ൌ 1,⋯ , ݊: 

ܷሺܴ, ܵሻ-ով նշանակում ենք ܴ և ܵ տողերի և սյուների գումարներ ունեցող բոլոր բինար 

մատրիցների բազմությունը: Պարզ է, որ այդ մատրիցների համար ∑ ௜ݎ
௠
௜ୀଵ ൌ ∑ ௝ݏ

௡
௝ୀଵ : 

Ակնհայտ է ենթադրել նաև, որ ݎ௜ ൑ ݉ և ݏ௝ ൑ ݊, - այս դեպքում ասում են, որ այդպիսի 

վեկտորների զույգը թույլատրելի է:  

ܷሺܴ, ܵሻ  դասում մատրիցի գոյության խնդիրը դիսկրետ տոմոգրաֆիայի խնդրի 

պարզագույն դեպքն է, երբ դիտարկվում է պատկերի վերականգնումը տրված 

հորիզոնական և ուղղահայաց պրոյեկցիաներով:  ܷ	ሺܴ, ܵሻ դասում մատրիցի գոյությունը, 

և գոյության դեպքում՝ վերականգնումը, լուծվել է Գեյլի և Ռայզերի կողմից կոմբինատոր 

1 1 0 1 1 0 0 4 

1 1 0 1 1 0 0 4 
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տերմիններով դեռևս 1957 թ., [166], [87], [165], [57]։ Նրանք գտել են մատրիցի գոյության 

պարզ անհրաժեշտ և բավարար պայմաններ: 

Թեորեմ 1.1.2-1 [166]:  Դիցուք` ܴ ൌ ሺݎଵ, ⋯,ଶݎ , ܵ ௠ሻ -ը ևݎ ൌ ሺݏଵ, ⋯,ଶݏ ,  ௡ሻ-ը ամբողջ ոչݏ

բացասական կոմպոնենտներով վեկտորներ են, որոնց կոմպոնենտները դասավորված 

են ըստ նվազման (չաճման) կարգի: ܵ∗ ൌ ሺݏଵ
∗, ଶݏ

∗,⋯ , ௡∗ሻݏ -ը ܴ -ի համակցված/conjugate 

վեկտորն է՝ ݏ௜∗ ൌ |ሼݎ௜: ௜ݎ ൒ ݆, ݆ ൌ 1,⋯ ,݉ሽ|: Այդ դեպքում, ܷሺܴ, ܵሻ  դասը դատարկ չէ այն և 

միայն այն դեպքում, երբ՝ 

∑ ௜ݏ
௞
௜ୀଵ ൑ ∑ ௜ݏ

∗௞
௜ୀଵ , ݇ ൌ 1,⋯ , ݊ െ 1, և ∑ ௜ݏ

௡
௜ୀଵ ൌ ∑ ௜ݏ

∗௡
௜ୀଵ : 

 

Փոխանակման գործողություն  

[165]-ում ապացուցվում է նաև, որ ܷሺܴ, ܵሻ  դասի բոլոր մատրիցները կարելի է ստանալ 

մեկը մյուսից` վերջավոր թվով պարզ ձևափոխությունների միջոցով: 

Սահմանում 1.1.2-1 [165]: Դիցուք` ܣ ∈ ܷሺܴ, ܵሻ ܣ :  մատրիցի էլեմենտների այնպիսի 

ձևափոխությունը, որը որևէ ܣଵ ൌ ቂ1 0
0 1

ቃ   տիպի ենթամատրիցը տանում է  ܣଶ ൌ ቂ0 1
1 0

ቃ 

տիպի ենթամատրիցի, կամ հակառակը, իսկ մյուս բոլոր էլեմենտները թողնում է 

անփոփոխ, կանվանենք փոխանակում:  

Մատրիցում փոխանակման գործողությունը հնարավոր է, եթե այն պարունակում 

է ܣଵ  կամ ܣଶ  տիպի ենթամատրից /փոխանակման կոմպոնենտ/, հակառակ դեպքում 

մատրիցը կոչվում է փոխանակումից ազատ:  

Փոխանակման կիրառումը ܷሺܴ, ܵሻ  դասի մատրիցի վրա, այն դուրս չի բերում 

ܷሺܴ, ܵሻ դասից՝ 

Թեորեմ 1.1.2-2 [165]: Դիցուք` ܣ -ն և ܣ′ -ը մատրիցներ են ܷ	ሺܴ, ܵሻ դասից: Այդ դեպքում, 

      :ի վերջավոր թվով փոխանակումների միջոցով-′ܣ մատրիցը կարելի է ձևափոխել ܣ

ܷሺܴ, ܵሻ դասին պատկանող ܣ մատրիցը միակն է, այն և միայն այն դեպքում, երբ այն չի 

պարունակում փոխանակման կոմպոնենտ: 

Այստեղ դիտարկվում է նաև մեկ այլ խնդիր՝ գտնել մատրիցի բոլոր այն 0 էլեմենտները 

/կամ 1 էլեմենտները/, որոնց 1-ով փոխանակման /0-ով փոխանակման/ արդյունքում 

մատրիցը չի ունենա փոխանակման կոմպոնենտ: Սակայն, մատրիցում մինիմալ թվով 
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այսպիսի էլեմենտների գտնելու խնդիրը NP-դժվար է ([143]): [132]-ում ուսումնասիրվում 

են ܷ	ሺܴ, ܵሻ  դասում մատրիցի միակության հարցերը (տողերի և սյուների 

տեղափոխությունների ճշտությամբ): 

 

Բարդությունը ընդհանուր դեպքում 

Պարզ է, որ պրոյեկցիաների տրված վերջավոր բազմության համար կարող են 

գոյություն ունենալ նույն պրոյեկցիաներն ունեցող տարբեր առարկաներ ([88]), իսկ փոքր 

թվով պրոյեկցիաներով առարկայի վերականգնման խնդիրը կարող է ունենալ մեծ թվով 

լուծումներ: Ընդհանուր առմամբ, եթե տրված են միայն հորիզոնական և ուղղահայաց 

պրոյեկցիաները, ապա լուծումների քանակը կարող է լինել էքսպոնենցիալ ([69]): Մյուս 

կողմից, պրոյեկցիաների կամայական բազմության համար, որը պարունակում է թվով 

երկուսից մեծ իրարից տարբեր (ոչ կոլինեար) ուղղություններով պրոյեկցիաներ, - 

առարկայի վերականգնման /վերակառուցման/ խնդիրը NP-լրիվ է ([89], [90]):  Երկուսից 

մեծ թվով պրոյեկցիաների դեպքում վերակառուցման խնդիրը շատ անկայուն է, 

այսինքն,  X-ճառագայթների փոքր շեղումը կարող է բերել միանգամայն այլ առարկայի 

վերակառուցման [21], [184], [185], և այն կայուն է, երբ պրոյեկցիաների քանակը երկուս 

է [20], [84], [85]: 

Վերականգնվող առարկայի մասին որևէ այլ նախնական հատկություն/ինֆորմացիա 

կարող է նեղացնել հնարավոր լուծումների դասը: Այս իմաստով առարկայի հաճախ 

օգտագործվող երկրաչափական հատկություններից են ուռուցիկությունը և 

կապակցվածությունը: Այս հատկությունների տարբեր կոմբիանցիաների կիրառմամբ 

խնդրի բարդությունը կարող է փոխվել կամ մնալ նույնը:  

 

Երկրաչափական սահմանափակումներ 

Սահմանում 1.1.2-2 ([30]): Բինար մատրիցը հորիզոնական ուռուցիկ է՝ ݄-ուռուցիկ, եթե 

բոլոր տողերում 1-երը հաջորդում են միմյանց (կազմում են ինտերվալ): Մատրիցը 

ուղղահայաց ուռուցիկ է՝ ݒ-ուռուցիկ, եթե բոլոր սյուներում 1-երը հաջորդում են միմյանց: 

Մատրիցը ݄ݒ-ուռուցիկ է, եթե այն և՛ հորիզոնական, և՛ ուղղահայաց ուռուցիկ է:  
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Սահմանում 1.1.2-3 ([97], [93]): Բինար մատրիցը կապակցված է, եթե նրա 1-երը 

կապակցված են ըստ հարևանության հարաբերության: Սահմանվում է 4-

հարևանություն, երբ յուրաքանչյուր էլեմենտ կից է իր հորիզոնական և ուղղահայաց 

հարևաններին, և 8-հարևանություն, երբ յուրաքանչյուր էլեմենտ կից է նաև ըստ 

անկյունագծերի իր հարևաններին: 4-հարևանությամբ կապակցված պատկերը 

անվանում են նաև պոլիոմինո/polyomino: 

Եթե որևէ սահմանափակում չկա, ապա ինչպես տեսանք, օրթոգոնալ 

պրոյեկցիաներով բինար մատրիցի գոյության խնդիրը բազմանդամային բարդության է: 

[30]-ում ցույց է տրվել, որ մատրիցի գոյության խնդիրը NP-լրիվ է ݄-ուռուցիկ, ݒ-ուռուցիկ, 

݄ -ուռուցիկ պոլիոմինոյի, և ݒ -ուռուցիկ պոլիոմինոյի դեպքում: Առաջարկվել է նաև 

բազմանդամային ալգորիթմ ݄ݒ-ուռուցիկ պոլիոմինոյի համար ([30], [74]): Այնուհետև, 

[63]-ում գտնվել է ܱ	ሺ݉݊	ሺ݉	 ൅ 	݊ሻ  ժամանակում աշխատող ալգորիթմ: [189]–ում 

ապացուցվել է  ݄ݒ-ուռուցիկ մատրիցի գոյության և կապակցված մատրիցի գոյության 

խնդիրների NP-լրիվությունը: [68], [118]-ում դիտարկվում են ݄ݒ -ուռուցիկ մատրիցի 

կառուցման մոտավոր ալգորիթմներ: 

Աղյուսակ 1.1.2-1-ում ներկայացված է ըստ տրված օրթոգոնալ 

պրոյեկցիաների/կշիռների բինար մատրիցի գոյության խնդրի բարդությունը տարբեր 

պայմանների/սահմանափակումների առկայության դեպքում: 

Աղյուսակ 1.1.2-1: Խնդրի բարդությունը՝ ըստ տարբեր պայմանների 

/սահմանափակումների: 

 

Օրթոգոնալ 

պրոյեկցիաներ 

 ուռուցիկ Սահմանափակում-ݒ ուռուցիկ ݄-ուռուցիկ-ݒ݄

չկա 

Պոլիոմինո P NP-լրիվ NP-լրիվ NP-լրիվ 

Սահմանափակում 

չկա 

NP-լրիվ NP-լրիվ NP-լրիվ P 
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1.1.2.2 Ամփոփիչ դիտողություններ 
Ինչպես տեսանք, դիսկրետ տոմոգրաֆիայի գոյության և կառուցման խնդիրները 

ներկայացվում են կշռված (0,1) մատրիցի միջոցով: Կախված տարբեր լրացուցիչ 

պայմանների և սահմանափակումների առկայությունից, որոնք այս դեպքում տրվում են 

ուռուցիկության և կապակցվածության տերմիններով, խնդրի բարդությունը կարող է 

փոխվել P-ից NP-լրիվ, և հակառակը: Մի կողմից, կարևոր է հետազոտել, թե որ 

սահմանափակումների առկայությունը/բացակայությունն է խնդիրը դարձնում հեշտ 

լուծելի, մյուս կողմից, կան բնական սահմանափակումներ, որոնք գալիս են կիրառական 

խնդիրներից, մեկ այլ դեպքում` տվյալ սահմանափակման առկայությամբ խնդիրը 

հանգում է /կամ համարժեք է/ այլ տիրույթի հայտնի խնդիրներին: Այս կետի 

ձևակերպումներում բնութագրական են նաև հակադարձ խնդրի և փոխանակումների 

դերը: Աշխատանքում (Գլուխ 4) դիտարկվում են դիսկրետ տոմոգրաֆիայի խնդիրներ 

նոր կարևոր սահմանափակումներով, հետազոտվում են նրանց բարդության հետ 

կապված հարցեր, կառուցվում են նրանց լուծման ալգորիթմներ: Այդ ընթացքում 

ներմուծում է նաև շերտային պրոյեկցիայի գաղափարը ըստ մատրիցի սյուների որոշակի 

խմբերի:  

  

1.1.3 Բազմարժեք բազմաչափ ցանց  

Դիտարկվող խնդիրների ուսումնասիրությունների հաջորդ խումբը տարվել է ݊-

չափանի միավոր խորանարդի տերմիններով ([3], [2], [1], [49], [142], [121]): ݊-չափանի 

միավոր խորանարդի գագաթների ܧ௡	բազմությունը իրենից ներկայացնում է ܧ ൌ ሼ0,1ሽ 

բազմության ݊ -րդ դեկարտյան աստիճանը. 

௡ܧ ൌ ሼሺݔଵ, ⋯,ଶݔ , ,௡ሻݔ ௜ݔ ∈ ,ܧ ݅ ൌ 1,⋯ , ݊ሽ: 

 Կամայական ߙ෤ ൌ ሺߙଵ, ⋯,ଶߙ , ௡ሻߙ ∈ ௡ܧ  գագաթը ստացվում է ܧ௡ -ը կազմող 

,ଵݔ ⋯,ଶݔ ,   :௡ բինար փոփոխականների արժեքների ֆիքսումով (վերագրումով)ݔ

 ௡-ի երկրաչափական պատկերումը հարմար է ըստ Հասսեի դիագրամի ([179])՝ܧ

այն ունի ݊ ൅ 1  մակարդակ` համարակալված 0-ից ݊ : ݇ -րդ մակարդակում /կամ 

խորանարդի շերտում/ գտնվում են ܧ௡-ի այն բոլոր գագաթները /վեկտորները/, որոնք 
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ունեն ճիշտ ݇  հատ մեկ արժեքով կոմպոնենտ: Երկու հարևան գագաթներ` այն որ 

միացված են կողով, անմիջապես նախորդում են /ծածկում են/ մեկը մյուսին: Նկար 1.1.3-

1-ում պատկերված է ܧହ-ի Հասսեի դիագրամը: 

 

 

Նկար 1.1.3-1: ܧହ-ի Հասսեի դիագրամը: 

 

Միավոր խորանարդի տրոհում 

Կամայական ݔ௜-ի համար դիտարկենք ܧ௡-ի տրոհումը ըստ ݔ௜  փոփոխականի արժեքի 

(այն կանվանենք նաև 1-տրոհում): Կստանանք ሺ݊ െ 1ሻ -չափանի երկու 

ենթախորանարդներ. 

௫೔ୀ଴ܧ
௡ିଵ ൌ ሼሺݔଵ,⋯ , ௡ሻݔ ∈ ௜ݔ|௡ܧ ൌ 0ሽ  

௫೔ୀଵܧ
௡ିଵ ൌ ሼሺݔଵ,⋯ , ௡ሻݔ ∈ ௜ݔ|௡ܧ ൌ 1ሽ: 

Յուրաքանչյուր ܯ ⊆ ௡ܧ  բազմություն կտրոհվի համապատասխանաբար ܯ௫೔ୀଵ  և ܯ௫೔ୀ଴ 

ենթաբազմությունների (որոնք կարող են և դատարկ լինել)` ܯ௫೔ୀଵ ⊆ ௫೔ୀଵܧ
௡ିଵ ௫೔ୀ଴ܯ , ⊆ ௫೔ୀ଴ܧ

௡ିଵ : 

Նկար 1.1.3-2-ում բերված է տրոհման սխեմատիկ պատկերը: 

00000

1000001000001000001000001

11000101001001010001011000101001001001100010100011

11100110101100110110101011001101110011010101100111

1111011101110111011101111

11111
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Նկար 1.1.3-2: ܧ௡-ի տրոհումը ըստ ݔ௜ փոփոխականի արժեքի 

 

Տրոհումների ասոցացված վեկտոր 

Ներկա աշխատանքում ներմուծվում է ܯ ⊆  ௡ բազմության տրոհումների ասոցացվածܧ

վեկտոր գաղափարը, որը կազմված է 1-տրոհումների հզորություններից ըստ ݔ௜ ൌ 1 

արժեքների. 

Սահմանում 1.1.3-1: ܵ ൌ ሺݏଵ,⋯ , ௡ሻݏ  ամբողջարժեք վեկտորը կոչվում է ܯ ⊆  ௡ܧ

բազմության տրոհումների /1-տրոհումների/ ասոցացված վեկտոր, եթե        

௜ݏ ൌ หܯ௫೔ୀଵห, ݅ ൌ 1,⋯ , ݊:  

 

Եթե ܯ  բազմության տրոհումների ասոցացված վեկտորը բավարարում է ݏ௜ ൒    2/|ܯ|

(݅ ൌ 1,⋯ , ݊) պայմանին, ապա բազմությունը կանվանենք բերված տեսքի: Պարզ է, որ 

խորանարդի կամայական ենթաբազմություն փոփոխականների բացասմամբ կարելի է 

բերել բերված տեսքի, որը միակն է:  

⋯,௜భݔ ௡-ը կարելի է տրոհել նաև ըստ փոփոխականների խմբերի: Տրոհելով ըստܧ ,  ௜ೖݔ

փոփոխականների, կստանանք 2௞ հատ ሺ݊ െ ݇ሻ-չափանի ենթախորանարդներ, որտեղ 

նրանցից յուրաքանչյուրում  ݔ௜భ,⋯ , ௜ೖݔ  փոփոխականների արժեքները ֆիքսված են 

համապատասխան ձևով: Օրինակ, ܧ௫೔భୀଵ,⋯,௫೔ೖୀଵ
௡ି௞ ൌ ሼሺݔଵ,⋯ , ௡ሻݔ ∈ ௜భݔ|௡ܧ ൌ 1,⋯ , ௜ೖݔ ൌ 1ሽ:  

Այսպիսի ենթաբազմությունը, որի համար որևէ ݔ௜భ,⋯ ,  ௜ೖ փոփոխականների արժեքներըݔ

ֆիքսված են, իսկ մնացած փոփոխականների արժեքները կամայական են, - 

կանվանենք ինտերվալ; տվյալ դեպքում,	ܧ௫೔భୀଵ,⋯,௫೔ೖୀଵ
௡ି௞ -ը   ݊ െ ݇-չափանի ինտերվալ է:  
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Ստվեր/shadow [108] 

Դիցուք` ࣧ ⊆  - ,௜ࣧ-ըߜ `௡-ը գագաթների ենթաբազմություն է:  ࣧ-ի ݅-ստվերը/shadowܧ

դա ܧ௡ -ի ݅ -րդ շերտի այն գագաթների բազմությունն է, որոնք փոքր են ࣧ -ի որևէ 

գագաթից:  

Այն դեպքում, երբ ࣧ-ի բոլոր գագաթները միևնույն շերտից են, դիցուք` ݇-րդ, ապա ࣧ-

ի ստվերը` ࣧߜ -ը դա ߜ௞ିଵࣧ -ն է, այսինքն, ݇ െ 1 -րդ շերտի այն բոլոր գագաթների 

բազմությունը, որոնք փոքր են ࣧ-ի որևէ գագաթից: 

Տեղաշարժի գործողություն/shisting operation or exchange, ([79], [18]) Տեղաշարժի 

գործողությունը դա կոմբինատոր կամ հանրահաշվական գործողությունների մի 

յուրահատուկ խումբ է: Դիցուք` ࣧ ⊆ ௡ܧ -ը գագաթների ենթաբազմություն է, և ߙ෤ ൌ

ሺߙଵ, ⋯,ଶߙ , ௡ሻߙ 	∈ ෩′ߙ ,ࣧ ൌ ሺߙ′ଵ, ⋯,ଶ′ߙ , ௡ሻ′ߙ 	∈  :௡ܧ

௜ܵ,௝ሺߙ෤ሻ տեղաշարժի գործողությունը կատարում է հետևյալը. 

- եթե ߙ෤ -ում ߙ௜ ൌ 0 և ߙ௝ ൌ 1, և ߙ′෩ ∉ ࣧ, որտեղ ߙ′௜ ൌ 1 և ߙ′௝ ൌ 0, և ߙ′௞ ൌ ௞ߙ  ݇ ് ݅, ݆ 

համար, ապա ߙ෤-ն փոխարինվում է ߙ′෩ -ով; 

- հակառակ դեպքում ߙ෤-ն մնում է նույնը: 

Սովորաբար, ௜ܵ,௝ሺߙ෤ሻ գործողությունը կիրառվում է հաջորդաբար, ենթադրելով, որ ݅ ൏ ݆ 

ըստ ܧ௡-ի փոփոխականների կարգի: Արդյունքում ստացվում է ࣧ բազմության այսպես 

կոչված “սեղմումը”: 

Ներկա աշխատանքում մենք կներմուծենք և կօգտագործենք ևս մեկ տեղաշարժի 

գործողություն` ௜ܵሺߙ෤ሻ:  

௜ܵሺߙ෤ሻ տեղաշարժի գործողությունը կատարում է հետևյալը. 

- եթե ߙ෤ -ում ߙ௜ ൌ 0, և ߙ′෩ ∉ ࣧ , որտեղ ߙ′௜ ൌ 1, և ߙ′௞ ൌ ௞ߙ  ݇ ് ݅ համար, ապա ߙ෤ -ն 

փոխարինվում է ߙ′෩ -ով; 

- հակառակ դեպքում ߙ෤-ն մնում է նույնը: 

 

Ներքին և եզրային գագաթներ [2] 

Կամայական ߙ෤ ൌ ሺߙଵ, ⋯,ଶߙ , ௡ሻߙ  և ߚ෨ ൌ ሺߚଵ, ⋯,ଶߚ , ௡ሻߚ  գագաթների համար ܧ௡ -ից, 

սահմանենք նրանց միջև Հեմինգի հեռավորություն` ߩ൫ߙ෤, ෨൯ߚ ൌ ∑ ௜ߙ| െ |௜ߚ
௡
௜ୀଵ : Կասենք, որ 

෤ߙ ∈ ෨ߚ ௡ գագաթը նախորդում էܧ ∈ ෤ߙ`௡ գագաթինܧ ≼ ௜ߙ ෨, եթեߚ ൑ ,௜ߚ ݅ ൌ 1,⋯ , ݊: Եթե այդ 
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դեպքում ߩ൫ߙ෤, ෨൯ߚ ൌ 1 , ապա կասենք, որ գագաթները անմիջական են հաջորդում 

միմյանց: Շղթան՝ գագաթների անմիջական հաջորդումների մոնոտոն շարք է: ݎ 

շառավղով և ߙ෤ կենտրոնով ܵ௥ሺߙ෤ሻ գունդ՝ ܧ௡-ի այն գագաթների բազմությունն է, որոնք 

ունեն ൑  :෤-իցߙ հեմինգյան հեռավորութուն ݎ

ܣ ∈ ෤ሻߙ෤ գագաթը կանվանենք ներքին, եթե ଵܵሺߙ ௡ բազմությանܧ ⊆  Հակառակ դեպքում :ܣ

գագաթը կանվանենք եզրային: A  բազմության ներքին և եզրային գագաթների 

բազմությունները, համապատասխանաբար, նշանակենք ܫሺܣሻ-ով և ܤሺܣሻ-ով: 

Բուլյան արտահայտություն [3]   

Բուլյան կամ propositional-logic արտահայտություն ասելով կհասկանանք բինար 

փոփոխականներից և հաստատուններից կազմված բանաձև, որն օգտագործում է AND 

/կոնյունկցիա/, OR /դիզյունկցիա/, և NOT /բացասում/ տրամաբանական 

գործողությունները: Հատատունները “ճիշտ”/1 և “սխալ”/0 արժեքներն են: 

Բուլյան արտահայտությունը տրված է կոնյունկտիվ նորմալ ձևի տեսքով (CNF), եթե այն 

դիզյունկտների կոնյունկցիա է, այսինքն ܥଵ&⋯&ܥ௠ տեսքի է, որտեղ յուրաքանչյուր ܥ௜-ն 

լիտերալների դիզյունկցիա է` ܥ௜ ൌ ௜భݑ ∨ ⋯∨ ௜ೖݑ  , և յուրաքանչյուր ݑ௜ೕ  լիտերալը կամ ݔ௜ೕ 

փոփոխականն է, կամ նրա բացասումը: 

Բուլյան արտահայտությունը տրված է դիզյունկտիվ նորմալ ձևի տեսքով (DNF), եթե այն 

կոնյունկտների դիզյունկցիա է, այսինքն, ܥଵ ∨ ⋯∨ -௜ܥ ௠ տեսքի է, որտեղ յուրաքանչյուրܥ

ն - լիտերալների կոնյունկցիա է:  

Բուլյան ֆունկցիա [3] 

Բուլյան ֆունկցիան՝ դա  ݂ሺݔଵ, ⋯,ଶݔ , :௡ሻݔ ௡ܧ → ሼ0,1ሽ  արտապատկերում է:  

 

Սահմանում 1.1.3-2 ([3]): ݂  բուլյան ֆունկցիան կոչվում է մոնոտոն, եթե ߙ෤ ≺ ෨ߚ -ից 

հետևում է, որ ݂	ሺߙ෤ሻ 	൑ ݂	ሺߚ෨ሻ, կամայական ߙ෤, ෨ߚ ∈   :௡ համարܧ

Յուրաքանչյուր բուլյան ݂ሺݔଵ, ⋯,ଶݔ , ௡ሻݔ   ֆունկցիա երկրաչափորեն կարելի է 

պատկերել ܧ௡-ում` ֆունկցիային համապատասխանեցնելով ܧ௡-ի բոլոր այն գագաթների 

բազմությունը, որոնց վրա ֆունկցիան ընդունում է 1 արժեք: Այս ձևով, մոնոտոն բուլյան 
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ֆունկցիաների 1 արժեքների բազմությունները ներկայացնում են ܧ௡ -ում 

բազմությունների հատուկ դաս: 

1.1.3.1 Արդի վիճակի սեղմ նկարագիր 
 

Իզոպերիմետրիկ խնդիր  

Դիտարկվում են այսպես կոչված գագաթային ([1]) և կողային ([39]) դիսկրետ 

իզոպերիմետրիկ խնդիրներ: Անդրադառնանք գագաթային իզոպերիմետրիային: 

Դիցուք` տված է ݉ թիվ, 0 ൑ ݉ ൑ 2௡ : Դիսկրետ իզոպերիմետրիկ խնդիրը փնտրում է 

այնպիսի ܣ ⊆ |ܣ| ,௡ܧ ൌ ݉ բազմություն, որ  

ሻܣሺܫ ൌ min
ெ⊆ா೙,|ெ|ୀ௠

 :ሻܯሺܤ

Իրականում, դիսկրետ իզոպերիմետրիկ խնդիրների դասը շատ լայն է, այն կախված է 

դիտարկվող դիսկրետ տարածությունից և կիրառվող սահմանափակումներից, բայց 

մենք կբավարարվենք ձևակերպված հիմնական խնդրի դիտարկմամբ: Խնդրի հետ 

կապված առաջին ուսումնասիրությունները կատարվել են Լ.Հարպերի և 

Ռ.Նիգմատուլինի աշխատանքներում ([108], [8], [9]): Լ.Հարպերը, օգտագործելով 

«տեղաշարժ» գործողությունը, ստացել է իզոպերիմետրիկ խնդրի լուծում՝ կառուցելով 

աճեցվող լուծումներ բառարանային հաջորդականության սկզբնահատվածների 

տեսքով: Հայտնի են Ռ.Նիգմատուլինի իզոպերիմետրիկ երեք անհավասարությունները. 

I. Կամայական ܣ ⊆ ݅ ௡-ի ևܧ ∈ 1, ݊തതതതത-ի համար ܤ	ሺܣሻ 	⊇ ሺܤ	ሺܣ௫೔సబሻ ∪  :௫೔సభሻሻܣሺ	ܤ

II. Կամայական բերված տեսքի ܣ ⊆ ݅ ௡-ի ևܧ ∈ 1, ݊തതതതത-ի համար 

|ሻܣሺ	ܤ|  ൒ หܤ൫ܣ௫೔సభ൯ห ൅ หܣ௫೔సభห െ หܣ௫೔సబห: 

III. Եթե ܣ ⊆ |ܣ| ,௡ܧ ൌ ݉ ൌ ∑ ௡௧ܥ ൅ ௞ߜ
௧ୀ଴ , 0 ൑ ݇ ൑ ݊ և 0 ൑ ߜ ൑ ݅∃ ௡௞ାଵ ապաܥ ∈ 1, ݊തതതതത այնպես 

որ หܣ௫೔సభห ൒ ∑ ௡ିଵܥ
௧ ൅ ߜ ௞ାଵ

௡
௞ିଵ
௧ୀ଴ : 

Եթե ենթադրենք, որ ܣ-ն բերված բազմություն է, ապա 

∑ ௡ିଵܥ
௧ ൅ ߜ ௞ାଵ

௡
௞ିଵ
௧ୀ଴ ൑ หܣ௫೔సబห ൑ หܣ௫೔సభห ൑ ∑ ௡ିଵܥ

௧ ൅ ߜ ௡ି௞ିଵ

௡
௞ିଵ
௧ୀ଴ :  

Լ.Ասլանյանը, օգտագործելով Ռ.Նիգմատուլինի III անհավասարությունը, տվել է 

դիսկրետ իզոպերիմետրիկ խնդրի լուծումների բազմության նկարագիրը ([1], [25], [26]): 
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Խնդրի լուծման ընթացքով պայմանավորված էլ կարևորվել է ܧ௡ -ի 

ենթաբազմությունների տրոհումների հզորությունների նկարագրման խնդիրը: 

Ներկա աշխատանքում դիտարկվում է տրոհումների հզորությունների 

նկարագրման խնդիրը ܧ௡-ի տրված ݉ հզորության ենթաբազմությունների համար:  

 

Մոնոտոն բուլյան ֆունկցիայի վերծանում  

Աշխատանքում ակտիվորեն օգտագործվում է բինար խորանարդի հայտնի 

կառուցվածքները կապված շղթաների տրոհման և Շպերների համակարգերի հետ ([76]): 

Բերենք դասական սահմանումները և գաղափարները այս տիրույթից: 

Մոնոտոն բուլյան ֆունկցիայի վերծանումը ալգորիթմական խնդիր է, որը խորանարդի 

գագաթների ընտրության և նրանցում ֆունկցիայի արժեքի հարցման ճանապահով, 

օգտագործելով նաև այն, որ ենթադրյալ ֆունկցիան մոնոտոն է, փորձում է այն 

վերականգնել ([106], [126], [150]):  

Դիցուք՝ ܣ -ն  ܧ௡ -ում որոշված մոնոտոն բուլյան ֆունկցիայի ճանաչման որևէ 

ալգորիթմ է: ߶஺ሺ݂ሻ-ով նշանակենք հարցումների մինիմալ քանակը, որը բավարար է ܣ 

ալգորիթմով  տրված ݂  ֆունկցիայի ճանաչման համար: ߶஺ሺ݊ሻ -ով նշանակենք 

հարցումների մինիմալ քանակը, որը բավարարում է ݊  փոփոխականի կամայական 

ֆունկցիայի ܣ ալգորիթմով ճանաչման համար: Եվ, ߶ሺ݊ሻ ൌ ݉݅݊߶஺ሺ݊ሻ, որտեղ մինիմումը 

ըստ մոնոտոն բուլյան ֆունկցիայի ճանաչման բոլոր ալգորիթմների է: ߶ሺ݊ሻ-ի համար մի 

շարք ստորին և վերին գնահատականներ/եզրեր են գտնվել Վ.Կորոբկովի կողմից [133]-

ում: Ի լրումն այս խնդրի շուրջ Վ.Կորոբկովի ([133]) և Ա.Կորշունովի ([6], [134], [135]) 

հիմնարար հետազոտությունների, հարկ է նշել Գ.Հանսելի ([106]) արդյունքը, ինչը 

առանձնահատուկ տեղ ունի այս տիրույթում: 

Թեորեմ 1.1.3-1 ([106]) : ߶ሺ݊ሻ ൌ ௡ܥ
௡ܥ+ۂ௡/ଶہ

 :ାଵۂ௡/ଶہ

Վերին եզրը ապացուցելու համար Գ.Հանսելը կառուցել է ալգորիթմ, որը հիմնվում 

է խորանարդի՝ հատուկ չհատվող շղթաների տրոհման վրա:  

 

Գ.Հանսելի շղթաներ [106] 
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௡ܧ - ը կարելի է ծածկել ܥ௡
ۂ௡/ଶہ  չհատվող շղթաներով, որոնք ունեն հետևյալ 

հատկությունները. 

ա/ ݊ െ ݌2 ൅ 1 երկարության շղթաների քանակը ܥ௡
௣ െ ௡ܥ

௣ି௤ է, 0 ൑ ݌ ൑  :ۂ2/݊ہ

բ/ ݊ െ ݌2 ൅ 1 երկարության շղթայի մինիմալ տարրը պատկանում է ݌ շերտին, 

գ/ ݊ െ ݌2 ൅ 1  երկարության կամայական շղթայի երեք հաջորդական ߙଵ ≺ ଶߙ ≺  ଷߙ

տարրերի համար նրանց հարաբերական լրացումը պատկանում է ݊ െ ݌2 െ 1 

երկարության շղթայի: 

Այս հատկությունների հիման վրա մոնոտոն ֆունկցիայի վերծանման ալգորիթմը, 

սկսելով աշխատանքը ամենակարճ շղթաներից, ընթացիկ գագաթների վրա հարցնում 

է ֆունկցիայի արժեքը, ըստ հարաբերական լրացման ինֆորմացիան տարածում է 

հաջորդ երկարության շղթաների վրա այնպես, որ նրանցում մնում է ամենաշատը երկու 

անորոշ կետ, և հարցնում է ֆունկցիայի արժեքը նրանց վրա: Արդյունքում՝ հարցերի 

քանակը չի գերազանցում ܥ௡
ۂ௡/ଶہ ൅ ௡ܥ

 :ାଵ-ըۂ௡/ଶہ

Չնայած ալգորիթմը պարզ է և էլեգանտ, այնուամենայնիվ, այն օգտագործում է 

  :௡-ի բոլոր գագաթները պահելու համարܧ ௡| հիշողություն՝ܧ|

Գ.Տոնոյանի կողմից ([182]) մշակվել է հանրահաշիվ, որը թույլ է տալիս առանց 

շղթաները կառուցելու, պարզ հաշվարկների օգնությամբ ապահովել վերծանման նշված 

ալգորիթմի պահանջները: Սա բերում է ըստ ժամանակի և հիշողության վերծանման 

օպտիմալ ալգորիթմին: Հետագայում նման ալգորիթմներ մշակվեցին Դ.Սոկոլովի, 

Ա.Սերժանտովի, և այլոց կողմից ([175], [176], [170]): 

Մոնոտոն բինար ֆունկցիայի վերծանման խնդիրը ավելի բարդ է բազմարժեք 

բազմաչափ խորանարդի/ցանցի համար: Այն հետազոտվել է Վ.Կորոբկովի, Վ.Ալեքսեևի,  

Զոլոտիխի և ուրիշների կողմից  ([133], [16], [170], [191]):  Դիցուք՝ ܯ-ը և ܰ-ը բազմարժեք 

բազմաչափ խորանարդի երկու միջին շերտերն են ([124]): [16]-ում Վ.Ալեքսեևը 

կառուցում է Գ.Հանսելի շղթաների անալոգը և կազմում է մոնոտոն վերծանման 

ալգորիթմ |ܯ| ൅ logଶ ݊ ∙ |ܰ| բարդությամբ: logଶ ݊ արտադրյալը առաջանում է կապված 

այն բանի հետ, որ շղթաները մեկ կոորդինատով շարունակում են աճել երկար:  
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1.1.3.2 Ամփոփիչ դիտողություններ 
Ներկա աշխատանքում ներկայացվում է բազմարժեք բազմաչափ ցանցի՝ 

չհատվող բինար խորանարդների տրոհման նոր տեխնիկա, որի հիման վրա կառուցվում 

են մոնոտոն բինար ֆունկցիաների վերծանման ալգորիթմներ: Սա այլընտրանք է 

Վ.Ալեքսեևի ալգորիթմին, ունի նրա հետ համադրելի բարդություն, սակայն կարևոր է, 

որ այս ալգորիթմները օգտագործում են պարզ, մեկնաբանելի կառուցվածքներ և 

հեշտորեն զուգահեռացվող են: 

  

1.2 Մոդելավորման հարակից գործիքներ 

Այս կետը ներկայացնում է երկու հանրահայտ հաշվարկային մոդելներ, որոնցում 

կարելի է ներկայացնել մեր հետազոտության առարկան, ինչը և հնարավորություն է 

տալիս օգտագործել այդ մոդելների շուրջ ստեղծված հարուստ տեսական և կիրառական 

դրույթները: Իր այս տեսքով սա, նվազագույնը, տեղեկատվություն է օգտակար 

գործիքների մասին լրացնելով ընդհանուր պատկերը, սակայն որոշ կոնկրետ 

դիտարկումներ ևս իրականացված և բերված են համապատասխան մոտավոր լուծման 

ալգորիթմների բաժնում: 

Այս բաժնում, հարակից գործիքների շարքում ներկայացվում է նաև տվյալների 

պեղման հիմնական մեթոդներից մեկը՝ ասոցիատիվ կանոնների պեղման մոդելը: 

Ներկա աշխատանքում ներմուծված բազմարժեք բազմաչափ ցանցի խորանարդատիպ 

տրոհումն իր կիրառումն ունի քանակական ասոցիատիվ կանոնների պեղման 

ընդհանրական մոդելում, որտեղ ի տարբերություն բինար դեպքի, տարրերի առկա կամ 

բացակա լինելուց բացի հաշվի է առնվում նաև տարրերի պատիկությունը: 

 

1.2.1 Սահմանափակումների բավարարման խնդիրներ   

Սահմանափակումների բավարարման խնդիրը (Constraint Satisfaction Problems - 

CSP) ([183], [168], 99], [54]), ընդհանուր առմամբ, տրամադրում է միավորող 

մաթեմատիկական ձևաչափ /մոդել/, որտեղ հնարավոր է բնական ճանապարհով 

ներկայացնել բազմազան հաշվողական խնդիրներ, որոնք գործ ունեն 

արտապատկերման և վերագրման հետ: CSP խնդիրների հետազոտումը սկիզբ է առել 
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իրարից անկախ` արհեստական բանականության, տվյալների հենքերի տեսության և 

գրաֆների տեսության մեջ երեք տարբեր ձևաչափերով, և միայն 25-30 տարի անց, 

1990-ականների վերջին պարզ է դարձել, որ դրանք ըստ էության, նույն հիմնարար 

խնդրի տարբեր տեսքերն են: Այսօր CSP-ն լայնորեն օգտագործվում է տեսական 

համակարգչային գիտության մեջ, քանի որ լինելով կառուցվածքով շատ հարուստ 

մաթեմատիկական օբյեկտ, այն ապահովում է գերազանց միջավայր ինչպես մասնավոր, 

այնպես էլ ընդհանրական մոդելների, և թե ալգորիթմական տեխնիկայի մշակման 

համար:  

Սահմանափակումների բավարարման խնդիրը ձևակերպվում է ൏ ,ܦ,ܺ ܥ ൐  եռյակի 

տեսքով, որտեղ. 

ܺ ൌ ሼ ଵܺ,⋯ , ܺ௡ሽ-ը փոփոխականների բազմություն է; 

ܦ ൌ ሼܦଵ,⋯ ,  ;௡ሽ-ը փոփոխականների արժեքների համապատասխան տիրույթներն ենܦ

ܥ ൌ ሼܥଵ,⋯ ,  :௠ሽ-ը սահմանափակումների բազմություն էܥ

Յուրաքանչյուր ܥ௝ ∈ ܥ  սահմանափակում ներկայացվում է ൏ ,௝ݐ ௝ܴ ൐  զույգով, որտեղ    

௝ݐ ⊂ ܺ հանդիսանում է փոփոխականների ենթաբազմություն, դիցուք` ݇ հզորության, և 

௝ܴ -ն՝ ݇ -տեղանի հարաբերություն է ܦ  բազմության համապատասխան 

ենթաբազմության վրա: Վերագրումը՝ արտապատկերում է սահմանափակման 

փոփոխականների ենթաբազմությունը արժեքների որոշակի բազմության վրա: Կասենք, 

որ ݒ  վերագրումը բավարարում է  ൏ ,௝ݐ ௝ܴ ൐ սահմանափակմանը, եթե ݐ௝  բազմության 

փոփոխականներին վերագրված արժեքները բավարարում են ௝ܴ  հարաբերությանը: 

Կասենք, որ վերագրումը հավաստի է, եթե այն բավարարում է խնդրի բոլոր 

սահմանափակումներին: Վերագրումը ամբողջական է /complete/, եթե այն 

պարունակում է բոլոր փոփոխականները: Վերագրումը հանդիսանում է լուծում, եթե այն 

հավաստի է և ամբողջական: Այդ դեպքում ասում են, որ այդ վերագրումը լուծում է 

սահմանափակումների բավարարման խնդիրը:  

Հայտնի է, որ CSP խնդիրները NP-լրիվ դասի խնդիրներ են ([91]): CSP խնդիրներում 

դիտարկվում են սահմանափակումների նկարագրման որոշակի մասնավոր տիպեր` 

տրամաբանական, հանրահաշվական, և այլն, որոնք և կազմում են այսպես կոչված CSP 

լեզուները: Ընտրելով համապատասխան լեզու, կարելի է ստանալ գրաֆների 
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տեսության, տրամաբանության, հանրահաշվի բազմաթիվ հայտնի հաշվողական 

խնդիրների համարժեք ձևակերպումներ: Այս տերմիններով է տրվում Տ.Ֆեդերի և 

Մ.Վարդի CSP դիխոտոմիայի /երկատման/ հիպոթեզը  [80], ըստ որի 

սահմանափակումների յուրաքանչյուր ֆիքսված լեզվի համար, համապատասխան CSP-

ն կամ P կամ NP-լրիվ դասում է: Նկարագրման լեզվից բացի, մյուս հիմնական 

ուսումնասիրման առարկան CSP սահմանափակումների կառուցվածքն է, որտեղ 

խոսվում է մաթեմատիկական հատկությունների մասին, որոնք երբեմն այս բարդ 

հաշվողական խնդիրը դարձնում են հեշտ լուծելի ([120], [98], [145], [146], [137]):  

Չնայած ܲ/ܰܲ  համակարգում բարդության միջանկյալ խնդիրների հնարավոր 

գոյությանը ([140]), հաշվողական բարդության հետազոտությունները բերել են հետևյալ 

զարմանալի երկատմանը. «Բնական հաշվողական խնդիրները համարյա միշտ լրիվ են 

բարդության ստանդարտ ܲ/ܰܲ  դասերում» [29]: Եթե դիխոտոմիայի հիպոթեզը 

ապացուցվի, ապա CSP խնդիրները կհանդիսանան ܰܲ  դասի խնդիրների մեծ 

ենթադաս, որոնք ܰܲ միջանկյալ չեն:  

 1978 թ. Տ.Շեֆերը [172] դիտարկել է NP դասի խնդիրների մի ենթադաս, և այդ դասի 

համար ապացուցել է “դիխոտոմիայի” մասին թեորեմը՝ այդ ենթադասի կամայական 

խնդիր կամ պատկանում է ܲ դասին, կամ ܰܲ-դժվար է:  

 

Իրագործելիության ընդհանրացված խնդիր  

Դիցուք` ࣠-ը Բուլյան ֆունկցիաների վերջավոր բազմություն է: ࣠-սահմանափակումների 

բազմությունը սահմանափակումների այնպիսի բազմություն է, որտեղ օգտագործվում են 

միայն ࣠-ի ֆունկցիաները:  

ऐ-իրագործելիության խնդիր: Գոյություն ունի արդյոք փոփոխականներին արժեքների 

այնպիսի վերագրում, որ բավարարի ࣠- սահմանափակումների բազմությանը: 

Տ.Շեֆֆերը բացահայտել է Բուլյան ֆունկցիաների 6 դաս, որոնցից յուրաքանչյուրի 

համար ࣠-իրագործելիության խնդիրը ܲ դասից է, և ապացուցել է, որ եթե խնդիրը չի 

պատկանում այս դասերից որևէ մեկին, ապա այն ܰܲ –լրիվ է: 

Դիխոտոմիայի/երկատման թեորեմ [172]: Տրված է ࣠ -սահմանափակումների 

բազմությունը:  Եթե ࣠-ը բավարարում է հետևյալ պայմաններից որևէ մեկին. 0-վավեր է; 
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1-վավեր է; Horn-ի ֆունկցիա է; anti-Horn ֆունկցիա է; Աֆինական է; Բիեկտիվ է, - ապա 

࣠-իրագործելիության խնդիրը ܲ դասում է; - հակառակ դեպքում, այն ܰܲ-լրիվ է: 

 

Սահմանափակումների բավարարման խնդիրների հեշտ լուծվող դասեր  

Այսպիսով, սահմանափակումների բավարարման խնդիրը ընդհանուր դեպքում, երբ 

մուտքային տվյալների վրա որևէ լրացուցիչ սահմանափակում չի դրված, -  ܰܲ-լրիվ է: 

CSP խնդիրների հեշտ լուծվող դասերի հարցը ուսումնասիրվում է երկար ժամանակ 

տարբեր հեղինակների կողմից, և այժմ էլ այն ակտիվ հետազոտությունների առարկա է: 

Այնուամենայնիվ, հեշտ լուծվող դասերի հետազոտությունները տեսական են ([172], [58],  

[120], [80], [83], [98], [47]): 

  

1.2.2 Գծային ծրագրավորում 

Գծային ծրագրավորման խնդրի ([169], [96], [11]) կանոնական տեսքով ներկայացումը 

հետևյալն է. 

ݔܣ	|ݔሼ்ܿݔܽ݉ ൑ ܾ, ݔ ൒ 0ሽ         ሺܲܮሻ 

որտեղ. ݔ ൌ ൭
ଵݔ
⋮
௡ݔ
൱	–ը անհայտ փոփոխականների վեկտորն է, ܿ ൌ ൭

ܿଵ
⋮
ܿ௡
൱-ը և ܾ ൌ ൭

ܾଵ
⋮
ܾ௠
൱-ը 

գործակիցների վեկտորներ են, ܣ ൌ ൭
ܽଵଵ ⋯ ܽଵ௡
⋮ ⋱ ⋮

ܽ௠ଵ ⋯ ܽ௠௡

൱-ն՝ գործակիցների մատրից է: ்ܿݔ-

ը նպատակային ֆունկցիան է, ݔܣ ൒ ܾ՝ սահմանափակումներ են: 

ݔܣ վեկտորը, որը բավարարում է	ݔ ൒ ܾ սահմանափակումներին, կոչվում է թույլատրելի 

լուծում: Այն թույլատրելի լուծումը, որի համար նպատակային ֆունկցիայի արժեքը 

մաքսիմալ է, կոչվում է օպտիմալ լուծում: 

Գծային ծրագրավորման խնդիրը կարող է ձևակերպվել նաև որոշում կայացնելու խնդրի 

տարբերակով /decision version/: Տրված է ܣ մատրիցը, ܾ վեկտորը և ݒ  նպատակային 

շեմը: Գոյություն ունի արդյոք ݔ  վեկտոր, որը բավարարում է ݔܣ ൑ ܾ  համակարգին 

այնպես, որ ்ܿݔ ൒  :([61]) ݒ
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Որևէ ܳ  խնդրի համար ܵܨ	ሺܳሻ -ով կնշանակենք ܳ  խնդրի թույլատրելի լուծումների 

բազմությունը, և ݒ	ሺܳሻ-ով՝ օպտիմալ լուծման արժեքը: 

Գծային ծրագրավորման խնդրի երկրաչափական ներկայացումը 

Գծային ծրագրավորման խնդրում թույլատրելի լուծումների տիրույթը ուռուցիկ 

բազմանիստ է: Օպտիմալ լուծումը՝ բազմանիստի կետ/գագաթ է, որտեղ նպատակային 

ֆունկցիան ունի մաքսիմալ արժեք: 

Ամբողջարժեք գծային ծրագրավորում 

Երբ գծային ծրագրավորման խնդրում փոփոխականները /կամ դրանց մի մասը/ ամբողջ 

թվեր են, ապա խնդիրը կոչվում է ամբողջարժեք գծային ծրագրավորման խնդիր ([66]): 

Կանոնական տեսքով` 

ݔܣ	|ݔሼ்ܿݔܽ݉ ൑ ܾ, ݔ ∈ ଴ܰ
௡ሽ       ሺܲܫሻ 

Ամբողջարժեք գծային ծրագրավորման խնդիրը NP-դժվար է [91]: Հատուկ դեպք է 0-1 

գծային ծրագրավորումը, որտեղ փոփոխականները բուլյան են, այն [5]-ի 21-ܰܲ-լրիվ 

խնդիրներից մեկն է: 

Ամբողջարժեք գծային ծրագրավորման խնդրում, ի տարբերություն գծային 

ծրագրավորման դեպքի, թույլատրելի լուծումների տիրույթը ուռուցիկ չէ: Հետևաբար, 

գծային ծրագրավորման տեսությունը, ինչպես նաև համապատասխան ալգորիթմները 

ուղղակիորեն չեն կարող կիրառվել այս խնդիրների համար: 

Օպտիմիզացիոն խնդիրների ռելաքսացիա 

ሺܴ ௠ܲ௔௫ሻ:݉ܽݔሼ݃ሺݔሻ|ݔ ∈ ܹሽ  խնդիրը հանդիսանում է ሺ ௠ܲ௔௫ሻ:	݉ܽݔሼ݂ሺݔሻ|ݔ ∈ ܸሽ  խնդրի 

(միևնույն անհայտ ݔ փոփոխականի համար) ռելաքսացիա, եթե. 

(1) ሺܴ ௠ܲ௔௫ሻ  խնդրի թույլատրելի լուծումների բազմությունը պարունակում է ሺ ௠ܲ௔௫ሻ 

խնդրի թույլատրելի լուծումների բազմությունը` ܹ ⊇ ܸ, 

(2)  ሺ ௠ܲ௔௫ሻ  խնդրի թույլատրելի լուծումների բազմության վրա ሺܴ ௠ܲ௔௫ሻ  խնդրի 

նպատակային ֆունկցիան դոմինանտ է ሺ ௠ܲ௔௫ሻ խնդրի նպատակային ֆունկցիայի 

նկատմամբ, այսինքն, ∀ݔ ∈ ܸ, ݃	ሺݔሻ 	൒ ݂	ሺݔሻ:  

Համանման ձևով սահմանվում է մինիմիզացիայի խնդիրների ռելաքսացիան: 

Ռելաքսացիան ունի երկակի նպատակ/դեր՝ 
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- Այն ապահովում է օպտիմալ լուծման վերին /կամ ստորին/ եզր: 

- Ռելաքսացված խնդրի լուծումը հաճախ օգտագործվում է էվրիստիկ 

ալգորիթմներում որպես հաշվարկման նախնական կետ/սկիզբ, - չնայած այն մեծ 

մասամբ նույնիսկ չի հանդիսանում խնդրի թույլատրելի լուծում: 

Ամբողջարժեք գծային ծրագրավորման խնդրի ամենահաճախ օգտագործվող 

ռելաքսացիան գծային ծրագրավորման ռելաքսացիան է ([92], [84], [104]), երբ 

անհայտների վրայից հանվում է ամբողջարժեք լինելու պայմանը: Մեկ այլ հաճախ 

հանդիպող ռելաքսացիա է Լագրանժյան ռելաքսացիան: 

Լագրանժյան ռելաքսացիա ([92], [84]) 

Դիտարկենք ամբողջարժեք գծային ծրագրավորման խնդիր, և դիցուք՝ 

սահմանափակումները ներկայացված են երկու խմբով՝ 

max
௫
ሼ்ܿܣ|ݔଵݔ ൑ ܾଵ,			ܣଶݔ ൑ ܾଶ,			ݔ ∈ ܺሽ     (ܲ) 

Ենթադրում ենք, որ ܺ -ը ունի արժեքների նշանի տեսքով տրվող կամ արժեքների 

ամբողջարժեք լինելու հետ կապված սահմանափակումներ: 

Ենթադրենք, որ ( ܲ )-ում ܣଵݔ ൑ ܾଵ -ով տրվող սահմանափակումները բարդ են այն 

իմաստով, որ առանց այդ սահմանափակումների խնդիրը հեշտ կլուծվեր: 

Դիցուք՝ ߣ-ն կշիռների ոչ բացասական վեկտոր է, որոնք անվանվում են Լագրանժյան 

բազմապատկիչներ: 

(ܲ) խնդրի Լագրանժյան ռելաքսացիան ܣଵݔ ൑ ܾଵ սահմանափակումների նկատմամբ ߣ 

Լագրանժյան բազմապատկիչներով, հետևյալն է. 

max
௫
ሼ்ܿݔ ൅ ሺܾଵߣ െ ݔଶܣ			|ሻݔଵܣ ൑ ܾଶ,			ݔ ∈ ܺሽ    (ܴܮఒ) 

Չկիրառված ܣଵݔ ൑ ܾଵ սահմանափակումները ߣ կշիռներով ավելացվել են նպատակային 

ֆունկցիային: Այս դեպքում ասում են, որ ܣଵݔ ൑ ܾଵ սահմանափակումները երկակիացվել 

են/dualized: Պարզ է, որ (ܴܮఒ)-ը (ܲ)-ի ռելաքսացիան է: 

ሺܲሻ-ի օպտիմալ լուծման արժեքին ամենամոտ վերին եզր՝ 

min
ఒஹ଴

 (ܴܮ)        ఒሻܴܮሺݒ
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գտնելու խնդիրը կոչվում է ሺܲሻ -ի երկակի խնդիր ܣଵݔ ൑ ܾଵ  սահմանափակումների 

նկատմամբ: 

( ܴܮ ) խնդրի օպտիմալ լուծման արժեքը՝ ݒ	ሺܴܮሻ -ը, կանվանենք Լագրանժյան 

ռելաքսացիայի /կամ պարզապես Լագրանժյան/ եզր:   

Լագրանժյան թույլատրելի լուծում 

∗ߣ խնդրի օպտիմալ լուծումը որևէ (ఒܴܮ) ով նշանակենք-∗ݔ ൒ 0 համար: ݔ∗-ը կոչվում է 

Լագրանժյան լուծում: Ընդհանուր առմամբ պարզ է, որ (ܴܮఒ) խնդրի լուծումը կարող է 

թույլատրելի լուծում չհանդիսանալ նախնական ܲ խնդրի համար: 

Եթե նույնիսկ ݔ∗-ը հանդիսանա ܲ խնդրի թույլատրելի լուծում, այսինքն բավարարի նաև 

երկակիացված անհավասարություններին, - այս դեպքում էլ կարող է չհանդիսանալ 

օպտիմալ լուծում ܲ-ի համար: 

Եթե ߣ∗ሺܾଵ െ ሻ∗ݔଵܣ ൌ 0 (այս դեպքում ասում են, որ փոխլրացնող ուղղորդում տեղի ունի 

/complemenrary slackness hold/), ապա պարզ է, որ ݔ∗-ն օպտիմալ լուծում է նաև ܲ-ի 

համար: 

Նկատենք, որ եթե հավասարումներով սահմանափակումներն են երկակիացվել, և ݔ∗-ը 

խնդրի թույլատրելի լուծում է, ապա ߣ∗ሺܾଵ െ ሻ∗ݔଵܣ ൌ 0  պայմանը ավտոմատ կերպով 

բավարարվում է: 

Գոյություն ունեն տարբեր ճանապարհներ, թե ինչպես կարելի է խնդիրը բարեփոխել 

ըստ Լագրանժյան ռելաքսացիայի մեթոդի: Ներկայացնենք մի քանիսը. 

(1) Սահմանափակումներից առանձնացնել այն մասը, որով տրվում է որևէ հայտնի 

խնդիր (հեշտ լուծվող), և երկակիացնել մնացած սահմանափակումները: 

(2)  Եթե կան երկու ենթախնդիր, որոնք ունեն ընդհանուր փոփոխականներ, ապա 

նախ տրոհել այդ փոփոխականները, այնուհետև երկակիացնել այն 

սահմանափակումը, որը տրոհում է փոփոխականները: Սա կոչվում է 

Լագրանժյան դեկոմպոզիցիա:  

Օրինակ,  

(P) ݔܽܯ௫ሼ	்ܿݔ	ܣ|ଵݔ ൑ ܾଵ,			ܣଶݔ ൑ ܾଶ, ݔ ∈ ܺሽ այս խնդիրը համարժեք է հետևյալին՝ 
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(P') ݔܽܯ௫ሼ	்ܿݔ	ܣ|ଵݔ ൑ ܾଵ, ݔ ∈ 	ݕଶܣ					,			ܺ ൑ 	 ܾଶ, ݕ ∈ ݔ				,			ܺ ൌ  ሽ			ݕ

        

պահել          պահել     ռելաքսացնել 

 

Լագրանժյան բազմապատկիչների ընտրության հարցը շատ կարևոր է ստացվող ստորին 

սահմանների որակի համար: Այս խմբի լրացուցիչ մեթոդների թվում է սուբգրադիենտ 

օպտիմիզացիան: 

 

1.2.3 Ասոցիատիվ կանոնների պեղում 

Տվյալների պեղման և գիտելիքի հայտնաբերման նպատակը մեծածավալ 

նախնական տվյալներից ընդհանրական մակարդակի ինֆորմացիայի (գիտելիքի) 

/կապերի, հարաբերությունների/ ստացումն է: Ասոցիատիվ կանոնների պեղումը 

տվյալների պեղման հիմնական մեթոդներից մեկն է ([109], [153], [12], [13], [181], [86], [53], 

[141], [27], [110]):  

Տրված է տրանզակցիաների /գրառումների, գործառույթների/ բազմություն, որտեղ 

յուրաքանչյուր գրառումը առարկաների (item) բազմություն է: Ասոցիատիվ կանոնը ܣ ⇒  ܤ

տեսքի տրամաբանական-վիճակագրական հարաբերություն է, որտեղ ܣ -ն և ܤ -ն 

առարկաների ենթաբազմություններ (itemset) են: Կանոնն ասում է, որ որոշակի 

հավանականությամբ, որը կոչվում է հուսալիություն (confidence),  եթե ܣ -ն առկա է 

տրանզակցիաների բազմությունում, ապա առկա է նաև ܤ-ն: Կանոնի երկրորդ կարևոր 

բնութագրիչը՝ ܤ&ܣ	 -ի հանդես գալու հավանականությունն է տրանզակցիաների 

բազմությունում, որը կոչվում է կանոնի ապահովում (support): Խնդիրը հետևյալն է՝ գտնել 

բոլոր ասոցիատիվ կանոնները, որոնք բավարարում են մինիմալ հուսալիություն (minconf) 

և մինիմալ ապահովում  (minsup) ունենալու պահանջը:  

Ասոցիատիվ կանոնների պեղումը հուսալիություն/ապահովում տերմիններով 

առաջին անգամ ներմուծվել է [12]-ում, և այնուհետև, [14]-ում: Այս աշխատանքներում 

դիտարկվել են կատեգորիկ ատրիբուտներ (կատեգորիկ են համարվում այն 
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ատրիբուտները, որոնք ընդունում են դիսկրետ, և որպես կանոն՝ չկարգավորված 

արժեքներ): Այսպիսով, ܣ ⇒ ܤ  կանոնի երկու կողմում էլ տրամաբանական 

արտահայտություններ են կատեգորիկ փոփոխականների վրա: Կատեգորիկ 

ատրիբուտների դեպքում հայտնի են ասոցիատիվ կանոնների պեղման մի շարք 

արդյունավետ ալգորիթմներ, ինչպես, օրինակ՝ [14], [144], [181]: Կատեգորիկ տվյալների 

հատուկ դեպք է Բուլյան ատրիբուտների դեպքը, երբ յուրաքանչյուր առարկային 

համապատասխան ատրիբուտը ունի 1 արժեք, եթե առարկան առկա է տրանզակցիայի 

մեջ; և ունի 0 արժեք, եթե այն առկա չէ: Բուլյան ատրիբուտների դեպքում գործ ունենք 

Բուլյան ասոցիատիվ կանոնների պեղման հետ, որի հայտնի կիրառությունը կապված է 

սպառողական զամբյուղի  տվյալների վերլուծման հետ (market basket analysis):  

Կարևոր է նշել, որ Բուլյան ասոցիատիվ կանոնների պեղման մոդելներում կարևոր 

դեր ունի մոնոտոնությունը: Եթե դիտարկենք ݌ݑݏሺܺሻ  ֆունկցիան, որը առարկաների 

տրված ܺ բազմությանը համապատասխանեցնում է այդ բազմության ապահովումը, ապա  

 .ሺܺሻ ֆունկցիան ունի մոնոտոնության հետևյալ հատկությունը݌ݑݏ

	ሺܺ ⊆ ܻሻ ⇒ ሺܺሻ݌ݑݏ ൒  :ሺܻሻ݌ݑݏ

Հայտնի է, որ ասոցիատիվ կանոնների պեղման խնդիրը բնական ձևով տրոհվում 

է 2 փուլի: Առաջին փուլում կառուցվում են այսպես կոչված, հաճախ հանդիպող 

առարկաների բազմությունները (frequent itemsets), որոնք տրանզակցիաների 

բազմության մեջ հանդիպում են ավելի մեծ հաճախությամբ, քան նախապես տրված 

մինիմալ ապահովումն  է: Երկրորդ փուլը՝ հաճախ հանդիպող առարկաների 

բազմությունների հիման վրա կանոնների սինթեզման փուլն է (կանոններ, որոնց 

հուսալիությունը մեծ է նախապես տրված մինիմալ հուսալիությունից): 

Ասոցիատիվ կանոնների պեղման ամենահայտնի ալգորիթմներից է APRIORI [13] 

ալգորիթմը: Այն կառուցում է հաճախ հանդիպող առարկաների բազմությունները, այսպես 

կոչված, աճեցման մեթոդով: Նախ դիտարկվում են 1-էլեմենտանոց բազմությունները; 

հաշվվում են նրանց հանդիպման հաճախությունները: Այնուհետև, դիտարկվում են բոլոր 

այն 2-էլեմենտանոց բազմությունները, որոնց 1-էլեմենտանոց ենթաբազմությունները 

հաճախ հանդիպող են; և ստուգվում է նրանց հաճախ հանդիպող լինելը: Այսպիսով, 

աճեցվում է հաճախ հանդիպող բազմություն այնքան ժամանակ, քանի դեռ նրա բոլոր 
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ենթաբազմությունները հաճախ հանդիպող են: Այս պրոցեսը կոչվում է հաճախ հանդիպող 

բազմությունների աճեցում: Սակայն այստեղ կարևոր է հաշվի առնել հաշվողական 

բարդությունը, առավել ևս, մեծ ծավալի տվյալների դեպքում: 

Հայտնի են նաև ասոցիատիվ կանոնների պեղման այլ մոտեցումներ: Նշենք 

Բուլյան ասոցիատիվ կանոնների պեղման մի մոտեցում ([27]), որը հիմնված է n-չափանի 

միավոր խորանարդը Գ.Հանսելի շղթաների տրոհման և այդ հիման վրա հատուկ դասի 

մոնոտոն Բուլյան ֆունկցիաների ճանաչման վրա: Հաշվի է առնվում այն հանգամանքը, 

որ չնայած ասոցիատիվ կանոնների պեղման խնդիրներում դիտարկվող առարկաների 

քանակը՝ ݊-ը, շատ մեծ է, այնուամենայնիվ, հաճախ հանդիպող ենթաբազմությունները 

կազմված են փոքր թվով առարկաներից: Այսպիսի ենթադրության համաձայն, գոյություն 

ունի որևէ ݇ ൏ ݊ արժեք, որից մեծ հզորության բազմությունները այլևս հաճախ հանդիպող 

չեն: Մաքսիմալ ݇  հզորության հաճախ հանդիպող բազմություններ գտնելու խնդիրը 

(առանց կառուցելու նրանց ենթաբազմությունները) հանգեցվում է այն մոնոտոն Բուլյան 

ֆունկցիաների ճանաչմանը,  որոնց վերին 0-ները գտնվում են ݊-չափանի խորանարդի ݇-

րդ համարով շերտով սահմանափակված տիրույթում: Այս մեթոդը ձևավորվել է INTAS 00-

626 “Data Mining Algorithm Incubator” նախագծի ընթացքում Լ. Ասլանյանի և Հ. 

Սահակյանի կողմից: 

Իրականում, տվյալների պեղման կիրառական խնդիրներում տվյալների հենքերը 

հիմնականում պարունակում են քանակական տվյալներ ([116], [188], [158], [167]): 

Քանակական տվյալների դեպքում կիրառելի չէ ասոցիատիվ կանոնի այն սահմանումը, 

որը տրվում է կատեգորիկ տվյալների դեպքի համար: [177]-ում փորձ է արվել ընդլայնելու 

ասոցիատիվ կանոնի սահմանումը, որպեսզի այն ներառի նաև քանակական դեպքը: 

Օգտագործել են ատրիբուտների արժեքների որոշ տիպի խմբավորումներ և 

դիսկրետիզացիա; և այս ձևով յուրաքանչյուր ատրիբուտ բերվում է կամ կատեգորիկ կամ 

թվային արժեքների ինտերվալի: Այստեղ սակայն, խնդիրներ են առաջանում կապված 

ճիշտ խմբավորումների հետ, կամ էլ կազմվող կանոնների քանակի էքսպոնենցիալ աճի 

հետ: [177]-ում առաջարկվել է այլ մոտեցում քանակական ասոցիատիվ կանոնների 

պեղման խնդրի համար, ապահովելով արդյունավետ ալգորիթմներ ըստ մինիմալ 

հուսալիության և մինիմալ ապահովման տրված արժեքների: Սակայն դիտարկվող 
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կանոնները պարզունակ են՝ մեկ կատեգորիկ ատրիբուտ կանոնի աջ կողմում, իսկ 

կանոնի ձախ կողմում հետևյալ պատկերն է. ܣ ∈ ሾݒଵ, ,ଵݒ  ଶሿ, որտեղ A-ն ատրիբուտ է, ևݒ -ଶݒ

ը նրա երկու արժեքներ են: Քանակական ասոցիատիվ կանոնների պեղման խնդրի մեկ 

այլ մոտեցում է առաջարկվում [28]-ում: Գաղափարը հետևյալն է. հաշվարկել և կիրառել 

տվյալների հենքերի վիճակագրական արժեքները` մեծացնելու կանոնի հետաքրքիր 

լինելը, և այսպիսով, պայքարելու մեծ թվով կանոններ գեներացնելու դեմ: Կառուցվում են 

2 տիպի կանոններ. առաջինը՝ կանոնի երկու կողմում էլ կատեգորիկ ատրիբուտներ 

անսահամանափակ քանակի; երկրորդը՝ կանոնի երկու կողմում էլ քանակական, սակայն 

մեկական ատրիբուտների դեպքում: [86] և [190] աշխատանքներում դիտարկվում են 

կանոններ, ձախ կողմում՝ 2 քանակական, և աջում՝ 1 Բուլյան ատրիբուտով: 

Ինչպես տեսնում ենք, բոլոր դիտարկված աշխատանքներում կանոնները և 

մոդելները սահմանափակ տիպի են: Եվ բացի այդ, այս մոտեցումները կորցնում են 

Բուլյան ասոցիատիվ կանոնների պեղման հիմնական կորիզը՝ հաճախ հանդիպող 

առարկաների բազմության աճեցման արդյունավետ եղանակը: 

Ներկա աշխատանքում մենք առաջարկում ենք քանակական ասոցիատիվ 

կանոնների պեղման մեկ այլ մոտեցում, որն արդյունավետ է, բայց որտեղ և կա պահանջ՝ 

ատրիբուտների մոնոտոնության մասին: 

 

1.3 Հիմնական հասկացություններ և սահմանումներ 

1.3.1 NP լրիվ/դժվար, օպտիմիզացիոն խնդիրներ 

Հաշվարկային խնդիրը մաթեմատիկական խնդիր է, որը բնորոշվում է մուտք-

հաշվարկ-ելք քայլերի հաջորդականությամբ: Խնդիրը ձևավորվում է իր մուտքային 

ինֆորմացիայով, ելքում ուզում ենք ստանալ նրա լուծումը, որը պետք է բավարարի որոշ 

հատկանիշների /կամ պայմանների/: Խնդրի մուտքային պարամետրերին վերագրելով 

որոշակի ֆիքսված արժեքներ, ստանում ենք խնդրի մեկ առանձին օրինակ /կամ, ինչպես 

ասում են՝ անհատ խնդիր/: Հաշվարկային խնդիրների տիպերից են որոշման 

կայացման, փնտրման, օպտիմիզացիայի խնդիրները ([91], [151], [152], [186]): 

Որոշում կայացնելու խնդիրներ 
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Որոշում կայացնելու խնդիրը` հարց է “այո” կամ “ոչ” պատասխանի համար, այսինքն 

ունի երկու հնարավոր լուծում` “այո” կամ “ոչ” խնդրի դրական և բացասական 

օրինակներին համապատասխան: 

P դասը 

Որոշում կայացնելու խնդիրը պատկանում է P դասին, եթե այն կարելի է լուծել 

դետերմինացված Թյուրինգի մեքենայի (DTM) միջոցով բազմանդամային ժամանակում: 

NP դասը 

Խնդիրները, որոնք կարելի է լուծել բազմանդամային ժամանակում ոչ դետերմինացված 

Թյուրինգի մեքենայի (NDTM) միջոցով, պատկանում են NP դասին:  

NDTM-ը կարելի է սահմանել որպես գործունեություն երկու փուլով` կռահում և ստուգում: 

Կռահման փուլում մեքենան կռահում կամ ինչ որ ձևով/տեղից ստանում է լուծումը 

/լուծման սերտիֆիկատը/: Լուծման փուլում մեքենան ստուգում է այն, որ կռահվածը, 

իրոք, հանդիսանում է խնդրի լուծում: 

Բազմանդամային բերելիություն 

Դիցուք` ܳଵ -ը և ܳଶ -ը որոշում կայացնելու խնդիրներ են: Կասենք, որ ܳଵ -ը 

բազմանդամային  /կամ արագ/ բերելի է ܳଶ -ին` ܳଵ ∝ ܳଶ , եթե գոյություն ունի 

բազմանդամային ֆունկցիա, որը ܳଵ -ի կամայական ܫொభ	 ∈ ܳଵ  անհատ խնդիրը 

ձևափոխում է ܳଶ -ի որևէ ܫொమ	 ∈ ܳଶ  անհատ խնդրի այնպես, որ ܫொభ	 -ը ܳଵ -ի դրական 

օրինակ է այն և միայն այն դեպքում, երբ ܫொమ	-ը դրական օրինակ է ܳଶ-ի համար: 

Դիցուք` ܳଵ -ը և ܳଶ -ը որոշում կայացնելու խնդիրներ են: Կասենք, որ ܳଵ -ը և ܳଶ -ը 

համարժեք են /բարդությամբ/, եթե ܳଵ -ը բազմանդամային բերելի է ܳଶ -ին, և ܳଶ -ը 

բազմանդամային բերելի է ܳଵ-ին: 

NP-լրիվ դասը 

Որոշման կայացման խնդիրը ܰܲ-լրիվ է, եթե այն ܰܲ դասից է, և ܰܲ դասին պատկանող 

կամայական խնդիր բազմանդամային բերելի է նրան: 

NPI դասը 

ܰܲ դասին պատկանող այն խնդիրները, որոնք ոչ պատկանում են ܲ դասին, և ոչ էլ 

հանդիսանում են ܰܲ -լրիվ /ենթադրելով, որ ܲ ് ܰܲ /, - կոչվում են ܰܲ  միջանկյալ 

խնդիրներ: ܰܲܫ -ով նշանակում են այս խնդիրների դասը:  
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Լադների թեորեմ [140]: Եթե ܲ ് ܰܲ , ապա ܰܲܫ  դասը դատարկ չէ, այսինքն, ܰܲ -ն 

պարունակում է խնդիրներ, որոնք ոչ ܲ դասից են, ոչ էլ ܰܲ–լրիվ են: 

Ենթադրելով, որ ܲ ് ܰܲ, Լադները կառուցում է ܰܲܫ դասի խնդիր, չնայած կառուցած 

խնդիրը արհեստական է: Գոյություն ունի արդյոք բնական խնդիր ܰܲܫ դասից, - սա բաց 

խնդիր է: ܰܲܫ  դասին պատկանող խնդիրների թեկնածու են հանդիսանում գրաֆի 

իզոմորֆիզմի խնդիրը, ամբողջ թվի ֆակտորիզացիայի /արտադրիչների տեսքով 

ներկայացնելու/ խնդիրը, հիպերգրաֆի աստիճանային հաջորդականության խնդիրը, և 

ուրիշներ: 

Իրագործելիության խնդիր/Satisfiability Problem - Տրված է կոնյունկտիվ նորմալ ձև; 

գոյություն ունի արդյոք փոփոխականների վրա արժեքների բաշխում այնպես, որ 

ատահայտությունը ստանա “ճիշտ” արժեք: 

Առաջին խնդիրը, որի NP-լրիվությունն ապացուցվել է Կուկի կողմից Իրագործելիության 

խնդիրն է ([91]): Այնուհետև, որևէ նոր ܳ խնդրի NP-լրիվությունը ցույց տալու համար 

բավական է ցույց տալ, որ այն NP դասից է, և որ որևէ հայտնի NP-լրիվ խնդիր բերվում 

է ܳ-ին:  

NP-բարդ/դժվար խնդիրների դասը 

Որոշման կայացման խնդիրը ܰܲ-դժվար է, եթե ܰܲ  դասին պատկանող կամայական 

խնդիր բազմանդամային բերելի է նրան (այսինքն, առնվազն նույնքան դժվար է, որքան 

ܰܲ դասին պատկանող կամայական խնդիր): 

coNP  դասը 

ܳ խնդիրը պատկանում է ܿܲܰ݋ դասին, եթե նրա լրացումը պատկանում է ܰܲ դասին: 

Դիցուք` ܳ -ն որոշում կայացնելու խնդիր է: ܳ  խնդրի լրացումը կստանանք, եթե ܳ -ի 

յուրաքանչյուր անհատ խնդրում տեղերով փոխենք  “այո” և “ոչ” պատասխանները: Եթե 

որևէ խնդիր ܰܲ  դասից է, ապա նրա յուրաքանչյուր “այո” պատասխանով անհատ 

խնդրի լուծում կարելի է ստուգել բազմանդամային ժամանակում: Իսկ եթե խնդիրը ܿ݋ െ

ܰܲ դասից է, ապա նրա յուրաքանչյուր “ոչ” պատասխանով անհատ խնդրի լուծումը 

կարելի է ստուգել բազմանդամային ժամանակում: 
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Օրինակ, թվի պարզ լինելու մասին խնդիրը ܿܲܰ݋ դասից է, քանի որ նրա լրացումը` 

Բաղադրյալ թվի մասին խնդիրը, ܰܲ	դասից է: 

Քանի որ ܲ ⊆ ܰܲ և ܲ ⊆ ܲ ապա ,ܲܰ݋ܿ ⊆ ܰܲ ∩ ܲܰ սակայն հայտնի չէ, արդյո՞ք ,ܲܰ݋ܿ ൌ

ܲ կամ  ܲܰ݋ܿ ൌ ܰܲ ∩  :ܲܰ݋ܿ

ሺܰܲ ∩  ;ሻ-ին պատկանող խնդիրների օրինակներ են. պարզ թվի մասին խնդիրըܲܰ݋ܿ

գրաֆի երկկողմանի կամ պլանար լինելու մասին խնդիրները: 

Այս օրինակներում բերված խնդիրները նաև ܲ  դասից են: Գտնված չէ խնդիր, որը 

պատկանի ܰܲ ∩ ܲܰ݋ܿ , և լինի ܰܲ -լրիվ: Հետևաբար, խնդրի բարդությունը պարզելու 

համար կարևոր է նաև ստուգել նրա պատկանելությունը ܿܲܰ݋ դասին: 

Կոմբինատոր օպտիմիզացիոն խնդիրներ 

Π օպտիմիզացիոն խնդիրը բնութագրվում է հետևյալ երեք կոմպոնենտներով. 

 ,անհատ խնդիրների բազմություն -  ܦ �

� ܵሺܫሻ  - բոլոր թույլատրելի լուծումների բազմությունը ܫ անհատ խնդրի համար, 

� ݂: ܵሺܫሻ → ܴ  - ֆունկցիա, որը յուրաքանչյուր լուծմանը արժեք է վերագրում: 

Լուծել մաքսիմիզացիայի խնդիրը – նշանակում է տրված ܫ ∈ ܦ   -ի համար գտնել      

௢௣௧ூߪ ∈ ܵሺܫሻ , այնպես, որ կամայական ߪ ∈ ܵሺܫሻ -ի համար ݂ሺߪ௢௣௧ூ ሻ ൒ ݂ሺߪሻ : Լուծել 

մինիմիզացիայի խնդիրը՝ տրված ܫ ∈ ܦ   -ի համար գտնել ߪ௢௣௧ூ ∈ ܵሺܫሻ  , այնպես, որ 

կամայական ߪ ∈ ܵሺܫሻ-ի համար ݂ሺߪ௢௣௧ூ ሻ ൑ ݂ሺߪሻ: 

Յուրաքանչյուր օպտիմիզացիոն խնդրի համար կա նրան համապատասխան որոշում 

կայացնելու խնդիր, որը հարցնում է. գոյություն ունի արդյոք թույլատրելի լուծում, որի 

արժեքը մեծ է/փոքր է տրված արժեքից:  

Եթե ܰܲ -դժվար ߎଵ  որոշում կայացնելու խնդիրը բազմանդամային բերելի է (ըստ 

Թյուրինգի) ߎଶ օպտիմիզացիոն խնդրին, ապա ߎଶ խնդիրը ܰܲ դժվար է: 

Մեծամասամբ, ߎଵ -ը հանդիսանում է ߎଶ  խնդրի որոշում կայացնելու տարբերակը: 

Այնուամենայնիվ, միշտ չէ, որ այդպես է:  

Օպտիմիզացիոն խնդիրների ապրոքսիմացիա 

Պրակտիկայում, NP-դժվար օպտիմիզացիոն խնդիրները լուծելու համար կիրառում են 

խնդրի պահանջների տարբեր հնարավոր թուլացումներ: 
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- Սուպեր-բազմանդամային ալգորիթմներ – երբ թուլացվում է բազմանդամային 

ժամանակում լուծելու պահանջը;  

- Թուլացվում է այն պահանջը, որ խնդիրը լուծվի բոլոր օրինակների համար:  

- Ապրոքսիմացիոն ալգորիթմներ – թուլացվում է ճշգրիտ օպտիմալ լուծում գտնելու 

պահանջը:  

Ապրոքսիմացիոն ալգորիթմներ [186] 

A-ն ապրոքսիմացիոն ալգորիթմ է ߎ օպտիմիզացիոն խնդրի համար, եթե այն ߎ խնդրի 

կամայական ܫ  օրինակի համար ելքում վերադարձնում է որոշակի պահանջների 

բավարարող  ”լուծում”: ܣ	ሺܫሻ-ով կնշանակենք լուծման արժեքը` ݂ሺߪሻ-ն: 

Բնական է, որ ܣ  ալգորիթմից պահանջվի, որ այն ունենա բազմանդամային 

բարդություն: Ինչպե՞ս գնահատել ապրոքսիմացիոն ալգորիթմի որակը: ”Լավ” լինելու 

չափանիշը պետք է գտած լուծման արժեքը ինչ-որ ձևով համեմատի օպտիմալ լուծման 

արժեքի հետ: 

Բացարձակ ապրոքսիմացիոն ալգորիթմներ 

 ապրոքսիմացիոն ալգորիթմը կոչվում է բացարձակ ܣ օպտիմիզացիոն խնդրի լուծման ߎ

ապրոքսիմացիոն ալգորիթմ, եթե գոյություն ունի ݇  հաստատուն թիվ այնպես, 

կամայական ܫ անհատ խնդրի համար |ܣሺܫሻ െ ܱܲܶሺܫሻ| ൑ ݇ , որտեղ ܱܲܶሺܫሻ-ն ܫ անհատ 

խնդրի օպտիմալ լուծման արժեքն է: 

ܰܲ-դժվար խնդրի օրինակ, որի համար գոյություն ունի բացարձակ ապրոքսիմացիոն 

ալգորիթմ, - հանդիսանում է գրաֆի կողերի ներկման խնդիրը: Համաձայն գրաֆի 

ներկման մասին Վ.Վիզինգի թեորեմի ([187]), յուրաքանչյուր գրաֆի կողերը կարելի է 

ներկել օգտագործելով նվազագույնը Δ  և առավելագույնը` Δ ൅ 1  գույներ: Վ.Վիզինգը 

կառուցում է նաև համապատասխան ܣ ալգորիթմը, որը ներկում է գրաֆի կողերը Δ ൅ 1 

գույներով: Հետևաբար, գրաֆի կողային ներկման խնդրի համար գոյություն ունի 

բացարձակ ապրոքսիմացիոն ալգորիթմ այնպես, որ |ܣሺܫሻ െ ܱܲܶሺܫሻ| ൑ 1: 

Ցավոք, բացարձակ ապրոքսիմացիոն ալգորիթմներ կան միայն հատուկ տիպի 

օպտիմիզացիոն խնդիրների համար: Մի շարք ܰܲ-դժվար օպտիմիզացիոն խնդիրների 

համար ապացուցված է, որ գոյություն չունի բացարձակ ապրոքսիմացիոն ալգորիթմ, 

եթե ܲ ് ܰܲ: 
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Ալգորիթմի հարաբերական արդյունավետության գնահատման չափանիշ 

Ապրոքսիմացիոն ալգորիթմի որակը գնահատվում է նաև ալգորիթմով գտած լուծման 

արժեքի և օպտիմալ լուծման արժեքի հարաբերության տերմիններով: Հենց սա էլ 

անվանում են ալգորիթմի աշխատանքի գնահատման հարաբերական չափանիշ: 

Դիցուք` ܣ -ն ߎ  օպտիմիզացիոն խնդրի լուծման ապրոքսիմացիոն ալգորիթմ է: ܣ -ի 

հարաբերական արդյունավետությունը ܫ անհատ խնդրի համար սահմանվում է որպես. 

ܴ஺ሺܫሻ ൌ
஺ሺூሻ

ை௉்ሺூሻ
, եթե ߎ-ն մինիմիզացիայի խնդիր է, և  

ܴ஺ሺܫሻ ൌ
ை௉்ሺூሻ

஺ሺூሻ
, եթե ߎ-ն մաքսիմիզացիայի խնդիր է: 

ܴ஺ ൌ inf	ሼݎ|ܴ஺ሺܫሻ ൏ ,ݎ ܫ∀ ∈ ሽܦ -ն կոչվում է ߎ  օպտիմիզացիոն խնդրի լուծման ܣ 

ապրոքսիմացիոն ալգորիթմի հարաբերական գնահատման բացարձակ չափանիշ: 

 

1.3.2 Մասնակի կարգավորված բազմություններ 

Սահմանում 1.3.2-1 ([72], [46], [163], [179]): Մասնակի կարգավորված բազմությունը  

ܲ	 ൌ 	 ሺܵ, ൑ሻ զույգ է, որտեղ ܵ բազմությունը ܲ-ի բազիսն է, իսկ ൑-ն ܲ-ի մասնակի կարգի 

գործողությունն է, այսինքն այն. 

(i) Ռեֆլեքսիվ է՝ կամայական ܽ ∈ ܵ –ի համար ܽ ൑ ܽ, 

(ii) Անտիսիմետրիկ է՝ եթե ܽ	 ൑ 	ܾ և ܾ	 ൑ 	ܽ, ապա ܽ	 ൌ 	ܾ,  

(iii) Տրանզիտիվ է՝ եթե ܽ	 ൑ 	ܾ և ܾ	 ൑ 	ܿ, ապա ܽ	 ൑ 	ܿ:  

Կասենք, որ ܽ, ܾ	 ∈ 	ܵ  էլեմենտները համեմատելի են, եթե ܽ ൑ 	ܾ  կամ ܾ	 ൑ 	ܽ : ܽ, ܾ	 ∈ 	ܵ 

էլեմենտները անհամեմատելի են, եթե ܽ ൑ 	ܾ  և ܾ	 ൑ 	ܽ  պայմաններից ոչ մեկը տեղի 

չունի: ܽ ൏ ܾ նշանակում է ܽ ൑ ܾ, a ് ܾ: 

Կասենք, որ	ܽ	 ∈ 	ܵ էլեմենտը ծածկվում է ܾ	 ∈ 	ܵ էլեմենտով (կամ ܾ էլեմենտը ծածկում է 

ܽ էլեմենտը), եթե ܽ ൏ ܾ, և գոյություն չունի	ܿ էլեմենտ այնպես, որ   ܽ ൏ ܿ ൏ ܾ:    

ܽ-ն ܲ-ի մաքսիմալ էլեմենտ է, եթե բոլոր ܾ	 ∈ 	ܲ-երի համար տեղի ունի հետևյալ երկու 

պայմաններից մեկը.  

(i) ܽ	 ൒ 	ܾ    

(ii) ܽ –ն և ܾ –ն անհամեմատելի են: 
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ܽ-ն մինիմալ էլեմենտ է, եթե բոլոր ܾ	 ∈ 	ܲ-երի համար հետևյալ երկու պայմաններից մեկը 

տեղի ունի.  

(i) ܾ ൒ ܽ կամ  

(ii) ܽ –ն և ܾ –ն անհամեմատելի են: 

 

Սահմանում 1.3.2-2 (179], [75]): Դիցուք՝ ܲ	 ൌ 	 ሺܵ, ൑ሻ -ն մասնակի կարգավորված 

բազմություն է, և ܽ ∈ ܵ, ܾ ∈ ܵ: Հետևյալ բազմությունը. 

ሾܽ, ܾሿ ൌ ሼݔ ∈ ܵ	|	ܽ ൑ ݔ ൑ ܾሽ	

կոչվում է ܽ-ից ܾ փակ ինտերվալ:	

Դիցուք՝ ܵᇱ-ը ܵ-ի ոչ դատարկ ենթաբազմություն է: Կասենք, որ ܵ′-ը ուռուցիկ է, եթե 

կամայական   ܽ ∈ ܵᇱ, ܾ ∈ ܵᇱ -ի համար՝ ሾܽ, ܾሿ ⊆ ܵᇱ: 

 

ܲ	 ൌ 	 ሺܵ, ൑ሻ-ին համապատասխանում է ուղղորդված գրաֆ, որի համար ܵ-ը գագաթների 

բազմությունն է:	ܽ	գագաթից ܾ գագաթ կող կա, եթե ܽ	 ൑ 	ܾ: Պարզ է, որ այս գրաֆը ցիկլ 

չի պարունակում:  

Սովորաբար, մասնակի կարգավորված բազմությունը երկրաչափորեն պատկերվում է ոչ 

թե վերը նշված գրաֆի ամբողջական տեսքով, այլ Հասսեի դիագրամի միջոցով, որտեղ 

պատկերվում են գրաֆի միայն կողերը, որոնք միացնում են մեկը մյուսին ծածկող 

գագաթները: Հասսեի դիագրամում ܽ	 ൑ 	ܾ  գագաթները միացնող կողը գծվում է 

ներքևից վերև): 

 

Դիցուք՝ ܲ	 ൌ 	 ሺܵ, ൑ሻ -ն մասնակի կարգավորված բազմություն է: ܲ  –ում շղթան՝ ܵ  –ի 

տարբեր ሼܽଵ,⋯ , ܽ௞ሽ էլեմենտների հաջորդականություն է, այնպես որ բոլոր 1 ൑ ݅ ൏ ݆ ൑ ݇ 

-երի համար ܽ௜ ൏ ௝ܽ: Եթե շղթայի էլեմենտները անմիջական են հաջորդում մեկը մյուսին, 

ապա շղթան կոչվում է պարզ; հաճախ դիտարկվում են միայն պարզ շղթաները և այն 

նշելու համար օգտագործվում է շղթա տերմինը: 

ሼܽଵ,൉	൉	൉	, ܽ௞ሽ 	⊆ ܵ էլեմենտների բազմությունը հակաշղթա է ܲ-ում, եթե բոլոր 1 ൑ ݅, ݆	 ൑ ݇-

երի համար ܽ௜-ն և ௝ܽ-ն անհամեմատելի են:  
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ܲ-ի տրոհումը շղթաների՝ դա ܵ-ի տրոհումն է չհատվող շղթաների բազմության: 

Սահմանվում է շղթաների/հակաշղթների “հնարավորին չափ մեծ լինելու” երկու 

հասկացություն. 

- “ամենամեծ/փակուղային” շղթա/հակաշղթա – այսինքն շղթա/հակաշղթա, որն 

ընկած չէ ավելի մեծ շղթայի/հակաշղթայի մեջ:   

- “ամենաերկար/մաքսիմալ” շղթա/հակաշղթա – հնարավոր ամենաշատ թվով 

էլեմենտներ պարունակող շղթա/հակաշղթա: 

Ամենաերկար շղթայի երկարությունը (էլեմենտների քանակը) մասնակի կարգավորված 

բազմության բարձրությունն է՝ ݄	ሺܲሻ : Ամենաերկար հակաշղթայի հզորությունը 

(էլեմենտների քանակը) մասնակի կարգավորված բազմության լայնությունն է՝ ݓ	ሺܲሻ:   

Ակնհայտ է, որ ամենաերկար/մաքսիմալ շղթան/հակաշղթան պետք է լինի 

ամենամեծ/փակուղային շղթա/հակաշղթա: 

Թեորեմ 1.3.2-1 ([72]): Եթե ܣ -ն մասնակի կարգավորված վերջավոր ሺܵ, ൑ሻ 

բազմությունում ամենամեծ հակաշղթան է, ապա գոյություն ունի ܵ –ի տրոհում        

ଵܥ ∪ ଶܥ ∪ ⋯∪ ௧ܥ  շղթաների այնպես, որ ݐ	 ൌ 	 |ܣ| : Ավելին, յուրաքանչյուր ܥ௜ -ն 

պարունակում է ճիշտ մեկ էլեմենտ ܣ-ից, և գոյություն չունի ܵ–ի տրոհում ݐ–ից ավելի 

փոքր թվով շղթաների: 

Դիլվորթի թեորեմը կարելի է ձևակերպել նաև այսպես՝ 

Մասնակի կարգավորված վերջավոր բազմության լայնությունը հավասար է 

բազմությունը ծածկելու համար անհրաժեշտ շղթաների մինիմալ քանակին:  

 

ܲ	 ൌ 	 ሺܵ, ൑ሻ  մասնակի կարգավորված բազմության ܫ  ոչ դատարկ ենթաբազմությունը 

իդեալ է, եթե տեղի ունի հետևյալ պայմանը. 

	ݕ ի համար-ݔ  ին պատկանող կամայական– ܫ  ൑ ݕ ից հետևում է, որ– ݔ	 ∈  :ܫ

Երկակիորեն սահմանվում է ֆիլտրը: ܲ	 ൌ 	 ሺܵ, ൑ሻ մասնակի կարգավորված բազմության 

 .ոչ դատարկ ենթաբազմությունը ֆիլտր է, եթե տեղի ունի հետևյալ պայմանը ܨ

	ݕ ի համար-ݔ  ին պատկանող կամայական– ܨ  ൒ ݕ ից հետևում է, որ– ݔ	 ∈  : ܨ
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Դիցուք` ܲ	 ൌ 	 ሺܵ, ൑ሻ  -ն մասնակի կարգավորված բազմություն է, և S′ -ը S  -ի 

ենթաբազմություն է: ݑ ∈ ܵ  էլեմենտը կոչվում է S′ -ի համար վերին եզր, եթե S′ -ին 

պատկանող կամայական s  էլեմենտի համար ݏ ൑ ݑ : Բազմությունը կարող է ունենալ 

բազմաթիվ վերին եզրեր, կարող է և չունենալ ոչ մի հատ: Եթե S′-ի վերին եզրերի 

բազմությունը ունի ամենափոքր էլեմենտ, ապա այն կոչվում է ամենափոքր վերին եզր 

(սուպրեմում/supremum): ݑ ∈ ܵ էլեմենտը կոչվում է ܵ′-ի համար ստորին եզր, եթե ܵ′-ին 

պատկանող կամայական ݏ էլեմենտի համար ݏ ൒  Ստորին եզրերից ամենամեծը /եթե :ݑ

այն գոյություն ունի/, կոչվում է ամենամեծ ստորին եզր (ինֆիմում/infimum):  

	ܮ ൌ 	 ሺܵ, ൑ሻ մասնակի կարգավորված բազմությունը կավար է, եթե ܵ-ի կամայական ݔ,  ݕ

էլեմենտների համար ܵ-ի ሼݔ,  :ሽ ենթաբազմությունը ունի և՛ սուպրեմում և՛ ունի ինֆիմումݕ

Կավարի օրինակ է՝ բնական թվերը “բաժանելիության” մասնակի կարգով, – միակ 

սուպրեմումը ամենափոքր ընդհանուր բազմապատիկն է, և ինֆիմումը՝ ամենամեծ 

ընդհանուր բաժանարարը: 

	ܮ ൌ 	 ሺܵ, ൑ሻ կավարը ռանգավորված է, եթե գոյություն ունի ռանգի ֆունկցիա.  ݎ: ܵ → ܼ, 

(ռանգի ֆունկցիա է, եթե x ൏ y-ից հետևում է, որ 	ݎሺݔሻ ൏  ը- ݕ ሻ ) այնպես որ եթեݕሺ	ݎ

ծածկում է ݔ-ը, ապա ݎሺݕሻ ൌ ሻݔሺݎ ൅ 1: Ռանգի ֆունկցիայի արժեքը որևէ էլեմենտի վրա 

կոչվում է տվյալ էլեմենտի ռանգ:  

 

Կավարի մեկ այլ օրինակ է Բուլյան կավարը` ሺ2ሾ௡ሿ, ⊆ሻ  – այստեղ հիմքը ሾ݊ሿ ൌ ሼ1,2,⋯ , ݊ሽ 

բազմության բոլոր ենթաբազմությունների բազմությունն է` 2ሾ௡ሿ , և կարգը` կլանման (⊆) 

գործողությունն է: Այլ ներկայացմամբ` սա համապատասխանում է ݊-չափանի միավոր 

խորանարդին:  
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Եզրակացություններ առաջին գլխի վերաբերյալ 

Աշխատանքի առաջին գլխում բնութագրվում են ուսումնասիրվող խնդիրները, որոնք 

առաջացել են տարբեր ոլորտներում և մոդելավորվել են տարբեր տերմիններով՝ 

բազմությունների համակարգեր, դիսկրետ տոմոգրաֆիա, բազմաչափ միավոր 

խորանարդ:  

 Ըստ տիրույթների տրվել է հետազոտությունների արդի վիճակի և ստացված 

արդյունքների սեղմ նկարագիրը, նշվել են առկա բաց խնդիրները, և բերվել են 

ամփոփիչ դիտողություններ՝ աշխատանքում այդ տիրույթների առնչությամբ 

ստացված արդյունքների համառոտ ներկայացմամբ:  

 Դիտարկվել են հարակից գործիքներ՝ ընդհանուր օգտագործման հաշվարկային 

մոդելներ, որոնցում կարելի է օգտագործել հետազոտվող խնդիրների շուրջ 

ստացված արդյունքները:  

 Բերվել են աշխատանքում օգտագործվող այլ հասկացություններ ու սահմանումներ: 
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ԳԼՈՒԽ 2. ԲԱԶՄՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ՀԱՄԱԿԱՐԳԵՐ - ՀԻՊԵՐԳՐԱՖԱՅԻՆ 

ՀԱՋՈՐԴԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ՏԻՐՈՒՅԹԻ ՆԿԱՐԱԳՐՈՒՄ 

Այս գլխում դիտարկվում է ݊ -չափանի միավոր ܧ௡  խորանարդի գագաթների ݉ -

ենթաբազմությունների տրոհումներից ստացված ասոցացված վեկտորների ܦ௠ሺ݊ሻ 

բազմության նկարագրման խնդիրը՝ որպես սահմանափակումների բավարարման մի 

խումբ համարժեք խնդիրների ներկայացուցիչ, որոնց թվում է հիպերգրաֆի 

աստիճանային հաջորդականության խնդիրը ([(7)], [(8)], [(13)], [(22)], [(24)], [(27)]): 

Բազմարժեք բազմաչափ Ξ௠௡  ցանցում, որը ܦ௠ሺ݊ሻ-ը պարունակող մինիմալ տիրույթն է, 

տրվում է ܦ௠ሺ݊ሻ -ի նկարագիրը եզրային էլեմենտների և նրանցով ծնվող ուռւուցիկ 

ընդլայնումների տերմիններով: Ցույց է տրվում, որ եզրային էլեմենտներն էլ իրենց 

հերթին կառուցվում են մոնոտոն Բուլյան ֆունկցիաների օգնությամբ: ܦ௠ሺ݊ሻ տիրույթի 

ուսումնասիրումը բացահայտում է նրա մինիմալ և մաքսիմալ կշռով տարրերը: 

Ապացուցվում է, որ մինիմալ կշռով տարրերը համապատասխանում են ܧ௡ -ի 

բառարանային սեղմված ݉-ենթաբազմությանը, և որ նրանք որպես այդպիսին՝ միակն 

են կոորդինատների տեղափոխությունների ճշտությամբ: Ցույց է տրվում, որ մաքսիմալ 

կշռով տարրերը համապատասխանում են ܧ௡ -ի 1෨  կենտրոնով գնդաձև ݉ -

ենթաբազմություններին: Դուրս է բերվում տրված աստիճանային հաջորդականությամբ 

պարզ հիպերգրաֆի գոյության անհրաժեշտ և բավարար պայման ռեգուլյար 

հիպերգրաֆների դասի համար: 

 

2.1 Բազմաչափ միավոր խորանարդի ենթաբազմությունների 

տրոհումների ասոցացված վեկտորների բազմության ընդհանուր 

նկարագիր 

Այս բաժինը նվիրված է ܦ௠ሺ݊ሻ տիրույթի նկարագրմանը: 

Դիցուք` ܧ௡-ը ݊-չափանի միավոր խորանարդի գագաթների բազմությունն է. 

௡ܧ ൌ ሼሺݔଵ,⋯ , ,௜߳ሼ0,1ሽݔ|௡ሻݔ ݅ ൌ 1,⋯ , ݊ሽ: 

Կամայական ݔ௜-ի համար դիտարկենք ܧ௡-ի տրոհումը ըստ ݔ௜ փոփոխականի.  

௫೔ୀ଴ܧ
௡ିଵ ൌ ሼሺݔଵ,⋯ , ௡ሻݔ ∈ ௜ݔ|௡ܧ ൌ 0ሽ  և  ܧ௫೔ୀଵ

௡ିଵ ൌ ሼሺݔଵ,⋯ , ௡ሻݔ ∈ ௜ݔ|௡ܧ ൌ 1ሽ: 
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Յուրաքանչյուր ࣟ ⊆ ௡ܧ  բազմություն կտրոհվի համապատասխանաբար ࣟ௫೔ୀଵ  և 

ࣟ௫೔ୀ଴ ենթաբազմությունների (որոնք կարող են և դատարկ լինել). 

 ࣟ௫೔ୀଵ ⊆ ௫೔ୀଵܧ
௡ିଵ , ࣟ௫೔ୀ଴ ⊆ ௫೔ୀ଴ܧ

௡ିଵ :  

 

Սահմանում 2.1-1: ݀ ൌ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ ամբողջարժեք վեկտորը կոչվում է ࣟ ⊆  ௡ բազմությանܧ

տրոհումների ասոցացված վեկտոր, եթե ݀௜ ൌ หࣟ௫೔ୀଵห, ݅ ൌ 1,⋯ , ݊:  

 

Ընդհանուր առմամբ, տարբեր բազմություններ կարող են ունենալ տրոհումների 

միևնույն ասոցացված վեկտորը: |ࣟ|  հզորությամբ բազմությունների քանակը ܥଶ೙
|ࣟ|  է, 

ասոցացված վեկտորների քանակը դեռևս գնահատված չէ: [173], [174]-ում դիտարկվում 

են հիպերգրաֆների թվարկման հարցեր, սակայն դիտարկվող հիպերգրաֆներում 

թույլատրվում են կողերի կրկնություններ: [48]-ում ներկայացվում է տրված 

աստիճանային հաջորդականությունն ունեցող պարզ համասեռ հիպերգրաֆների 

թվարկման ասիմպտոտիկ բանաձև: [73]-ում ասիմտոտիկորեն հաշվարկվում է 

համասեռ ռեգուլյար հիպերգրաֆների քանակը: 

Դիցուք` ሾ݊ሿ ൌ ሼ1,2,⋯ , ݊ሽ : Դիտարկենք ሾ݊ሿ -ի բոլոր ենթաբազմությունների 

բազմությունը (նշանակում են 2ሾ௡ሿ-ով կամ ࣪ሺሾ݊ሿሻ -ով) և սահմանենք մասնակի կարգ 

ըստ կլանման, այսինքն, կամայական  ܽ, ܾ ⊆ ሾ݊ሿ  ենթաբազմությունների համար ܽ -ն 

նախորդում է ܾ-ին, եթե ܽ ⊆ ܾ: ሾ݊ሿ-ի ենթաբազմությունները կարող ենք ներկայացնել ݊ 

երկարության բինար հաջորդականությունների/վեկտորների միջոցով հետևյալ ձևով. 

վեկտորի ݅-րդ էլեմենտը հավասար է 1-ի այն և միայն այն դեպքում, երբ ሾ݊ሿ-ի  ݅-րդ 

էլեմենտը պատկանում է ենթաբազմությանը: Այս ներկայացումը հաստատում է 1-1 

համապատասխանություն ࣪ሺሾ݊ሿሻ  և ܧ௡  բազմությունների միջև: Յուրաքանչյուր ࣟ ⊆  ௡ܧ

ենթաբազմության կհամապատասխանի ࣪ሺሾ݊ሿሻ -ի որևէ ենթաբազմություն, կամ այլ 

խոսքերով` ࣢  հիպերգրաֆ առանց կողերի կրկնությունների, որի գագաթների 

բազմությունը ሾ݊ሿ -ն է, իսկ կողերը` ࣟ  -ի էլեմենտներն են: ݅ -րդ գագաթի աստիճանը 

հավասար է หࣟ௫೔ୀଵห -ի: ࣟ  -ի տրոհումների վեկտորը կհամապատասխանի ࣢  -ի 

աստիճանային հաջորդականությանը: 
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Ինչպես նշել ենք 1-ին Գլխի 1.1.1 բաժնում, հիպերգրաֆի պարզության ավելի 

ընդհանուր սահմանում է՝ երբ կողերը չեն կրկնվում: Համասեռ հիպերգրաֆի դեպքում, 

երբ կողերը ունեն միևնույն հզորությունը, այս սահմանումները համընկնում են: Ներկա 

Գլխի 2.2.4 բաժնում ցույց կտանք, որ չկրկնվող կողերով հիպերգրաֆների համար 

աստիճանային հաջորդականության խնդիրը ավելի հեշտ չի, քան անհամեմատելի 

կողերով հիպերգրաֆների դեպքում, որը, ինչպես նշել ենք, այս տիրույթի հայտնի բաց 

խնդիրներից մեկն է [36]: Այսուհետև հետագա շարադրանքում պարզ հիպերգրաֆ 

ասելով կհասկանանք հիպերգրաֆ, որում կրկնվող կողեր չկան:  

Դիտարկվող խնդիրները հետևյալն են. 

Գոյության խնդիր (ܧ_ܵ) - տրված է ݊-չափանի ամբողջարժեք ݀ վեկտոր, պարզել 

արդյոք գոյություն ունի ܧ௡ -ի ենթաբազմություն, որի համար ݀ -ն հանդիսանում է 

տրոհումների ասոցացված վեկտոր;  

Նկարագրման խնդիր (ܦ_ܵ ) – տալ ܧ௡  խորանարդի տրված հզորության բոլոր 

ենթաբազմությունների տրոհումներից ստացվող ասոցացված վեկտորների բազմության 

պարզ նկարագիր: 

Նշված խնդիրները մենք կդիտարկենք ܧ௡ -ի ֆիքսված ݉  հզորություն ունեցող 

ենթաբազմությունների համար: Պարզ է, որ բավարար է սահմանափակվել 0 ൑ ݉ ൑ 2௡ 

արժեքների դիտարկմամբ: 

௠ሺ݊ሻܪ -ով նշանակենք  ܧ௡ -ի ݉  հզորության բոլոր ենթաբազմությունների 

բազմությունը /կամ որ նույնն է, բոլոր պարզ հիպերգրաֆների բազմությունը, որոնց 

գագաթների բազմությունը ሾ݊ሿ-ն է, և հիպերկողերի քանակը ݉ է/:  

௠ሺ݊ሻܦ -ով նշանակենք ܪ௠ሺ݊ሻ -ի բազմությունների տրոհումների ասոցացված 

վեկտորների բազմությունը  /ܪ௠ሺ݊ሻ-ին պատկանող հիպերգրաֆների աստիճանային 

հաջորդականությունների բազմությունը/: Հետագա շարադրանքի մեջ խորանարդի կամ 

հիպերգրաֆի տերմիններով ձևակերպումները կօգտագործենք առանց հատուկ 

տարբերակման: 

௠ାଵߌ
௡ -ով նշանակենք ݊  չափանի բազմարժեք / 	݉ ൅ 1  արժեքանի/ ցանցը, որի 

էլեմենտները սահամանվում են որպես` ሺܽଵ,⋯ , ܽ௡ሻ|0 ൑ ܽ௜ ൑ ݉, ݅ ൌ 1,⋯ , ݊: 
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Եթե դիտարկվող հիպերգրաֆներում թույլատրվեր հիպերկողերի կրկնություն, 

ապա համապատասխան աստիճանային հաջորդականությունների բազմությունը 

կկազմեր ամբողջ ߌ௠ାଵ
௡ -ը: 

௠ାଵߌ
௡ -ում սահմանենք կոորդինատ-առ-կոորդինատ համեմատման մասնակի 

կարգ՝ 

ሺܽଵ,⋯ , ܽ௡ሻ ൑ ሺܾଵ,⋯ , ܾ௡ሻ  այն և միայն այն դեպքում, երբ  ܽ௜ ൑ ܾ௜,			݅ ൌ 1,⋯ , ݊ : 

ሺܽଵ,⋯ , ܽ௡ሻ ൏ ሺܾଵ,⋯ , ܾ௡ሻ   նշանակում է ሺܽଵ,⋯ , ܽ௡ሻ ൑ ሺܾଵ,⋯ , ܾ௡ሻ , և ∃݆, 1 ൑ ݆ ൑ ݊ , որի 

համար  ௝ܽ ൏ ௝ܾ: 

Սահմանենք նաև ߌ௠ାଵ
௡ -ի էլեմենտի կշիռ/ռանգ որպես նրա կոմպոնենտների 

գումար. ݎሺܽଵ,⋯ , ܽ௡ሻ ൌ ܽଵ ൅ ⋯൅ ܽ௡:  

Այսպիսով, ߌ௠ାଵ
௡  –ը ռանգավորված կավար է, կոորդինատ-առ-կոորդինատ 

համեմատման մասնակի կարգով: 

Կառուցենք ௠ାଵߌ
௡ -ի Հասսեի դիագրամը. այն ունի ݊݉ ൅ 1  մակարդակ` 

համարակալված 0 -ից ݊݉ : ݇ -րդ մակարդակում գտնվում են ߌ௠ାଵ
௡ -ի այն բոլոր  

էլեմենտները, որոնց ռանգը ݇ է:  Մինիմալ էլեմենտը` 0෨ ൌ ሺ0,⋯ ,0ሻ-ն, գտնվում է 0-րդ 

մակարդակի վրա: Մաքսիմալ էլեմենտը` ෥݉ ൌ ሺ݉,⋯ ,݉ሻ-ը գտնվում է ݊݉-րդ մակարդակի 

վրա: ߌ௠ାଵ
௡ -ի միջին մակարդակը ݊݉/2 -րդ մակարդակն է, երբ ݊݉ -ը զույգ է, և        

ሺ݊݉ േ 1ሻ/2   համարներով մակարդակներն են, երբ ݊݉ -ը կենտ է: Նկար 2.1-1-ում 

պատկերված է ߌହଷ-ի Հասսեի դիագրամը: 
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Նկար 2.1-1: ߌହଷ-ի Հասսեի դիագրամը: 

 

Այսպիսով, ܦ௠ሺ݊ሻ-ը ߌ௠ାଵ
௡ -ի ենթաբազմություն է, և առաջիկա նպատակն է՝ ܦ௠ሺ݊ሻ-

ի կառուցվածքի /տեղի/ նկարագրումը ߌ௠ାଵ
௡ -ում:  

 

Մասնավոր դեպքեր ըստ ࢓-ի արժեքի 

݉ ൌ 0  դեպքում ܪ௠ሺ݊ሻ ൌ ሼ∅ሽ  և միակ ասոցացված վեկտորի բոլոր 

կոմպոնենտները 0 են: 

݉ ൌ 1 դեպքում ߌ௠ାଵ
௡ -ը համընկնում է ܧ௡-ի հետ, կա 2௡ հատ մեկ էլեմենտանոց 

բազմություն, հետևաբար, ܦ௠ሺ݊ሻ-ի վեկտորները ܧ௡-ի էլեմենտներն են, կոմպոնենտները 

0-ներ կամ 1-եր են, |ܦ௠ሺ݊ሻ| ൌ 2௡: 

݉ ൌ 2௡ դեպքում ܪ௠ሺ݊ሻ ൌ ሼܧ௡ሽ , ասոցացված վեկտորի բոլոր կոմպոնենտները 

2௡ିଵ են: 

 

2.1.1 Էլեմենտների դասեր   ࢓ࢮା૚࢔ -ում 

௠ାଵߌ
௡ -ում առանձնացնենք հետևյալ էլեմենտները/էլեմենտների դասերը: 

444

443 434 344

442 433 424 343 334 244

432 423 342 324 243 234333

422 332 323 242 233 224

322 232 223

222

144

044134143314404413341431440

441 414

430 431 340 412 331 403 241 313 304 142 214 133 124 043 034

024033114042123204132213141303231312240321402330411420

410

400

401 320 311 230 302 221 140 212 131 203 122 041 113 032 104 023 014

004013022103031112040121202130211220301310

300 210 201 120 111 030 102 021 012 003

002011020101110200

100 010 001

000



 

62 
 

 

Միջին էլեմենտ/էլեմենտներ 

Սահմանում 2.1.1-1: ߌ௠ାଵ
௡ -ի ݉௠௜ௗା ൌ ቀቒ௠

ଶ
ቓ ,⋯ , ቒ௠

ଶ
ቓቁ և ݉௠௜ௗି ൌ ቀቔ௠

ଶ
ቕ ,⋯ , ቔ௠

ଶ
ቕቁ էլեմենտները 

կանվանենք միջին էլեմենտներ: 

 

Նկատենք, որ զույգ 	݉-երի համար ունենք մեկ միջին էլեմենտ, և այն գտնվում է ߌ௠ାଵ
௡ -ի 

միջին՝ ݊݉/2  մակարդակի վրա: Կենտ ݉ -երի դեպքում ݉௠௜ௗା , ݉௠௜ௗି -ը գտնվում են 

௠ାଵߌ
௡ -ի միջին մակարդակից ݊/2 հեռավորության վրա, եթե ݊݉-ը զույգ է, և՝ ሺ݊ െ 1ሻ/2 

հեռավորության վրա, եթե ݊݉-ը կենտ է: 

Վերին և ստորին էլեմենտներ 

Սահմանում 2.1.1-2: 

݀ ∈ ௠ାଵߌ
௡  -ն կանվանենք ߌ௠ାଵ

௡ -ի վերին էլեմենտ, եթե ݀ ൒ ݉௠௜ௗା; 

݀ ∈ ௠ାଵߌ
௡  -ն կանվանենք ߌ௠ାଵ

௡ -ի ստորին էլեմենտ, եթե ݀ ൑ ݉௠௜ௗି: 

 

 ෙ–ով նշանակենք, համապատասխանաբար, վերին և ստորին էլեմենտներիܪ ෡–ով ևܪ

բազմությունը: 

Այսպիսով, ܪ෡–ի յուրաքանչյուր መ݀ ൌ ሺ መ݀ଵ,⋯ , መ݀௡ሻ էլեմենտի համար መ݀௜ ൒ ݉ െ መ݀
௜, ݅ ൌ 1,⋯ , ݊, 

և յուրաքանչյուր ሙ݀ ൌ ሺ ሙ݀ଵ,⋯ , ሙ݀௡ሻ էլեմենտի համար ሙ݀௜ ൑ ݉ െ ሙ݀
௜, ݅ ൌ 1,⋯ , ݊: 

หܪ෡ห ൌ หܪෙห ൌ ሺ௠ାଵ

ଶ
ሻ௡ կենտ ݉-երի համար, և หܪ෡ห ൌ หܪෙห ൌ ሺ௠

ଶ
൅ 1ሻ௡ զույգ ݉-երի համար: 

Երկրաչափական մեկնաբանումը բերվում է Նկար 2.1.1-1-ում 	ߌହଷ -ի օրինակի վրա - 

առավել մուգ գույնով պատկերված են վերին էլեմենտները, բաց գույնով՝ ստորին 

էլեմենտները: Կա մեկ միջին էլեմենտ՝ ሺ2,2,2ሻ-ը: 
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Նկար 2.1.1-1: Միջին, վերին և ստորին էլեմենտները ߌହଷ-ում: 

 

Հակադիր էլեմենտներ 

Սահմանում 2.1.1-3: ݀, ݀̅ ∈ ௠ାଵߌ
௡  էլեմենտները /զույգը/ կանվանենք հակադիր 

էլեմենտներ /հակադիր էլեմենտների զույգ/ ߌ௠ାଵ
௡ -ում, եթե մեկը մյուսից ստացվում է ݉–

ի նկատմամբ կոմպոնենտների արժեքների շրջումով, այսինքն, եթե  ݀ ൌ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ, 

ապա                  ݀̅ ൌ ሺ݉ െ ݀ଵ,⋯ ,݉ െ ݀௡ሻ: 

 

  ሻ-ի կարևոր հատկություններ࢔ሺ࢓ࡰ 2.1.2

Լեմմա 2.1.2-1: ݀ ൌ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௜,⋯ , ݀௡ሻ -ն պատկանում է ܦ௠ሺ݊ሻ -ին այն և միայն այն 

դեպքում, երբ  ݀̅௜ ൌ ሺ݀ଵ,⋯ ,݉ െ ݀௜,⋯ , ݀௡ሻ-ն պատկանում է ܦ௠ሺ݊ሻ-ին, կամայական ݅, 1 ൑

݅ ൑ ݊ համար: 

Ապացույց: 

Դիցուք՝ ݀ ൌ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௜,⋯ , ݀௡ሻ ∈  ௠ሺ݊ሻ – այստեղից հետևում է, որ գոյություն ունիܦ

݉ հզորության ࣟ ենթաբազմություն ܧ௡-ում, որի տրոհումների ասոցացված վեկտորը ݀-ն 
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է: ܧ௡ -ը տրոհենք ըստ ݅ -րդ փոփոխականի, և ௜ܵ  “տեղաշարժ” գործողությամբ 

տեղափոխենք ࣟ௫೔ୀଵ  բազմության էլեմենտները ܧ௫೔ୀଵ
௡ିଵ -ից  ܧ௫೔ୀ଴

௡ିଵ  և հակառակը՝ ࣟ௫೔ୀ଴ -ի 

էլեմենտները տեղափոխենք ܧ௫೔ୀ଴
௡ିଵ -ից ܧ௫೔ୀଵ

௡ିଵ : Կստանանք ܧ௡ -ի ݉  հզորության 

բազմություն, որի տրոհումների ասոցացված վեկտորը ሺ݀ଵ,⋯ ,݉ െ ݀௜,⋯ , ݀௡ሻ է: □ 

 

Լեմմա 2.1.2-2: 

(1) Դիցուք՝ ݀ᇱ ൌ ሺ݀ଵ
ᇱ ,⋯ , ݀௡ᇱ ሻ ∈ ,෡ܪ ݀ᇱᇱ ൌ ሺ݀ଵ

ᇱᇱ, ⋯ , ݀௡ᇱᇱሻ ∈ ෡, և ݀ᇱܪ ൐ ݀′′:  

Եթե ݀ᇱ ∈ ௠ሺ݊ሻ, ապա  ݀ᇱᇱܦ ∈  :௠ሺ݊ሻܦ

(2) Դիցուք՝ ݀ᇱ ൌ ሺ݀ଵ
ᇱ ,⋯ , ݀௡ᇱ ሻ ∈ ,ෙܪ ݀ᇱᇱ ൌ ሺ݀ଵ

ᇱᇱ, ⋯ , ݀௡ᇱᇱሻ ∈ ෙ, և ݀ᇱܪ ൏ ݀′′:  

Եթե ݀ᇱ ∈ ௠ሺ݊ሻ, ապա  ݀ᇱᇱܦ ∈  :௠ሺ݊ሻܦ

Ապացույց: 

(1) Ենթադրենք, որ ݀ᇱ-ը և ݀ᇱᇱ-ը բավարարում են լեմմայի պայմաններին: Դիցուք, 

݅ଵ, ݅ଶ,⋯ , ݅௞-ն այն կոմպոնենտների համարներն են, որոնց համար  ݀௜ೕ
ᇱ ൐ ݀௜ೕ

ᇱᇱ:  

݀ᇱ ∈ ௠ሺ݊ሻܦ  - այստեղից հետևում է, որ գոյություն ունի ݉  հզորության ࣟ 

ենթաբազմություն ܧ௡-ում, որի տրոհումների ասոցացված վեկտորը ݀ᇱ-ն է: ܧ௡-

ը տրոհենք ըստ ݅ଵ -րդ փոփոխականի, և քանի որ ݀ᇱ ∈ ෡ܪ , ապա  ቚࣟ௫೔భୀଵቚ ൐

ቚࣟ௫೔భୀ଴ቚ: Սա նշանակում է, որ ቚࣟ௫೔భୀଵቚ െ ቚࣟ௫೔భୀ଴ቚ ൌ ݀௜భ
ᇱ െ ሺ݉ െ ݀௜భ

ᇱ ሻ հատ գագաթ 

կարող ենք ௜ܵ  “տեղաշարժ” գործողությամբ տեղափոխել  ܧ௫೔ୀଵ
௡ିଵ -ից ܧ௫೔భୀ଴

௡ିଵ : 

Տեղափոխենք ሺ݀௜భ
ᇱ െ ݀௜భ

ᇱᇱ ሻ հատը (դա կարող ենք անել, քանի որ  

  ݀௜భ
ᇱ െ ݀௜భ

ᇱᇱ ൏ ݀௜భ
ᇱ െ ሺ݉ െ ݀௜భ

ᇱ ሻ ): Նույն գործողությունների արդյունքում ըստ 

յուրաքանչյուր ݅ଵ, ݅ଶ,⋯ , ݅௞ -ի, - կստանանք բազմություն  ݀ᇱᇱ  ասոցացված 

վեկտորով: 

(2) Ապացուցվում է նմանատիպ դատողություններով: □ 

 

Լեմմա 2.1.2-2-ից կստանանք հետևյալ պարզ հետևանքը. 

Հետևանք 2.1.2-1: 

(1) Եթե ݀ᇱ ൌ ሺ݀ଵ
ᇱ ,⋯ , ݀௡ᇱ ሻ ∈ ,෡ܪ ݀ᇱᇱ ൌ ሺ݀ଵ

ᇱᇱ,⋯ , ݀௡ᇱᇱሻ ∈ ෡, և ݀ᇱܪ ൐ ݀′′,  
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ապա ݀′′ ∉ ′݀  ௠ሺ݊ሻ-ից հետևում է, որܦ ∉  :௠ሺ݊ሻܦ

(2) Եթե ݀ᇱ ൌ ሺ݀ଵ
ᇱ ,⋯ , ݀௡ᇱ ሻ ∈ ,ෙܪ ݀ᇱᇱ ൌ ሺ݀ଵ

ᇱᇱ,⋯ , ݀௡ᇱᇱሻ ∈ ෙ, և ݀ᇱܪ ൏ ݀′′,  

ապա ݀′′ ∉ ′݀  ௠ሺ݊ሻ-ից հետևում է, որܦ ∉  :௠ሺ݊ሻܦ

 

Հարկ է նշել ևս մեկ հետևանք Լեմմա 2.1.2-2-ից: 

Հետևանք 2.1.2-2: 

Կամայական ݉ -ի համար ( 		0 ൑ ݉ ൑ 2௡ ௠ାଵߌ (
௡ -ի ݉௠௜ௗା,݉௠௜ௗି  էլեմենտները 

պատկանում են ܦ௠ሺ݊ሻ-ին: 

 

 ሻ-ի եզրային էլեմենտներ࢔ሺ࢓ࡰ  2.1.3

Սահմանում 2.1.3-1: ݀ ൌ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ ∈ ௠ሺ݊ሻܦ  էլեմենտը կանվանենք ܦ௠ሺ݊ሻ -ի վերին 

եզրային էլեմենտ, եթե ߌ௠ାଵ
௡ -ի կամայական էլեմենտ, որը մեծ է ݀-ից, չի պատկանում 

௠ሺ݊ሻܦ -ին: ݀ ൌ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ ∈ ௠ሺ݊ሻܦ  էլեմենտը կանվանենք ܦ௠ሺ݊ሻ -ի ստորին եզրային 

էլեմենտ, եթե ߌ௠ାଵ
௡ -ի կամայական էլեմենտ, որը փոքր է ݀ –ից, չի պատկանում ܦ௠ሺ݊ሻ-

ին: 

෡௠௔௫ܦ -ով և ܦෙ௠௜௡ -ով նշանակենք, համապատասխանաբար, ܦ௠ሺ݊ሻ -ի վերին և 

ստորին եզրային էլեմենտների բազմությունը; 

Հեշտ է տեսնել, որ ܦ෡௠௔௫-ին պատկանող յուրաքանչյուր መ݀ էլեմենտի համար ߌ௠ାଵ
௡ -

ում նրան հակադիր ሙ݀ էլեմենտը պատկանում է ܦෙ௠௜௡-ին, և հակառակը: Այսպիսով, ܦ෡௠௔௫ 

և ܦෙ௠௜௡ բազմությունները պարունակում են հավասար քանակով էլեմենտներ, և նրանք 

௠ାଵߌ
௡ -ի միջին շերտի/շերտերի նկատմամբ սիմետրիկ են՝ եթե որևէ መ݀ ∈ ෡௠௔௫ܦ  էլեմենտ 

պատկանում է ߌ௠ାଵ
௡ -ի ݈-րդ շերտին, ապա նրա լրացումը՝ ሙ݀ -ն, պատկանում է ߌ௠ାଵ

௡ -ի 

ሺ݊݉ െ ݈ሻ-րդ շերտին: 

Ամփոփելով, նշենք եզրային էլեմենտների հետևյալ հատկությունները. 

Հատկություն 2.1.3-1: ܦ෡௠௔௫ -ի և ܦෙ௠௜௡ -ի էլեմենտները հանդես են գալիս զույգերով՝ 

յուրաքանչյուր           መ݀ ∈ ෡௠௔௫ էլեմենտի համար գոյություն ունի նրան հակադիր መ݀ܦ ̅ ∈  ෙ௠௜௡ܦ

էլեմենտը, և հակառակը, այստեղից՝ หܦ෡௠௔௫ห ൌ หܦෙ௠௜௡ห: 
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Հատկություն 2.1.3-2: ܦ෡௠௔௫ ෙ௠௜௡ܦ ෡ ևܪ ⊇ ⊆   :ෙܪ

Հատկություն 2.1.3-3: ܦ෡௠௔௫-ը և ܦෙ௠௜௡-ը անհամեմատելի էլեմենտների բազմություններ 

(հակաշղթաներ) են ߌ௠ାଵ
௡ -ում:  

 

2.1.4 Նկարագիր եզրային էլեմենտների միջոցով  

௠ାଵߌ
௡ -ի գագաթների ሺ݀ᇱ, ݀ᇱᇱሻ, ݀ᇱ ൑ ݀′′ զույգի համար ܧሺ݀′, ݀′′ሻ-ով նշանակենք հետևյալ 

բազմութունը. ܧሺ݀′, ݀′′ሻ ൌ ሼܽ ∈ ௠ାଵߌ
௡ |݀′ ൑ ܽ ൑ ݀′′ሽ , կամ՝ այլ խոսքերով, ሺ݀ᇱ, ݀ᇱᇱሻ  զույգով 

անցնող մինիմալ ենթացանցը ߌ௠ାଵ
௡ -ում:  

Թեորեմ 2.1.4-1-ը ստորև պնդում է, որ եթե դիտարկենք այն մինիմալ ենթացանցերը, 

որոնք անցնում են վերին և ստորին եզրային էլեմենտներից բաղկացած հակադիր 

էլեմենտների զույգով, ապա այդ բոլոր ենթացանցերի միավորումը կազմում է ܦ௠ሺ݊ሻ-ը: 

Եվ այսպիսով, ܦ෡௠௔௫ -ը / ෙ௠௜௡ܦ -ը/ ܦ௠ሺ݊ሻ -ի համար հանդիսանում է գեներացնող 

բազմություն: 

 

Դիցուք՝ หܦ෡௠௔௫ห ൌ ෡௠௔௫ܦ և ,ݎ ൌ ሼܦ෡ଵ,⋯ , ෙ௠௜௡ܦ ,෡௥ሽܦ ൌ ሼܦෙଵ,⋯ ,  :ෙ௥ሽܦ

 

Թեորեմ 2.1.4-1: ܦ௠ሺ݊ሻ ൌ ⋃ ,ෙ௝ܦሺܧ ෡௝ሻܦ
௥
௝ୀଵ : 

Ապացույց: 

Նախ ապացուցենք, որ ܦ௠ሺ݊ሻ ⊆ ⋃ ,ෙ௝ܦሺܧ ෡௝ሻܦ
௥
௝ୀଵ : Ենթադրենք հակառակը՝ 

գոյություն ունի ݀ ∈ ݀ ௠ሺ݊ሻ, այնպես որܦ ∉ ⋃ ,ෙ௝ܦሺܧ ෡௝ሻܦ
௥
௝ୀଵ : Կազմենք ݑ և  ݈ էլեմենտները 

հետևյալ ձևով. 

௜ݑ ൌ ൜
݀௜,											եթե		݀௜ ൒ ݉ െ ݀௜
݉ െ ݀௜, եթե		݀௜ ൏ ݉ െ ݀௜

  և  ݈௜ ൌ ൜
݀௜,									եթե		݀௜ ൑ ݉ െ ݀௜
݉ െ ݀௜, եթե		݀௜ ൐ ݉ െ ݀௜

, 	݅ ൌ 1,⋯ , ݊: 

Լեմմա 2.1.2-1-ից հետևում է, որ ݑ -ն և ݈ -ը նույնպես չեն պատկանում ⋃ ,ෙ௝ܦሺܧ ෡௝ሻܦ
௥
௝ୀଵ : 

Այստեղից՝ ݑ ∉ ݈ ෡௠௔௫ ևܦ ∉  ෡௠௔௫-ում գոյություն ունի էլեմենտ, դիցուք՝ܦ  ,ෙ௠௜௡: Հետևաբարܦ

෡௝ܦ , այնպես որ ݑ ൏ ෡௝ܦ , և համապատասխան  ܦෙ௝  էլեմենտի համար ܦෙ௠௜௡ -ից՝ ܦෙ௝ ൏ ݈ : 

Այսպիսով,  

ෙ௝ܦ ൏ ݈ ൑ ݑ ൏  ,෡௝ܦ
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որից էլ հետևում է, որ ݈-ը և ݑ-ն պատկանում են ܧሺܦෙ௝,  ෡௝ሻ-ին, և հետևաբար, նորից ըստܦ

Լեմմա 2.1.2-1-ի ݀ ∈ ,ෙ௝ܦሺܧ  :෡௝ሻ: Ստացանք հակասությունܦ

Այժմ ապացուցենք, որ ⋃ ,ෙ௝ܦሺܧ ෡௝ሻܦ
௥
௝ୀଵ ⊆  ௠ሺ݊ሻ: Ենթադրենք հակառակը՝ գոյություն ունիܦ

݀  էլեմենտ որևէ ܧሺܦෙ௝, ෡௝ሻܦ -ում, այնպես որ ݀ ∉ ௠ሺ݊ሻܦ : Կազմենք ݑ  և ݈  էլեմենտները 

ինչպես նախորդ դեպքում: Ըստ լեմմա 2.1.2-1-ի ݑ, ݈ ∉ ݀ ,௠ሺ݊ሻ: Մյուս կողմիցܦ ∈ ,ෙ௝ܦሺܧ -෡௝ሻܦ

ից հետևում է, որ ݑ-ն և ݈-ը պատկանում են ܧሺܦෙ௝, ݑ ,෡௝ሻ-ին, և հետևաբարܦ ൑ ݈ ,෡௝ܦ ൒  :ෙ௝ܦ

Ըստ Լեմմա 2.1.2-2-ի՝  ݑ-ն և ݈-ը  պատկանում են ܦ௠ሺ݊ሻ-ին: Ստացանք հակասություն: □ 

 

Նկար 2.1.4-1-ում բերված է ասվածի երկրաչափական մեկնաբանումը ߌହଷ -ի 

օրինակի վրա: ସሺ3ሻܦ	  բազմության էլեմենտները գունավորված են (պատկերված են 

կարմիր գույնով), և առավել մուգ գույնով՝ եզրային էլեմենտներն են: ܦସሺ3ሻ-ն իրենից 

ներկայացնում է ܧሺሺ111ሻ, ሺ333ሻሻ ,ሺሺ022ሻܧ , ሺ422ሻሻ ,ሺሺ202ሻܧ , ሺ242ሻሻ  և ܧሺሺ220ሻ, ሺ224ሻሻ 

ենթացանցերի միավորում; ենթացանցերից յուրաքանչյուրում գագաթները միացված են 

տարբեր գույների կողերով: 

 
444

443 434 344

442 433 424 343 334 244

432 423 342 324 243 234333

422 332 323 242 233 224

322 232 223

222

144

044134143314404413341431440

441 414

430 431 340 412 331 403 241 313 304 142 214 133 124 043 034

024033114042123204132213141303231312240321402330411420

410

400

401 320 311 230 302 221 140 212 131 203 122 041 113 032 104 023 014

004013022103031112040121202130211220301310

300 210 201 120 111 030 102 021 012 003

002011020101110200

100 010 001

000  
Նկար 2.1.4-1: ܦସሺ3ሻ բազմությունը  ߌହଷ-ում: 



 

68 
 

 

 

,ෙ௝ܦሺܧ ௠ାଵߌ ෡௝ሻ ենթացանցերը ըստ սահմանման  ուռուցիկ բազմություններ ենܦ
௡ -ում 

(մասնակի կարգավորված բազմությունում):   

Կապացուցենք, որ լինելով ուռուցիկ բազմությունների միավորում, ܦ௠ሺ݊ሻ -ը ուռուցիկ 

բազմություն չէ ߌ௠ାଵ
௡ -ում: 

 

Թեորեմ 2.1.4-2: ܦ௠ሺ݊ሻ-ը ուռուցիկ բազմություն չէ, երբ  1 ൏ ݉ ൏ 2௡ െ 1:  

Ապացույցը կբերենք 2.2.3. բաժնում: 

 

  ሻ-ի ուռուցիկության հետ կապված հարցեր࢔ሺ࢓ࡰ 2.1.5

Այս բաժնում կնկարագրենք ߌ௠ାଵ
௡ -ի այն ամենափոքր ուռուցիկ ենթաբազմությունը, որը 

պարունակում է ܦ௠ሺ݊ሻ-ը, - նշանակենք այն ܥ஽೘ሺ௡ሻ-ով: 

 

Կապացուցենք, որ եթե դիտարկենք այն մինիմալ ենթացանցերը, որոնք անցնում են 

௠ାଵߌ
௡ -ի վերին և ստորին եզրային էլեմենտներից բաղկացած բոլոր զույգերով, ապա այդ 

բոլոր ինտերվալների միավորումը կկազմի ܥ஽೘ሺ௡ሻ-ը:  

 

Թեորեմ 2.1.5-1: ܥ஽೘ሺ௡ሻ ൌ ⋃ ⋃ ,ෙ௜ܦሺܧ ෡௝ሻܦ
௥
௝ୀଵ

௥
௜ୀଵ : 

Ապացույց: 

Պարզ է, որ ௠ሺ݊ሻܦ ⊆ ⋃ ⋃ ,ෙ௜ܦሺܧ ෡௝ሻܦ
௥
௝ୀଵ

௥
௜ୀଵ : Պետք է ապացուցենք, որ 

⋃ ⋃ ,ෙ௜ܦሺܧ ෡௝ሻܦ
௥
௝ୀଵ

௥
௜ୀଵ -ը ուռուցիկ է ߌ௠ାଵ

௡ -ում, և ߌ௠ାଵ
௡ -ում չկա ավելի փոքր ուռուցիկ 

բազմություն, որը պարունակում է ܦ௠ሺ݊ሻ-ն: 

Նախ ապացուցենք ⋃ ⋃ ,ෙ௜ܦሺܧ ෡௝ሻܦ
௥
௝ୀଵ

௥
௜ୀଵ -ի ուռուցիկությունը ߌ௠ାଵ

௡ -ում:  

Վերցնենք կամայական ܽ, ܾ ∈ ⋃ ⋃ ,ෙ௜ܦሺܧ ෡௝ሻܦ
௥
௝ୀଵ

௥
௜ୀଵ , այնպես, որ ܽ ൏ ܾ, և ապացուցենք, որ 

ܽ -ից ܾ  փակ ինտերվալը՝ ሾܽ, ܾሿ ൌ ሼܿ ∈ ௠ାଵߌ
௡ |ܽ ൑ ܿ ൑ ܾሽ , - նույնպես պատկանում է 

⋃ ⋃ ,ෙ௜ܦሺܧ ෡௝ሻܦ
௥
௝ୀଵ

௥
௜ୀଵ -ին: Եթե ܽ, ܾ –ն եզրային էլեմենտներ են (վերին կամ ստորին), կամ 

պատկանում են որևէ ܧሺܦෙ௜, ,ܽ ෡௜ሻ-ին, ապա պնդումն ակնհայտ է: Դիցուք՝ܦ ܾ  –ն եզրային 

չեն, և ܽ ∈ ,ෙ௜ܦሺܧ ෡௜ሻܦ , ܾ ∈ ,ෙ௝ܦ൫ܧ ,෡௝൯ܦ ݅ ് ݆ : Այդ դեպքում, կամայական ܿ ∈ ሾܽ, ܾሿ էլեմենտ 
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պատկանում է ܧሺܦෙ௜, ෙ௜ܦ ෡௝ሻ-ին /հաշվի առնելով նաև, որܦ ൑ ෡௝ܦ , կամայական 1 ൑ ݅, ݆ ൑  ݎ

համար/:  

Մյուս կողմից, ⋃ ⋃ ,ෙ௜ܦሺܧ ෡௝ሻܦ ⊆ ஽೘ሺ௡ሻܥ
௥
௝ୀଵ

௥
௜ୀଵ , որից էլ հետևում է, որ չկա ավելի փոքր 

ուռուցիկ բազմություն, որ պարունակի ܦ௠ሺ݊ሻ-ն: □ 

 

Նկար 2.1.5-1-ում պատկերված է ܥ஽రሺଷሻ-ը ߌହଷ-ում; գունավորված են ܥ஽రሺଷሻ-ի էլեմենտները 

(կարմիր և կապույտ գույներով); նրանց մեջ կարմիր գույնով նշվածները ܦସሺ3ሻ -ի 

էլեմենտներն են: 

 

 

Նկար 2.1.5-1: ܥ஽రሺଷሻ-ը ߌହଷ-ում: 

 

2.1.6 Եզրային բազմությունների գեներացումը մոնոտոն բուլյան 

ֆունկցիաների միջոցով 

Այժմ անդրադառնանք եզրային էլեմենտներին և ցույց տանք ܦ෡௠௔௫  և ܦෙ௠௜௡ 

բազմությունների առնչությունը ܧ௡ -ում սահմանված մոնոտոն բուլյան ֆունկցիաների 

բազմության հետ: 

444

443 434 344

442 433 424 343 334 244

432 423 342 324 243 234333

422 332 323 242 233 224

322 232 223

222

144

044134143314404413341431440

441 414

430 421 340 412 331 403 241 313 304 142 214 133 124 043 034

024033114042123204132213141303231312240321402330411420

410

400

401 320 311 230 302 221 140 212 131 203 122 041 113 032 104 023 014

004013022103031112040121202130211220301310

300 210 201 120 111 030 102 021 012 003

002011020101110200

100 010 001

000
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௠ܯ 
ଵ -ով նշանակենք ܧ௡ -ի ݉  հզորությամբ այն բազմությունների դասը, որոնք 

համապատասխանում են ݉ հատ մեկ արժեք ունեցող մոնոտոն բուլյան ֆունկցիաներին 

/մեկ արժեքների գագաթների բազմությանը/, և ܦ௠
ெ೘
భ
ሺ݊ሻ -ով նշանակենք ܯ௠

ଵ -ի 

էլեմենտների/բազմությունների ասոցացված վեկտորների դասը:  

௠ܯ
଴ -ով նշանակենք ܧ௡ -ի ݉  հզորությամբ այն բազմությունների դասը, որոնք 

համապատասխանում են ݉ հատ զրո արժեք ունեցող մոնոտոն բուլյան ֆունկցիաներին 

/զրո արժեքների գագաթների բազմությանը/, և ܦ௠
ெ೘
బ
ሺ݊ሻ -ով նշանակենք ܯ௠

଴ -ի 

էլեմենտների/բազմությունների ասոցացված վեկտորների դասը:  

Այստեղ նույնպես (ինչպես եզրային էլեմենտների դեպքում) ܦ௠
ெ೘
భ
ሺ݊ሻ -ին 

պատկանող յուրաքանչյուր መ݀  էլեմենտի համար ߌ௠ାଵ
௡ -ում նրան հակադիր ሙ݀  էլեմենտը 

պատկանում է ܦ௠
ெ೘
బ
ሺ݊ሻ-ին, և հակառակը:  

Ամփոփելով, նշենք մոնոտոն բուլյան ֆունկցիաների ասոցացված վեկտորների 

բազմության հետևյալ հատկությունները. 

Հատկություն 2.1.6-1: ܦ௠
ெ೘
భ
ሺ݊ሻ -ը և ܦ௠

ெ೘
బ
ሺ݊ሻ -ն պարունակում են միևնույն քանակով 

էլեմենտներ և հանդիսանում են ߌ௠ାଵ
௡ -ի միջին շերտի/շերտերի նկատմամբ 

փոխադարձաբար սիմետրիկ տեղադրված բազմություններ:  

Հատկություն 2.1.6-2: ܦ௠
ெ೘
భ
ሺ݊ሻ ⊆ ௠ܦ ෡,  ևܪ

ெ೘
బ
ሺ݊ሻ ⊆   :ෙܪ

 

Թեորեմ 2.1.6-1: ܦ෡௠௔௫ ⊆ ௠ܦ
ெ೘
భ
 և ܦෙ௠௜௡ ⊆ ௠ܦ

ெ೘
బ
: 

Ապացույցը պարզ է: Եթե գոյություն ունենար መ݀ ∈ ෡௠௔௫ܦ  էլեմենտ, որը չի 

համապատասխանում որևէ մոնոտոն բուլյան ֆունկցիայի 1 արժեքների բազմության 

ասոցացված վեկտորի, ապա վերցնելով መ݀  -ին համապատասխանող ࣟ ∈  ௡ܧ

բազմություն, - կստանանք, որ գոյություն ունեն ܧ௡-ի  ߙ և ߚ կետեր այնպես, որ ߙ ൏  ,ߚ

ߙ ∈ ࣟ  և ߚ ∉ ࣟ , այնպես, որ փոխարինելով ࣟ -ում ߙ  կետը ߚ  կետով, կստանանք նոր 

բազմություն` ավելի մեծ ասոցացված վեկտորով, ինչը հակասություն է: □ 
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Ստացվում է, որ վերին եզրային ասոցացված վեկտորները կարող են ունենալ 

ներկայացում/իրականացում միայն մոնոտոն ֆունկցիայի տեսքով /անհրաժեշտ 

պայման/:  

 

Հետևանք 2.1.6-1: 

௠ሺ݊ሻܦ ൌ ⋃ ሺܧ ሙ݀, መ݀
ௗ෠∈஽೘

ಾ೘
భ
,ௗෘ	∈஽೘

ಾ೘
బ ሻ , որտեղ መ݀ ∈ ௠ܦ

ெ೘
భ

 և ሙ݀ 	 ∈ ௠ܦ
ெ೘
బ

 էլեմենտները 

հակադարձ էլեմենտներ են: 

Այսպիսով, ܦ௠ሺ݊ሻ -ի նկարագրման մեթոդ կարող է հանդիսանալ հետևյալը՝ 

կառուցել բոլոր մոնոտոն բուլյան ֆունկցիաները, որոնք ունեն ݉ հատ 1 արժեք /կառուցել 

բոլոր մոնոտոն բուլյան ֆունկցիաները, որոնք ունեն ݉ հատ 0 արժեք/:  

Սակայն, այս ճանապարհով կկառուցվեն նաև հավելյալ ֆունկցիաներ, քանի որ, ինչպես 

ցույց է տալիս Օրինակ 2.1.6-1-ը՝  ܦ෡௠௔௫ ⊂ ௠ܦ
ெ೘
భ
: 

Օրինակ 2.1.6-1: 

Դիտարկենք ܧହ-ում որոշված հետևյալ մոնոտոն ֆունկցիաները, որոնք տրված են 

իրենց 1 արժեքների բազմություններով (݉ ൌ 14). 

ܸᇱ ൌ ሼሺ1,1,1,1,1ሻ, ሺ0,1,1,1,1ሻ, ሺ1,0,1,1,1ሻ, ሺ1,1,0,1,1ሻ, ሺ1,1,1,0,1ሻ, ሺ1,1,1,1,0ሻ,  

ሺ0,0,1,1,1ሻ, ሺ0,1,0,1,1ሻ, ሺ1,0,0,1,1ሻ, ሺ1,1,0,0,1ሻ, ሺ1,1,0,1,0ሻ, ሺ1,1,1,0,0ሻ,  

ሺ0,0,0,1,1ሻ, ሺ1,1,0,0,0ሻ	ሽ  

ܸᇱᇱ ൌ ሼሺ1,1,1,1,1ሻ, ሺ0,1,1,1,1ሻ, ሺ1,0,1,1,1ሻ, ሺ1,1,0,1,1ሻ, ሺ1,1,1,0,1ሻ, ሺ1,1,1,1,0ሻ,  

ሺ0,0,1,1,1ሻ, ሺ0,1,0,1,1ሻ, ሺ1,0,0,1,1ሻ, ሺ1,1,0,0,1ሻ, ሺ1,1,0,1,0ሻ, ሺ1,1,1,0,0ሻ,  

ሺ0,1,1,1,0ሻ, ሺ1,0,1,0,1ሻ	ሽ  

Նկար 2.1.6-1-ում և Նկար 2.1.6-2-ում պատկերված են համապատասխան 

բազմությունները ܧହ-ում: 
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00000

1000001000001000001000001

11000101001001010001011000101001001001100010100011

11100110101100110110101011001101110011010101100111

1111011101110111011101111

11111

 
Նկար 2.1.6-1: ܸᇱ բազմությունը ܧହ-ում: 

 

 

00000

1000001000001000001000001

11000101001001010001011000101001001001100010100011

11100110101100110110101011001101110011010101100111

1111011101110111011101111

11111

 
Նկար 2.1.6-2: ܸᇱᇱ բազմությունը ܧହ-ում: 
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Համապատասխան ասոցացված վեկտորներն են. 

݀ᇱ ൌ ሺ10,10,7,10,10ሻ ∈  ଵସሺ5ሻܦ

݀ᇱᇱ ൌ ሺ10,10,9,10,10ሻ ∈  ଵସሺ5ሻܦ

݀ᇱ, ݀′′ ∈ ଵସሺ5ሻ և  ݀ᇱܦ ൏ ݀′′, ինչից էլ հետևում է, որ ݀′ ∉  :෡௠௔௫ܦ

Այստեղից, մասնավորապես, հետևում է հետևյալ հատկությունը. 

Հատկություն 2.1.6-3: ܦ௠
ெ೘
భ
ሺ݊ሻ -ը և ܦ௠

ெ೘
బ
ሺ݊ሻ -ը հակաշղթաներ չեն (ի տարբերություն 

  :(෡௠௜௡-իܦ ෡௠௔௫-ի ևܦ

 

Հետևյալ պնդումը ցույց է տալիս, որ մոնոտոն ֆունկցիաներին համապատասխանող 

ասոցացված վեկտորները չունեն մոնոտոնությունից բխող պարտադրող հատկություն:  

 

Լեմմա 2.1.6-1: ܧ௡ -ում միևնույն հզորությամբ երկու բազմություն, որոնցից մեկը 

հանդիսանում է մոնոտոն բուլյան ֆունկցիայի 1 արժեքների բազմություն, իսկ մյուսը՝ ոչ, 

- կարող են ունենալ տրոհումների միևնույն վեկտորը: 

Ապացույց: 

Դիցուք՝ ݀ᇱ ൌ ሺ݀ଵ
ᇱ , ݀ଶ

ᇱ , ⋯ , ݀௡ᇱ ሻ -ը և ݀ᇱᇱ ൌ ሺ݀ଵ
ᇱᇱ, ݀ଶ

ᇱᇱ, ⋯ , ݀௡ᇱᇱሻ -ը պատկանում են 	ܦ௠
ெ೘
భ
ሺ݊ሻ 

բազմությանը, և ݀ᇱ ൏ ݀ᇱᇱ  (Օրինակ 2.1.6-1-ից գիտենք, որ կան այդպիսի մոնոտոն 

ֆունկցիաներ): ܯሺ݀ᇱሻ ሺ݀ᇱᇱሻܯ , -ով նշանակենք համապատասխան մոնոտոն բուլյան 

ֆունկցիաների 1 արժեքների բազմությունները: Հատկություն 2.1.3-2-ից ունենք, որ ݀௜ᇱ ൒

݉ െ ݀௜
ᇱ, և ݀௜ᇱᇱ ൒ ݉ െ ݀௜

ᇱᇱ, 1 ൑ ݅ ൑ ݊:  

Դիցուք՝ ௝݀
ᇱ ൏ ௝݀

ᇱᇱ : Տրոհենք ܧ௡ -ը ըստ ݔ௝  փոփոխականի արժեքի, և ցույց տանք, որ 

) ሺ݀ᇱᇱሻ-ին պատկանողܯ ௝݀
ᇱᇱ െ ௝݀

ᇱ) հատ գագաթ ௝ܵ “տեղաշարժ” գործողությամբ կարելի է 

௫ೕୀଵܧ
௡ିଵ -ից տեղափոխել ܧ௫ೕୀ଴

௡ିଵ : Դա հնարավոր է, քանի որ 

௝݀
ᇱᇱ െ ൫݉ െ ௝݀

ᇱᇱ൯ ൐ ௝݀
ᇱᇱ െ ൫݉ െ ௝݀

ᇱ൯ ൐ ௝݀
ᇱᇱ െ ௝݀

ᇱ: 

Այս գործողությունից հետո ստացված բազմությունը չի կարող հանդիսանալ մոնոտոն 

ֆունկցիայի 1 արժեքների բազմություն: Նմանատիպ գործողություններ կատարենք 
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բոլոր այն ուղղություններով, որտեղ ݀ᇱᇱ-ը մեծ է ݀ᇱ-ից, կստանաք բազմություն, որն ունի 

տրոհումների ݀ᇱ վեկտորը:□ 

 

Պարզ է, որ նույնը չի կարելի ասել այն մոնոտոն ֆունկցիաների մասին, որոնց 

համապատասխան տրոհումների վեկտորը վերին եզրային է: 

Այսպիսով, չնայած մոնոտոն բուլյան ֆունկցիաների միջոցով ամբողջովին 

նկարագրվում է ասոցացված վեկտորների /հիպերգրաֆի աստիճանային 

հաջորդականությունների/ բազմությունը, սակայն մոնոտոն բուլյան ֆունկցիաները 

իրենք բարդ օբյեկտ են այն  իմաստով, որ նրանք շատ են, նրանց քանակի համար 

հայտնի են միայն ասիմպտոտիկ գնահատականներ, և չկա նրանց բազմության պարզ 

նկարագիր: Մյուս կողմից, տարբեր մոնոտոն ֆունկցիաներ կարող են ունենալ միևնույն 

ասոցացված վեկտորը, և նման ասոցացված վեկտորների քանակը կարող է շատ ավելի 

փոքր լինել մոնոտոն բուլյան ֆունկցիաների քանակից: 

Հետագայում, առանց ընդհանրությունը խախտելու կսահմանափակվենք միայն  

௠ܦ ෡௠௔௫ ևܦ
ெ೘
భ
ሺ݊ሻ բազմությունների դիտարկումով: 

 

2.2  Բազմաչափ միավոր խորանարդի ենթաբազմությունների 

տրոհումների ասոցացված վեկտորների տիրույթի բնութագրում 

Այս բաժնի նպատակն է գտնել էլեմենտների բնութագրական դասեր ܦ෡௠௔௫- ում: 

Պարզ է, որ նրանք պետք է համապատասխանեն մոնոտոն բուլյան ֆունկցիաներին: 

 

 ի մինիմալ ռանգի էլեմենտներ -࢞ࢇ࢓෡ࡰ 2.2.1

Այս բաժնում կառուցելու ենք ܦ෡௠௔௫ - ի մինիմալ ռանգի էլեմենտները: Նախ, 

կկառուցենք ܧ௡ -ում գագաթների ենթաբազմությունների մի հատուկ դաս և 

կապացուցենք, որ այս դասի ենթաբազմություններին համապատասխանող 

ասոցացված վեկտորները ունեն մինիմալ ռանգ: Այնուհետև, կապացուցենք, որ այդ 

դասը միակն է իզոմորֆիզմի ճշտությամբ: 
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Լեքսիկոգրաֆիկ/բառարանային կարգ ࢔ࡱ-ում 

௡ܧ -ի էլեմենտները համարակալենք ըստ նրանց երկուական համակարգում ունեցած 

արժեքի՝ 0-ից դեպի 2௡ െ 1, /կամ ըստ հակառակ կարգի՝ 2௡ െ 1-ից դեպի 0 /: Հեշտ է 

տեսնել, որ այս համարակալումը համընկնում է ݊  երկարության բինար բառերի 

լեքսիկոգրաֆիկ կարգի հետ /կամ հակադարձ լեքսիկոգրաֆիկ կարգի հետ/ երբ 0 տառը 

նախորդում է 1 տառին / երբ 1 տառը նախորդում է 0 տառին /: Մեկնաբանումը բերված 

է Նկար 2.2.1-1-ում: 

 

Նկար 2.2.1-1: ݊ երկարության բինար բառերի լեքսիկոգրաֆիկ /հակադարձ 
լեքսիկոգրաֆիկ/ կարգը: 

 

Դիտարկելու ենք հակադարձ լեքսիկոգրաֆիկ կարգը՝ ሺߙଵ,⋯ , ௡ሻߙ ≺ ሺߚଵ,⋯ , ௡ሻߚ , եթե 

ሺߙଵ,⋯ , ௡ሻߙ -ի թվային արժեքը մեծ է ሺߚଵ,⋯ , ௡ሻߚ -ի թվային արժեքից: Այսպիսով, ըստ 

հակադարձ լեքսիկոգրաֆիկ կարգի՝ ܧ௡-ի բոլոր այն գագաթները, որոնց համար ݔଵ ൌ 1, 

նախորդում են այն գագաթներին, որոնց համար ݔଵ ൌ 0: Երկու մասում էլ` ܧ௫భୀଵ
௡ିଵ -ում և 

௫భୀ଴ܧ
௡ିଵ -ում, նրանց պատկանող էլեմենտների միջև կարգը հակադարձ լեքսիկոգրաֆիկ է: 

Շարունակելով այս դատողությունները` ստանում ենք որ կամայական  ݐ -ի համար 

հաջորդականության առաջին 2௧  էլեմենտները, և, հաջորդաբար, յուրաքանչյուր 

հաջորդող 2௧  էլեմենտների խմբերը կազմում են ենթախորանարդներ: ݔଵ,⋯ , ௡ି௧ݔ -ի 

արժեքները համապատասխան ձևով ֆիքսված են նրանցից յուրաքանչյուրում: Օրինակ, 

առաջին 2௧ էլեմենտները համընկնում են ܧ௫భୀଵ,⋯,௫೙ష೟ୀଵ
௧  ենթախորանարդի հետ: 

Սահմանում 2.2.1-1 ([108]): ܧ௡ -ի էլեմենտների հակադարձ լեքսիկոգրաֆիկ կարգի 

առաջին ݇ էլեմենտները (որևէ ݇-ի համար) կանվանենք ݇-սկզբնահատված: 
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Ստորև նշենք երկու հատկություն, որոնք հեշտ է ստուգել: 

Դիցուք` 2௧ ൏ ݉ ൑ 2௧ାଵ: 

Հատկություն 2.2.1-1:  ܧ௡ -ի հակադարձ լեքսիկոգրաֆիկ կարգի ݉ -

սկզբնահատվածը համապատասխանում է ܧ௫భୀଵ,⋯,௫೙ష೟షభୀଵ
௧ାଵ -ի ݉-սկզբնահատվածին: Այն 

իր մեջ ներառում է  ܧ௫భୀଵ,⋯,௫೙ష೟ୀଵ
௧ -ը, իսկ մնացած  ݉ െ 2௧  էլեմենտները կազմում են 

௫భୀଵ,⋯,௫೙ష೟షభୀଵ,௫೙ష೟ୀ଴ܧ
௧ -ի ሺ݉ െ 2௧ሻ-սկզբնահատվածը: 

Հատկություն 2.2.1-2:  Եթե ܯ բազմությունը կազմված է ܧ௫భୀଵ,⋯,௫೙ష೟ୀଵ
௧ -ից և ևս ݉ െ 2௧ 

հավելյալ էլեմենտներից, որոնք հանդիսանում են ܧ௫భୀଵ,⋯,௫೙ష೟షభୀଵ,௫೙ష೟ୀ଴
௧ -ի ሺ݉ െ 2௧ሻ -

սկզբնահատվածը, ապա  ܯ -ը ܧ௫భୀଵ,⋯,௫೙ష೟షభୀଵ
௧ାଵ -ի ݉ -սկզբնահատվածն է: Այն 

հանդիսանում է ݉ - սկզբնահատված նաև ավելի մեծ չափի խորանարդում, 

մասնավորապես, ܧ௡-ում: 

 

ܯ -ով նշանակենք ܧ௡ -ի հակադարձ լեքսիկոգրաֆիկ կարգի ݉ -սկզբնահատվածին 

համապատասխանող, գագաթների բազմությունը: 

 

Նշված հատկություններից հետևում է, որ ܯ -ը համապատասխանում է ܧ௡ -ում 

որոշված մոնոտոն բուլյան ֆունկցիայի (1 արժեքների բազմությանը): 

 

Այդ հատկություններով կարելի է որոշել նաև ܯ-ի կառուցվածքը:  

Դիտարկենք ݉  թվի երկուական ներկայացումը, և դիցուք, ݇ଵ, ݇ଶ,⋯ , ݇௣ -ն այդ 

ներկայացման մեջ 1 արժեքով կոմպոնենտների համարներն են՝ 

 ݉ ൌ 2௞భ ൅ 2௞మ ൅ ⋯൅ 2௞೛, ݇ଵ ൐ ݇ଶ ൐ ⋯ ൐ ݇௣ ൒ 0:  

Կամայական ݅-ի համար, 1 ൑ ݅ ൑ ݌ െ 1,   2௞೔ ൐ ∑ 2௞ೕ௣
௝ୀ௜ାଵ : Ըստ կառուցման, ܯ-ը 

իրենից ներկայացնում է ݇ଵ, ݇ଶ,⋯ , ݇௣  չափանի ինտերվալների միավորում: Ամենամեծ` 

݇ଵ -չափանի ինտերվալը կազմված է ըստ ݔ௡ି௞భାଵ,⋯ , ௡ݔ   փոփոխականների (մնացած՝ 

⋯,ଵݔ ,  ௡ି௞భ փոփոխականների արժեքները ֆիքսված են և հավասար են 1-ի); ինտերվալիݔ

մաքսիմալ և մինիմալ էլեմենտները գտնվում են համապատասխանաբար, ݊ -րդ և 

ሺ݊ െ ݇ଵሻ -րդ շերտերում: Հաջորդ, ݇ଶ -չափանի ինտերվալը ընկած է ݇ଵ -չափանի 
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ինտերվալի ստվերում ըստ ݔ௡ି௞భ փոփոխականի, և հետևաբար, ݇ଶ-չափանի ինտերվալի 

բոլոր կետերում ݔ௡ି௞భ փոփոխականի արժեքը ֆիքսված է 0-ով: Ինտերվալի մաքսիմալ 

և մինիմալ էլեմենտները գտնվում են ሺ݊ െ 1ሻ -րդ և ሺ݊ െ ݇ଶ െ 1ሻ -րդ շերտերում, 

համապատասխանաբար: Ընդհանուր դեպքում, կամայական ݅-ի համար (݅ ൌ 1,2,⋯ ,  ,(݌

݇௜  չափանի ինտերվալի բոլոր կետերում ݅ െ 1  հատ փոփոխականների արժեքները 

ֆիքսված են 0-ով, և ինտերվալի մաքսիմալ և մինիմալ էլեմենտները գտնվում են        

݊ െ ሺ݅ െ 1ሻ-րդ և ݊ െ ݇௜ െ ሺ݅ െ 1ሻ-դ շերտերում, համապատասխանաբար: 

Դիտարկած կառուցվածքի սխեմատիկ պատկերը բերված է Նկար 2.2.1-2-ում: 

 

Նկար 2.2.1-2: ܯ բազմության կառուցվածքը: 

 

Եթե լեքսիկոգրաֆիկ կարգը կիրառենք ըստ ሺݔଵ,⋯ , ௡ሻݔ  փոփոխականների բոլոր 

ሺݔ௜భ,⋯ , ௜೙ሻݔ տեղափոխությունների, ապա ըստ բոլորի ݉ -սկզբնահատվածների 

կառաջանա իզոմորֆ մոնոտոն բուլյան ֆունկցիաների դաս: Այս ֆունկցիաների մեկ 

արժեքների բազմությունը ܧ௡ -ում ունի “սեղմված” բազմության տեսք: Հետագայում, 

հակադարձ լեքսիկոգրաֆիկ կարգի սկզբնահատվածները կանվանենք սեղմված 

բազմություններ: 

Սեղմված բազմության կառուցվածքից հետևում է մեկ հատկություն ևս. 

Հատկություն 2.2.1-3: Դիցուք՝ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ -ը սեղմված ݉ -բազմության տրոհումների 

ասոցացված վեկտոր է:  Այդ դեպքում, ݀ଵ-ը կամայական ݉-բազմության տրոհումների 

հզորությունների համար հնարավոր ամենամեծ արժեքն է: Ֆիքսված ݀ଵ-ի համար ݀ଶ-ը 

մյուս հնարավոր ամենամեծ արժեքն է, և այլն: 
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௥௠௜௡ܪ -ով նշանակենք  ܧ௡ -ի ݉  հզորության սեղմված բազմությունների բազմությունը: 

Այսպիսով, ܪ௥௠௜௡ -ը իրենից ներկայացնում է իզոմորֆ հիպերգրաֆների դաս, որոնց 

աստիճանային հաջորդականությունները նույն ռանգն ունեն (նշանակենք այն ݎ௠௜௡-ով), 

և մեկը մյուսից ստացվում են կոմպոնենտների տեղափոխությունների միջոցով: 

݀ሺܪ௥௠௜௡ሻ -ով նշանակենք ܪ௥௠௜௡  բազմության հիպերգրաֆների աստիճանային 

հաջորդականությունների բազմությունը: Մեր նպատակն է ցույց տալ, որ ݀ሺܪ௥௠௜௡ሻ-ը 

բաղկացած է ܦ෡௠௔௫- ի մինիմալ ռանգի վեկտորներից: 

Նախ ապացուցենք լեմմա, որի միջոցով կարող ենք սահմանափակվել ݉ ൑ 2௡ିଵ 

դեպքով:  

Լեմմա 2.2.1-2: Դիցուք՝ ܪଵ-ը հիպերգրաֆ է կողերի  ࣟଵ ∈ ௠ܯ
ଵ  բազմությամբ, և ܦሺܪଵሻ ൌ

ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ-ը նրա աստիճանայաին հաջորդականությունն է: Այդ դեպքում, գոյություն 

ունի նաև ܪଶ  հիպերգրաֆ կողերի  ࣟଶ ∈ ଶ೙ି௠ܯ
ଵ  բազմությամբ, որի աստիճանային 

հաջորդականությունն է՝ ܦሺܪଶሻ ൌ ሺ2௡ିଵ െ ݉ ൅ ݀ଵ,⋯ , 2௡ିଵ െ ݉ ൅ ݀௡ሻ-ը:  

Ապացույց:  

Բավական է դիտարկել ࣟଵ-ի լրացումը ܧ௡-ում՝ ܧ௡\ࣟଵ-ը, և շրջել, այսինքն, ܧ௡\ࣟଵ-

ին պատկանող յուրաքանչյուր գագաթի փոխարեն վերցնել նրա լրացումը /շրջումը/:□ 

 

Այսուհետև մենք կդիտարկենք 1 ൏ ݉ ൑ 2௡ିଵ  դեպքերը (݉ ൌ 1	դեպքը բաց կթողնենք 

որպես ակնհայտ):  

Հետագա թեորեմներում կենթադրենք, որ 2௞ ൏ ݉ ൑ 2௞ାଵ որևէ 0 ൏ ݇ ൑ ݊ െ 2-ի համար: 

Թեորեմ 2.2.1-1-ը պնդում է, որ ܪ௥௠௜௡-ին պատկանող հիպերգրաֆների աստիճանային 

հաջորդականությունները ܦ௠ሺ݊ሻ-ի վերին եզրային էլեմենտներ են: 

Թեորեմ 2.2.1-1: ݀ሺܪ௥௠௜௡ሻ ⊆  :෡௠௔௫ܦ

Ապացույց: 

Դիցուք՝ ܪ ∈ ௥௠௜௡ܪ , և ݀ሺܪሻ ൌ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ : Առանց ընդհանրությունը խախտելու 

կարող ենք ենթադրել, որ  ܪ-ի հիպերկողերի ࣟ բազմությունը հանդիսանում է սեղմված 

݉-բազմություն ըստ ሺݔଵ,⋯ ,  :௡ሻ-իݔ
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Ապացույցը տանենք ինդուկցիայով ըստ ݊ -ի: Պնդումը ճիշտ է փոքր ݊ -երի համար: 

Ենթադրենք այն ճիշտ է  ൑ ݊ െ 1- համար, ապացուցենք ݊-ի համար: Անենք հակասող 

ենթադրություն՝ ݀ሺܪሻ ∉ ݏ ෡௠௔௫, այսինքն գոյություն ունիܦ ൌ ሺݏଵ,⋯ , ௡ሻݏ ∈  ෡௠௔௫, այնպես որܦ

ݏ ൐ ݀ሺܪሻ : Դիցուք՝ ܣ -ն այն բազմությունն է ܧ௡ -ում, որի համար ݏ -ը հանդիսանում է 

տրոհումների ասոցացված վեկտոր: Հատկություն 2.2.1-1-ի համաձայն ࣟ-ն հանդիսանում 

է սեղմված (൑ 2௞ାଵ )-բազմություն նաև ܧ௫భୀଵ,⋯,௫೙షೖషభୀଵ
௞ାଵ -ում: Այստեղից հետևում է, որ 

݀ଵ,⋯ , ݀௡ି௞ିଵ ൌ ݉: Այս դեպքում, ݏଵ,⋯ , ௡ି௞ିଵݏ ൌ ݉ նույնպես, որտեղից էլ հետևում է, որ  

௫భୀଵ,⋯,௫೙షೖషభୀଵܧ ն նույնպես ընկած է-ܣ
௞ାଵ -ի մեջ: Այսպիսով, ࣟ-ն կարելի է դիտարկել ሺ݇ ൅ 1ሻ-

չափանի միավոր խորանարդում՝ ܧ௞ାଵ -ում: Համապատասխան ասոցացված 

վեկտորները կլինեն ሺ݀௡ି௞,⋯ , ݀௡ሻ-ը և ሺݏ௡ି௞,⋯ , ⋯,௡ି௞ݏ௡ሻ-ը, և ሺݏ , ௡ሻݏ ൐ ሺ݀௡ି௞,⋯ , ݀௡ሻ: Սա 

հակասում է ինդուկցիայի ենթադրությանը: □ 

 

Թեորեմ 2.2.1-2-ը պնդում է, որ ܪ௥௠௜௡-ին պատկանող հիպերգրաֆների աստիճանային 

հաջորդականությունները ܦ෡௠௔௫-ի մինիմալ ռանգ ունեցող հաջորդականություններից են: 

 

Թեորեմ 2.2.1-2: ݎ௠௜௡ ൌ min
ௗ∈஽෡೘ೌೣ

  :ሺ݀ሻݎ

Ապացույց: 

Ապացույցը տանենք ինդուկցիայով ըստ ݊ -ի: Պնդումը ճիշտ է փոքր  ݊ -երի 

համար: Ենթադրենք այն ճիշտ է  ൑ ݊ െ 1- համար, ապացուցենք ݊-ի համար: Անենք 

հակասող ենթադրություն՝ ենթադրենք, որ գոյություն ունի ܪ  հիպերգրաֆ կողերի ࣟ 

բազմությամբ, այնպես, որ ݀ሺܪሻ ൌ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ պատկանում է ܦ෡௠௔௫-ին, և ݀ሺܪሻ-ի ռանգը 

փոքր է 	݀ሺܪ௥௠௜௡ሻ -ի էլեմենտների ռանգից: Ապացույցի տեխնիկան հետևյալն է. ܪ 

հիպերգրաֆը քայլ առ քայլ ձևափոխել ܪ௥௠௜௡ -ին պատկանող որևէ հիպերգրաֆի, 

յուրաքանչյուր քայլում ապացուցելով, որ ձևափոխության արդյունքում ռանգը չի 

մեծանում: Ձևափոխությունները կկատարենք, և համապատասխան ռանգերը կհաշվենք 

௡ܧ -ի բազմությունների /հիպերկողերի/ միջոցով: Կօգտագործենք հետևյալ 

նշանակումները.  ݎ௞ሺܣሻ -ով կնշանակենք ܣ ∈ ௞ܧ  բազմությանը համապատասխան 

աստիճանային հաջորդականության ռանգը: Կատարելու ենք ܧ௡-ի տրոհումներ ըստ 1 
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կամ 2 փոփոխականների, նշանակումները կկատարենք համանման ձևով, օրինակ, 

ࣟ௫೔ୀଵ,௫ೕୀଵ -ով կնշանակենք ࣟ -ի մասը  ܧ௫೔ୀଵ,௫ೕୀଵ
௡ିଶ -ում: ݅ -րդ ձևափոխությունից հետո 

ընթացիկ բազմությունները կստանան վերին ինդեքս՝ /݅/: 

Ձևափոխություն /1/ 

௡ܧ (1) -ը տրոհում ենք ըստ ݔଵ  փոփոխականի արժեքի: Այդ դեպքում՝ หࣟ௫భୀଵห ൌ ݀ଵ , 

หࣟ௫భୀ଴ห ൌ ݉ െ ݀ଵ: ݀ଵ ൒ ݉ െ ݀ଵ համաձայն ܦ෡௠௔௫-ի Հատկություն 2.1.3-2-ի: 

(2) ࣟ௫భୀଵ-ը և ࣟ௫భୀ଴-ն փոխարինենք համապատասխան սեղմված բազմություններով 

(ըստ ሺݔଶ,⋯ , ௡ሻ-ի), և այդ բազմությունները նշանակենք ࣟ௫భୀଵݔ
/ଵ/ -ով և ࣟ௫భୀ଴

/ଵ/ -ով: 

(3) ࣟ௫భୀଵ
/ଵ/ -ը և ࣟ௫భୀ଴

/ଵ/ -ը միավորենք ܧ௡-ում, և նրանց միավորումը նշանակենք  ࣟ/ଵ/-ով: 

Նկատենք, որ ࣟ/ଵ/-ը համապատասխանում է որևէ մոնոտոն բուլյան ֆունկցիայի: 

Այժմ հաշվենք ݎ௡ሺࣟ/ଵ/ሻ-ը  և  ݎ௡ሺࣟሻ-ն: 

௡ሺࣟ/ଵ/ሻݎ ൌ ݀ଵ ൅ ௡ିଵሺࣟ௫భୀଵݎ
/ଵ/ ሻ ൅ ௡ିଵሺࣟ௫భୀ଴ݎ

/ଵ/ ሻ 

௡ሺࣟሻݎ ൌ ݀ଵ ൅ ௡ିଵሺࣟ௫భୀଵሻݎ ൅  ௡ିଵሺࣟ௫భୀ଴ሻݎ

Համաձայն ինդուկցիայի ենթադրության՝ ݎ௡ሺࣟ/ଵ/ሻ ൑  :௡ሺࣟሻݎ

 

Հաջորդ ձևափոխությունների ժամանակ կօգտագործենք ܧ௡ -ի տրոհումը ըստ 2 

փոփոխականների: Դիտարկենք հետևյալ դեպքերը՝ կախված ݀ଵ-ի արժեքից: 

 

(1) 2௞ ൏ ݀ଵ ൑ 2௞ାଵ: 

Այստեղից հետևում է, որ ݉െ ݀ଵ ൏ 2௞: 

Համաձայն լեքսիկոգրաֆիկ կարգի/սեղմված բազմության/ Հատկություն 2.2.1-1-ի. 

௫భୀଵ,⋯,௫೙షೖୀଵܧ 
௞ ⊂ ࣟ௫భୀଵ

/ଵ/ ⊆ ௫భୀଵ,⋯,௫೙షೖషభୀଵܧ
௞ାଵ  

     ࣟ௫భୀ଴
/ଵ/ ⊂ ௫భୀ଴,௫మୀଵ⋯,௫೙షೖୀଵܧ

௞ : 

Այժմ, ܧ௡-ը տրոհենք ևս համաձայն մեկ այլ փոփոխականի արժեքի՝ տրոհենք համաձայն 

௡ି௞-ի: Դիտարկենք ࣟ௫భୀଵݔ
/ଵ/ -ի և ࣟ௫భୀ଴

/ଵ/ -ի կառուցվածքները: 
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ࣟ௫భୀଵ
/ଵ/ -ի 2௞  հատ գագաթ կընկնի ܧ௫భୀଵ,௫೙షೖୀଵ

௡ିଶ -ում և մնացած ݀ଵ െ 2௞  հատ գագաթները 

կընկնեն ܧ௫భୀଵ,௫೙షೖୀ଴
௡ିଶ -ում: ࣟ௫భୀ଴

/ଵ/ -ի բոլոր ݉െ ݀ଵ  գագաթները կընկնեն ܧ௫భୀ଴,௫೙షೖୀଵ
௡ିଶ -ում: 

Երկրաչափական մեկնաբանությունը բերված է Նկար 2.2.1-3-ում: 

 

 

Նկար 2.2.1-3: ࣟ௫భୀଵ
/ଵ/ -ի և ࣟ௫భୀ଴

/ଵ/ -ի կառուցվածքը ըստ (1) դեպքի: 

 

Ձևափոխություն /2(1)/  

(1) Դիտարկենք ܧ௫భୀ଴
௡ିଵ -ն: Փոխարինենք ࣟ௫భୀ଴,௫೙షೖୀଵ

/ଵ/  բազմությունը իր ստվերով՝ ըստ 

݊ െ ݇  ուղղության:  Այս ձևափոխությունից հետո բազմությունները և նրանց 

հզորությունները կստանան /2/ ինդեքսը: 

(2) Միավորենք ստացված բազմությունները  ܧ௡ -ում, և նրանց միավորումը 

նշանակենք  ࣟ/ଶ/-ով: 

Ակնհայտ է, որ ݎ௡ሺࣟ/ଶ/ሻ ൑  :௡ሺࣟ/ଵ/ሻݎ

Այժմ, 

หࣟ௫೙షೖୀ଴
/ଶ/ ห ൌ หࣟ௫భୀଵ,௫೙షೖୀ଴

/ଶ/ ห ൅ หࣟ௫భୀ଴,௫೙షೖୀ଴
/ଶ/ ห ൑ 2௞ (քանի որ ݉ ൑ 2௞ାଵ): 

 

Ձևափոխություն /3(1)/ 
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Դիտարկենք ܧ௫೙షೖୀ଴
௡ିଵ -ն: Փոխարինենք ࣟ௫೙షೖୀ଴

/ଶ/ -ն սեղմված բազմությամբ ըստ՝ 

ሺݔଵ,⋯ , ,௡ି௞ିଵݔ ⋯,௡ି௞ାଵݔ ,  ௡ሻ-ի:  Այս ձևափոխությունից հետո բազմությունները և նրանցݔ

հզորությունները կստանան /3/ ինդեքսը: 

ࣟ௫೙షೖୀ଴
/ଷ/ -ի բոլոր գագաթները կընկնեն ܧ௫భୀଵ,௫೙షೖୀ଴

௡ିଶ -ում, այնտեղ կազմելով սեղմված 

բազմություն ըստ՝ ሺݔଶ,⋯ , ,௡ି௞ିଵݔ ⋯,௡ି௞ାଵݔ , ௡ሻݔ -ի: Այսպիսով, ունենք, որ ࣟ௫భసభ,௫೙షೖୀ଴
/ଷ/ -ն 

սեղմված 2௞ -սկզբնահատված է ܧ௫భୀଵ,௫೙షೖୀ଴
௡ିଶ -ում: Այժմ դիտարկենք ܧ௫భୀଵ

௡ିଵ -ն: ࣟ௫భୀଵ
/ଷ/ -ը 

կազմում է սեղմված ݉ -բազմություն ܧ௫భୀଵ
௡ିଵ -ում, և հետևաբար, ࣟ/ଷ/ -ը սեղմված 

բազմություն է ܧ௡-ում (սեղմված բազմությունների Հատկություն 2.2.1-2): Չնայած /2/ և /3/ 

ձևափոխությունները միասին տեղափոխում են գագաթները ܧ௫భୀ଴,௫೙షೖୀଵ
௡ିଶ -ից ܧ௫భୀଵ,௫೙షೖୀ଴

௡ିଶ ,  

- մենք դա կատարում ենք երկու քայլով, որպեսզի հեշտ լինի համեմատել ռանգերը: 

Այժմ հաշվենք ݎ௡ሺࣟ/ଷ/ሻ-ը և ݎ௡ሺࣟ/ଶ/ሻ-ը: 

௡ሺࣟ/ଷ/ሻݎ ൌ หࣟ௫೙షೖୀଵ
/ଷ/ ห ൅ ௡ିଵሺࣟ௫೙షೖୀଵݎ

/ଷ/ ሻ ൅ ௡ିଵሺࣟ௫೙షೖୀ଴ݎ
/ଷ/ ሻ 	ൌ  

หࣟ௫೙షೖୀଵ
/ଷ/ ห ൅ หࣟ௫೙షೖୀଵ,௫భୀଵ

/ଷ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖୀଵ,௫భୀଵݎ
/ଷ/ ሻ ൅     (2.2.1-1) 

หࣟ௫೙షೖୀ଴,௫భୀଵ
/ଷ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖୀ଴,௫భୀଵݎ

/ଷ/ ሻ  

 

௡ሺࣟ/ଶ/ሻݎ ൌ หࣟ௫೙షೖୀଵ
/ଶ/ ห ൅ ௡ିଵሺࣟ௫೙షೖୀଵݎ

/ଶ/ ሻ ൅ ௡ିଵሺࣟ௫೙షೖୀ଴ݎ
/ଶ/ ሻ 	ൌ   

หࣟ௫೙షೖୀଵ
/ଶ/ ห ൅ หࣟ௫೙షೖୀଵ,௫భୀଵ

/ଶ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖୀଵ,௫భୀଵݎ
/ଶ/ ሻ ൅    

หࣟ௫೙షೖୀ଴,௫భୀଵ
/ଶ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖୀ଴,௫భୀଵݎ

/ଶ/ ሻ ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖୀ଴,௫భୀ଴ݎ
/ଶ/ ሻ      

Համաձայն ինդուկցիայի ենթադրության,  

௡ିଵሺࣟ௫೙షೖୀ଴ݎ
/ଷ/ ሻ ൑ ௡ିଵሺࣟ௫೙షೖୀ଴ݎ

/ଶ/ ሻ	,  

այստեղից՝ 

หࣟ௫೙షೖୀ଴,௫భୀଵ
/ଷ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖୀ଴,௫భୀଵݎ

/ଷ/ ሻ ൑  

หࣟ௫೙షೖୀ଴,௫భୀଵ
/ଶ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖୀ଴,௫భୀଵݎ

/ଶ/ ሻ ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖୀ଴,௫భୀ଴ݎ
/ଶ/ ሻ: 

Տեղադրենք (2.2.1-1)-ում. 

௡ሺࣟ/ଷ/ሻݎ ൑ หࣟ௫೙షೖୀଵ
/ଷ/ ห ൅ หࣟ௫೙షೖୀଵ,௫భୀଵ

/ଷ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖୀଵ,௫భୀଵݎ
/ଷ/ ሻ ൅  
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หࣟ௫೙షೖୀ଴,௫భୀଵ
/ଶ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖୀ଴,௫భୀଵݎ

/ଶ/ ሻ ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖୀ଴,௫భୀ଴ݎ
/ଶ/ ሻ: 

Ունենք նաև. 

 หࣟ௫೙షೖୀଵ
/ଷ/ ห ൌ หࣟ௫೙షೖୀଵ

/ଶ/ ห 

หࣟ௫೙షೖୀଵ,௫భୀଵ
/ଷ/ ห ൌ หࣟ௫೙షೖୀଵ,௫భୀଵ

/ଶ/ ห       (2.2.1-2) 

௡ିଶሺࣟ௫೙షೖୀଵ,௫భୀଵݎ 
/ଷ/ ሻ ൌ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖୀଵ,௫భୀଵݎ

/ଶ/ ሻ 

Կստանանք. 

௡ሺࣟ/ଷ/ሻݎ ൑ หࣟ௫೙షೖୀଵ
/ଶ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖୀଵ,௫భୀଵݎ

/ଶ/ ሻ ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖୀଵ,௫భୀଵݎ
/ଶ/ ሻ ൅  

หࣟ௫೙షೖୀ଴,௫భୀଵ
/ଶ/ ห൅ݎ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖୀ଴,௫భୀଵ

/ଶ/ ሻ ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖୀ଴,௫భୀ଴ݎ
/ଶ/ ሻ ൌ  

หࣟ௫೙షೖୀଵ
/ଶ/ ห൅ݎ௡ିଵሺࣟ௫೙షೖୀଵ

/ଶ/ ሻ ൅ ௡ିଵሺࣟ௫೙షೖୀ଴ݎ
/ଶ/ ሻ ൌ  :௡ሺࣟ/ଶ/ሻݎ

Այսպիսով. 

௡ሺࣟ/ଷ/ሻݎ ൑   :௡ሺࣟ/ଶ/ሻݎ

Առաջին դեպքի ապացույցն ավարտված է: 

Այժմ դիտարկենք մյուս դեպքը՝ 

(2)   2௞ିଵ ൏ ݀ଵ ൑ 2௞: 

Դեպքերը ճյուղավորենք ըստ ݉ െ ݀ଵ-ի արժեքի. 

(a) 2௞ିଵ ൏ ݉ െ ݀ଵ ൑ 2௞ և (b) ݉ െ ݀ଵ ൑ 2௞ିଵ: 

Նախ դիտարկենք (a) դեպքը: 

(2)(a) 

Համաձայն սեղմված բազմությունների Հատկություն 2.2.1-2-ի, ունենք. 

௫భୀଵ,⋯,௫೙షೖశభୀଵܧ      
௞ିଵ ⊂ ࣟ௫భୀଵ

/ଵ/ ⊆ ௫భୀଵ,⋯,௫೙షೖୀଵܧ
௞ 	   

 

௫భୀ଴,௫మୀଵ⋯,௫೙షೖశభୀଵܧ
௞ିଵ ⊂ ࣟ௫భୀ଴

/ଵ/ ⊆ ௫భୀ଴,௫మୀଵ⋯,௫೙షೖୀଵܧ
௞ : 

  :௡ି௞ାଵ-ի արժեքիݔ ଵ-ի և մեկ այլ փոփոխականի՝ݔ ௡-ը տրոհենք համաձայնܧ

௫భୀଵ,௫೙షೖశభୀଵܧ
௡ିଶ -ը կպարունակի ࣟ௫భୀଵ

/ଵ/ -ի 2௞ିଵ  հատ գագաթները, և ܧ௫భୀଵ,௫೙షೖశభୀ଴
௡ିଶ -ը 

կպարունակի մնացած ݀ଵ െ 2௞ିଵ հատ գագաթները: ܧ௫భୀ଴,௫೙షೖశభୀଵ
௡ିଶ -ը կպարունակի ࣟ௫భୀ଴

/ଵ/ -
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ի 2௞ିଵ  հատ գագաթները, և ܧ௫భୀ଴,௫೙షೖశభୀ଴
௡ିଶ -ն կպարունակի մնացած ݉െ ݀ଵ െ 2௞ିଵ 

գագաթները: Երկրաչափական մեկնաբանությունը բերված է Նկար 2.2.1-4-ում: 

 

 

Նկար 2.2.1-4: ࣟ௫భୀଵ
/ଵ/ -ի և ࣟ௫భୀ଴

/ଵ/ -ի կառուցվածքը ըստ (2)(a) դեպքի: 

 

Ձևափոխություն /2(2)/ 

(1) Դիտարկենք ܧ௫೙షೖశభୀଵ
௡ିଵ -ն: Բոլոր หࣟ௫భୀଵ,௫೙షೖశభୀଵ

/ଵ/ ห ൅ หࣟ௫భୀ଴,௫೙షೖశభୀଵ
/ଵ/ ห ൌ 2௞  հատ 

գագաթները փոխարինենք սեղմված 2௞ -բազմությամբ ըստ՝ 

ሺݔଵ,⋯ , ,௡ି௞ݔ ⋯,௡ି௞ାଶݔ , ௡ሻݔ -ի: Այս բազմությունը սեղմված բազմություն է նաև  

௫భୀଵ,௫೙షೖశభୀଵܧ
௡ିଶ -ում ըստ` ሺݔଶ,⋯ , ,௡ି௞ݔ ⋯,௡ି௞ାଶݔ , ௡ሻݔ -ի (սեղմված բազմությունների 

Հատկություն 2.2.1-1): 

(2) Դիտարկենք ܧ௫೙షೖశభୀ଴
௡ିଵ -ն: หࣟ௫భୀଵ,௫೙షೖశభୀ଴

/ଵ/ ห ൅ หࣟ௫భୀ଴,௫೙షೖశభୀ଴
/ଵ/ ห  հատ (քանակը < 2௞ ) 

գագաթները փոխարինենք սեղմված ൏ 2௞ -բազմությամբ ըստ՝ 

ሺݔଵ,⋯ , ,௡ି௞ݔ ⋯,௡ି௞ାଶݔ , ௫భୀଵ,௫೙షೖశభୀ଴ܧ ௡ሻ-ի: Բոլոր գագաթները կընկնենݔ
௡ିଶ -ում:  

Բոլոր բազմությունները և հզորությունները կստանան /2/ ինդեքսը: 

Այժմ հաշվենք ݎ௡ሺࣟ/ଵ/ሻ-ը և ݎ௡ሺࣟ/ଶ/ሻ-ը և համեմատենք: 

௡ሺࣟ/ଵ/ሻݎ  ൌ หࣟ௫೙షೖశభୀଵ
/ଵ/ ห ൅ ௡ିଵሺࣟ௫೙షೖశభୀଵݎ

/ଵ/ ሻ ൅ ௡ିଵሺࣟ௫೙షೖశభୀ଴ݎ
/ଵ/ ሻ ൌ  

 หࣟ௫೙షೖశభୀଵ
/ଵ/ ห ൅ หࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀଵ

/ଵ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀଵݎ
/ଵ/ ሻ ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀ଴ݎ

/ଵ/ ሻ ൅ 
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 หࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀଵ
/ଵ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀଵݎ

/ଵ/ ሻ ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀ଴ݎ
/ଵ/ ሻ 

 

௡ሺࣟ/ଶ/ሻݎ ൌ หࣟ௫೙షೖశభୀଵ
/ଶ/ ห ൅ ௡ିଵሺࣟ௫೙షೖశభୀଵݎ

/ଶ/ ሻ ൅ ௡ିଵሺࣟ௫೙షೖశభୀ଴ݎ
/ଶ/ ሻ ൌ  

 หࣟ௫೙షೖశభୀଵ
/ଶ/ ห ൅ หࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀଵ

/ଶ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀଵݎ
/ଶ/ ሻ ൅     (2.2.1-3) 

 หࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀଵ
/ଶ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀଵݎ

/ଶ/ ሻ 

Ունենք նաև. 

 หࣟ௫೙షೖశభୀଵ
/ଶ/ ห ൌ หࣟ௫೙షೖశభୀଵ

/ଵ/ ห 

หࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀଵ
/ଶ/ ห ൌ หࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀଵ

/ଵ/ ห ൅ หࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀ଴
/ଵ/ ห    (2.2.1-4) 

௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀଵݎ 
/ଶ/ ሻ ൌ หࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀଵ

/ଵ/ ห ൅ หࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀ଴
/ଵ/ ห 

     

Տեղադրենք (2.2.1-3)-ում. 

௡ሺࣟ/ଶ/ሻݎ ൌ หࣟ௫೙షೖశభୀଵ
/ଵ/ ห ൅ หࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀଵ

/ଵ/ ห ൅ หࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀ଴
/ଵ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀଵݎ

/ଶ/ ሻ ൅   

 หࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀଵ
/ଵ/ ห ൅ หࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀ଴

/ଵ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀଵݎ
/ଶ/ ሻ ൅    (2.2.1-5) 

  

Համաձայն ինդուկցիայի ենթադրության ունենք, որ 

௡ିଵሺࣟ௫೙షೖశభୀଵݎ
/ଶ/ ሻ ൑ ௡ିଵሺࣟ௫೙షೖశభୀଵݎ

/ଵ/ ሻ  և  ݎ௡ିଵሺࣟ௫೙షೖశభୀ଴
/ଶ/ ሻ ൑ ௡ିଵሺࣟ௫೙షೖశభୀ଴ݎ

/ଵ/ ሻ: 

Այստեղից՝ 

 หࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀଵ
/ଶ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀଵݎ

/ଶ/ ሻ ൑  

 หࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀଵ
/ଵ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀଵݎ

/ଵ/ ሻ ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀ଴ݎ
/ଵ/ ሻ 

և 

หࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀଵ
/ଶ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀଵݎ

/ଶ/ ሻ ൑  

 หࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀଵ
/ଵ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀଵݎ

/ଵ/ ሻ ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀ଴ݎ
/ଵ/ ሻ: 

Հաշվի առնելով (2.2.1-4)-ը կստանանք. 

หࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀ଴
/ଵ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀଵݎ

/ଶ/ ሻ ൑  
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௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀଵݎ 
/ଵ/ ሻ ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀ଴ݎ

/ଵ/ ሻ 

և 

หࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀ଴
/ଵ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀଵݎ

/ଶ/ ሻ ൑  

௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀଵݎ 
/ଵ/ ሻ ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀ଴ݎ

/ଵ/ ሻ: 

Տեղադրենք (2.2.1-5)-ում` 

௡ሺࣟ/ଶ/ሻݎ ൑ หࣟ௫೙షೖశభୀଵ
/ଵ/ ห ൅ หࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀଵ

/ଵ/ ห ൅  

௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀଵݎ 
/ଶ/ ሻ ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀଵ,௫భୀ଴ݎ

/ଶ/ ሻ ൅ 

 หࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀଵ
/ଵ/ ห ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀଵݎ

/ଶ/ ሻ ൅ ௡ିଶሺࣟ௫೙షೖశభୀ଴,௫భୀ଴ݎ
/ଶ/ ሻ ൌ  ௡ሺࣟ/ଵ/ሻݎ

Այսպիսով, 

௡ሺࣟ/ଶ/ሻݎ  ൑  :௡ሺࣟ/ଵ/ሻݎ

Հիշենք, որ /2/ ձևափոխությունից հետո՝ ࣟ/ଶ/ ⊆ ௫భୀଵܧ
௡ିଵ : 

 

Ձևափոխություն /3(2)/ 

ࣟ/ଶ/-ը փոխարինենք սեղմված բազմությամբ ըստ՝ ሺݔଶ,⋯ ,  ௡ሻ-ի (լեքսիկոգրաֆիկݔ

կարգի սկզբնահատվածի՝ ըստ ሺݔଶ,⋯ , ௡ሻݔ -ի): Համաձայն ինդուկցիայի 

ենթադրության` ݎ௡ሺࣟ/ଷ/ሻ ൑  :௡ሺࣟ/ଶ/ሻ, որն էլ ավարտում է այս դեպքի ապացույցըݎ

Այժմ դիտարկենք մյուս դեպքը` 

(2)(b) 

Ունենք, որ  

௫భୀଵ,⋯,௫೙షೖశభୀଵܧ  
௞ିଵ ⊂ ࣟ௫భୀଵ

/ଵ/ ⊆ ௫భୀଵ,⋯,௫೙షೖୀଵܧ
௞   

 

ࣟ௫భୀ଴
/ଵ/ ⊆ ௫భୀ଴,௫మୀଵ⋯,௫೙షೖୀଵܧ

௞ିଵ : 

௡ܧ -ը տրոհենք համաձայն ݔଵ -ի և ݔ௡ି௞ାଵ -ի արժեքների: ܧ௫భୀଵ,௫೙షೖశభୀଵ
௡ିଶ -ը կպարունակի 

ࣟ௫భୀଵ
/ଵ/ -ի 2௞ିଵ հատ գագաթները, և ܧ௫భୀଵ,௫೙షೖశభୀ଴

௡ିଶ -ը կպարունակի մնացած` ݀ଵ െ 2௞ିଵ հատ 

գագաթները: ܧ௫భୀ଴,௫೙షೖశభୀଵ
௡ିଶ -ը կպարունակի ࣟ௫భୀ଴

/ଵ/ -ի բոլոր ݉െ ݀ଵ  գագաթները: 

Երկրաչափական մեկնաբանությունը բերված է Նկար 2.2.1-5-ում: 
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Նկար 2.2.1-5: ࣟ௫భୀଵ
/ଵ/ -ի և ࣟ௫భୀ଴

/ଵ/ -ի կառուցվածքը ըստ (2)(b) դեպքի: 

Ձևափոխությունները և ապացույցը կատարվում են համանման դատողություններով: □ 

 

 ի մինիմալ ռանգի էլեմենտների միակության մասին -࢞ࢇ࢓෡ࡰ 2.2.2

Այս բաժնում կապացուցենք, որ հիպերգրաֆների ܪ௥௠௜௡ դասը միակն է 

/իզոմորֆիզմի ճշտությամբ/: 

Թեորեմ 2.2.2-1: Բոլոր այն հիպերգրաֆները, որոնց աստիճանային 

հաջորդականությունները ܦ෡௠௔௫-ից են և ունեն մինիմալ ռանգ, - պատկանում են ܪ௥௠௜௡-

ին: 

Թեորեմ 2.2.2-1-ը Թեորեմ 2.2.1-1-ի և Թեորեմ 2.2.1-2-ի հետ միասին տալիս է մինիմալ 

ռանգով վերին եզրային աստիճանային հաջորդականության համար անհրաժեշտ և 

բավարար պայման, այդ պայմանը՝  ܪ௥௠௜௡-ին պատկանելությունն է: 

Մենք կապացուցենք ավելին, այն է՝ մոնոտոն ֆունկցիաներին համապատասխանող 

հիպերգրաֆները, որոնք ունեն մինիմալ ռանգ (ըստ բոլոր մոնոտոն ֆունկցիաների) 

պատկանում են ܪ௥௠௜௡-ին: 

Թեորեմ 2.2.2-1-ի ապացույցը:  
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Ապացույցը տանենք ինդուկցիայով ըստ ݊-ի: Դիցուք՝ ܪ-ը հիպերգրաֆ է |ࣟ| ൌ ݉ 

կողերի բազմությամբ, որոնք համապատասխանում են ܧ௡-ում որոշված որևէ մոնոտոն 

բուլյան ֆունկցիայի մեկ արժեքի գագաթներին, և որի աստիճանային 

հաջորդականությունը՝ ݀ሺܪሻ ൌ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ -ն, ունի մինիմալ ռանգ: Առանց 

ընդհանրությունը խախտելու կարող ենք ենթադրել, որ ݀ଵ ൒ ⋯ ൒ ݀௡: Անենք հակասող 

ենթադրություն՝ ենթադրենք, որ գոյություն ունի թեորեմի պայմաններին բավարարող ܪ 

հիպերգրաֆ, որը ܪ௥௠௜௡-ից չէ, այսինքն, ࣟ-ը սեղմված բազմություն չի: 

Նախ ապացուցենք, որ  ݀ଵ ൌ ݉: Ենթադրենք հակառակը՝ ݀ଵ ൏ ݉: Տրոհենք ܧ௡-ը ըստ ݔଵ-

ի: Կստանանք, หࣟ௫భୀଵห ൌ ݀ଵ և หࣟ௫భୀ଴ห ൌ ݉ െ ݀ଵ: Յուրաքանչյուրը համապատասխանում է 

մոնոտոն ֆունկցիայի, և յուրաքանչյուրի աստիճանային հաջորդականությունը ունի 

մինիմալ ռանգ: Այստեղից, ըստ ինդուկցիայի ենթադրության հետևում է, որ 

յուրաքանչյուրը սեղմված բազմություն է ըստ ሺݔଶ,⋯ ,  :௡ሻ-իݔ

Դիտարկենք ࣟ௫భୀଵ-ի և ࣟ௫భୀ଴-ի կառուցվածքները կախված ݀ଵ-ի արժեքից: 

(1) ݀ଵ ൑ 2௡ିଶ: 

Այստեղից՝ ݉ െ ݀ଵ ൑ 2௡ିଶ: Այսպիսով, ࣟ௫భୀଵ-ը և ࣟ௫భୀ଴-ը սեղմված բազմություններ 

են ܧ௫భୀଵ,௫మୀଵ
௡ିଶ -ում և ܧ௫భୀ଴,௫మୀଵ

௡ିଶ -ում, համապատասխանաբար: Երկրաչափական 

մեկնաբանումը՝ Նկար 2.2.2-1-ում: Հետևաբար, ࣟ ⊆ ௫మୀଵܧ
௡ିଵ , և այստեղից էլ՝ ݀ଶ ൌ ݉, 

որտեղից էլ հետևում է, որ ݀ଵ ൌ ݉: 

 

Նկար 2.2.2-1: ࣟ௫భୀଵ-ի և ࣟ௫భୀ଴-ի կառուցվածքները ݀ଵ ൑ 2௡ିଶ դեպքում: 
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 ሺ2ሻ 2௡ିଶ ൏ ݀ଵ ൏ 2௡ିଵ: 

Այստեղից՝ ݉ െ ݀ଵ ൏ 2௡ିଶ(քանի որ ݉ ൑ 2௡ିଵ): Այսպիսով,  

௫భୀଵ,௫మୀଵܧ
௡ିଶ ⊂ ࣟ௫భୀଵ ⊂ ௫భୀଵܧ

௡ିଵ  և ࣟ௫భୀ଴ ⊂ ௫భୀ଴,௫మୀଵܧ
௡ିଶ : 

Այստեղից՝ ࣟ௫భୀଵ-ի 2௡ିଶ գագաթները կազմում են ܧ௫భୀଵ,௫మୀଵ
௡ିଶ -ը, մնացածը ընկած են 

௫భୀଵ,௫మୀ଴ܧ
௡ିଶ -ում: ࣟ௫భୀ଴ -ի բոլոր  ݉െ ݀ଵ  գագաթները ընկած են ܧ௫భୀ଴,௫మୀଵ

௡ିଶ -ում: 

Երկրաչափական մեկնաբանումը՝ Նկար 2.2.2-2-ում:  

 

Նկար 2.2.2-2: ࣟ௫భୀଵ-ի և ࣟ௫భୀ଴-ի կառուցվածքները 2௡ିଶ ൏ ݀ଵ ൏ 2௡ିଵ դեպքում: 

 

Նկատենք, որ ܧ௫భୀଵ,௫మୀ଴
௡ିଶ -ի և ܧ௫భୀ଴,௫మୀଵ

௡ିଶ -ի գագաթների գումարային քանակը չի 

գորազանցում 2௡ିଶ -ից: Այժմ նույն դատողություններով, ինչ որ Թեորեմ 2.2.1-2-ի 

ապացույցի (1) կետում, հաշվի առնելով նաև, որ ݉ െ ݀ଵ ൐ 0 , կկատարենք /2/ և /3/ 

ձևափոխությունները: Արդյունքում կստանանք մոնոտոն բուլյան ֆունկցիա, որի 

աստիճանային հաջորդականության ռանգը փոքր է ݀ሺܪሻ-ից: Ստացանք հակասություն, 

հետևաբար, ݀ሺܪሻ ൌ ሺ݉, ݀ଶ,⋯ , ݀௡ሻ: Այժմ, եթե տրոհենք ܧ௡-ը ըստ ݔଵ-ի, ապա ࣟ-ը կընկնի 

௫భୀଵܧ
௡ିଵ -ում: Համաձայն ինդուկցիայի ենթադրության, ࣟ-ը սեղմված բազմություն է ܧ௫భୀଵ

௡ିଵ -

ում, և ըստ Հատկություն 2.2.1-2-ի՝ նաև ܧ௡-ում: □ 
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 ի մինիմալ ռանգի քանակական նկարագիր -࢞ࢇ࢓෡ࡰ 2.2.3

௥௠௜௡ܪ -ի բազմությունների կառուցվածքը օգնում է հաշվել մինիմալ ݎ௠௜௡  ռանգը: 

Դիցուք՝ ܪ ∈ ሻܪ௥௠௜௡, և ݀ሺܪ ൌ ݀௠௜௡ ൌ ሺ݀ଵ, ݀ଶ,⋯ , ݀௡ሻ: 

 Դիցուք՝ ݇ଵ, ݇ଶ,⋯ , ݇௣ -ն ݉  թվի երկուական ներկայացման մեջ մեկ արժեքով 

կոմպոնենտների համարներն են: Հեշտ է ստուգել, որ 

௠௜௡ݎ   ൌ ∑ ݀௜
௡
௜ୀଵ ൌ ∑ ሺሺ݊ െ ݇௜ െ ሺ݅ െ 1ሻሻ ∙ 2௞೔ ൅ ݇௜ ∙ 2௞೔ିଵሻ

௣
௜ୀଵ  

Հաշվենք ݀௠௜௡ -ի կոմպոնենտները: Ինդեքսների պարզեցման համար 

նպատակահարմար է ենթադրել, որ ܪ-ին համապատասխան բազմությունը սեղմված է 

ըստ ሺݔ௡,⋯ , ⋯,௡ݔଵሻ-ի (լեքսիկոգրաֆիկ կարգը կիրառված է ըստ ሺݔ ,  :(ଵሻ-իݔ

(1) ݀௜ ൌ ൫∑ 2௞೗ିଵ௝ିଵ
௟ୀଵ ൯ ൅ 2௞ೕ, երբ ݅ ൌ ௝݇ ൅ 1, ݆ ൌ 1,⋯ ,  ݌

(2) ݀௜ ൌ ൫∑ 2௞೗ିଵ௝
௟ୀଵ ൯ ൅ ∑ 2௞೗௣

௟ୀ௝ାଵ , երբ ௝݇ାଵ ൅ 2 ൑ ݅ ൑ ௝݇, ݆ ൌ 1,⋯ , ݌ െ 1 

(3) ݀௜ ൌ ൫∑ 2௞೗ିଵ௣
௟ୀଵ ൯ ൌ ݉/2, երբ 1 ൑ ݅ ൑ ݇௣	 

(4) ݀௜ ൌ ൫∑ 2௞೗௣
௟ୀଵ ൯ ൌ ݉, երբ ݇ଵ ൅ 2 ൑ ݅ ൑ ݊: 

Այսպիսով, ݀௠௜௡-ում կան. 

� ݉ արժեքով կոմպոնենտ, եթե ݉ ൑ 2௡ିଵ; 

Հնարավոր դեպքերն են` 

o (1)-ում, երբ ݆ ൌ 1 և ݇ଵ ൑ ݊ െ 1, և հետևաբար՝ ݉ ൑ 2௡ିଵ;  

o  (4)-ում, - այստեղ ݇ଵ ൑ ݊ െ 2, և հետևաբար՝ ݉ ൑ 2௡ିଶ: 

� ݉/2 արժեքով կոմպոնենտ, եթե ݉-ը զույգ թիվ է; 

Հնարավոր դեպքն է` 

o (3)-ում, երբ ݇௣ ൐ 0:  

� ሺ݉ ൅ 1ሻ/2 արժեքով կոմպոնենտ, եթե ݉-ը կենտ թիվ է; 

Հնարավոր դեպքն է` 

o (1)-ում, երբ  ݆ ൌ  :݌

 

Այժմ կարող ենք ապացուցել 2.1.4. բաժնի Թեորեմ 2.1.4-2-ը: 
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Թեորեմ 2.1.4-2: ܦ௠ሺ݊ሻ-ը ուռուցիկ բազմություն չէ, երբ  1 ൏ ݉ ൏ 2௡ െ 1:  

Ապացույց: 

݉ ൌ 1 դեպքում գոյություն ունի միակ մոնոտոն բուլյան ֆունկցիա, որի 1 արժեքով 

միակ կետը՝ ܧ௡-ի ሺ1,1,⋯ ,1ሻ գագաթն է: Հետևաբար, ܦ෡௠௔௫ -ը բաղկացած է միակ ෥݉ ൌ

ሺ݉,݉,⋯ ,݉ሻ  էլեմենտից, և սա միակ հնարավոր դեպքն է, որ ܦ෡௠௔௫ -ը պարունակի ෥݉  

էլեմենտը: Այստեղից՝ ܦෙ௠௜௡ -ը պարունակում է միակ՝ 0෨ ൌ ሺ0,0,⋯ ,0ሻ էլեմենտը: ܦ௠ሺ݊ሻ ൌ

ሺ0,෩ܧ ෥݉ሻ, որը ամբողջ ߌ௠ାଵ
௡ -ն է: 

 ݉ ൌ 2௡ դեպքում գոյություն ունի միակ մոնոտոն բուլյան ֆունկցիա, որի 1 արժեքների 

բազմությունը ܧ௡-ի բոլոր  գագաթների բազմությունն է: 

݉ ൌ 2௡ െ 1   դեպքում գոյություն ունի միակ մոնոտոն բուլյան ֆունկցիա, որի 1 

արժեքների բազմությունը ܧ௡ -ի բոլոր  գագաթներն են, բացի՝ ሺ0,0,⋯ ,0ሻ  գագաթից: 

Հետևաբար, երկու դեպքում էլ ܦ෡௠௔௫ -ը բաղկացած է միակ էլեմենտից, որի բոլոր 

կոմպոնենտները 2௡ିଵ  արժեքն ունեն, և սա միակ հնարավոր դեպքն է, որ ܦ෡௠௔௫ -ը 

պարունակի այսպիսի էլեմենտ: 

݉ ൌ 2௡  դեպքում  ܦ௠ሺ݊ሻ ൌ ⋯,ሺሺ2௡ିଵܧ , 2௡ିଵሻ, ሺ2௡ିଵ,⋯ , 2௡ିଵሻሻ: 

݉ ൌ 2௡ െ 1  դեպքում  ܦ௠ሺ݊ሻ ൌ ሺሺ2௡ିଵܧ െ 1,⋯ , 2௡ିଵ െ 1ሻ, ሺ2௡ିଵ,⋯ , 2௡ିଵሻሻ: 

Այսպիսով, այս բոլոր դեպքերում  ܦ௠ሺ݊ሻ-ը ուռուցիկ է: 

Այժմ դիտարկենք այն դեպքը, երբ՝ 1 ൏ ݉ ൏ 2௡ െ 1: 

Դիցուք՝ ܦ௠ሺ݊ሻ ൌ ⋃ ,ෙ௝ܦሺܧ ෡௝ሻܦ
௥
௝ୀଵ  (ըստ 2.1.4. բաժնի Թեորեմ 2.1.4-1-ի):  

Ցույց տանք, որ գոյություն ունեն ܦෙ௜ ∈ ෙ௠௜௡ܦ  և ܦ෡௝ ∈ ෡௠௔௫ܦ , ݅ ് ݆ զույգեր, որոնց  համար 

,ෙ௜ܦሺܧ ෙ௜ܦ  ௠ሺ݊ሻ-ի մեջ: Նախ նկատենք, որܦ  ෡௝ሻ-ն ընկած չէܦ ൑ ,݅	 ෡յ  կամայականܦ ݆ համար, 

քանի որ ܦ෡௝-ի կոմպոնենտների արժեքները մեծ են կամ հավասար միջին արժեքից, և ܦෙ௜- 

կոմպոնենտների արժեքները փոքր են կամ հավասար միջին արժեքից: Ապացույցը 

տանենք ըստ հետևյալ դեպքերի. 

ա) ݉ ൑ 2௡ିଵ: 

Դիցուք` ܦ෡௝-ն ܦ෡௠௔௫-ի մինիմալ ռանգի էլեմենտն է, որոշակիության համար ենթադրենք, 

որ կոմպոնենտները դասավորված են ըստ նվազման կարգի` ܦ෡௝ ൌ ሺ݉, መ݀ଶ
௝,⋯ , መ݀௡

௝ ሻ : 

Դիտարկենք մեկ այլ ܦ෡௜ ൌ ሺ መ݀ଵ
௜ , መ݀ଶ

௜ , ⋯ , መ݀௡௜ ሻ  էլեմենտ ܦ෡௠௔௫ -ից, այնպես, որ መ݀
ଵ
௜ ൏ ݉ : 
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Նկատենք, որ այսպիսի էլեմենտ կա  - այն կարող է պարզապես լինել այն վեկտորը, որը 

ստացվում է  ܦ෡௝ -ից՝ կոմպոնենտների տեղափոխության միջոցով: ܦ෡௝ -ի բոլոր 

կոմպոնենտները ݉ լինել չեն կարող: 

Վերցնենք ܦ෡௜-ի հակադարձ էլեմենտը` ܦෙ௜ ൌ ሺ݉ െ መ݀
ଵ
௜ ,݉ െ መ݀

ଶ
௜ ,⋯ ,݉ െ መ݀

௡
௜ ሻ, և ܦෙ௜-ում շրջենք 

առաջին կոմպոնենտը; ստացված ሺ݉,݉ െ መ݀
ଶ
௜ ,⋯ ,݉ െ መ݀

௡
௜ ሻ  էլեմենտը պատկանում է 

,ෙ௜ܦሺܧ ෡௝ሻܦ -ին: Սակայն այն չի պատկանում ܦ௠ሺ݊ሻ -ին, քանի որ հակառակ դեպքում, 

համաձայն Լեմմա 2.1.2-1-ի՝ ሺ݉, መ݀ଶ௜ ,⋯ , መ݀௡௜ ሻ ∈  ,௠ሺ݊ሻ, սակայն դա հակասում է այն բանինܦ

որ ܦ෡௜-ն ܦ෡௠௔௫-ի էլեմենտ է: 

բ) ݉ ൐ 2௡ିଵ: 

Ապացույցը նմանատիպ է, հաշվի առնելով, որ ܦ෡௠௔௫ -ի էլեմենտների բոլոր 

կոմպոնենտները միաժամանակ 2௡ିଵ լինել չեն կարող, բացի ݉ ൌ 2௡ െ 1 դեպքից: □ 

 

 ի մաքսիմալ ռանգի էլեմենտներ -࢞ࢇ࢓෡ࡰ 2.2.4

Այս բաժնում գտնում ենք ܦ෡௠௔௫ -ի էլեմենտների մաքսիմալ ݎ௠௔௫  ռանգը և 

նկարագրում ենք հիպերգրաֆների ܪ௥௠௔௫   դասը, որոնց աստիճանային 

հաջորդականությունները ݎ௠௔௫  ռանգի են:  

Ստանում ենք նաև մի կարևոր հետևանք, այն է՝ ܦ௠ሺ݊ሻ-ի նկարագրման խնդիրը 

ավելի հեշտ չէ, քան պարզ համասեռ հիպերգրաֆի աստիճանային 

հաջորդականությունների նկարագրման խնդիրը: 

 

Նախ կառուցենք հիպերգրաֆների /մոնոտոն բուլյան ֆունկցիաների/ դաս 

հետևյալ ձևով:  

Դիտարկենք ݉ թվի կանոնական ներկայացումը. 

݉ ൌ ௡௡ܥ ൅ ௡௡ିଵܥ ൅ ⋯൅ ௡௡ି௞ܥ ൅ ߜ ,ߜ ൏  ௡௡ି௞ିଵ     (2.2.4-1)ܥ

Որպես մոնոտոն բուլյան ֆունկցիայի մեկ արժեքների բազմություն վերցնենք ܧ௡-ի ݊-րդ,  

ሺ݊ െ 1ሻ-րդ, և այլն, ሺ݊ െ ݇ሻ-րդ շերտերի բոլոր գագաթները և ߜ հատ գագաթ ሺ݊ െ ݇ െ 1ሻ-

րդ շերտից: Երկրաչափական մեկնաբանությունը բերված է Նկար 2.2.4-1-ում: ߜ հատ 

գագաթների ընտրությունը կամայական է, և կառուցված դասի հիպերգրաֆները 
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իրարից տարբերվում են ߜ գագաթների ընտրությամբ: Պարզ է, որ այս ձևով կառուցված 

բազմությունների, և միայն նրանց, տրոհումների ասոցացված վեկտորը ունի հնարավոր 

առավելագույն ݎ௠௔௫  ռանգ: Կառուցված դասը նշանակենք ܪ௥௠௔௫-ով, և  

௠௔௫ݎ ൌ ∑ ሺ݊ െ ݅ሻ ∙ ௡௡ି௜ܥ
௞
௜ୀ଴ ൅ ሺ݊ െ ݇ െ 1ሻ ∙  :ߜ

 

Նկար 2.2.4-1: ܧ௡-ում բազմության կառուցվածքը, որի տրոհումների վեկտորը ունի 
առավելագույն ݎ௠௔௫  ռանգ: 

 

௥௠௔௫ܪ  դասի հիպերգրաֆների աստիճանային ݀௠௔௫  հաջորդականության 

յուրաքանչյուր ݀௜ կոմպոնենտի արժեքը կարելի է հաշվել երկու գումարելիների միջոցով: 

Առաջին գումարելին հաստատուն է բոլոր կոմպոնենտների համար, և  ստացվում է ܧ௡-

ի ݊-րդ, ሺ݊ െ 1ሻ-րդ, և այլն, ሺ݊ െ ݇ሻ-րդ շերտերի գագաթներից: Այն հավասար է. 

 ∑ ሺ௡ି௝ሻ∙஼೙
೙షೕ

௡
௞
௝ୀ଴ ൌ ∑ ሺ௡ି௝ሻ∙௡!

௡∙ሺ௡ି௜ሻ!∙௜!
௞
௝ୀ଴ ൌ ∑ ሺ௡ିଵሻ!

௡∙ሺ௡ି௝ିଵሻ!∙௜!
௞
௝ୀ଴ ൌ ∑ ௡ିଵܥ

௡ି௝ିଵ௞
௝ୀ଴ : 

Երկրորդ գումարելին ստացվում է ߜ  հատ գագաթներից: Նշանակենք այն ݏ௜ -ով՝ ݅-րդ 

կոմպոնենտի արժեքի համար: Այսպիսով, ሺݏଵ,⋯ , ௡-ի ሺ݊ܧ ௡ሻ-ը հանդիսանում էݏ െ ݇ െ 1ሻ-

րդ շերտում գտնվող  ߜ  հզորությամբ բազմության տրոհումների ասոցացված վեկտոր, 

կամ որ նույնն է՝ ߜ  հատ հիպերկող ունեցող ሺ݊ െ ݇ െ 1ሻ -համասեռ հիպերգրաֆի 

աստիճանային հաջորդականություն: 

Այսպիսով, կարելի է ձևակերպել հետևյալ թեորեմը. 

 

Թեորեմ 2.2.4-1: ܪ௥௠௔௫  դասի հիպերգրաֆների աստիճանային 

հաջորդականությունների նկարագրման խնդիրը համարժեք է պարզ համասեռ 

հիպերգրաֆի աստիճանային հաջորդականությունների նկարագրման խնդրին: 
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Մյուս կողմից, քանի որ գիտենք որ ܪ௥௠௔௫  դասի աստիճանային 

հաջորդականությունների ռանգը ݎ௠௔௫ ൌ ∑ ሺ݊ െ ݅ሻ ∙ ௡௡ି௜ܥ
௞
௜ୀ଴ ൅ ሺ݊ െ ݇ െ 1ሻ ∙ ߜ  է, ապա 

௥௠௔௫ܪ -ի աստիճանային հաջորդականությունների դասը կարելի է դիտարկել որպես 

௠ሺ݊ሻܦ -ի ենթադաս, որի աստիճանային հաջորդականությունները ունեն միևնույն 

ֆիքսված ∑ ሺ݊ െ ݅ሻ ∙ ௡௡ି௜ܥ
௞
௜ୀ଴ ൅ ሺ݊ െ ݇ െ 1ሻ ∙   .ռանգը: Եվ հետևաբար, տեղի ունի ߜ

 

Թեորեմ 2.2.4-2: (ܧ_ܵ) խնդիրը առնվազը նույնքան բարդ է, որքան պարզ համասեռ 

հիպերգրաֆի աստիճանային հաջորդականության խնդիրը: 

 

2.3  Ռեգուլյար հիպերգրաֆներ – գոյության անհրաժեշտ և բավարար 

պայման  

Այս բաժնում դիտարկում ենք հիպերգրաֆի աստիճանային հաջորդականության 

խնդրի մեկ մասնավոր դեպք՝ խնդիրը պարզ ռեգուլյար հիպերգրաֆների համար: Դուրս 

ենք բերում հիպերգրաֆի գոյության անհրաժեշտ և բավարար պայման: 

Հայտնի է հետևյալ պնդումը, որը [8]-ում բերվում է միավոր խորանարդի տերմիններով 

է, սակայն մենք կձևակերպենք այն հիպերգրաֆների տերմիններով: 

Լեմմա 2.3-1 ([8]): Տրված են ݉, ݊, ݎ ամբողջ թվերը, այնպես որ ݉ ൑  ௡௥: Գոյություն ունիܥ

݊  գագաթներով և ݉  հիպերկողերով պարզ ݎ -համասեռ հիպերգրաֆ, որի 

աստիճանային հաջորդականության կոմպոնենտների արժեքները իրարից տարբերվում 

են ամենաշատը 1-ով: 

Այժմ դիտարկենք հիպերգրաֆների ܪ௥௠௔௫  դասը: Դասի հիպերգրաֆների 

աստիճանային հաջորդականությունների յուրաքանչյուր ݀௜  կոմպոնենտ իրենից 

ներկայացնում է ∑ ௡ିଵܥ
௡ି௝ିଵ௞

௝ୀ଴ ൅ ௜ݏ , որտեղ ݏ௜ -ն ստացվում է ߜ  գագաթներից (݇-ն և ߜ-ն 

(2.2.4-1) ներկայացումից են): Համաձայն Լեմմա 2.3-1 –ի, ሺݏଵ,⋯ , ௡ሻݏ -երի մեջ կա 

այնպիսին, որի կոմպոնենտները հավասար են ቔሺ௡ି௞ିଵሻ∙ఋ
௡

ቕ-ի կամ ቔሺ௡ି௞ିଵሻ∙ఋ
௡

ቕ ൅ 1-ի: 

Այստեղից հետևում է. 
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Թեորեմ 2.3-1: ܪ௥௠௔௫  դասում գոյություն ունի հիպերգրաֆ, որի աստիճանային 

հաջորդականության կոմպոնենտները  ∑ ௡ିଵܥ
௡ି௝ିଵ௞

௝ୀ଴ ൅ ቔሺ௡ି௞ିଵሻ∙ఋ
௡

ቕ  են կամ       

∑ ௡ିଵܥ
௡ି௝ିଵ௞

௝ୀ଴ ൅ ቔሺ௡ି௞ିଵሻ∙ఋ
௡

ቕ ൅ 1 են: 

Հետևանք 2.3-1: Առավելագույն աստիճանը, որ կարող է ունենալ ݊  գագաթ և ݉ կող 

ունեցող պարզ ռեգուլյար հիպերգրաֆը, հավասար է ∑ ௡ିଵܥ
௡ି௝ିଵ௞

௝ୀ଴ ൅ ቔሺ௡ି௞ିଵሻ∙ఋ
௡

ቕ: 

Թեորեմ 2.3-2: Դիցուք՝ ܵ ൌ ሺݏ,⋯ , ݉ ሻ-ը ݊ չափանի ամբողջարժեք վեկտոր է, ևݏ ൑ 2௡-ը 

ամբողջ թիվ է ներկայացված կանոնական տեսքով. ݉ ൌ ௡௡ܥ ൅ ௡௡ିଵܥ ൅ ⋯൅ ௡௡ି௞ܥ ൅ ߜ ,ߜ ൏

௡௡ି௞ିଵܥ : Գոյություն ունի ݊  գագաթներով և ݉  հիպերկողերով պարզ ݏ -ռեգուլյար 

հիպերգրաֆ այն և միայն այն դեպքում, երբ 

 ݉ െ ሺ∑ ௡ିଵܥ
௡ି௝ିଵ௞

௝ୀ଴ ൅ ቔሺ௡ି௞ିଵሻ∙ఋ
௡

ቕሻ ൑ ݏ ൑ ሺ∑ ௡ିଵܥ
௡ି௝ିଵ௞

௝ୀ଴ ൅ ቔሺ௡ି௞ିଵሻ∙ఋ
௡

ቕሻ: 

Ապացույց: 

Համաձայն հետևանք 2.3-1-ի, կամայական ռեգուլյար հիպերգրաֆի աստիճանը 

չի կարող գերազանցել ቀ∑ ௡ିଵܥ
௡ି௝ିଵ௞

௝ୀ଴ ൅ ቔሺ௡ି௞ିଵሻ∙ఋ
௡

ቕቁ թիվը: Մյուս կողմից, համաձայն Լեմմա 

2.2.1-2-ի, գոյություն ունի ռեգուլյար հիպերգրաֆ՝ ቀ݉ െ ሺ∑ ௡ିଵܥ
௡ି௝ିଵ௞

௝ୀ଴ ൅ ቔሺ௡ି௞ିଵሻ∙ఋ
௡

ቕቁ 

աստիճանով, և սա աստիճանի նվազագույն արժեքն է: □ 

Հետևյալ թեորեմը տալիս է պարզ համասեռ ռեգուլյար հիպերգրաֆի գոյության 

անհրաժեշտ և բավարար պայման:  

Թեորեմ 2.3-3: Դիցուք՝ ܴ ൌ ሺݎ,⋯ , ሻݎ -ը և ܵ ൌ ሺݏ,⋯ , ሻݏ -ը ամբողջարժեք 

կոմպոնենտներով վեկտորներ են՝  ݉ և ݊ չափանի, համապատասխանաբար, այնպես 

որ ݎ ൑ ݊  և ݏ ∙ ݊ ൌ ݎ ∙ ݉ : Գոյություն ունի ݎ -համասեռ ݏ -ռեգուլյար հիպերգրաֆ այն և 

միայն այն դեպքում, երբ ݉ ൑  :௡௥ܥ

Այլ տերմիններով՝ գոյություն ունի ݉ հզորությամբ ենթաբազմություն ܧ௡-ի ݎ-րդ շերտում, 

որի տրոհումների ասոցացված վեկտորը ܵ-ն է, այն և միայն այն դեպքում, երբ ݉ ൑  :௡௥ܥ

Ապացույց:  

Կարելի էր օգտվել Լեմմա 2.3-1-ից, սակայն ստորև թեորեմի ապացույցն իր մեջ 

ներառում է նաև հիպերգրաֆի պարզ կառուցումը: 
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Քանի որ ܧ௡-ի ݎ-րդ շերտը պարունակում է ܥ௡௥ էլեմենտ, ապա ݉ ൑  ௡௥-ը անհրաժեշտ ևܥ

բավարար պայման է ݉  հզորությամբ ենթաբազմության գոյության համար, 

ընդհանրապես: Այժմ ապացուցենք, որ այն անհրաժեշտ և բավարար պայման է նաև  

ݏ ൌ ௥∙௠

௡
 կոմպոնենտներով տրոհումների ասոցացված վեկտոր ունենալու համար: 

Դիցուք՝ ܯ -ը կամայական ݉ -ենթաբազմություն է ܧ௡ -ի ݎ -րդ շերտից, և դիցուք՝ 

ሺݏଵ,⋯ , ௡ሻݏ -ը նրա տրոհումների ասոցացված վեկտորն է: Առանց ընդհանրությունը 

խախտելու կարող ենք ենթադրել, որ կոմպոնենտները ըստ արժեքի նվազման (չաճման) 

կարգի են: Արժեքները կարող են մեծ լինել ݏ-ից, փոքր լինել ݏ–ից, կամ հավասար լինել  

  .ի: Դիցուք՝ արժեքները բաշխված են ըստ հետևյալի– ݏ

ଵݏ ൐ ଶݏ  ,ݏ ൐ ௧ݏ  ,⋯  ,ݏ ൐  ;ݏ

௧ାଵݏ ൌ ௧ାଶݏ  ,ݏ ൌ ௞ିଵݏ ,⋯  ,ݏ ൌ  ;ݏ

௞ݏ  ൏ ௞ାଵݏ  ,ݏ ൏ ௡ݏ ,  ⋯	 ,ݏ ൏  :ݏ

Կազմենք ሺݎଵ,⋯ ,  .௡ሻ վեկտորը հետևյալ ձևովݎ

௜ݎ  ൌ ௜ݏ െ ݅   ,ݏ ൌ 1,⋯ , ݊: 

Այսպիսով, ∑ ௜ݎ
௧
௜ୀଵ ൌ െ∑ ௜ݎ

௡
௜ୀ௞ , և ݎ௧ାଵ ൌ ⋯ ൌ ௞ିଵݎ ൌ 0: 

Դիտարկենք հետևալ ալգորիթմը, որը մուտքում ունի ሺݎଵ,⋯ , ,௧ݎ 0,⋯ ,0, ⋯,௞ݎ ,  ;௡ሻ վեկտորըݎ

ելքում՝ ሺݎଵ,⋯ ,   :௡ሻ-ի  բոլոր կոմպոնենտները վերածվում են 0-ներիݎ

Ալգորիթմ (ࡴࡾ) ࡴࡼ࡭ࡾࡳࡾࡱࡼࢅࡴ_ࡾ࡭ࡸࢁࡳࡱࡾ: 

begin 

while ሺ	ሺݐ ൒ 1ሻ&ሺ݇ ൑ ݊ሻ	ሻ 

{ ݅ ≔ ;ݐ ݆ ≔ ݇; 

 while ሺ	ሺݎ௜ ൐ 0ሻ&൫ݎ௝ ൏ 0൯ሻ 

௜ݎ }   ≔ ௜ݎ െ ௝ݎ ;1 ≔ ௝ݎ ൅ 1; 

  if ሺݎ௜ ൌ 0ሻ then	ݐ ≔ ݐ െ 1; 

  else if ሺݎ௝ ൌ 0ሻ then	݇ ≔ ݇ ൅ 1; 

} 

} 

end 
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Այժմ դիտարկենք ալգորիթմի իրականացման ݎ௜ ≔ ௜ݎ െ ௝ݎ ;1 ≔ ௝ݎ ൅ 1 քայլերը, որի հիման 

վրա նախնական  ܯ   բազմությունը ձևափոխվում է այնպես, որ նրա տրոհումների  

ասոցացված վեկտորի ݅-րդ կոմպոնենտը մեկով մեծանա, և ݆-րդ կոմպոնենտը մեկով 

փոքրանա:  

௜ݎ ≔ ௜ݎ െ 1 և ݎ௝ ≔ ௝ݎ ൅ 1-ից հետևում է, որ ݏ௜ െ ௝ݏ ൒ 2: 

 :௝ փոփոխականների արժեքների միաժամանակݔ ௜ ևݔ ௡-ը տրոհենք ըստܧ

Դիցուք՝ ܯ௫೔ୀଵ,௫ೕୀଵ
௡ିଶ ௫೔ୀଵ,௫ೕୀ଴ܯ , 

௡ିଶ ௫೔ୀ଴,௫ೕୀଵܯ ,
௡ିଶ ௫೔ୀ଴,௫ೕୀ଴ܯ ,

௡ିଶ -ը ܯ-ի տրոհումներն են ܧ௫೔ୀଵ,௫ೕୀଵ
௡ିଶ  , 

௫೔ୀଵ,௫ೕୀ଴ܧ
௡ିଶ ௫೔ୀ଴,௫ೕୀଵܧ ,

௡ିଶ ௫೔ୀ଴,௫ೕୀ଴ܧ ,
௡ିଶ -ում, համապատասխանաբար: Այդ դեպքում՝ ቚܯ௫೔ୀଵ,௫ೕୀଵ

௡ିଶ ቚ ൅

ቚܯ௫೔ୀଵ,௫ೕୀ଴
௡ିଶ ቚ ൌ ௫೔ୀଵ,௫ೕୀଵܯ௜ և ቚݏ

௡ିଶ ቚ ൅ ቚܯ௫೔ୀ଴,௫ೕୀଵ
௡ିଶ ቚ ൌ  :௝ݏ

Այստեղից հետևում է, որ  

 ቚܯ௫೔ୀଵ,௫ೕୀ଴
௡ିଶ ቚ െ ቚܯ௫೔ୀ଴,௫ೕୀଵ

௡ିଶ ቚ ൒ 2: 

Հետևաբար, կարող ենք տեղափոխել / ௜ܵ,௝	  տեղաշարժ գործողությամբ/ մեկ գագաթ 

௫೔ୀଵ,௫ೕୀ଴ܯ
௡ିଶ -ից ܯ௫೔ୀ଴,௫ೕୀଵ

௡ିଶ -ի մեջ: Ստացված բազմությունը ܧ௡ -ում կունենա տրոհումների 

ሺݏଵ,⋯ , ,௜ିଵݏ ௜ݏ െ 1,⋯ , ,௝ିଵݏ ௝ݏ ൅ 1,⋯ ,  ௡ሻ ասոցացված վեկտորը: Ասվածի երկրաչափականݏ

մեկնաբանումը բերված է Նկար 2.3-1 -ում:  

 

Նկար 2.3-1: ܧ௡-ի տրոհումը ըստ ݔ௜ և ݔ௝ փոփոխականների: 

 □ 
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Եզրակացություններ երկրորդ գլխի վերաբերյալ 

Հիպերգրաֆի աստիճանային հաջորդականությունների խնդիրը դիտարկվել է 

ընդհանուր դեպքում, երբ հիպերգրաֆի կողերի հզորությունները կամայական են, և երբ 

այն պարզ է՝ կողերը չեն կրկնվում: Տրվել է խնդրի բոլոր լուծումներով կազմված 

տիրույթի կառուցվածքային պարզ և ամբողջական նկարագիրը; դուրս են բերվել 

տիրույթի կարևոր առանձնահատկություններ: Աստիճանային հաջորդականությունների 

խնդիրը դիտարկվել է նաև ռեգուլյար հիպերգրաֆների դասի համար:  

 Տրվել է ݊  գագաթով և ݉  կողով պարզ հիպերգրաֆների աստիճանային 

հաջորդականությունների բազմության ամփոփ նկարագիր բազմարժեք բազմաչափ 

௠ାଵߌ
௡  ցանցի ենթաբազմության տեսքով՝ եզրային էլեմենտների և նրանցով ծնվող 

մոնոտոն տիրույթների տերմիններով, որտեղ եզրային էլեմենտները գեներացվում են 

մոնոտոն Բուլյան ֆունկցիաների միջոցով: 

 Գտնվել են մինիմալ ݎ௠௜௡ կշռով եզրային էլեմենտները. դրանք համապատասխանում 

են ܧ௡ -ի բառարանային սեղմված ݉ -ենթաբազմությանը, և միակն են 

կոորդինատների տեղափոխությունների ճշտությամբ:  

 Նկարագրվել են մաքսիմալ ݎ௠௔௫  կշռով եզրային էլեմենտները, և ցույց է տրվել 

համարժեքությունը հիպերգրաֆային հաջորդականությունների խնդրին՝ համասեռ 

հիպերգրաֆների դեպքում:  

 Դուրս է բերվել տրված աստիճանային հաջորդականությամբ պարզ հիպերգրաֆի 

գոյության անհրաժեշտ և բավարար պայման ռեգուլյար հիպերգրաֆների դասի 

համար: 
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ԳԼՈՒԽ 3. ՀԱՐԱԿԻՑ ԱՐԴՅՈՒՆՔՆԵՐ 

Ի լրումն տրոհումների ասոցացված վեկտորների /հիպերգրաֆային 

հաջորդականությունների/ բազմության կառուցվածքային նկարագրի, այս գլխում 

ներկայացվում են նկարագրին առնչվող հարակից արդյունքներ ([(9)], [(11)], [(14)], [(21)], 

[(25)], [(26)]):  

 

3.1  Հիպերգրաֆային հաջորդականությունների բազմության 

կառուցվածքը ࢓ࢮା૚࢔ -ի վերին /ստորին/ տիրույթում  

Աշխատանքի այս բաժնում դիտարկվում է հիպերգրաֆային 

հաջորդականությունների բազմությունը ߌ௠ାଵ
௡ -ի վերին և ստորին տիրույթներում՝ ܪ෡–ում 

և ܪෙ -ում, և տրվում է բազմության կառուցվածքային նկարագիրը: Այն 

համապատասխանում է է ෡ܪ	  –ում / ܪෙ -ում/ որոշված մոնոտոն բինար ֆունկցիայի, և 

հետևաբար, ուռուցիկ բազմություն է: 

Սահմանում 3.1-1: ݀ ∈ ௠ሺ݊ሻܦ  հիպերգրաֆային հաջորդականությունը կանվանենք 

վերին հիպերգրաֆային հաջորդականություն, եթե ݀ ∈  ෡, և՝ ստորին հիպերգրաֆայինܪ

հաջորդականություն, եթե ݀ ∈  :ෙܪ

෡௠ሺ݊ሻܦ -ով նշանակենք ܦ௠ሺ݊ሻ -ում վերին հիպերգրաֆային հաջորդականությունների 

դասը` ܦ෡௠ሺ݊ሻ ൌ ௠ሺ݊ሻܦ ∩  ;෡ܪ

 ௠ሺ݊ሻ-ում ստորին հիպերգրաֆային հաջորդականություններիܦ ෙ௠ሺ݊ሻ-ով նշանակենքܦ

դասը` ܦෙ௠ሺ݊ሻ ൌ ௠ሺ݊ሻܦ ∩  :ෙܪ

Քանի որ, ܦ෡௠௔௫-ը (ܦ௠ሺ݊ሻ-ի վերին եզրային էլեմենտների բազմությունը) ընկած է ܪ෡-ի մեջ, 

և ܦෙ௠௜௡-ը (ܦ௠ሺ݊ሻ-ի ստորին եզրային էլեմենտների բազմությունը) ընկած է ܪෙ-ի մեջ, ապա` 

෡௠௔௫ܦ ⊆ ෙ௠௜௡ܦ ;෡௠ሺ݊ሻܦ ⊆   :ෙ௠ሺ݊ሻܦ

Հետևյալ պնդումով տրվում է համապատասխան կառուցվածքը. 

 

Լեմմա 3.1-1: 

ա) ܦ෡௠ሺ݊ሻ ൌ ⋃ ,ሺ݉௠௜ௗାܧ ෡ሻ஽෡∈஽෡೘ೌೣܦ
 

բ) ܦෙ௠ሺ݊ሻ ൌ ⋃ ෙ,݉௠௜ௗିሻ஽ෙ∈஽ෙ೘೔೙ܦሺܧ
: 
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Ապացույց: 

ա) ܦ෡௠ሺ݊ሻ ⊇ ⋃ ,ሺ݉௠௜ௗାܧ ෡ሻ஽෡∈஽෡೘ೌೣܦ
 համաձայն Գլուխ 2-ում բերված Լեմմա 2.1.2-2-ի և 

Հետևանք 2.1.2-2-ի: 

Ապացուցենք, որ ܦ෡௠ሺ݊ሻ ⊆ ⋃ ,ሺ݉௠௜ௗାܧ ෡ሻ஽෡∈஽෡೘ೌೣܦ
: Ենթադրենք հակառակը՝ գոյություն ունի 

݀ ∈ ⋃  ෡௠ሺ݊ሻ, որը չի պատկանումܦ ,ሺ݉௠௜ௗାܧ ෡ሻ஽෡∈஽෡೘ೌೣܦ
-ին:  Այստեղից՝ ݀-ն վերին եզրային 

կետ չի, հետևաբար, գոյություն ունի ܦ෡ ∈ ෡௠௔௫ܦ , այնպես, որ  ݀ ൏ ෡ܦ : Եվ քանի որ ݀ ൒

݉௠௜ௗା, ուրեմն ݀ -ն պետք է պատկաներ ܧሺ݉௠௜ௗା,  :෡ሻ-ին, - ստացանք հակասությունܦ

բ) կետը ապացուցվում է նմանատիպ դատողություններով: □ 

 

Նկար 3.1-1: ܦ෡ସሺ3ሻ և ܦෙସሺ3ሻ -ը ߌହଷ-ում: 

Երկրաչափական մեկնաբանումը դիտարկենք օրինակի վրա: Նկար 3.1-1-ում 

պատկերված են ܦ෡ସሺ3ሻ  և ܦෙସሺ3ሻ  բազմությունները ߌହଷ -ում: ܦ෡ସሺ3ሻ -ի էլեմենտները 

պատկերված են մանուշակագույնով (առավել մուգ գույնով վերին եզրային էլեմենտներն 

են), և ܦෙସሺ3ሻ-ի էլեմենտները պատկերված են կապույտ գույնով (առավել մուգ գույնով 

ստորին եզրային են էլեմենտներն են): Ըստ սահմանման, ሺ2,2,2ሻ էլեմենտը պատկանում 

է և՛ ܦ෡ସሺ3ሻ-ին, և՛ ܦෙସሺ3ሻ-ին:  

444

443 434 344

442 433 424 343 334 244

432 423 342 324 243 234333

422 332 323 242 233 224

322 232 223

222

144

044134143314404413341431440

441 414

430 431 340 412 331 403 241 313 304 142 214 133 124 043 034

024033114042123204132213141303231312240321402330411420

410

400

401 320 311 230 302 221 140 212 131 203 122 041 113 032 104 023 014

004013022103031112040121202130211220301310

300 210 201 120 111 030 102 021 012 003

002011020101110200

100 010 001

000
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Դիտարկվող բազմությունները հետևյալն են.                

෡௠௔௫ܦ ൌ ሼሺ3,3,3ሻ, ሺ4,2,2ሻ, ሺ2,4,2ሻ, ሺ2,2,4ሻሽ և ܦ෡௠௜௡ ൌ ሼሺ1,1,1ሻ, ሺ0,2,2ሻ, ሺ2,0,2ሻ, ሺ2,2,0ሻ	ሽ: 

෡ସሺ3ሻܦ ൌ ,ሺሺ2,2,2ሻܧ ሺ3,3,3ሻሻ ∪ ,ሺሺ2,2,2ሻܧ ሺ4,2,2ሻሻ ∪ ,ሺሺ2,2,2ሻܧ ሺ2,4,2ሻሻ ∪ ,ሺሺ2,2,2ሻܧ ሺ2,2,4ሻሻ  

,൫ሺ2,2,2ሻܧ ሺ3,3,3ሻ൯ ൌ ሼሺ2,2,2ሻ, ሺ3,2,2ሻ, ሺ2,3,2ሻ, ሺ2,2,3ሻ, ሺ3,3,3ሻሽ  

,൫ሺ2,2,2ሻܧ ሺ4,2,2ሻ൯ ൌ ሼሺ2,2,2ሻ, ሺ3,2,2ሻ, ሺ4,2,2ሻሽ  

,൫ሺ2,2,2ሻܧ ሺ2,4,2ሻ൯ ൌ ሼሺ2,2,2ሻ, ሺ2,3,2ሻ, ሺ2,4,2ሻሽ  

,൫ሺ2,2,2ሻܧ ሺ2,2,4ሻ൯ ൌ ሼሺ2,2,2ሻ, ሺ2,2,3ሻ, ሺ2,2,4ሻሽ  

Սահմանում 3.1-2 ([16]): ݂: ௠ାଵߌ
௡ → ሼ0,1ሽ  բինար ֆունկցիան կոչվում է մոնոտոն, եթե 

կամայական ܵᇱ ∈ ௠ାଵߌ
௡ , ܵᇱᇱ ∈ ௠ାଵߌ

௡  համար, ܵᇱ ൏ ܵᇱᇱ-ից հետևում է, որ                 ݂	ሺܵᇱሻ 	൑

݂	ሺܵᇱᇱሻ:  

ܵଵ ∈ ௠ାଵߌ
௡ -ը կոչվում է ݂ մոնոտոն բինար ֆունկցիայի ստորին 1, եթե ݂ሺܵଵሻ ൌ 1, և  ܵଵ-ից 

փոքր կամայական ܵ ∈ ௠ାଵߌ
௡ -ի համար ݂ሺܵሻ ൌ 0 : ܵ଴ ∈ ௠ାଵߌ

௡ -ն կոչվում է ݂  մոնոտոն 

բինար ֆունկցիայի վերին 0, եթե ݂ሺܵ଴ሻ ൌ 0, և ܵ଴-ից մեծ կամայական ܵ ∈ ௠ାଵߌ
௡ -ի համար՝ 

݂ሺܵሻ ൌ 1: 

Լեմմա 3.1-1-ի հիման վրա կարող ենք ձևակերպել հետևյալ Թեորեմ 3.1-1ը: 

Թեորեմ 3.1-1: ܦ෡௠ሺ݊ሻ-ը համապատասխանում է	ܪ෡ -ում որոշված մոնոտոն բինար 

ֆունկցիայի 0 արժեքների բազմությանը, որի վերին 0-ների բազմությունը ܦ෡௠௔௫ -ն է: 

ෙ௠ሺ݊ሻܦ -ը համապատասխանում է ܪෙ -ում որոշված մոնոտոն բինար ֆունկցիայի 1 

արժեքների բազմությանը, որի ստորին 1-երի բազմությունը  ܦෙ௠௜௡-ն է: 

 

Այսպիսով, ܦ෡௠ሺ݊ሻ -ը և ܦෙ௠ሺ݊ሻ -ը ուռուցիկ բազմություններ են ܪ෡  –ում և ܪෙ -ում, 

համապատասխանաբար, հետևաբար, ուռուցիկ բազմություններ են ߌ௠ାଵ
௡ -ում՝ ի 

տարբերություն  ամբողջ ܦ௠ሺ݊ሻ-ի, որն ուռուցիկ բազմություն չէ (Գլուխ 2, Թեորեմ 2.1.4-

2): 
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࢔ା૚࢓ࢮ  3.2 -ի խորանարդատիպ տրոհումը  

Այս բաժնում ներմուծվում է ߌ௠ାଵ
௡ -ի խորանարդատիպ տրոհումը, որի արդյունքում 

էլ ցույց է տրվում, որ հիպերգրաֆային հաջորդականությունների նկարագիրը ߌ௠ାଵ
௡ -ում 

ստանալու համար բավական է ունենալ նկարագիրը ܪ෡ /կամ ܪෙ/ տիրույթում:  

 

Սահմանում 3.2-1: ߌ௠ାଵ
௡ -ի ሺܽଵ,⋯ , ܽ௡ሻ  և ሺܾଵ,⋯ , ܾ௡ሻ  գագաթները կանվանենք 

ուղղահայաց համարժեք, եթե ܽ௜ ∈ ሼܾ௜,݉ െ ܾ௜ሽ բոլոր ݅-երի համար, 1 ൑ ݅ ൑ ݊: 

ܸሺܽሻ -ով նշանակենք  ܽ  գագաթի ուղղահայաց համարժեքության (կամ ܸ -

համարժեքության) դասը՝ այսինքն այն բոլոր գագաթների դասը, որոնք ուղղահայաց 

համարժեք են ܽ գագաթին: 

Ակնհայտ է, որ ܸሺܽሻ -ին պատկանող կամայական ݁  էլեմենտի ուղղահայաց 

համարժեքության դասը նորից ܸሺܽሻ-ն է:  

ܸሺܽሻ -ում առանձնացնում ենք 2 գագաթ՝ ොܽ  և ܽු , որոնց կոմպոնենտները 

սահմանվում են հետևյալ ձևով. 

ොܽ௜ ൌ ൜
ܽ௜, եթե	ܽ௜ ൒ ݉௠௜ௗା

݉ െ ܽ௜, եթե	ܽ௜ ൏ ݉௠௜ௗି
	 

ܽු௜ ൌ ൜
݉ െ ܽ௜, եթե	ܽ௜ ൐ ݉௠௜ௗା

ܽ௜, եթե	ܽ௜ ൑ ݉௠௜ௗି
	 

Այս գագաթները պատկանում են ܪ෡-ին և ܪෙ-ին, համապատասխանաբար: Պարզ է, որ ܪ෡-

ին (համապատասխանաբար, ܪෙ -ին) պատկանող տարբեր գագաթների ܸ -

համարժեքության դասերը չեն հատվում: 

Այսպիսով, ܸ -համարժեքության դասերի միջոցով ապահովվում է ߌ௠ାଵ
௡ -ի 

տրոհումը หܪ෡ห քանակով համարժեքության դասերի, որոնք էլ միարժեքորեն որոշվում են 

 :෡-ի էլեմենտներովܪ

Տրված ܽ ൌ ሺܽଵ, ܽଶ,⋯ , ܽ௡ሻ ∈ ௠ାଵߌ
௡  էլեմենտի համար հաշվենք նրա ܸ -

համարժեքության դասի հզորությունը:  Դիցուք՝ ݇-ն ܽ-ի այն կոմպոնենտների քանակն 

է, որոնց արժեքը տարբեր է ݉/2-ից. ݇ ൌ |ሼܽ௜|ܽ௜ ് ሺ݉ െ ܽ௜ሻሽ|: Այսպիսով, |ܸሺܽሻ| ൌ 2௞ : 

Նկատենք, որ կենտ ݉-երի դեպքում ݇ ൌ ݊:  
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ܸሺܽሻ դասի յուրաքանչյուր ܾ գագաթին համապատասխանեցնենք ݊ երկարության 

ߚ ൌ ሺߚଵ, ⋯,ଶߚ , ௜ߚ .௡ሻ բինար հաջորդականություն հետևյալ ձևովߚ ൌ 1 այն և միայն այն 

դեպքում, երբ ܾ௜ ൌ ොܽ௜: Այս ձևով, ܸሺܽሻ-ն իզոմորֆ է ݇-չափանի միավոր խորանորդին՝ ܧ௞-

ին, որտեղ ܧ௞ -ի 0-րդ շերտում գտնվում է ܸሺܽሻ-ի ստորին` ܽු  էլեմենտը; ݅ -րդ շերտում 

գտնվում են ܸሺܽሻ-ի այն գագաթները, որոնք ստացվում են ܽු-ից ݅  հատ կոմպոնենտի 

շրջումով: Նկար 3.2-1-ում պատկերված են ߌହଷ -ում ሺ3, 4, 3ሻ, ሺ2, 3, 4ሻ, ሺ4,2,2ሻ գագաթների 

համարժեքության դասերը: ܸሺ3, 4, 3ሻ-ը 3-չափանի է, ܸሺ2, 3, 4ሻ-ը՝ 2-չափանի է և ܸሺ4,2,2ሻ-

ը 1-չափանի է: 

 

Նկար 3.2-1: ߌହଷ-ում ሺ3, 4, 3ሻ, ሺ2, 3, 4ሻ, ሺ4,2,2ሻ գագաթների համարժեքության դասերը: 

Այսպիսով, ߌ௠ାଵ
௡ -ը տրոհվում է หܪ෡ห  հատ՝ կառուցվածքով բինար խորանարդին 

նույնանման կառուցվածքների: ߌ௠ାଵ
௡ -ի այսպիսի տրոհումը անվանենք տրոհում 

խորանարդների /կամ խորանարդատիպ տրոհում/: 

Համաձայն Գլուխ 2-ի Լեմմա 2.1.2-1-ի, յուրաքանչյուր ݀ ∈ ௠ሺ݊ሻܦ   էլեմենտի համար 

ܸሺ݀ሻ ⊆ ௠ሺ݊ሻ, և հակառակը՝ եթե ݀-ն հիպերգրաֆային չէ, ապա ܸሺ݀ሻܦ ∩ ௠ሺ݊ሻܦ ൌ ∅:   

322

222
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231

232

233 224

203302

241

311

321

331

111

121

131
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142

113

123

133313
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024033114042204132213141303312240402330411420

410

400
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004013022103031112040202130211220301310
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100 010 001
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Կամայական ݀ ∈  ௠ሺ݊ሻ էլեմենտի ܸ-համարժեքության դասում կա միակ էլեմենտܦ

  :ෙ௠ሺ݊ሻ-իցܦ ෡௠ሺ݊ሻ-ից, և միակ էլեմենտ՝ܦ

 

Թեորեմ 3.2-1: ܦ௠ሺ݊ሻ ൌ ⋃ ܸሺ݀ሻௗ∈஽෡೘ሺ௡ሻ ൌ ⋃ ܸሺ݀ሻௗ∈஽ෙ೘ሺ௡ሻ :  

Ապացույց: 

Նախ ապացուցենք, որ ܦ௠ሺ݊ሻ ⊆ ⋃ ܸሺ݀ሻௗ∈஽෡೘ሺ௡ሻ : Դիցուք՝ ݁ ∈  ௠ሺ݊ሻ: Այդ դեպքումܦ

ܸሺ݁ሻ ⊆ ௠ሺ݊ሻܦ : Եվ քանի որ ܸሺ݁ሻ -ի վերին հիպերգրաֆային ݁̂  էլեմենտի համար ևս 

ܸሺ݁̂ሻ=ܸሺ݁ሻ, ապա, ݁ ∈ ⋃ ܸሺ݀ሻௗ∈஽෡೘ሺ௡ሻ : 

Մյուս կողմը՝ ⋃ ܸሺ݀ሻௗ∈஽෡೘ሺ௡ሻ ⊆ ௠ሺ݊ሻܦ , հետևում է Գլուխ 2-ի Լեմմա 2.1.2-1-ից; և սա 

ապացուցում է պնդման առաջին մասը: 

Նման դատողություններվ ապացուցվում է նաև պնդման ܦ௠ሺ݊ሻ ൌ ⋃ ܸሺ݀ሻௗ∈஽ෙ೘ሺ௡ሻ  մասը: □ 

Այսպիսով, 

 ෙ௠ሺ݊ሻ-ը/, և այնուհետևܦ ෡௠ሺ݊ሻ-ը /կամܦ ௠ሺ݊ሻ-ը ստանալու համար բավական է գտնելܦ

յուրաքանչյուր ݀ ∈ ݀ ෡௠ሺ݊ሻ /կամܦ ∈  :ෙ௠ሺ݊ሻ/ էլեմենտի համար կազմել նրա ܸሺ݀ሻ դասըܦ

 

Հաշվի առնելով նաև Լեմմա 3.1-1-ը, կստանանք. 

௠ሺ݊ሻܦ ൌ ⋃ ൫⋃ ܸሺ݀ሻௗ∈ாሺ௠೘೔೏శ,஽෡ሻ ൯஽෡∈஽෡೘ೌೣ
ൌ ⋃ ൫⋃ ܸሺ݀ሻௗ∈ாሺ஽ෙ,௠೘೔೏షሻ ൯஽ෙ∈஽ෙ೘೔೙

: 

Նշենք, որ այս օգտակար հատկությունը, որը վերաբերվում է 

հաջորդականությունների ողջ դասին, չի տեղափոխվում դեպի մասնավոր դասեր, 

ինչպես օրինակ համասեռ հիպերգրաֆների դասն է: Օրինակ, ݊/2 -համասեռ 

հիպերգրաֆների դեպքում /կենտ ݊ -ի դեպքում՝ ሺ݊ ൅ 1ሻ/2 -համասեռ/ կա միակ 

աստիճանային հաջորդականություն ܪ෡-ից; մյուս բոլոր հաջորդականությունները դուրս 

են այդ տիրույթից, և այդ պատճառով, հնարավոր չէ դասի նկարագիրը ܪ෡  /կամ ܪෙ / 

տիրույթից արտապատկերել դեպի  ߌ௠ାଵ
௡ : 
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3.3  Հիպերգրաֆային հաջորդականությունների բազմության գեներացում  

Այս բաժնում կապացուցենք, որ հիպերգրաֆային տիրույթի նկարագրման համար 

գեներացնող բազմություն է հանդիսանում նաև  ܦ෡௠௔௫ /կամ ܦ෡௠௜௡/ բազմության մի մասը, 

այն է՝ նրա “ամենաանհարթ” էլեմենտների ենթաբազմությունը:  

Ներմուծենք հարթ/անհարթ աստիճանային հաջորդականության գաղափարը ([44]): 

 

Սահմանում 3.3-1 ([44]): Դիցուք՝ ݀ ൌ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ-ն և ݀′ ൌ ሺ݀′ଵ,⋯ , ݀′௡ሻ-ը ոչ բացասական 

ամբողջ թվերի հաջորդականություններ են: Կասենք, որ ݀′ -ը ݀ -ի էլեմենտար 

հարթեցումն է, եթե ݀-ում կան ݀௜ և ௝݀ կոմպոնենտներ այնպես, որ ݀௜ ൒ ௝݀ ൅ 2, և ݀′-ում 

համապատասխան կոմպոնենտներն են՝ ݀௜′ ≔ ݀௜ െ 1 ; ௝݀ ′ ≔ ௝݀ ൅ 1 , մնացած 

կոմպոնենտները ݀-ում և ݀′-ում համընկնում են: 

Սահմանում 3.3-2 ([44]): Դիցուք՝ ݀ ൌ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ-ն և ݀′ ൌ ሺ݀′ଵ,⋯ , ݀′௡ሻ-ը ոչ բացասական 

ամբողջ թվերի հաջորդականություններ են: Կասենք, որ ݀′-ը ݀-ից հարթ է, և ݀-ն ݀′-ից 

անհարթ է, եթե ݀′ -ը կարելի է ստանալ ݀ -ից էլեմենտար հարթեցումների 

հաջորդականության միջոցով: 

Սահմանում 3.3-3: ܦ௠ሺ݊ሻ-ի ݀ ൌ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ էլեմենտը հանդիսանում է ամենաանհարթ 

հաջորդականություն այն և միայն այն դեպքում, երբ ݀ -ից անհարթ կամայական 

հաջորդականություն չի պատկանում ܦ௠ሺ݊ሻ-ին: 

Այժմ ապացուցենք հետևյալ պնդումը, որի համարժեքը համասեռ հիպերգրաֆների 

համար բերված է [44]-ում: 

Թեորեմ 3.3-1: Եթե ݀ ൌ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ-ն պատկանում է ܦ௠ሺ݊ሻ-ին, և 	݀′ ൌ ሺ݀ଵ
ᇱ ,⋯ , ݀௡ᇱ ሻ -ը ݀-ից 

հարթ է, ապա ݀′-ը նույնպես պատկանում է ܦ௠ሺ݊ሻ-ին: 

Ապացույց: 

Դիցուք՝ ݀ ൌ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ ∈ ௠ሺ݊ሻܦ -ն հանդիսանում է ܧ௡ -ի ݉ -էլեմենտանոց ࣟ 

բազմության տրոհումների ասոցացված վեկտորը:  ݀′ ൌ ሺ݀ଵ
ᇱ ,⋯ , ݀௡ᇱ ሻ -ը ݀ -ից հարթ է, 

հետևաբար, այն կարելի է ստանալ ݀ -ից էլեմենտար հարթեցումների 

հաջորդականության միջոցով: Առանց ընդհանրությունը խախտելու կարող ենք 

ենթադրել, որ   ݀′ -ը ݀ -ի էլեմենտար հարթեցում է: Դիցուք՝ ݀௜ ൒ ௝݀ ൅ 2 , և ݀′ ൌ
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ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௜ିଵ, ݀௜ െ 1,⋯ , ௝݀ିଵ, ௝݀ ൅ 1,⋯ , ݀௡ሻ : Դիտարկենք ܧ௡ -ի տրոհումը ըստ ݔ௜  և ݔ௝ 

փոփոխականների արժեքի, և դիցուք՝ ࣟ௫೔ୀଵ,௫ೕୀଵ
௡ିଶ , ࣟ௫೔ୀଵ,௫ೕୀ଴

௡ିଶ , ࣟ௫೔ୀ଴,௫ೕୀଵ
௡ିଶ , ࣟ௫೔ୀ଴,௫ೕୀ଴

௡ିଶ -ն ࣟ -ի 

տրոհումներն են ՝ ܧ௫೔ୀଵ,௫ೕୀଵ
௡ିଶ ௫೔ୀଵ,௫ೕୀ଴ܧ ,

௡ିଶ ௫೔ୀ଴,௫ೕୀଵܧ ,
௡ିଶ ௫೔ୀ଴,௫ೕୀ଴ܧ ,

௡ିଶ  խորանարդներում, 

համապատասխանաբար:  Կստանանք, 

 ቚࣟ௫೔ୀଵ,௫ೕୀଵ
௡ିଶ ቚ ൅ ቚࣟ௫೔ୀଵ,௫ೕୀ଴

௡ିଶ ቚ ൌ ݀௜ 

 ቚࣟ௫೔ୀଵ,௫ೕୀଵ
௡ିଶ ቚ ൅ ቚࣟ௫೔ୀ଴,௫ೕୀଵ

௡ିଶ ቚ ൌ ௝݀: 

Այստեղից՝ ቚࣟ௫೔ୀଵ,௫ೕୀ଴
௡ିଶ ቚ െ ቚࣟ௫೔ୀ଴,௫ೕୀଵ

௡ିଶ ቚ ൒ 2: 

Այսպիսով, կարող ենք ࣟ௫೔ୀଵ,௫ೕୀ଴
௡ିଶ -ից մեկ գագաթ ௜ܵ,௝  տեղաշարժով տեղափոխել 

ࣟ௫೔ୀ଴,௫ೕୀଵ
௡ିଶ :  

Երկրաչափական մեկնաբանումը բերված է Նկար 3.3.1-ում: 

 

 

Նկար 3.3.1: Հարթեցման երկրաչափական մեկնաբանումը: 

Նշված գործողության օգնությամբ կստանանք ࣟ բազմության ձևափոխում՝ էլեմենտների 

քանակի պահպանմամբ, որի ընթացքում տրոհումների հզորությունների վեկտորը 

ձևափոխվում է ըստ ݀௜ െ 1 և ௝݀ ൅ 1 արժեքների: Այստեղից՝ ݀′߳ܦ௠ሺ݊ሻ: □ 

 

Թեորեմ 3.3-1-ից հետևում է, որ եթե ߌ௠ାଵ
௡ -ի յուրաքանչյուր շերտում դիտարկենք 

௠ሺ݊ሻܦ -ին պատկանող ամենաանհարթ հաջորդականությունները, ապա նրանցով 
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կորոշվի տվյալ շերտի ܦ௠ሺ݊ሻ-ին պատկանող բոլոր էլեմենտները, և այսպիսով, նաև 

ամբողջ ܦ௠ሺ݊ሻ-ը: 

Այսպիսով, ܦ௠ሺ݊ሻ -ի էլեմենտների նկարագրման պրոցեսը ամենաանհարթ 

հաջորդականությունների միջոցով, - անցնում է շերտ առ շերտ ߌ௠ାଵ
௡ -ում: Մինչդեռ 

௠ሺ݊ሻܦ -ի էլեմենտների նկարագրման պրոցեսը եզրային էլեմենտների միջոցով, - 

կատարվում է ߌ௠ାଵ
௡ -ի ենթացանցերի միջոցով: Հայտնի, որ ամենաանհարթ 

հաջորդականությունների քանակը էքսպոնենցիալ է նույնիսկ 3-համասեռ 

հիպերգրաֆների համար ([Bill, 1986]): Եզրային հաջորդականությունների քանակը 

հայտնի չէ, սակայն եթե այդ հաջորդականությունները ստանանք մոնոտոն բուլյան 

ֆունկցիաների միջոցով, ապա պետք է դիտարկել  ݉  հատ 1 արժեք ունեցող բոլոր 

մոնոտոն բուլյան ֆունկցիաները: 

Ստորև կապացուցենք, որ   ܦ௠ሺ݊ሻ-ը կարող է գեներացվել իր հետևյալ երկու 

ենթաբազմությունների հատման միջոցով՝ վերին եզրային էլեմենտների բազմության և 

ամենաանհարթ էլեմենտների բազմության: 

 Նախ նկատենք, որ ܦ௠ሺ݊ሻ -ի ամենաանհարթ հաջորդականությունների 

բազմությունը կարող է պարունակել ինչպես վերին եզրային, այնպես էլ ոչ եզրային 

հաջորդականություններ: Նմանապես, ܦ෡௠௔௫ -ը կարող է ունենալ ինչպես 

ամենաանհարթ, այնպես էլ ոչ ամենաանհարթ հաջորդականություններ:  

Դիտարկենք այդ երկու բազմությունների հատումը՝ դիցուք ܦ෡௦௠௔௫ -ը ܦ෡௠௔௫ -ի 

ամենաանհարթ էլեմենտների բազմությունն է: 

Սահմանված բազմությունները դիտարկենք օրինակի վրա, դիցուք՝ ݊ ൌ 5 և ݉ ൌ

14 : Կառուցենք ܦଵସሺ5ሻ  բազմությունը: Այն կառուցելու ճանապարհներից մեկը՝ 

կառուցենք բոլոր մոնոտոն բուլյան ֆունկցիաները ܧହ-ում, որոնք ունեն 14 հատ 1 արժեքի 

կետ: Այնուհետև, հաշվենք համապատասխան ասոցացված վեկտորները՝ կազմելով 

ଵସܦ
ெభర
భ
ሺ5ሻ-ը, և հետո՝ հեռացնենք նրանից բոլոր այն վեկտորները, որոնք վերին եզրային 

չեն:  Այնուհետև, բոլոր այն վեկտորներից, որոնք ստացվում են մեկը մյուսից 

կոմպոնենտների տեղափոխության միջոցով, - կդիտարկենք միայն մեկը՝ որի 

կոմպոնենտները դասավորված են արժեքի նվազման կարգով:   
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ଵସܦ 
ெభర
భ
ሺ5ሻ ൌ ሼ			ሺ14, 8, 8, 8, 7ሻ, ሺ13, 9, 9, 8, 8ሻ, ሺ12, 10, 10, 8, 7ሻ, ሺ12, 10, 9, 9, 8ሻ, ሺ12, 10, 9, 8, 8ሻ, 

   ሺ12, 9, 9, 9, 9ሻ, ሺ11, 11, 10, 8, 8ሻ, ሺ11, 11, 9, 9, 8ሻ, ሺ11, 10, 10, 9, 9ሻ 

   ሺ11, 10, 10, 9, 8ሻ, ሺ11, 10, 9, 9, 9ሻ, ሺ10, 10, 10, 10, 9ሻ, ሺ10, 10, 10, 10, 7ሻ	ሽ 

 

෡௠௔௫ܦ  ൌ ሼ							ሺ14, 8, 8, 8, 7ሻ, ሺ13, 9, 9, 8, 8ሻ, ሺ12, 10, 10, 8, 7ሻ, ሺ12, 10, 9, 9, 8ሻ, ሺ12, 9, 9, 9, 9ሻ,	 

             	ሺ11, 11, 10, 8, 8ሻ, ሺ11, 11, 9, 9, 8ሻ, ሺ11, 10, 10, 9, 9ሻ, ሺ10, 10, 10, 10, 9ሻ	ሽ 

෡௦௠௔௫ܦ  ൌ

ሼሺ14, 8, 8, 8, 7ሻ, ሺ13, 9, 9, 8, 8ሻ, ሺ12, 10, 10, 8, 7ሻ, ሺ12, 10, 9, 9, 8ሻ, ሺ11, 11, 10, 8, 8ሻ, ሺ11, 10, 10, 9, 9ሻሽ 

 

Թեորեմ 3.3-2: Եթե ݀ ൌ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ -ն պատկանում է  ܦ෡௠௔௫ -ին, ապա ܦ௠ሺ݊ሻ -ին 

պատկանող բոլոր ݀′  հաջորդականությունները, որոնք ݀ -ից անհարթ են, նույնպես 

պատկանում են ܦ෡௠௔௫-ին: 

Ապացույց: 

Դիցուք՝ ݀ ൌ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ ∈  ෡௠௔௫: Առանց ընդհանրությունը խախտելու կարող ենքܦ

ենթադրել, որ ݀-ի կոմպոնենտները դասավորված են ըստ նվազման կարգի: Դիցուք՝ 

݀′ ൌ ሺ݀′ଵ,⋯ , ݀′௡ሻ ∈  ௠ሺ݊ሻ և այն  ݀-ից անհարթ է: Առանց ընդհանրությունը խախտելուܦ

կարող ենք ենթադրել, որ ݀-ն ݀′-ի էլեմենտար հարթեցումն է՝ գոյություն ունի ݅, ݆,  ݅ ൐ ݆  

այնպես, որ ݀′௜ ൌ ݀௜ ൅ 1, և ݀′௝ ൌ ௝݀ െ 1; մնացած կոմպոնենտները նույնն են: ݅, ݆-ն կարող 

ենք ընտրել այնպես, որ նվազման կարգը չխախտվի: Այժմ ապացուցենք, որ ݀′ ∈  :෡௠௔௫ܦ	

Անենք հակասող ենթադրություն: Դիցուք՝ գոյություն ունի ݇, 1 ൑ ݇ ൑ ݊ , այնպես, որ 

ሺ݀ᇱଵ,⋯ , ݀ᇱ௞ ൅ 1,⋯ , ݀ᇱ௡ሻ ∈  :௠ሺ݊ሻܦ

Դիտարկենք հետևյալ դեպքերը. 

1. ݇ ് ݆ 

 ሺ݀ᇱଵ,⋯ , ݀ᇱ௞ ൅ 1,⋯ , ݀ᇱ௡ሻ  հաջորդականությունը հարթեցնենք ըստ ሺ݀௜ ൅ 1ሻ, ሺ ௝݀ െ 1ሻ -ի: 

Կսատանանք ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௞ ൅ 1,⋯ , ݀௡ሻ, որը պատկանում է ܦ௠ሺ݊ሻ-ին ըստ Թեորեմ 3.3-1-ի: 

Սակայն սա ݀ -ից մեծ է, որը հակասում  է այն բանին, որ ݀ -ն վերին եզրային 

հաջորդականություն է: 

2. ݇ ൌ ݆ 

Կստանանք ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௜ ൅ 1,⋯ , ௝݀, ⋯ , ݀௡ሻ , որը պատկանում է ܦ௠ሺ݊ሻ : Ստացանք 

հակասություն: □ 
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Թեորեմից 3.3-2 հետևում է, որ եթե ߌ௠ାଵ
௡ -ի որևէ շերտում կա ܦ෡௠௔௫ -ի մեկից ավելի 

էլեմենտ, ապա բավական է վերցնել նրանցից ամենաանհարթները: Նմանապես, եթե 

௠ሺ݊ሻܦ -ի ամենաանհարթ հաջորդականությունների մեջ կան և վերին եզրային և ոչ 

եզրային հաջորդականություններ, ապա բավական է վերցնել միայն եզրայինները: 

 

Այս բաժնի վերջում նշենք ամենաանհարթ հաջորդականությունների ևս մեկ 

հատկություն, որը օգտագործվելու է մի շարք պնդումների ապացույցներում: 

 

Հատկություն 3.3-1 (43): Դիցուք՝ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ ∈ ௠ሺ݊ሻܦ  և ݀ଵ ൒ ⋯ ൒ ݀௡ : ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ -ը 

ամենաանհարթ հաջորդականություն է ܦ௠ሺ݊ሻ-ից այն և միայն այն դեպքում, երբ ݀ଵ-ը 

ամենամեծ հնարավոր արժեքն է ܦ௠ሺ݊ሻ-ի էլեմենտների կոմպոնենտների համար;  ݀ଵ-ի 

ֆիքսված արժեքի դեպքում, ݀ଶ-ը  ամենամեծ հնարավոր արժեքն է, և այլն: 

 

3.3.1 Ամենաանհարթ աստիճանային հաջորդականությունների 

դասեր 

Այս բաժնում կդիտարկենք վերին եզրային ամենաանհարթ 

հաջորդականությունների դասեր գտնելու հարցը:  

Դիտարկենք պարզ հիպերգրաֆների ܪ௥௠௜௡  դասը (Գլուխ 2, բաժին 2.2): Նրանց 

աստիճանային հաջորդականությունների ݀ሺܪ௥௠௜௡ሻ  դասը կազմված է վերին եզրային 

հաջորդականություններից (Գլուխ 2, բաժին 2.2):  Մյուս կողմից, կարող ենք պնդել նաև, 

որ ݀ሺܪ௥௠௜௡ሻ-ի հաջորդականությունները ամենաանհարթ հաջորդականություններ են՝ 

համաձայն Հատկություն 3.3-1-ի և Գլուխ 2, 2.2.1 բաժնում բերված Հատկություն 2.2.1-3-

ի:  Այսպիսով, ݀ሺܪ௥௠௜௡ሻ -ը հանդիսանում է վերին եզրային ամենաանհարթ 

հաջորդականությունների դաս: 

Այժմ, օգտագործելով ݀ሺܪ௥௠௜௡ሻ-ը, կառուցենք նոր դասեր: 

 Դիտարկենք ݉ դրական ամբողջ թվի որևէ ամբողջարժեք տրոհում՝ ݉ ൌ ݉ଵ ൅݉ଶ, 

այնպես, որ այն բավարարի հետևյալ պայմանին. 

2௡ିଵ ൒ ݉ଵ ൒ ݉ଶ: 
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Տրոհենք ܧ௡-ը ըստ որևէ փոփոխականի արժեքի՝ դիցուք դա ݔଵ-ն է: Դիտարկենք  

հակադարձ լեքսիկոգրաֆիկ կարգի ݉ଵ -սկզբնահատված ܧ௫భୀଵ
௡ିଵ -ում և ݉ଶ --

սկզբնահատված և ܧ௫భୀ଴
௡ିଵ -ում; նշանակենք, համապատասխանաբար, ܴ௠భ

ሺ݊ െ 1ሻ-ով և 

ܴ௠మ
ሺ݊ െ 1ሻ –ով: Հետևյալ թեորեմը պնդում է, որ եթե դիտարկենք այդ բազմությունների 

միավորումը ܧ௡ -ում, ապա նրա տրոհումների ասոցացված վեկտորը կլինի վերին 

եզրային: 

Թեորեմ 3.3.1-1: Դիցուք՝ ሺ݀ଶᇱ ,⋯ , ݀௡ᇱ ሻ -ը և ሺ݀ଶᇱᇱ,⋯ , ݀௡ᇱᇱሻ -ը, համապատասխանաբար, 

հանդիսանում են  ܴ௠భ
ሺ݊ െ 1ሻ և ܴ௠మ

ሺ݊ െ 1ሻ բազմությունների ասոցացված վեկտորները, 

և դիցուք՝ ࣟ -ը այդ բազմությունների միավորումն է ܧ௡ -ում: Այդ դեպքում ࣟ -ի 

տրոհումների ասոցացված ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ  վեկտորը հանդիսանում է վերին եզրային 

հաջորդականություն: 

Ապացույց: 

Հեշտ է ստուգել, որ ࣟ-ը հանդիսանում է որևէ մոնոտոն բուլյան ֆունկցիայի մեկ 

արժեքների բազմություն, և ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ ൌ ሺ݉ଵ, ݀ଶ
ᇱ ൅ ݀ଶ

ᇱᇱ,⋯ , ݀௡ᇱ ൅ ݀௡ᇱᇱሻ : Երկրաչափական 

մեկնաբանությունը բերված է Նկար 3.3.1-1-ում: 

 

Նկար 3.3.1-1: ܴ௠భ
ሺ݊ െ 1ሻ և ܴ௠మ

ሺ݊ െ 1ሻ բազմությունները ࣟ-ում: 

 

Համաձայն Հատկություն 3.3-1-ի և Գլուխ 2, 2.2.1 բաժնում բերված Հատկություն 2.2.1-3-

ի, ሺ݀ଶᇱ ,⋯ , ݀௡ᇱ ሻ -ը և ሺ݀ଶᇱᇱ, ⋯ , ݀௡ᇱᇱሻ -ը ամենաանհարթ հաջորդականություններ են: Մյուս 

կողմից, Գլուխ 2-ի Թեորեմ 2.2.1-1-ի համաձայն նրանք վերին եզրային 
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հաջորդականություններ են (݉ଵ, ݊ െ 1 և ݉ଶ, ݊ െ 1 պարամետրերին համապատասխան): 

Ապացուցենք, որ  ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ-ը նույնպես վերին եզրային է՝ ݉, ݊ պարամետրերի համար: 

Ենթադրենք հակառակը՝ գոյություն ունի ൫ ሚ݀ଵ,⋯ , ሚ݀௡൯ ∈ ௠ሺ݊ሻ, այնպես, որ ൫ܦ ሚ݀ଵ,⋯ , ሚ݀௡൯ ൐

ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ: Դիցուք՝ ሚࣟ-ը այն ݉-բազմությունն է ܧ௡-ում, որը ունի  ൫ ሚ݀ଵ,⋯ , ሚ݀௡൯ ասոցացված 

վեկտոր: Այժմ ܧ௡-ը տրոհենք համաձայն ݔଵ փոփոխականի արժեքի: ሚࣟ-ը կտրոհվի ሚ݀ଵ և 

݉ െ ሚ݀
ଵ հզորությամբ բազմությունների, ܧ௫భୀଵ

௡ିଵ -ում և ܧ௫భୀ଴
௡ିଵ -ում, համապատասխանաբար: 

Դիցուք՝ ሺ ሚ݀′ଶ,⋯ , ሚ݀′௡ሻ -ը և ሺ ሚ݀′′ଶ,⋯ , ሚ݀′′௡ሻ -ը այդ բազմությունների տրոհումների 

ասոցացված վեկտորներն են: Ապացույցը շարունակենք հետևյալ դեպքերի 

դիտարկմամբ. 

1. ሚ݀
ଵ ൌ ݀ଵ 

Դիցուք՝ ሚ݀ଶ ൌ ݀ଶ,⋯ , ሚ݀௜ିଵ ൌ ݀௜ିଵ և ݅-ն առաջին ինդեքն է, որի համար  ሚ݀௜ ൐ ݀௜: Պնդում 

ենք, որ բոլոր ݆ ൏ ݅-երի համար տեղի ունի՝ ሚ݀′௝ ൌ ݀′௝ և ሚ݀′′௝ ൌ ݀′′௝: Հակառակ դեպքում, 

եթե ሚ݀′௝ ൐ ݀′௝, ապա ሺ ሚ݀′ଶ,⋯ , ሚ݀′௡ሻ-ն չէր պատկանի  ܦ௠భ
ሺ݊ െ 1ሻ, քանի որ համաձայն 

Հատկություն 3.3-1-ի ሺ݀′ଶ,⋯ , ݀′௡ሻ-ը ամենաանհարթ հաջորդականություն է: Նման 

ձևով, եթե ሚ݀′′௝ ൐ ݀′′௝, ապա ሺ ሚ݀′′ଶ,⋯ , ሚ݀′′௡ሻ-ը չէր պատկանի  ܦ௠మ
ሺ݊ െ 1ሻ-ին:  

 ሚ݀௜ ൐ ݀௜  պայմանից էլ հետևում է, որ կամ  ሚ݀′௜ ൐ ݀′௜ , կամ ሚ݀′′௜ ൐ ݀′′௜ , որն էլ 

հակասություն է:  

2. ሚ݀
ଵ ൐ ݀ଵ 

ሚࣟ -ի ሚ݀ଵ െ ݀ଵ  հատ գագաթ ଵܵ  տեղաշարժ գործողությամբ տեղափոխենք ܧ௫భୀଵ
௡ିଵ -ից 

௫భୀ଴ܧ
௡ିଵ : Սա հնարավոր է, քանի որ ܧ௫భୀଵ

௡ିଵ -ը պարունակում է  ሚ݀ଵ െ ሺ݉ െ ሚ݀
ଵሻ հատ ավելի 

գագաթ  ሚࣟ -ից, քան  ܧ௫భୀ଴
௡ିଵ -ը: Մնացած ուղղություններով տրոհումների 

հզորությունները չեն փոխվում: Այժմ նույն դատողություններով, ինչ որ նախորդ 

դեպքում, կսատանանք, որ ൫ ሚ݀′ଶ, ⋯ , ሚ݀′௡൯ ൌ ሺ݀′ଶ,⋯ , ݀′௡ሻ  և ൫ ሚ݀ᇱᇱଶ,⋯ , ሚ݀ᇱᇱ௡൯ ൌ

ሺ݀′′ଶ,⋯ , ݀′′௡ሻ: Համաձայն Գլուխ 2-ի Թեորեմ 2.2.2-1-ի, ൫ ሚ݀′ଶ,⋯ , ሚ݀′௡൯-ը և ൫ ሚ݀ᇱᇱଶ,⋯ , ሚ݀ᇱᇱ௡൯-

ը հանդիսանում են սեղմված բազմության տրոհումների ասոցացված վեկտոր, որը 

հակասություն է: □ 
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Հաջորդ թեորեմով կապացուցենք, որ, տրոհումների ասոցացված վեկտորը նաև 

ամենաանհարթ է: 

Թեորեմ 3.3.1-2: Դիցուք՝ ሺ݀′ଶ,⋯ , ݀′௡ሻ-ը և ሺ݀′′ଶ,⋯ , ݀′′௡ሻ-ը հանդիսանում են  ܴ௠భ
ሺ݊ െ 1ሻ-ի 

և ܴ௠మ
ሺ݊ െ 1ሻ  –ի ասոցացված վեկտորները, և դիցուք՝ ࣟ -ը այդ բազմությունների 

միավորումն է ܧ௡ -ում: Այդ դեպքում ࣟ -ի տրոհումների ասոցացված վեկտորը՝ 

ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ ൌ ሺ݉ଵ, ݀ᇱଶ ൅ ݀ᇱᇱଶ,⋯ , ݀ᇱ௡ ൅ ݀′′௡ሻ -ը, հանդիսանում է ամենաանհարթ 

հաջորդականություն: 

Ապացույց: 

Նախ նկատենք, որ համաձայն Հատկություն 3.3-1-ի ሺ݀′ଶ,⋯ , ݀′௡ሻ -ը և ሺ݀′′ଶ,⋯ , ݀′′௡ሻ -ը 

ամենաանհարթ հաջորդականություններ են, և հետևաբար, հնարավոր չի  

ሺ݉ଵ ൌ ݀ଵ, ݀ଶ,⋯ , ݀௡ሻ -ը անհարթեցնել ݀ଶ,⋯ , ݀௡ -ի ներսում: Այժմ ապացուցենք, որ 

հնարավոր չի անհաթեցնել նաև ሺ݀ଵ, ݀௜ሻ զույգերի միջոցով: Տրոհենք ܧ௡-ը համաձայն ݔଵ 

և ݔ௜  փոփոխականների արժեքների միաժամանկ: ࣟ௫భୀଵ,௫೔ୀଵ , ࣟ௫భୀଵ,௫೔ୀ଴ , ࣟ௫భୀ଴,௫೔ୀଵ , 

ࣟ௫భୀ଴,௫೔ୀ଴ -ով նշանակենք ࣟ -ի մասերը ܧ௫೔ୀଵ,௫ೕୀଵ
௡ିଶ ௫೔ୀଵ,௫ೕୀ଴ܧ ,

௡ିଶ ௫೔ୀ଴,௫ೕୀଵܧ ,
௡ିଶ ௫೔ୀ଴,௫ೕୀ଴ܧ ,

௡ିଶ -ում, 

համապատասխանաբար: Այդ դեպքում, 

หࣟ௫భୀଵ,௫೔ୀଵห ൅ หࣟ௫భୀଵ,௫೔ୀ଴ห ൌ ݀ଵ և หࣟ௫భୀଵ,௫೔ୀଵห ൅ หࣟ௫భୀ଴,௫೔ୀଵห ൌ ݀௜: 

Նախ, նկատենք հետևյալը. 

եթե ݉ଵ ൑ 2௡ିଶ, ապա  ࣟ௫భୀଵ,௫೔ୀ଴-ն դատարկ է, 

եթե ݉ଵ ൐ 2௡ିଶ , ապա ࣟ௫భୀଵ,௫೔ୀଵ -ը համընկնում է ܧ௫೔ୀଵ,௫ೕୀଵ
௡ିଶ -ի հետ, և  ࣟ௫భୀଵ,௫೔ୀ଴ -ը 

հանդիսանում է ݉ଵ െ 2௡ିଶ հզորությամբ սեղմված բազմություն ܧ௫೔ୀଵ,௫ೕୀ଴
௡ିଶ -ում (Գլուխ 2, 

Հատկություն 2.2.1-1): 

Նման ձևով, 

եթե ݉ଶ ൑ 2௡ିଶ, ապա  ࣟ௫భୀ଴,௫೔ୀ଴-ն դատարկ է, 

եթե ݉ଶ ൐ 2௡ିଶ , ապա ࣟ௫భୀ଴,௫೔ୀଵ -ը համընկնում է ܧ௫೔ୀ଴,௫ೕୀଵ
௡ିଶ -ի հետ, և  ࣟ௫భୀ଴,௫೔ୀ଴ -ը 

հանդիսանում է լեքսիկոգրաֆիկ կարգի ݉ଶ െ 2௡ିଶ  հզորությամբ սկզբնահատված 

௫೔ୀ଴,௫ೕୀ଴ܧ
௡ିଶ -ում (Հատկություն 2.2.1-1): 

Դիտարկենք հետևյալ դեպքերը. 
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1. ݀ଵ ൏ ݀௜: 

     Այստեղից՝ หࣟ௫భୀଵ,௫೔ୀ଴ห ൏ หࣟ௫భୀ଴,௫೔ୀଵห : Եթե ուզում ենք հաջորդականությունը 

“անհարթեցնել” ሺ݀ଵ, ݀௜ሻ  զույգի միջոցով, ապա պետք է մեծացնենք ݀௜ -ն և 

փոքրացնենք	݀ଵ-ը: Դա կարելի է անել ଵܵ,௜  տեղաշարժ գործողությամբ տեղափոխելով 

գագաթ ࣟ௫భୀଵ,௫೔ୀ଴ -ից՝ ࣟ௫భୀ଴,௫೔ୀଵ : Բայց սա հնարավոր չէ, քանի որ կամ ࣟ௫భୀଵ,௫೔ୀ଴ -ն 

դատարկ է, կամ և՛ ࣟ௫భୀଵ,௫೔ୀ଴ -ն, և՛ ࣟ௫భୀ଴,௫೔ୀଵ -ը հանդիսանում են սեղմված 

բազմություններ, և หࣟ௫భୀଵ,௫೔ୀ଴ห ൏ หࣟ௫భୀ଴,௫೔ୀଵห: 

2. ݀ଵ ൐ ݀௜: 

Այստեղից՝ หࣟ௫భୀଵ,௫೔ୀ଴ห ൐ หࣟ௫భୀ଴,௫೔ୀଵห : Եթե ուզում ենք հաջորդականությունը 

“անհարթեցնել”, ապա պետք է մեծացնենք ݀ଵ-ը և փոքրացնենք ݀௜-ն: Դա կարելի է անել 

ଵܵ,௜  տեղաշարժ գործողությամբ տեղափոխելով գագաթ ࣟ௫భୀ଴,௫೔ୀଵ -ից՝ ࣟ௫భୀଵ,௫೔ୀ଴ : Սա 

հնարավոր չէ, ինչպես նախորդ դեպքում: □ 

 

Կիրառենք նախորդ թեորեմները բոլոր թույլատրելի ( ݉ଵ,݉ଶ ) զույգերի համար, 

կստանանք հետևյալ պնդումը. 

Թեորեմ 3.3.1-3: Կամայական ෥݉-ի համար, որը  ቃ௠
ଶ
ቂ ൑ ෥݉ ൑ ݉  - գոյություն ունի վերին 

եզրային ամենաանհարթ հաջորդականություն, որն ունի  ෥݉  արժեքով կոմպոնենտ: 

 

Այսպիսով, ստացանք վերին ամենաանհարթ հաջորդականությունների նոր դաս: 

Դիտարկենք օրինակ, որը կօգնի գնահատելու ստացված արդյունքը: 

 ݊ ൌ 5,݉ ൌ 14: Դիտարկենք ܧ௫భୀଵ
ସ -ում և ܧ௫భୀ଴

ସ -ում բոլոր թույլատրելի բազմությունների 

զույգերը, և կիրառենք թեորեմներում բերված կառուցումները: 

Դիտարկենք ݉ թվի բոլոր ամբողջարժեք տրոհումները. 

(1) ݉ଵ ൌ 13,݉ଶ ൌ 1 

݀ᇱ ൌ ሺ8,8,7,7ሻ, ݀′ᇱ ൌ ሺ1,1,1,1ሻ, ݀ ൌ ሺ13,9,9,8,8ሻ,  

(2)  ݉ଵ ൌ 12,݉ଶ ൌ 2 

݀ᇱ ൌ ሺ8,8,6,6ሻ, ݀′ᇱ ൌ ሺ2,2,2,1ሻ, ݀ ൌ ሺ12,10,10,8,7ሻ,  
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(3) ݉ଵ ൌ 11,݉ଶ ൌ 3 

݀ᇱ ൌ ሺ8,7,6,6ሻ, ݀′ᇱ ൌ ሺ3,3,2,2ሻ, ݀ ൌ ሺ11,11,10,8,8ሻ, 

(4) ݉ଵ ൌ 10,݉ଶ ൌ 4 

݀ᇱ ൌ ሺ8,6,6,5ሻ, ݀′ᇱ ൌ ሺ4,4,2,2ሻ, ݀ ൌ ሺ10,12,10,8,7ሻ, 

(5) ݉ଵ ൌ 9,݉ଶ ൌ 5 

݀ᇱ ൌ ሺ8,5,5,5ሻ, ݀′ᇱ ൌ ሺ5,4,3,3ሻ, ݀ ൌ ሺ9,13,9,8,8ሻ, 

(6) ݉ଵ ൌ 8,݉ଶ ൌ 6 

݀ᇱ ൌ ሺ8,4,4,4ሻ, ݀′ᇱ ൌ ሺ6,4,4,3ሻ, ݀ ൌ ሺ8,14,8,8,7ሻ, 

(7) ݉ଵ ൌ 7,݉ଶ ൌ 7 

݀ᇱ ൌ ሺ7,4,4,4ሻ, ݀′ᇱ ൌ ሺ7,4,4,4ሻ, ݀ ൌ ሺ7,14,8,8,8ሻ: 

Այսպիսով, ստացանք վերին ամենաանհարթ հաջորդականությունների հետևյալ դասը 

(կոմպոնենտների տեղափոխության ճշտությամբ): 

ሼሺ14,8,8,8,7ሻ, ሺ13,9,9,8,8ሻ, ሺ12,10,10,8,7ሻ, ሺ11,11,10,8,8ሻሽ: 

Մինչդեռ ݊ ൌ 5,݉ ൌ 14 -ի համար բոլոր վերին եզրային ամենաանհարթ 

հաջորդականությունների բազմությունը հետևյալն է (կոմպոնենտների 

տեղափոխության ճշտությամբ). 

ሼሺ14,8,8,8,7ሻ, ሺ13,9,9,8,8ሻ, ሺ12,10,10,8,7ሻ, ሺ12,10,9,9,8ሻ, ሺ11,11,10,8,8ሻ, ሺ11,10,10,9,9ሻሽ: 

 

࢔ା૚࢓ࢮ ሻ-ի լրացումը࢔ሺ࢓ࡰ  3.4 -ում 

Այս բաժնում դիտարկելու ենք ܦ௠ሺ݊ሻ-ի լրացումը ߌ௠ାଵ
௡ -ում՝ ߌ௠ାଵ

௡  ௠ሺ݊ሻ: Լրացմանܦ\

դիտարկման նպատակներից մեկը այն է, որ - հնարավոր է, որ հիպերգրաֆային 

հաջորդականությունների բազմության լրացումը ալգորիթմորեն ավելի հեշտ 

նկարագրվի, քան հիպերգրաֆային հաջորդականությունների բազմությունը: Չնայած 

բերվող արդյունքները այս տեսանկյունից բավարար չեն, սակայն լրացման դիտարկումը 

թույլ տվեց գտնել հիպերգրաֆային հաջորդականությունների լրացուցիչ օգտակար 

բնութագրեր՝ մինիմալ շեմ, և ստացվում է, որ ܪ෡-ի բոլոր այն էլեմենտները, որոնց ռանգը 

փոքր է մինիմալից, - հիպերգրաֆային են: 
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௠ାଵߌ
௡ ௠ሺ݊ሻܦ\  լրացման տիրույթում ևս սահմանենք վերին/ստորին 

հաջորդականություններ: 

Սահմանում 3.4-1: ݀ ∈ ௠ାଵߌ
௡ ௠ሺ݊ሻܦ\  էլեմենտը կանվանենք ߌ௠ାଵ

௡ -ում վերին ոչ 

հիպերգրաֆային հաջորդականություն, եթե ݀ ∈ ෡ܪ ; և կանվանենք ստորին ոչ 

հիպերգրաֆային հաջորդականություն,  եթե ݀ ∈  :ෙܪ

෠௠ሺ݊ሻܨ -ով նշանակենք վերին ոչ հիպերգրաֆային հաջորդականությունների 

բազմությունը՝ ܨ෠௠ሺ݊ሻ ൌ  ෘ௠ሺ݊ሻ-ով նշանակենք ստորին ոչ հիպերգրաֆայինܨ ෡௠ሺ݊ሻ, ևܦ\෡ܪ

հաջորդականությունների բազմությունը՝ ܨෘ௠ሺ݊ሻ ൌ  ,ෙ௠ሺ݊ሻ: Թեորեմ 3.1-1-ից հետևում էܦ\ෙܪ

որ ܨ෠௠ሺ݊ሻ -ը համապատասխանում է 	ܪ෡  –ում որոշված որոշակի մոնոտոն բինար 

ֆունկցիայի մեկ արժեքների բազմությանը, և ܨෘ௠ሺ݊ሻ-ը համապատասխանում է 	ܪෙ –ում 

որոշված այդ մոնոտոն բինար ֆունկցիայի զրո արժեքների բազմությանը:  

Սահմանենք եզրային էլեմենտների գաղափարը ܨ෠௠ሺ݊ሻ և ܨෘ௠ሺ݊ሻ բազմությունների 

համար: 

Սահմանում 3.4-2: መ݀ ∈  ,෠௠ሺ݊ሻ-ի ստորին եզրային էլեմենտܨ ෠௠ሺ݊ሻ էլեմենտը կանվանենքܨ

եթե መ݀  -ից փոքր բոլոր ܽ ∈ ෡ܪ  էլեմենտները պատկանում են ܦ௠ሺ݊ሻ -ին: ሙ݀ ∈  ෘ௠ሺ݊ሻܨ

էլեմենտը կանվանենք ܨෘ௠ሺ݊ሻ -ի վերին եզրային էլեմենտ, եթե ሙ݀  -ից մեծ բոլոր ܽ ∈  ෙܪ

էլեմենտները պատկանում են ܦ௠ሺ݊ሻ-ին: 

 

 ഥෙ௠௜௡-ով՝ܦ ෠௠ሺ݊ሻ-ի ստորին եզրային էլեմենտների բազմությունը ևܨ ഥ෡௠௔௫-ով նշանակենքܦ

 :ෘ௠ሺ݊ሻ-ի և վերին եզրային էլեմենտների բազմությունըܨ

Նկար 3.4-1-ում դեղին գույնով պատկերված են ܨ෠ସሺ3ሻ բազմության էլեմենտները (առավել 

մուգ դեղինով նշված են բազմության ստորին եզրային էլեմենտները); և կանաչ գույնով 

պատկերված են ܨෘସሺ3ሻ  բազմության էլեմենտները (առավել մուգ կանաչով նշված են 

բազմության վերին եզրային էլեմենտները: 
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Նկար 3.4-1: ܨ෠ସሺ3ሻ-ը և  ܨෘସሺ3ሻ-ը ߌ௠ାଵ
௡ -ում: 

Քանի որ ܨ෠௠ሺ݊ሻ-ը ܦ෡௠ሺ݊ሻ-ի լրացումն է  ܪ෡-ում, և ܨෘ௠ሺ݊ሻ-ը ܦෙ௠ሺ݊ሻ-ի լրացումն է ܪෙ-ում, ապա  

ഥ෡௠௔௫ܦ -ը և ܦഥෙ௠௜௡ -ը (ինչպես որ ܦ෡௠௔௫ -ը և ܦෙ௠௜௡ -ը) պարունակում են միևնույն թվով 

էլեմենտներ, և սիմետրիկ են ߌ௠ାଵ
௡ -ում միջին շերտի/շերտերի նկատմամբ:  

Այսպիսով, Լեմմա 3.1-1-ի նմանությամբ՝ տեղի ունի հետևյալ պնդումը: 

Լեմմա 3.4-1: 

෠௠ሺ݊ሻܨ ൌ ⋃ ,෡ܦሺܧ ෥݉ሻ஽෡∈	஽ഥ෡೘ೌೣ
; ෘ௠ሺ݊ሻܨ	 ൌ ⋃ ,ሺ0෨ܧ ෙሻ஽ෙ∈஽ഥෙ೘೔೙ܦ

: 

 

Պարզ է, որ Թեորեմ 3.2-1-ի նմանությամբ, ߌ௠ାଵ
௡  ௠ሺ݊ሻ-ը կարելի է գտնել՝ ունենալովܦ\

  :ෘ௠ሺ݊ሻ-ը/: Հետևյալ թեորեմով ներկայացվում է այդ պնդումըܨ ෠௠ሺ݊ሻ-ը /կամܨ

Թեորեմ 3.4-1: 

௠ାଵߌ
௡ ௠ሺ݊ሻܦ\ ൌ ⋃ ܸሺ݀ሻௗ∈ு෡\஽෡೘ሺ௡ሻ ൌ ⋃ ܸሺ݀ሻௗ∈ுෙ\஽ෙ೘ሺ௡ሻ 	, և ավելի կոնկրետ,   

௠ାଵߌ
௡ ௠ሺ݊ሻܦ\ ൌ ⋃ ⋃ ܸሺ݀ሻௗ∈ாሺ஽෡,௠෥ሻ஽෡∈	஽ഥ෡೘ೌೣ

ൌ ⋃ ⋃ ܸሺ݀ሻௗ∈ாሺ଴෩,஽ෙሻ஽ෙ∈஽ഥෙ೘೔೙
: 

Այսուհետև, առանց ընդհանրությունը խախտելու, կդիտարկենք միայն ܨ෠௠ሺ݊ሻ-ը: 

444

443 434 344

442 433 424 343 334 244

432 423 342 324 243 234333

422 332 323 242 233 224

322 232 223

222

144

044134143314404413341431440

441 414

430 431 340 412 331 403 241 313 304 142 214 133 124 043 034

024033114042123204132213141303231312240321402330411420

410

400

401 320 311 230 302 221 140 212 131 203 122 041 113 032 104 023 014

004013022103031112040121202130211220301310

300 210 201 120 111 030 102 021 012 003

002011020101110200

100 010 001

000
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 ի մինիմալ ռանգի էլեմենտներ -࢞ࢇ࢓ഥ෡ࡰ  3.4.1

Այս բաժնում կդիտարկենք ܨ෠௠ሺ݊ሻ-ի մինիմալ էլեմենտների /մոնոտոն ֆունկցիայի 

ստորին մեկերի/ գտնելու խնդիրը: Մասնավորապես, կդիտարկենք եզրային դեպքերը՝ 

մինիմալ և մաքսիմալ ռանգ ունեցող էլեմենտները:	 

௠௜௡ݎ̅  –ով կնշանակենք ܦഥ෡௠௔௫ -ի մինիմալ ռանգ ունեցող էլեմենտների ռանգը, ̅ݎ௠௔௫ -ով՝ 

մաքսիմալ ռանգ ունեցող էլեմենտների ռանգը: 

Քանի որ օգտագործելու ենք ܦ෡௠௔௫-ի մինիմալ ռանգով ݀௠௜௡ էլեմենտը, հիշենք, որ ݀௠௜௡-ի 

կոմպոնենտները՝ դասավորված արժեքների աճման կարգով, հաշվվում են հետևյալ 

բանաձևերով. 

(1) ݀௜ ൌ ൫∑ 2௞೗ିଵ௝ିଵ
௟ୀଵ ൯ ൅ 2௞ೕ, երբ ݅ ൌ ௝݇ ൅ 1, ݆ ൌ 1,⋯ ,  ݌

(2) ݀௜ ൌ ൫∑ 2௞೗ିଵ௝
௟ୀଵ ൯ ൅ ∑ 2௞೗௣

௟ୀ௝ାଵ , երբ ௝݇ାଵ ൅ 2 ൑ ݅ ൑ ௝݇, ݆ ൌ 1,⋯ , ݌ െ 1 

(3) ݀௜ ൌ ൫∑ 2௞೗ିଵ௣
௟ୀଵ ൯ ൌ ݉/2, երբ 1 ൑ ݅ ൑ ݇௣	 

(4) ݀௜ ൌ ൫∑ 2௞೗௣
௟ୀଵ ൯ ൌ ݉, երբ ݇ଵ ൅ 2 ൑ ݅ ൑ ݊, 

որտեղ ݉-ը ներկայացված է` 

݉ ൌ 2௞భ ൅ 2௞మ ൅ ⋯൅ 2௞೛;  ݇ଵ ൐ ݇ଶ ൐ ⋯ ൐ ݇௣ ൒ 0 ;     (3.4.1-1) 

և 2௞೔ ൐ ∑ 2௞ೕ௣
௝ୀ௜ାଵ  , ݅ ൌ 1,2,⋯ , ݌ െ 1: 

Կատարենք հետևյալ նշանակումը.  ݉௠௜ௗ ൌ ൝

௠

ଶ
, երբ	݉ െ ը	զույգ	է.

௠ାଵ

ଶ
, երբ	݉ െ ը	կենտ	է

 

Ըստ կոմպոնենտների արժեքների, ݀௠௜௡-ը կարող ենք ներկայացնել հետևյալ ընդհանուր 

տեսքով (կոմպոնենտները նվազման կարգով են դասավորված). 

݀௠௜௡ ൌ ൭݉,⋯ ,݉ᇩᇭᇪᇭᇫ ,
௡భ

݀௡భାଵ,⋯ , ݀௡భା௡మ
ᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ ,

௡మ

݉௠௜ௗ,⋯ ,݉௠௜ௗᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ
௡య

൱    (3.4.1-2) 

որտեղ ݉ ൐ ݀௡భାଵ ൒ ⋯ ൒ ݀௡భା௡మ ൐ ݉௠௜ௗ; ݊ଵ, ݊ଶ, ݊ଷ ൒ 0;  ݊ଵ ൅ ݊ଶ ൅ ݊ଷ ൌ ݊: 

Նկատենք, որ ݀௡భାଵ ൌ 2௞భ: 

Նշենք ݀௠௜௡-ի հետ կապված երկու հատկություն, որոնք հեշտ է ստուգել, և որոնք 

օգտագործելու ենք հետագա թեորեմների ապացուցման մեջ: Առաջինը՝ Գլուխ2-ի 
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Հատկություն 2.2.1-3-ն է, սակայն այս բաժնում նպատակահարմար է բերել այլ 

տերմիններով: 

Հատկություն 3.4.1-1: Դիցուք՝ ݀௠௜௡ ൌ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ ௠ሺ݊ሻܦ : -ի վեկտորների մեջ ݀௜ -ն 

հնարավոր ամենամեծ արժեքն է ֆիքսված ݀ଵ,⋯ , ݀௜ିଵ-ի դեպքում, 1 ൑ ݅ ൑ ݊:  

Հատկություն 3.4.1-2: Դիցուք՝ ݀௠௜௡-ը տրված է (3.4.1-2) ներկայացմամբ: 

ա) եթե 2௧ିଵ ൏ ݉ ൑ 2௧ որևէ ݐ ൑ ݊-ի համար, ապա ݊ଵ ൌ ݊ െ  :ݐ

բ) ݊ଶ ൌ 0 այն և միայն այն դեպքում, երբ ݉ ൌ 2௧ որևէ ݐ-ի համար: 

գ) ݊ଷ ൌ ݇௣: 

 

Թեորեմ 3.4.1-1: Դիցուք՝ ݉ ൌ 2௞భ ൅ 2௞మ ൅ ⋯൅ 2௞೛ , ݇ଵ ൐ ݇ଶ ൐ ⋯ ൐ ݇௣ ൒ 0; և ݊ଵ-ը ݀௠௜௡-ի 

݉ արժեքով կոմպոնենտների քանակն է (3.4.1-2)-ում: Այդ դեպքում,  

(1) Եթե ݉ ് 2௧ որևէ ݐ-ի համար, ապա 

(ա) ݀̅௠௜௡ ൌ ቆ݉,⋯ ,݉ᇩᇭᇪᇭᇫ
௡భ

, 2௞భ ൅ 1,݉௠௜ௗ,⋯ ,݉௠௜ௗᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ
௡ି௡భିଵ

ቇ-ը հանդիսանում է ܨ෠௠ሺ݊ሻ-ի մինիմալ 

էլեմենտ: 

(բ) ݎ൫݀̅௠௜௡൯ ൌ   :௠௜௡ݎ̅

(2) Եթե ݉ ൌ 2௧ որևէ ݐ-ի համար, ապա 

(ա) ݀̅௠௜௡ ൌ ቆ݉,⋯ ,݉ᇩᇭᇪᇭᇫ
௡భ

,݉௠௜ௗ ൅ 1,݉௠௜ௗ,⋯ ,݉௠௜ௗᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ
௡ି௡భିଵ

ቇ-ը հանդիսանում է ܨ෠௠ሺ݊ሻ-ի մինիմալ 

էլեմենտ: 

(բ) ݎ൫݀̅௠௜௡൯ ൌ  :௠௜௡ݎ̅

Ապացույց: 

Նախ դիտարկենք (1) դեպքը. 

(1) ݉ ് 2௧, հետևաբար,  ݊ଶ ൐ 0 ըստ Հատկություն 3.4.1-2-ի:  

(ա) Բավական է ցույց տալ, որ ݀̅௠௜௡ -ը ܪ෡ -ի ոչ հիպերգրաֆային 

հաջորդականություն է, և ܪ෡-ի բոլոր էլեմենտները, որոնք ծածկվում են ݀̅௠௜௡-ով 

(փոքր են ݀̅௠௜௡ -ից ճիշտ մեկ կոմպոնենտի արժեքով, և արժեքների 

տարբերությունը մեկ է), հանդիսանում են հիպերգրաֆային 
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հաջորդականութուններ: ݀̅௠௜௡ -ը չի պատկանում  ܦ෡௠ሺ݊ሻ -ին ըստ Հատկություն 

3.4.1-1-ի:	ܪ෡-ի բոլոր էլեմենտները, որոնք ծածկվում են ݀̅௠௜௡ -ով, ունեն հետևյալ 

տեսքի ներկայացումներից որևէ մեկը. 

ቆ݉,⋯ ,݉ᇩᇭᇪᇭᇫ
௡భ

, 2௞భ,݉௠௜ௗ,⋯ ,݉௠௜ௗᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ
௡ି௡భିଵ

ቇ      (3.4.1-3) 

൭݉,⋯ ,݉ െ 1ᇩᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇫ
௡భ

, 2௞భ ൅ 1,݉௠௜ௗ,⋯ ,݉௠௜ௗᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ
௡ି௡భିଵ

൱     (3.4.1-4) 

(3.4.1-3)-ով ներկայացված հաջորդականությունը փոքր է ݀௠௜௡-ից, և հետևաբար, 

պատկանում է ܦ෡௠ሺ݊ሻ -ին:  Եթե ݉ ൌ 2௞భ ൅ 1 , ապա (3.4.1-4)-ով ներկայացված 

հաջորդականությունը (3.4.1-3)-ի տեղափոխություն է: Եթե ݉ ൒ 2௞భ ൅ 2 , ապա 

(3.4.1-4)-ով ներկայացված հաջորդականությունը (3.4.1-3)-ից հարթ է, և 

հետևաբար, համաձայն Թեորեմ 3.3-1-ի, հիպերգրաֆային է: 

(բ) Պետք է ապացուցենք, որ ܪ෡ -ին պատկանող բոլոր ܽ  էլեմենտները, որոնց 

համար ݎሺܽሻ ൏ -෡ܪ ෡௠ሺ݊ሻ-ին:  Բավական է ցույց տալ, որܦ ሺ݀̅௠௜௡ሻ, պատկանում ենݎ

ին պատկանող բոլոր ܽ  էլեմենտները, որոնց համար ݎሺܽሻ ൌ ൫݀̅௠௜௡൯ݎ െ 1 , 

պատկանում են ܦ෡௠ሺ݊ሻ-ին: Դիտարկենք   ݎ൫݀̅௠௜௡൯ െ 1 ռանգի հետևյալ էլեմենտը. 

݀′ ൌ ൭݉,⋯ ,݉ െ 1ᇩᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇫ
௡భ

, 2௞భ,݉௠௜ௗ,⋯ ,݉௠௜ௗᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ
௡ି௡భିଵ

൱ : Հեշտ է ստուգել, որ ܪ෡ -ի ݎ൫݀̅௠௜௡൯ െ 1 

ռանգի բոլոր էլեմենտները կարող են ստացվել ݀′ -ից հետևյալ միավոր 

գործողությունների կոմբինացիայով. 

 ሺ݉, 2௞భሻ-ը փոխարինել ሺ݉ െ 1, 2௞భ ൅ 1ሻ-ով, 

 ሺ݉,݉௠௜ௗሻ-ը փոխարինել ሺ݉ െ 1,݉௠௜ௗ ൅ 1ሻ-ով, 

 ሺ2௞భ,݉௠௜ௗሻ-ը փոխարինել ሺ2௞భ െ 1,݉௠௜ௗ ൅ 1ሻ-ով: 

Բոլոր երեք դեպքերում էլ ստացված հաջորդականությունը կամ կլինի ավելի 

հարթ, քան ݀′ -ը, կամ կհանդիսանա ݀′ -ի տեղափոխություն, - հետևաբար 

կպատկանի ܦ෡௠ሺ݊ሻ-ին:   

(2) ݉ ൌ 2௧, հետևաբար,  ݊ଶ ൌ 0 ըստ Հատկություն 3.4.1-2-ի:  

(ա) Բավական է ցույց տալ, որ ݀̅௠௜௡ -ը չի պատկանում ܦ෡௠ሺ݊ሻ-ին և ܪ෡ -ի բոլոր 

էլեմենտները, որոնք ծածկվում են ݀̅௠௜௡ -ով, հանդիսանում են հիպերգրաֆային 
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հաջորդականութուններ: ݀̅௠௜௡-ը չի պատկանում  ܦ෡௠ሺ݊ሻ-ին, քանի որ  ݀̅௠௜௡ ൐ ݀௠௜௡, 

իսկ ݀௠௜௡ -ը ܦ෡௠ሺ݊ሻ -ի մաքսիմալ էլեմենտ է: ܪ෡ -ի բոլոր էլեմենտները, որոնք 

ծածկվում են ݀̅௠௜௡-ով, ունեն հետևյալ տեսքի ներկայացումներից որևէ մեկը. 

ቆ݉,⋯ ,݉ᇩᇭᇪᇭᇫ
௡భ

,݉௠௜ௗ,⋯ ,݉௠௜ௗᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ
௡య

ቇ կամ ൭݉,⋯ ,݉ െ 1ᇩᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇫ
௡భ

,݉௠௜ௗ ൅ 1,݉௠௜ௗ,⋯ ,݉௠௜ௗᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ
௡యିଵ

൱: 

Առաջինը հենց  ݀௠௜௡ -ն է, իսկ երկրորդը՝ ݀௠௜௡ -ից հարթ է, - հետևաբար, 

պատկանում է ܦ෡௠ሺ݊ሻ-ին:        

(բ) Պետք է ապացուցենք, որ ܪ෡ -ին պատկանող բոլոր ܽ  էլեմենտները, որոնց 

համար ݎሺܽሻ ൌ ൫݀̅௠௜௡൯ݎ െ 1 , պատկանում են ܦ෡௠ሺ݊ሻ -ին:  Դրանք բոլորը ավելի 

հարթ են, քան ݀௠௜௡ ൌ ቆ݉,⋯ ,݉ᇩᇭᇪᇭᇫ
௡భ

,݉௠௜ௗ,⋯ ,݉௠௜ௗᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ
௡య

ቇ-ը, հետևաբար, ըստ Թեորեմ 3.3-

1-ի, պատկանում են ܦ෡௠ሺ݊ሻ-ին: □ 

 

Նկատենք, որ եթե հիպերգրաֆային հաջորդականությունների դեպքում  ܦ෡௠ሺ݊ሻ-

ում ݎ௠௜௡  ռանգի մաքսիմալ էլեմենտը միակն էր (կոորդինատների տեղափոխման 

ճշտությամբ), ապա ոչ հիպերգրաֆային հաջորդականությունների դեպքում այդպես չէ: 

Հետևյալ թեորեմը կառուցում է ܨ෠௠ሺ݊ሻ-ի մի շարք մինիմալ էլեմենտներ (ընդ որում, ավելի 

հարթ): 

Թեորեմ 3.4.1-2: 

Դիցուք՝ ݉ ൌ 2௞భ ൅ 2௞మ ൅ ⋯൅ 2௞೛ , ݇ଵ ൐ ݇ଶ ൐ ⋯ ൐ ݇௣ ൒ 0 ; և ݊ଵ -ը ݀௠௜௡ -ի ݉  արժեքով 

կոմպոնենտների քանակն է (3.4.1-2)-ում: Այդ դեպքում, 

(1) Եթե ݉ ് 2௧ որևէ ݐ-ի համար, ապա 

 ൭݉,⋯ ,݉,݉ െ ݈ᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ
௡భ

, 2௞భ ൅ ݈ ൅ 1,݉௠௜ௗ,⋯ ,݉௠௜ௗᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ
௡ି௡భିଵ

൱-ը, որտեղ ݈ ൌ 1,⋯ , ሺ݉ െ 2௞భ െ 1ሻ/2; - 

հանդիսանում են ܨ෠௠ሺ݊ሻ-ի ̅ݎ௠௜௡ ռանգի մինիմալ էլեմենտներ: 

(2) Եթե ݉ ൌ 2௧, ապա 

൭݉,⋯ ,݉,݉ െ ݈ᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ
௡భ

,݉௠௜ௗ ൅ ݈ ൅ 1,݉௠௜ௗ,⋯ ,݉௠௜ௗᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ
௡ି௡భିଵ

൱ -ը ( ݈ ൌ 1,⋯ , ሺ݉ െ݉௠௜ௗ െ 1ሻ/2  ) - 

հանդիսանում են ܨ෠௠ሺ݊ሻ-ի ̅ݎ௠௜௡ ռանգի մինիմալ էլեմենտներ: 



 

121 
 

 

Ապացույց: Ապացուցվում է նույն դատողություններով, ինչ որ Թեորեմ 3.4.1-1-ը: □ 

 

 ի մաքսիմալ ռանգի էլեմենտներ -࢞ࢇ࢓ഥ෡ࡰ  3.4.2

Դիցուք՝ ݉ թիվը տրված է կանոնական ներկայացմամբ. 

݉ ൌ ௡௡ܥ ൅ ௡௡ିଵܥ ൅ ⋯൅ ௡௡ି௞ܥ ൅ ݉ଵ, ݉ଵ ൑  ௡௡ି௞ିଵ     (3.4.2-1)ܥ

Հիշենք, որ ܦ෡௠ሺ݊ሻ-ի մաքսիմալ էլեմենտների մաքսիմալ ݎ௠௔௫ ռանգը հաշվվում է հետևյալ 

բանաձևով. 

௠௔௫ݎ ൌ ∑ ሺ݊ െ ݅ሻ ∙ ௡௡ି௜ܥ
௞
௜ୀ଴ ൅ ሺ݊ െ ݇ െ 1ሻ ∙ ݉ଵ: 

Եվ մաքսիմալ ռանգ ունեցող մաքսիմալ էլեմենտների յուրաքանչյուր ݀௜  կոմպոնենտ 

ներկայացվում է  

 ݀௜ ൌ ∑ ௡ିଵܥ
௡ି௝ିଵ௞

௝ୀ଴ ൅   ,௜ տեսքովݏ

որտեղ ∑ ௡ିଵܥ
௡ି௝ିଵ௞

௝ୀ଴  գումարելին հաստատուն է բոլոր կոմպոնենտների համար և այն 

ստացվում է ܥ௡௡ ൅ ௡௡ିଵܥ ൅ ⋯൅ ௡௡ି௞ܥ  հատ հիպերկողերից /ܧ௡ -ի գագաթներից/, իսկ ݏ௜ 

գումարելին ստացվում է ݉ଵ հատ գագաթներից: Այսպիսով, ሺݏଵ,⋯ ,  ௡ሻ-ով տրվում է ݉ଵݏ

հիպերկող ունեցող ሺ݊ െ ݇ െ 1ሻ -համասեռ հիպերգրաֆի աստիճանային 

հաջորդականությունների բազմությունը: 

Հետևյալ թեորեմը գտնում է  ܨ෠௠ሺ݊ሻ-ի մինիմալ էլեմենտների մաքսիմալ ̅ݎ௠௔௫ ռանգը: 

Թեորեմ 3.4.2-1: Դիցուք՝ ݉-ը տրված է (3.4.2-1) կանոնական տեսքով: Այդ դեպքում. 

௠௔௫ݎ̅ ൌ ௠௔௫ݎ ൅ 1, երբ ݉ଵ ൒ 1 ൅ ௞

௡ି௞ିଵ
: 

Ապացույց: 

(1) Հեշտ է ստուգել, որ գոյություն ունի ܦ෡௠ሺ݊ሻ-ի մաքսիմալ ݀ᇱ ൌ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ሻ էլեմենտ 

այնպես, որ   ݀ଵ ൒ ⋯ ൒ ݀௡ିଵ ൐ ݀௡  (միշտ կարող ենք ընտրել ݉ଵ  հիպերկողեր 

այնպես, որ ݏଵ ൒ ⋯ ൒ ௡ିଵݏ ൐ ௡ݏ ): Դիտարկենք ݀̅ᇱ ൌ ሺ݀ଵ,⋯ , ݀௡ିଵ, ݀௡ ൅ 1ሻ 

հաջորդականությունը, որը պատկանում է ܨ෠௠ሺ݊ሻ -ին: ݀̅ᇱ -ով ծածկվող բոլոր 

էլեմենտները կամ ավելի հարթ են, քան ݀ᇱ-ը, կամ ݀ᇱ-ի տեղափոխություններ են, - 

հետևաբար, պատկանում են ܦ෡௠ሺ݊ሻ-ին: Հետևաբար, ݀̅ᇱ-ը ܨ෠௠ሺ݊ሻ-ի ݎ௠௔௫ ൅ 1 ռանգի 

մինիմալ էլեմենտ է: Քանի որ ܪ෡ -ի ݎ௠௔௫ ൅ 1  ռանգի բոլոր էլեմենտները 
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պատկանում են ܨ෠௠ሺ݊ሻ-ին, ապա գոյություն չունի ܨ෠௠ሺ݊ሻ-ի մինիմալ էլեմենտ ավելի 

մեծ ռանգի, քան ݎ௠௔௫ ൅ 1-ն է: Հետևաբար, ̅ݎ௠௔௫ ൌ ௠௔௫ݎ ൅ 1: 

(2) Ակնհայտ է: □ 

Ստացանք հետևյալ պնդումը՝ 

Թեորեմ 3.4.2-2: ܪ෡-ի բոլոր հաջորդականությունները, որոնց ռանգը ̅ݎ௠௜௡-ից փոքր է, 

հիպերգրաֆային են; և բոլոր հաջորդականությունները, որոնց ռանգը ݎ௠௔௫-ից մեծ է, 

հիպերգրաֆային չեն: 

Այսպիսով, որ ܦ෡௠ሺ݊ሻ -ի բոլոր մաքսիմալ էլեմենտները և ܨ෠௠ሺ݊ሻ -ի բոլոր մինիմալ 

էլեմենտները գտնվում են ܪ෡-ի ̅ݎ௠௜௡  և ݎ௠௔௫ ൅ 1 շերտերի միջև: 

 

Պարզ է, որ ߌ௠ାଵ
௡ -ում նույնպես ݎ௠௔௫ -ից մեծ ռանգ ունեցող հաջորդականությունները 

հիպերգրաֆային չեն: Ինչպես նաև հիպերգրաֆային չեն ሺ݊݉ െ  ௠௔௫ሻ-ից փոքր ռանգݎ

ունեցողները: 

Սակայն, ի տարբերություն ܪ෡ -ի / ෙܪ -ի/, ݉ ൐ 2  դեպքում ߌ௠ାଵ
௡ -ի կամայական 

շերտում/մակարդակում կա էլեմենտ, որը հիպերգրաֆային հաջորդականություն չի:  

Թեորեմ 3.4.2-3: ݉ ൐ 2  դեպքում ߌ௠ାଵ
௡ -ի կամայական ݈ համարով շերտում կա էլեմենտ, 

որը չի պատկանում ܦ௠ሺ݊ሻ-ին: 

Ապացույց: 

Դիտարկենք հետևյալ դեպքերը. 

ա) ݈ ൐ ݉;  

Դիցուք՝ ݈ ൌ ݉݌ ൅  .Շերտի հետևյալ էլեմենտը :ݍ

 ݀ ൌ ሺ݉,݉,⋯ ,݉ᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ
௣

, ,ݍ 0,0,⋯ ,0ᇩᇭᇪᇭᇫ
૚ି࢖ି࢔

ሻ  

հիպերգրաֆային չէ, քանի որ հակառակ դեպքում ըստ Լեմմա 2.1.2-1-ի հիպերգրաֆային 

պետք է լիներ նաև ሺ݉,⋯ ,݉ᇩᇭᇪᇭᇫ
௡ିଵ

,  ሻ հաջորդականությունը, իսկ դա հնարավոր կլինի միայնݍ

այն դեպքում, երբ ݉ ൌ 2 և ݍ ൌ 1: 

բ) ݈ ൑ ݉;  
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 Շերտի հետևյալ էլեմենտը. 

 ݀ ൌ ሺ0,0,⋯ ,0ᇩᇭᇪᇭᇫ
௡ିଵ

, ݈ሻ  

հիպերգրաֆային չէ, քանի որ հակառակ դեպքում ըստ Լեմմա 2.1.2-1-ի (Գլուխ 2) 

հիպերգրաֆային պետք է լիներ նաև ሺ݉,⋯ ,݉ᇩᇭᇪᇭᇫ
௡ିଵ

, ݈ሻ  հաջորդականությունը, իսկ դա 

հնարավոր կլինի միայն այն դեպքում, երբ ݉ ൌ 2 և ݈ ൌ 1: □ 

 

3.4.3 Հեռավորությունների դիտարկում ࡴ෡ -ում 

Այս բաժնում կդիտարկենք ܪ෡ -ի մինիմալ, մաքսիմալ և միջին շերտերի 

հեռավորությունը ̅ݎ௠௜௡   և ݎ௠௔௫  համարն ունեցող շերտերից՝ կախված ݊ -ի և ݉ -ի 

արժեքներից: 

෡ܪ -ի մինիմալ շերտը կազմված է միակ ሺ݉௠௜ௗ,⋯ ,݉௠௜ௗሻ  էլեմենտից; մաքսիմալ 

շերտը կազմված է միակ ሺ݉,⋯ ,݉ሻ էլեմենտից, և միջին շերտը կազմված է բոլոր այն 

էլեմենտներից, որոնց ռանգը  ݊ ∙ ሺ݉ ൅݉௠௜ௗሻ/2 է, և մասնավորապես, միջին շերտում է 

գտնվում ሺሺ݉ ൅݉௠௜ௗሻ/2,⋯ , ሺ݉ ൅݉௠௜ௗሻ/2ሻ էլեմենտը: 

Կախված ݉ -ի արժեքից առանձնացնենք ݉ ൌ 2௧  և 2௧ିଵ ൏ ݉ ൏ 2௧  դեպքերը; և 

դիտարկենք ܪ෡-ի մինիմալ, մաքսիմալ և միջին շերտերի հեռավորությունը ̅ݎ௠௜௡ -ից և ݎ௠௔௫ 

-ից: 

1) 2௧ିଵ ൏ ݉ ൏ 2௧:  

Այս դեպքում,    

݀̅௠௜௡ ൌ ቆ݉,⋯ ,݉ᇩᇭᇪᇭᇫ
௡ି௧

, 2௧ିଵ ൅ 1,݉௠௜ௗ,⋯ ,݉௠௜ௗᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ
௧ିଵ

ቇ, 

௠௜௡ݎ̅  ൌ ሺ݊ െ ሻݐ ∙ ݉ ൅ 2௧ିଵ ൅ ሺݐ െ 1ሻ ∙ ݉௠௜ௗ ൅ 1: 

Մինիմալ շերտից ̅ݎ௠௜௡-ի հեռավորությունը կլինի. 

௠௜௡ݎ̅  െ ⋯,ሺ݉௠௜ௗݎ ,݉௠௜ௗሻ ൎ ሺ݊ െ ሻݐ ∙ ௠
ଶ
൅ ቀ2௧ିଵ െ ௠

ଶ
൅ 1ቁ ൌ 

௠

ଶ
∙ ሺ݊ െ ݐ െ 1ሻ ൅ 2௧ିଵ ൅ 1: 

Միջին շերտից ̅ݎ௠௜௡-ի հեռավորությունը կլինի. 



 

124 
 

 

௠௜௡ݎ̅  െ ሺሺ݉ݎ ൅݉௠௜ௗሻ/2,⋯ , ሺ݉ ൅݉௠௜ௗሻ/2ሻ ൎ ሺ݊ െ ሻݐ ∙ ௠
ସ
൅ ቀ2௧ିଵ ൅ 1 െ ଷ௠

ଶ
ቁ ൌ 

௠

ସ
∙ ሺ݊ െ ݐ2 െ 2ሻ ൅ 2௧ିଵ ൅ 1: 

2) ݉ ൌ 2௧ որևէ ݐ-ի համար:  

Այս դեպքում,    

݀̅௠௜௡ ൌ ቆ݉,⋯ ,݉ᇩᇭᇪᇭᇫ
௡ି௧

,݉௠௜ௗ ൅ 1,݉௠௜ௗ,⋯ ,݉௠௜ௗᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ
௧ିଵ

ቇ, 

௠௜௡ݎ̅  ൌ ሺ݊ െ ሻݐ ∙ ݉ ൅ ݐ ∙ ݉௠௜ௗ ൅ 1: 

Մինիմալ շերտից ̅ݎ௠௜௡-ի հեռավորությունը կլինի. 

௠௜௡ݎ̅  െ ⋯,ሺ݉௠௜ௗݎ ,݉௠௜ௗሻ ൎ
௠

ଶ
∙ ሺ݊ െ ሻݐ ൅ 1: 

Միջին շերտից ̅ݎ௠௜௡-ի հեռավորությունը կլինի. 

௠௜௡ݎ̅  െ ሺሺ݉ݎ ൅݉௠௜ௗሻ/2,⋯ , ሺ݉ ൅݉௠௜ௗሻ/2ሻ ൎ ሺ݊ െ ሻݐ ∙ ௠
ସ
െ ݐ ∙ ݉/4 ൅ 1 ൌ 

௠

ସ
∙ ሺ݊ െ ሻݐ2 ൅ 1: 

Ինչպես տեսանք, երկու դեպքում էլ ݉-ի աճի հետ աճում է նաև ̅ݎ௠௜௡-ի հեռավորությունը 

մինիմալ շերտից: 

Այժմ դիտարկենք ݎ௠௔௫-ի դեպքը:  

1) ݉ଵ ൌ 0: 

 ݉ ൌ ∑ ௡௡ି௜ܥ
௞
௜ୀ଴ ൌ 2 ∙ ∑ ௡ିଵܥ

௡ି௜ିଵ௞ିଵ
௜ୀ଴ ൅ ௡ିଵܥ

௡ି௞ିଵ, և հետևաբար, 

 ݉௠௜ௗ ൌ ∑ ௡ିଵܥ
௡ି௜ିଵ௞ିଵ

௜ୀ଴ ൅ ௡ିଵܥ
௡ି௞ିଵ/2: 

Մյուս կողմից, ݀௠௔௫-ի բոլոր կոմպոնենտները հավասար են ∑ ௡ିଵܥ
௡ି௜ିଵ௞

௜ୀ଴ -ի: 

 .௠௔௫-ի հեռավորությունը մինիմալ շերտից  կլինիݎ

௠௔௫ݎ   െ ⋯,ሺ݉௠௜ௗݎ ,݉௠௜ௗሻ ൌ ௡ିଵܥ
௡ି௞ିଵ ∙ ݊/2: 

 .௠௔௫-ի հեռավորությունը մաքսիմալ շերտից  կլինիݎ

⋯,ሺ݉ݎ   ,݉ሻ െ ௠௔௫ݎ ൌ ݊ ∙ ൫2 ∙ ∑ ௡ିଵܥ
௡ି௜ିଵ௞ିଵ

௜ୀ଴ ൅ ௡ିଵܥ
௡ି௞ିଵ൯ െ ݊ ∙ ∑ ௡ିଵܥ

௡ି௜ିଵ௞ିଵ
௜ୀ଴ ൌ 

 ݊ ∙ ∑ ௡ିଵܥ
௡ି௜ିଵ௞ିଵ

௜ୀ଴ : 

2) ݉ଵ ൐ 0: 

 ݉ ൌ ∑ ௡௡ି௜ܥ
௞
௜ୀ଴ ൅ ݉ଵ ൌ 2 ∙ ∑ ௡ିଵܥ

௡ି௜ିଵ௞ିଵ
௜ୀ଴ ൅ ௡ିଵܥ

௡ି௞ିଵ ൅ ݉ଵ, և հետևաբար, 
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 ݉௠௜ௗ ൌ ∑ ௡ିଵܥ
௡ି௜ିଵ௞ିଵ

௜ୀ଴ ൅ ሺܥ௡ିଵ
௡ି௞ିଵ ൅ ݉ଵሻ/2: 

 .௠௔௫-ի հեռավորությունը մինիմալ շերտից կլինիݎ

௠௔௫ݎ   െ ⋯,ሺ݉௠௜ௗݎ ,݉௠௜ௗሻ ൌ ௡ିଵܥ
௡ି௞ିଵ ∙ ௡

ଶ
൅ ݉ଵ ∙ ሺ݊ െ ݇ െ 1ሻ െ ݊ ∙ ௠భ

ଶ
ൌ 

௡ିଵܥ
௡ି௞ିଵ ∙ ௡

ଶ
൅ ݉ଵ ∙ ሺ݊/2 െ ݇ െ 1ሻ: 

 .௠௔௫-ի հեռավորությունը մաքսիմալ շերտից կլինիݎ

  ݊ ∙ ∑ ௡ିଵܥ
௡ି௜ିଵ௞ିଵ

௜ୀ଴ െ ݉ଵ ∙ ሺ݊ െ ݇ െ 1ሻ: 

Այսպիսով, նկարագրեցինք ̅ݎ௠௜௡ -ի և ݎ௠௔௫ -ի դիրքը ܪ෡ -ում՝ կախված ݉ -ի արժեքից: 

Գտնված բանաձևերը ցույց են տալիս, թե երբ են  ̅ݎ௠௜௡-ը և ݎ௠௔௫-ը իրար մոտ, երբ է ̅ݎ௠௜௡-

ը միջին արժեքից մեծ, և այլն:  

 

3.5  Մասնակի արդյունքներ համասեռ հիպերգրաֆների համար  

௠௞ܦ ሺ݊ሻ -ով նշանակենք ݊  գագաթ և ݉  հիպերկող ունեցող պարզ  ݇ -համասեռ 

հիպերգրաֆի աստիճանային հաջորդականությունների բազմութունը: 

Դիտարկենք ܦ௠௡ିଷሺ݊ሻ  /կամ որ նույնն է ܦ௠ଷ ሺ݊ሻ / բազմությունը: Հիշենք, որ այս 

դեպքում՝ ݉ ൑ ௠௡ିଷሺ݊ሻ -ի էլեմենտները գտնվում են Ξ௠ାଵܦ :௡ଷܥ
௡ -ի ݉ ∙ ሺ݊ െ 3ሻ -րդ շերտում՝ 

շերտի այն հատվածներում, որոնք ընկած են ⋃ ,ෙܦሺܧ ෡ሻ஽෡∈஽෡೘ೌೣܦ
 ինտերվալների մեջ:  

Թեորեմ 3.5-1: Յուրաքանչյուր ݀ ∈  ௠௡ିଷሺ݊ሻ հաջորդականության համար գոյություն ունիܦ

մոնոտոն բուլյան ֆունկցիա ܯ௠
ଵ -ից, որի ստորին 1-երը գտնվում են ܧ௡-ի (݊ െ 3)-րդ կամ 

ավելի վերին շերտերում, և որի տրոհումների ասոցացված վեկտորը մեծ է ݀-ից:  

 Ապացույց: 

Դիցուք՝ ݀ ∈ ݊) ௡-իܧ ը այն ݉ էլեմենտանոց բազմությունն է-ܯ  ௠௡ିଷሺ݊ሻ, ևܦ െ 3)-րդ 

շերտում, որի տրոհումների ասոցացված վեկտորը ݀-ն է: Ձևափոխենք ܯ-ը մոնոտոն 

բուլյան ֆունկցիայի 1 արժեքների բազմության՝ ըստ հետևյալ ալգորիթմի, որը մուտքում 

ունի ܯ-ը; ելքում վերադարձնում է   ܯ′ բազմություն: 
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Ալգորիթմ (ࡹࢀ) ࡱࡺࡻࢀࡻࡺࡻࡹ_ࡹࡾࡻࡲࡿࡺ࡭ࡾࢀ: 

ᇱܯ  ≔ ∅ ; 

Քանի դեռ ሺ	ܯ ് ∅) 

{ դիտարկել հերթական  ݒ ∈  ;գագաթը ܯ

ܯ  ≔  ;ሽݒሼ\ܯ

  Եթե ݒ-ն չունի վերին հարևան ܧ௡-ում, որը ܯ-ին չի պատկանում, ապա 

ᇱܯ} ≔  {;ሽݒሼ⋃′ܯ

 Հակառակ դեպքում՝ 

{Քանի դեռ ݒ-ն ունի վերին հարևան ܧ௡-ում, որը ܯ-ին չի պատկանում  

{դիտարկել հերթական ݒ′ հարևանը; ݒ ≔  {  ; ′ݒ

 } 

′ܯ  ≔  ;ሽݒሼ⋃′ܯ

} 

-݀  ը կհամապատասխանի մոնոտոն ֆունկցիայի, և նրա ասոցացված վեկտորը մեծ է-′ܯ

ից: □ 

 

Այսպիսով. 

Եթե խոսենք ܦ௠௡ିଷሺ݊ሻ-ի նկարագրի մասին մոնոտոն բուլյան ֆունկցիաների միջոցով, 

ապա անհրաժեշտ են միայն այն մոնոտոն բուլյան ֆունկցիաները, որոնց ստորին 1-երը 

գտնվում են ܧ௡-ի (݊ െ 3)-րդ կամ ավելի վերին շերտերում:  
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Եզրակացություններ երրորդ գլխի վերաբերյալ 

Հետազոտվել է հիպերգրաֆային հաջորդականությունների բազմության կառուցվածքն 

ու հատկությունները, ներգրավելով հիպերգրաֆային հաջորդականությունների 

բազմության լրացման տիրույթի նկարագրումը. այն ունի կառուցվածքային պարզ 

նկարագիր, որը հնարավորություն է տալիս գտնելու մինիմալ և մաքսիմալ շեմեր, որոնց 

միջոցով որոշվում են հիպերգրաֆային և ոչ հիպերգրաֆային հաջորդականությունների 

դասեր: 

 Ներմուծվել է ߌ௠ାଵ
௡ -ի խորանարդատիպ տրոհումը, որի արդյունքում էլ ցույց է տրվել, 

որ հիպերգրաֆային հաջորդականությունների նկարագիրը ߌ௠ାଵ
௡ -ում ստանալու 

համար բավական է ունենալ նկարագիրը ߌ௠ାଵ
௡ -ի վերին ܪ෡  /կամ ստորին ܪෙ / 

տիրույթում: Լուծումների որոնման տիրույթի նեղացումը իրականացվել է նաև 

“ամենաանհարթ” հաջորդականությունների միջոցով: 

 Տրվել է հիպերգրաֆային հաջորդականությունների բազմության կառուցվածքը ܪ෡-

ում /ܪෙ-ում/. այն համապատասխանում է ܪ෡-ում /ܪෙ-ում/ որոշված մոնոտոն բինար 

ֆունկցիայի: 

 Դիտարկվել է հիպերգրաֆային հաջորդականությունների բազմության լրացումը 

௠ାଵߌ
௡ -ում, գտնվել են մինիմալ ̅ݎ௠௜௡  կշռով եզրային էլեմենտների դասեր: Ստացվել է, 

որ ܪ෡-ի  բոլոր այն էլեմենտները, որոնց ռանգը փոքր է ̅ݎ௠௜௡-ից՝ հիպերգրաֆային են, 

և բոլոր այն էլեմենտները, որոնց ռանգը ݎ௠௔௫-ից մեծ է, հիպերգրաֆային չեն: 

 Գտնվել են բանաձևեր՝ հաշվելու ܪ෡ -ի մինիմալ, մաքսիմալ և միջին շերտերի 

հեռավորությունը ̅ݎ௠௜௡   և ݎ௠௔௫  համարն ունեցող շերտերից՝ կախված ݊ -ի և ݉ -ի 

արժեքներից: 
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ԳԼՈՒԽ 4. ԴԻՍԿՐԵՏ ՏՈՄՈԳՐԱՖԻԱՅԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐ ՆՈՐ ՊԱՅՄԱՆՆԵՐՈՎ ԵՎ 

ՍԱՀՄԱՆԱՓԱԿՈՒՄՆԵՐՈՎ, ՆՐԱՆՑ ՄՈՏԱՎՈՐ ԼՈՒԾՄԱՆ ԱԼԳՈՐԻԹՄՆԵՐ 

 

Այս գլխում դիտարկվում են խնդիրներ դիսկրետ տոմոգրաֆիայի տերմիններով, 

ներմուծվում են նոր պայմաններ/սահմանափակումներ ի լրումն դասական 

տարբերակների, որոնք քննարկվել են աշխատանքի Գլուխ 1-ում ([(1)], [(2)], [(3)], [(4)], 

[(6)], [(10)], [(12)], [(14)], [(16)], [(17)], [(18)], [(19)], [(23)], [(29)], [(30)]): Հետազոտվում են 

խնդիրների բարդությունները; մշակվում են նրանց մոտավոր լուծման ալգորիթմներ: 

Կարևոր է առանձնացնել տրված սահմանափակումներով բինար մատրիցի սյուն-առ-

սյուն կառուցման ագահ ալգորիթմը՝ իր աշխատանքի արդյունքի երաշխիքի 

գնահատմամբ: Այն կիրառվում է բազմադեղորայքային դիմադրողականության դեմ 

պայքարի խնդրում, ինչպես նաև “գումարային բալանսով” մինիմալ բարձրության 

բինար ծառի կառուցման համար: Այսպիսին է ծառի մոդելը, որը ստեղծվում է ըստ 

գրաֆիկական բնութագրերի պատկերների դասակարգման խնդրի համար, և որը 

կիրառվում է մշակված հայերեն տպատառ տեքստերի ավտոմատ ճանաչման 

համակարգում:  

Մոտավոր լուծումներ գտնելու համար կիրառվում է նաև Լագրանժյան 

ռելաքսացիայի մեթոդը, փոփոխականի տրոհման տեխնիկան, և կառուցվում են 

տրոհված խնդիրների լուծման ալգորիթմները։  

 

4.1 Դիսկրետ տոմոգրաֆիայի խնդիրների ներկայացումը ամբողջարժեք 

գծային ծրագրավորման մոդելում 

Այս բաժնում հետազոտվում է դիսկրետ տոմոգրաֆիայի խնդիրների դաս, որտեղ 

որպես սահմանափակում ներմուծվում է շերտային պրոյեկցիայի գաղափարը. բինար 

մատրիցում ուղղահայաց շերտը՝ սյուների խումբ է; հորիզոնական շերտը՝ տողերի խումբ:  

Մասնավորապես, դիտարկում ենք 2 լայնությամբ շերտերը, և առանձնացնում ենք 

հետևյալ տեսակները, համապատասխան նշանակումներով. 
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- ուղղահայաց շերտեր սյուների բոլոր զույգերի համար՝ ܣ_ܸܲ; 

- ուղղահայաց շերտեր հարևան սյուների զույգերի համար՝ ܰ_ܸܲ;  

- ուղղահայաց շերտեր սյուների ሺ1, ݆ሻ զույգերի համար՝ 1_ܸܲ (1-ին սյան փոխարեն 

կարող է հանդես գալ կամայական այլ սյուն):  

Սահմանում 4.1-1: (1) ܵ′ ൌ ሺݏ′ଵ, ⋯,ଶ′ݏ , ݉ ஼೙మሻ վեկտորը կոչվում է′ݏ ൈ ݊ չափանի ܺ ൌ ሼݔ௜,௝ሽ 

բինար մատրիցի ܣ_ܸܲ  պրոյեկցիա, եթե ݏ′௧ -ն հավասար է ܺ  մատրիցի սյուների ݐ -րդ 

զույգի ընդհանուր մեկերի քանակին, ݐ ൌ 1,⋯ , ௡ଶܥ  (ենթադրվում է, որ ܺ  -ի սյուների 

զույգերը նախապես համարակալված են):	 

(2) ܵ′ ൌ ሺݏ′ଵ, ⋯,ଶ′ݏ , ݉ ௡ିଵሻ վեկտորը կոչվում է′ݏ ൈ ݊ չափանի ܺ ൌ ሼݔ௜,௝ሽ բինար մատրիցի 

ܰ_ܸܲ  պրոյեկցիա, եթե ݏ′௝ -ն հավասար է ܺ  մատրիցի ݆ -րդ և ሺ݆ ൅ 1ሻ -րդ սյուների 

ընդհանուր մեկերի քանակին, որտեղ ݆ ൌ 1,⋯ , ݊ െ 1: 

(3) ܵ′ ൌ ሺݏ′ଶ,⋯ , ݉ ௡ሻ վեկտորը կոչվում է′ݏ ൈ ݊ չափանի ܺ ൌ ሼݔ௜,௝ሽ բինար մատրիցի 1_ܸܲ 

պրոյեկցիա, եթե ݏ′௝-ն հավասար է ܺ մատրիցի 1-ին և ݆-րդ սյուների ընդհանուր մեկերի 

քանակին, որտեղ ݆ ൌ 2,⋯ , ݊: 

Եթե հիպերգրաֆային մոդելի անցման դեպքում բինար մատրիցի ուղղահայաց 

պրոյեկցիան համապատասխանում է հիպերգրաֆի աստիճանային 

հաջորդականությանը, ապա շերտային պրոյեկցիաները համապատասխանում են 

ընդհանրացված աստիճանային հաջորդականությունների: Դիցուք՝  ࣢-ը հիպերգրաֆ է 

գագաթների ሾ݊ሿ բազմությամբ: Գագաթների ሺ݅, ݆ሻ զույգի ընդհանրացված աստիճանը՝ 

դա ࣢ -ի այն կողերի քանակն է, որոնք պարունակում են ݅  և ݆  գագաթները 

միաժամանակ: Այսպիսով, ܣ_ܸܲ -ն համապատասխանում է ընդհանրացված 

աստիճանային հաջորդականության ըստ հիպերգրաֆի գագաթների բոլոր զույգերի,   

ܰ_ܸܲ-ն՝ ըստ գագաթների  ሺ݆, ݆ ൅ 1ሻ զույգերի; և 1_ܸܲ-ն՝ ըստ գագաթների ሺ1, ݆ሻ զույգերի: 

Համանման ձևով կարելի է սահմանել նաև ܲܪ_1 ,ܲܪ_ܰ ,ܲܪ_ܣ պրոյեկցիաները: 

Օրինակ, Նկար 4.1-1-ում պատկերված մատրիցի ܰ_ܲܪ  պրոյեկցիան է՝ 

ሺ4,3,2,3,3,4,4ሻ-ը, ܰ_ܸܲ պրոյեկցիան է՝ ሺ4,2,2,7,2,1ሻ-ը: 
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Նկար 4.1-1: ܰ_ܲܪ և ܰ_ܸܲ պրոյեկցիաները: 

Ստորև ներկայացնենք հետևյալ գոյության խնդիրները. 

ࡼࢂ࡭_ࢂࡴ : Տրված են ܴ ൌ ሺݎଵ, ⋯,ଶݎ , ௠ሻݎ , ܵ ൌ ሺݏଵ, ⋯,ଶݏ , ௡ሻݏ  և ܵ′ ൌ ሺݏ′ଵ, ⋯,ଶ′ݏ ,  ஼೙మሻ′ݏ

ամբողջարժեք ոչ բացասական կոմպոնենտներով վեկտորները: Գոյություն ունի՞ արդյոք 

݉ ൈ ݊ չափանի բինար ܺ ൌ ሼݔ௜,௝ሽ մատրից, այնպես որ ܴ –ը, ܵ-ը և ܵ′-ը հանդիսանան ܺ-ի 

հորիզոնական, ուղղահայաց և ܣ_ܸܲ պրոյեկցիաները: 

ࡼࢂࡺ_ࢂࡴ : Տրված են ܴ ൌ ሺݎଵ, ⋯,ଶݎ , ௠ሻݎ , ܵ ൌ ሺݏଵ, ⋯,ଶݏ , ௡ሻݏ  և ܵ′ ൌ ሺݏ′ଵ, ⋯,ଶ′ݏ ,   ௡ିଵሻ′ݏ

ամբողջարժեք ոչ բացասական կոմպոնենտներով վեկտորները: Գոյություն ունի՞ արդյոք 

݉ ൈ ݊ չափանի բինար ܺ ൌ ሼݔ௜,௝ሽ մատրից, այնպես որ ܴ-ը, ܵ-ը և ܵ′-ը հանդիսանան ܺ–ի 

հորիզոնական, ուղղահայաց և ܰ_ܸܲ պրոյեկցիաները: 

ܴ Տրված են :ࡼࢂࡺࢳ_ࢂࡴ ൌ ሺݎଵ, ⋯,ଶݎ , ܵ ,௠ሻݎ ൌ ሺݏଵ, ⋯,ଶݏ ,  ௡ሻ ամբողջարժեք ոչ բացասականݏ

կոմպոնենտներով վեկտորները և ݇  բնական թիվը: Գոյություն ունի՞ արդյոք ݉ ൈ ݊ 

չափանի բինար ܺ ൌ ሼݔ௜,௝ሽ մատրից, այնպես որ ܴ, ܵ-ը հանդիսանան ܺ–ի հորիզոնական, 

ուղղահայաց պրոյեկցիաները, և ܰ_ܸܲ  պրոյեկցիայի կոմպոնենտների արժեքների 

գումարը հավասար լինի ݇-ի: 

ܴ Տրված են :ࡼࢂ૚_ࢂࡴ ൌ ሺݎଵ, ⋯,ଶݎ , ܵ ,௠ሻݎ ൌ ሺݏଵ, ⋯,ଶݏ , ′ܵ ௡ሻ ևݏ ൌ ሺݏ′ଶ,⋯ ,  ௡ሻ ամբողջարժեք′ݏ

ոչ բացասական կոմպոնենտներով վեկտորները: Գոյություն ունի՞ արդյոք ݉ ൈ ݊ 

չափանի բինար ܺ ൌ ሼݔ௜,௝ሽ  մատրից, այնպես որ ܴ  –ը, ܵ -ը և ܵ′ -ը հանդիսանան ܺ -ի 

հորիզոնական, ուղղահայաց և 1_ܸܲ պրոյեկցիաները: 

1 1 0 1 1 0 0 4

1 1 0 1 1 0 0 3

0 1 0 1 1 0 0 2

1 0 0 1 1 0 0 3

1 1 0 1 1 0 0 3

1 0 0 1 1 1 0 4

1 1 1 1 1 1 1 4

0 1 1 1 0 0 1

4 2 2 7 2 1   
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Թեորեմ 4.1-1: ܸܲܣ_ܸܪ խնդիրը NP-լրիվ է: 

Ապացույց:  

Նախ նկատենք, որ Գլուխ 1-ի 1.1.1 ենթաբաժնում բերված Ընդգրկվող հիպերգրաֆների 

աստիճանային հաջորդականությունների խնդիրը NP-լրիվ է նաև կամայական 

հիպերգրաֆի համար (քանի որ ݇ -համասեռ հիպերգրաֆի կողմից ընդգրկվող 

հիպերգրաֆները կարող են լինել միայն ሺ݇ െ 1ሻ-համասեռ, և հետևաբար, համասեռ 

հիպերգրաֆի դեպքը կհանդիսանա մասնավոր դեպք):  

Ցույց տանք, որ ܸܲܣ_ܸܪ -ն համարժեք է Ընդգրկվող հիպերգրաֆների 

աստիճանային հաջորդականությունների խնդրին: 

Դիցուք՝ ܣ -ն ܪ ൌ ሺܸሺܪሻ, ሻሻܪሺܧ  ݊  գագաթ ունեցող հիպերգրաֆի մատրիցային 

ներկայացումն է, և ܵ ൌ ሺݏଵ, ⋯,ଶݏ , ௡ሻݏ -ը նրա սյուների գումար վեկտորն է: ݒ௝ ∈ ܸሺܪሻ  

գագաթի համար դիտարկենք ընդգրկվող ܪ௩ೕ  հիպերգրաֆի մատրիցային 

ներկայացումը` ܣ௩ೕ -ն: ܣ௩ೕ  մատրիցի սյուների բազմությունը` ܣ  մատրիցի սյուներն են 

առանց ݆-րդ սյան: Դիցուք ܣ մատրիցի ݆-րդ սյան 1-երը գտնվում են ݅ଵ,⋯ , ݅௧ տողերում, 

ապա ܣ௩ೕ -ի տողերի բազմությունը ܣ -ի ݅ଵ,⋯ , ݅௧  տողերի բազմությունն է (առանց ݆ -րդ 

էլեմենտի): Այժմ, եթե դիտարկենք ܣ௩ೕ  մատրիցի սյուների 1-երը, ապա նրանք 

համապատասխանում են ܣ-ի  ݆-րդ սյան` մնացած բոլոր սյուների հետ զույգ առ զույգ 

հատումներին:  

 

ա)          բ) 

Նկար 4.1-2: ܣ և ܣ௩భ մատրիցները: 

Դիտարկենք օրինակ: Նկար 4.1-2-ի ա) մասում պատկերված է ܣ  մատրիցը, 

որտեղ առաջին սյան 1-երը դասավորված են առաջին ݏଵ տեղերում: Եթե դիտարկենք 
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հիպերգրաֆի ընդգրկումը ըստ առաջին սյան, ապա ܪ௩భ -ին համապատասխանում է 

շտրիխված մասը, որը առանձին պատկերված է նկարի բ) մասում: ܣ௩భ-ի ուղղահայաց 

պրոյեկցիան համապատասխանում է ܣ  -ի սյուների զույգ առ զույգ հատումներին 

առաջին սյան հետ՝ ݏ′ଵ, ⋯,ଶ′ݏ ,  :௡ିଵ′ݏ

 

Այսինքն, ընդգրկող հիպերգրաֆի աստիճանային հաջորդականությունը 

համընկնում է համապատասխան սյուների զույգերի հատումների հետ: Այսպիսով, 

նշված խնդիրները համարժեք են, և հետևաբար,	ܸܲܣ_ܸܪ-ն NP-լրիվ է: □ 

Խնդիրները կարելի է ներկայացնել ամբողջարժեք սահմանափակումների 

համակարգի միջոցով: Մասնավորապես, ܸܲܣ_ܸܪ  խնդիրը կունենա հետևյալ 

ներկայացումը՝ 

Համատեղելի է արդյոք հետևյալ համակարգը. 

∑ ࢐,࢏࢞
࢓
ୀ૚࢏ ൌ ࢙,࢐			࢐ ൌ ૚,⋯ ,    ࢔

∑ ࢐,࢏࢞
࢔
࢐ୀ૚ ൌ ,࢏࢘ ࢏ ൌ ૚,⋯ (1-4.1)  ࢓,

∑ ࢐ᇲ,࢏൫࢞࢔࢏࢓ , ࢐ᇲᇲ൯,࢏࢞
࢓
ୀ૚࢏ ൌ ࢙ᇱ࢐ᇲ,࢐ᇲᇲ , ૚ ൑ ࢐ᇱ ൏ ࢐′′ ൑    ࢔

࢐,࢏࢞ ∈ ሼ૙, ૚ሽ  

Թեորեմ 4.1-2: ܸܲܰߑ_ܸܪ խնդիրը NP-լրիվ է: 

Ապացույց: 

Դիտարկենք խնդրի ներկայացումը ամբողջարժեք սահմանափակումների 

համակարգի միջոցով՝  

∑ ࢐,࢏࢞
࢓
ୀ૚࢏ ൌ ࢙,࢐			࢐ ൌ ૚,⋯ ,    ࢔

∑ ࢐,࢏࢞
࢔
࢐ୀ૚ ൌ ,࢏࢘ ࢏ ൌ ૚,⋯ (2-4.1)  ࢓,

∑ ∑ ,࢐,࢏൫࢞࢔࢏࢓ ࢐ା૚൯,࢏࢞ ൌ ࢓࢑
ୀ૚࢏

૚ି࢔
࢐ୀ૚    

࢐,࢏࢞ ∈ ሼ૙, ૚ሽ  

(4.1-2)-ում փոխենք գումարելիների տեղերը, կստանանք՝ 
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∑ ࢐,࢏࢞
࢓
ୀ૚࢏ ൌ ࢙,࢐			࢐ ൌ ૚,⋯ ,    ࢔

∑ ࢐,࢏࢞
࢔
࢐ୀ૚ ൌ ,࢏࢘ ࢏ ൌ ૚,⋯ (3-4.1)   ࢓,

∑ ∑ ,࢐,࢏൫࢞࢔࢏࢓ ࢐ା૚൯,࢏࢞ ൌ ૚ି࢔࢑
࢐ୀ૚

࢓
ୀ૚࢏    

࢐,࢏࢞ ∈ ሼ૙, ૚ሽ  

Եվ դիտարկենք (4.1-3)-ի այն մասնավոր դեպքը, երբ ݇ ൌ ∑ ሺݎ௜ െ 1ሻ௠
௜ୀଵ .  

∑ ࢐,࢏࢞
࢓
ୀ૚࢏ ൌ ࢙,࢐			࢐ ൌ ૚,⋯ ,    ࢔

∑ ࢐,࢏࢞
࢔
࢐ୀ૚ ൌ ,࢏࢘ ࢏ ൌ ૚,⋯ (4-4.1)   ࢓,

∑ ∑ ,࢐,࢏൫࢞࢔࢏࢓ ࢐ା૚൯,࢏࢞ ൌ ∑ ሺ࢘࢏ െ ૚ሻ࢓
ୀ૚࢏

૚ି࢔
࢐ୀ૚

࢓
ୀ૚࢏   

࢐,࢏࢞ ∈ ሼ૙, ૚ሽ  

Հեշտ է տեսնել, որ (4.1-4) համակարգի համատեղելիության խնդիրը համարժեք է 

տրված ܴ  և ܵ  պրոյեկցիաներով հորիզոնական ուռուցիկ մատրիցի գոյության խնդրին: 

Իրոք, ∑ ݉݅݊൫ݔ௜,௝, ௜,௝ାଵ൯ݔ
௡ିଵ
௝ୀଵ  գումարը ցույց է տալիս ݅ -րդ տողում հարևան զույգ 1-երի 

քանակը, որի առավելագույն ሺݎ௜ െ 1ሻ-ը արժեքը  հասանելի է այն և միայն այն դեպքում, 

երբ ݅ -րդ տողում 1-երը դասավորված են հաջորդաբար: Հետևաբար, ∑ ሺݎ௜ െ 1ሻ௠
௜ୀଵ  

գումարը հասանելի է այն և միայն այն դեպքում, երբ մատրիցը հորիզոնական ուռուցիկ 

է:  Այսպիսով, (4.1-4)-ով տրվող խնդիրը NP-լրիվ է, հետևաբար, NP-լրիվ է նաև (4.1-3) -

ով տրվող խնդիրը: □ 

Հարկ է նշել, որ ܸܪ_ܸܰܲ խնդրի NP-լրիվությունը ապացուցված չէ, սակայն եթե 

այն ևս ներկայացնենք սահմանափակումների համակարգով՝ 

∑ ࢐,࢏࢞
࢓
ୀ૚࢏ ൌ ࢙,࢐			࢐ ൌ ૚,⋯ ,    ࢔

∑ ࢐,࢏࢞
࢔
࢐ୀ૚ ൌ ,࢏࢘ ࢏ ൌ ૚,⋯ (5-4.1)   ࢓,

∑ ,࢐,࢏൫࢞࢔࢏࢓ ࢐ା૚൯,࢏࢞ ൌ ࢙′࢐, ࢐ ൌ ૚,⋯ , ࢔ െ ૚࢓
ୀ૚࢏    

࢐,࢏࢞ ∈ ሼ૙, ૚ሽ  

ապա (4.1-3)-ի և (4.1-5)-ի համեմատումը թույլ է տալիս ենթադրել ܸܪ_ܸܰܲ-ի հնարավոր 

NP-լրիվ լինելը:  
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Թեորեմ 4.1-3: 1ܸܲ_ܸܪ խնդիրը ունի բազմանդամային բարդություն: 

Ապացույց: 

Նկատենք, որ 1ܸܲ_ܸܪ   խնդիրը համարժեք է հետևյալ երկու խնդիրներին, 

որոնցից յուրաքանչյուրը ունի բազմանդամային բարդություն ըստ Թեորեմ 1.1.2-1-ի: 

૚_ࢂࡴ : Տրված են ܴᇱ ൌ ሺݎଵ, ⋯,ଶݎ , ௦భሻݎ  և ܵᇱ ൌ ሺݏଶ
ᇱ ,⋯ , ௡ᇱݏ ሻ  ամբողջարժեք ոչ բացասական 

կոմպոնենտներով վեկտորները: Գոյություն ունի՞ արդյոք  ݏଵ ൈ ሺ݊ െ 1ሻ չափանի բինար 

ܺ ൌ ሼݔ௜,௝ሽ  մատրից այնպես, որ ሺݎଵ െ 1, ଶݎ െ 1,⋯ , ௦భݎ െ 1ሻ  -ը հանդիսանա ܺ -ի 

հորիզոնական պրոյեկցիան, և ሺݏଶᇱ ,⋯ , ௡ᇱݏ ሻ -ը` ուղղահայաց պրոյեկցիան: 

૛_ࢂࡴ : Տրված են ܴᇱᇱ ൌ ሺݎ௦భశభ, ⋯,௦భାଶݎ , ௠ሻݎ , ܵ ൌ ሺݏଵ, ⋯,ଶݏ , ௡ሻݏ  և ܵᇱ ൌ ሺݏଶ
ᇱ ,⋯ , ௡ᇱݏ ሻ 

ամբողջարժեք ոչ բացասական կոմպոնենտներով վեկտորները: Գոյություն ունի արդյոք 

ሺ݉ െ ଵሻݏ ൈ ሺ݊ െ 1ሻ չափանի բինար ܻ ൌ ሼݕ௜,௝ሽ մատրից այնպես, որ ሺݎ௦భశభ, ⋯,௦భାଶݎ ,  ௠ሻ -ըݎ

հանդիսանա ܻ-ի հորիզոնական պրոյեկցիան և   ሺݏଶ െ ଶݏ
ᇱ ,⋯ , ሺݏ௡ െ ௡ᇱݏ ሻ -ը` ուղղահայաց 

պրոյեկցիան: □ 

   

Թվարկված խնդիրների բարդության հետազոտությունների արդյունքը ներկայացնենք 

հետևյալ աղյուսակով. 

Աղյուսակ 4.1-1: Դիտարկված խնդիրներ և նրանց բարդությունը 

ܸܲܣ_ܸܪ 1ܸܲ_ܸܪ  ܸܲܰߑ_ܸܪ ܸܲܰ_ܸܪ 

NP-լրիվ P ? NP-լրիվ 
 

Դիտարկված խնդիրներում ܣ_ܸܲ , ܰ_ܸܲ , 1_ܸܲ  պրոյեկցիաների փոխարեն կարող են 

տրված լինել ܲܪ_1 ,ܲܪ_ܰ ,ܲܪ_ܣ պրոյեկցիաները,  - դրանից խնդիրը/բարդությունը չի 

փոխվում; համապատասխան նշանակումները կլինեն՝ ܸܲܣ_ܸܪ ܸܲܰ_ܸܪ , ܸܲܰߑ_ܸܪ , , 

 :1ܸܲ_ܸܪ

 



 

135 
 

 

4.1.1 Խնդիրներ` տարբեր տողերի սահմանափակումով 

Այս բաժնում դիտարկվող խնդիրներում առկա է լրացուցիչ սահմանափակում՝ 

մատրիցի տողերի տարբեր լինելը: Այն ի հայտ է գալիս նաև կիրառություններում, 

ինչպես օրինակ, փորձերի նախագծման (design of experiments) խնդիրները: 

Դիտարկենք հետևյալ խնդիրները. 

ࢊ_ࡼࢂ࡭_ࢂࡴ : Տրված են ܴ ൌ ሺݎଵ, ⋯,ଶݎ , ௠ሻݎ , ܵ ൌ ሺݏଵ, ⋯,ଶݏ , ௡ሻݏ  և ܵ′ ൌ ሺݏ′ଵ, ⋯,ଶ′ݏ ,  ஼೙మሻ′ݏ

ամբողջարժեք ոչ բացասական կոմպոնենտներով վեկտորները: Գոյություն ունի՞ արդյոք 

݉ ൈ ݊ չափանի տարբեր տողերով բինար ܺ ൌ ሼݔ௜,௝ሽ մատրից, այնպես որ ܴ –ը, ܵ-ը և ܵ′-ը 

հանդիսանան ܺ-ի հորիզոնական, ուղղահայաց և ܣ_ܸܲ պրոյեկցիաները: 

ܴ Տրված են :ࢊ_ࡼࢂࡺ_ࢂࡴ ൌ ሺݎଵ, ⋯,ଶݎ , ܵ ,௠ሻݎ ൌ ሺݏଵ, ⋯,ଶݏ , ′ܵ ௡ሻ ևݏ ൌ ሺݏ′ଵ, ⋯,ଶ′ݏ ,   ௡ିଵሻ′ݏ

ամբողջարժեք ոչ բացասական կոմպոնենտներով վեկտորները: Գոյություն ունի՞ արդյոք 

݉ ൈ ݊ չափանի տարբեր տողերով բինար ܺ ൌ ሼݔ௜,௝ሽ մատրից, այնպես որ ܴ-ը, ܵ-ը և ܵ′-ը 

հանդիսանան ܺ–ի հորիզոնական, ուղղահայաց և ܰ_ܸܲ պրոյեկցիաները: 

ࢊ_ࡼࢂ૚_ࢂࡴ : Տրված են ܴ ൌ ሺݎଵ, ⋯,ଶݎ , ௠ሻݎ , ܵ ൌ ሺݏଵ, ⋯,ଶݏ , ௡ሻݏ  և ܵ′ ൌ ሺݏ′ଶ,⋯ ,  ௡ሻ′ݏ

ամբողջարժեք ոչ բացասական կոմպոնենտներով վեկտորները: Գոյություն ունի՞ արդյոք 

݉ ൈ ݊ չափանի տարբեր տողերով բինար ܺ ൌ ሼݔ௜,௝ሽ մատրից, այնպես որ ܴ –ը, ܵ-ը և ܵ′-ը 

հանդիսանան ܺ-ի հորիզոնական, ուղղահայաց և 1_ܸܲ պրոյեկցիաները: 

	ࢊ_ࢂࡴ  - Տրված են ܴ ൌ ሺݎଵ, ⋯,ଶݎ , ௠ሻݎ և ܵ ൌ ሺݏଵ, ⋯,ଶݏ , ௡ሻݏ  ամբողջարժեք ոչ 

բացասական կոմպոնենտներով վեկտորները: Գոյություն ունի՞ արդյոք ݉ ൈ ݊ չափանի 

տարբեր տողերով բինար ܺ ൌ ሼݔ௜,௝ሽ մատրից, այնպես որ ܴ –ը և ܵ-ը հանդիսանան ܺ-ի 

հորիզոնական և ուղղահայաց պրոյեկցիաները: 

	ࢊ_ࢂ  - Տրված է ܵ ൌ ሺݏଵ, ⋯,ଶݏ , ௡ሻݏ  ամբողջարժեք ոչ բացասական 

կոմպոնենտներով վեկտորը և ݉ բնական թիվը: Գոյություն ունի՞ արդյոք ݉ ൈ ݊ չափանի 

տարբեր տողերով բինար ܺ ൌ ሼݔ௜,௝ሽ  մատրից, այնպես որ և ܵ -ը հանդիսանա ܺ -ի 

ուղղահայաց պրոյեկցիան:  

Թեորեմ 4.1-4: ܸܲܣ_ܸܪ_݀	խնդիրը NP-լրիվ է: 

Ապացույց:  
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Թեորեմ 4.1-1-ի ապացույցի նմանությամբ, ցույց է տրվում, որ ܸܲܣ_ܸܪ_݀-ն համարժեք է 

Ընդգրկվող հիպերգրաֆների աստիճանային հաջորդականությունների խնդրին (պարզ 

հիպերգրաֆի դեպքում), որը NP-լրիվ խնդիր է: □ 

Թեորեմ 4.1-5: 1ܸܲ_ܸܪ_݀ և ܸܪ_݀ խնդիրները բարդությամբ համարժեք են: 

Ապացույց: 

 :խնդիրը համարժեք է հետևյալ երկու խնդիրներին  ݀_1ܸܲ_ܸܪ

Տրված են ܴᇱ :ࢊ_૚_ࢂࡴ ൌ ሺݎଵ, ⋯,ଶݎ , ௦భሻ և ܵᇱݎ ൌ ሺݏଶ
ᇱ ,⋯ , ௡ᇱݏ ሻ ամբողջարժեք ոչ բացասական 

կոմպոնենտներով վեկտորները: Գոյություն ունի՞ արդյոք  ݏଵ ൈ ሺ݊ െ 1ሻ չափանի տարբեր 

տողերով բինար ܺ ൌ ሼݔ௜,௝ሽ մատրից այնպես, որ ሺݎଵ െ 1, ଶݎ െ 1,⋯ , ௦భݎ െ 1ሻ -ը հանդիսանա 

ܺ-ի հորիզոնական պրոյեկցիան, և ሺݏଶᇱ ,⋯ , ௡ᇱݏ ሻ-ը` ուղղահայաց պրոյեկցիան: 

ࢊ_૛_ࢂࡴ : Տրված են ܴᇱᇱ ൌ ሺݎ௦భశభ, ⋯,௦భାଶݎ , ௠ሻݎ , ܵ ൌ ሺݏଵ, ⋯,ଶݏ , ௡ሻݏ  և ܵᇱ ൌ ሺݏଶ
ᇱ ,⋯ , ௡ᇱݏ ሻ 

ամբողջարժեք ոչ բացասական կոմպոնենտներով վեկտորները: Գոյություն ունի արդյոք        

ሺ݉ െ ଵሻݏ ൈ ሺ݊ െ 1ሻ  չափանի տարբեր տողերով բինար ܻ ൌ ሼݕ௜,௝ሽ  մատրից այնպես, որ 

ሺݎ௦భశభ, ⋯,௦భାଶݎ , ௠ሻݎ  -ը հանդիսանա ܻ -ի հորիզոնական պրոյեկցիան և       

ሺݏଶ െ ଶݏ
ᇱ ,⋯ , ሺݏ௡ െ ௡ᇱݏ ሻ -ը` ուղղահայաց պրոյեկցիան: □ 

	ࢊ_ࢂ  խնդիրը տրոհումների ասոցացված վեկտորների խնդրի մատրիցային 

ներկայացումն է; և պարզ համասեռ հիպերգրաֆի աստիճանային հաջորդականության 

խնդիրը ࢊ_ࢂࡴ	 խնդրի մասնավոր դեպքն է:  

Այսպիսով, ࢊ_ࢂ-ն և  ࢊ_ࢂࡴ	-ն բաց խնդիրներ են: 

Բարդության հետազոտությունների արդյունքը ներկայացվում է հետևյալ աղյուսակով. 

Աղյուսակ 4.1-2: Տարբեր տողերի սահմանափակումով խնդիրները և նրանց բարդությունը: 

݀_ܸܪ ݀_ܸܲܰ_ܸܪ ݀_1ܸܲ_ܸܪ ݀_ܸܲܣ_ܸܪ   ܸ_݀ 

NP-լրիվ Բաց խնդիր 
(Հիպերգրաֆի 
աստիճանային 

հաջորդականության 
խնդիր) 

 Բաց խնդիր ݀_1ܸܲ_ܸܪ ?
(Տրոհումների 
ասոցացված 
վեկտորների 
խնդիր) 
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4.1.2 Լագրանժյան ռելաքսացիայի մոդելը և փոփոխականների տրոհման 

մոտեցման կիրառումը 

Ինչպես տեսանք, դիտարկված խնդիրները հիմնականում NP-լրիվ կամ բարդության 

գնահատման տեսանկյունից բաց խնդիրներ են; և նպատակը՝ նրանց մոտավոր լուծման 

ալգորիթմների մշակումն է: Այս կետում խնդիրները ներկայացնում ենք ամբողջարժեք 

գծային սահմանափակումների համակարգի միջոցով, այնուհետև կիրառում ենք 

Լագրանժյան ռելաքսացիայի և փոփոխականի տրոհման մեթոդը; և կառուցում ենք 

տրոհված խնդիրների լուծման պարզ ալգորիթմներ: 

Կդիտարկենք ܸܪ_݀	  և ܲܪܣ_ܸܪ  խնդիրների լուծումը (մյուս խնդիրների լուծումը 

կարելի է ներկայացնել համանման ձևով):   

Դիցուք՝ ܺ ൌ ሼݔ௜,௝ሽ-ը ݉ ൈ ݊ չափանի բինար մատրից է: Մատրիցի տողերի տարբեր 

լինելու պայմանը արտահայտենք հանրահաշվորեն, օգտագործելով տողերի զույգերի 

հատումները: Դիցուք՝ ݅ᇱ  և ݅ᇱᇱ  համարով տողերը ունեն միևնույն ݎ  գումարը: Եթե այս 

տողերը իրարից տարբեր են, ապա նրանք կարող են 1-երով հատվել ամենաշատը       

ሺݎ െ 1ሻ տեղերում: Համարակալենք ܺ մատրիցի տողերի զույգերը, և դիցուք՝ ݌ሺ݅ᇱ, ݅ᇱᇱሻ-ն 

տողերի ሺ݅ᇱ, ݅ᇱᇱሻ զույգի համարն է, 1 ൑ ݅ᇱ ൏ ݅ᇱᇱ ൑ ݉: Հատումների քանակը արտահայտելու 

համար մտցնենք ݊ܥ௠ଶ  հատ լրացուցիչ փոփոխականներ՝ տողերի յուրաքանչյուր ݌ሺ݅ᇱ, ݅ᇱᇱሻ 

զույգի համար  ݊  հատ ݕ௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ ,  ݆ ൌ 1,⋯ , ݊ , փոփոխական այնպես, որ նրանք 

բավարարեն  

ሺݕ௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ ൌ 1ሻ ⇔ ൫ݔ௜ᇲ,௝ ൌ 1൯&൫ݔ௜ᇲᇲ,௝ ൌ 1൯ (4.1.2-1) 

պայմանին: 

(4.1.2-1)-ը կարելի է ապահովել հետևյալ համակարգով. 

ቐ

௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ					 ൑ 																						௜ᇲ,௝ݔ
௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ					 ൑ 																					௜ᇲᇲ,௝ݔ

௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ				 ൒ ௜ᇲ,௝ݔ ൅ ௜ᇲᇲ,௝ݔ െ 1
 

Այս տերմիններով, տողերի ሺ݅ᇱ, ݅ᇱᇱሻ զույգի հատումների քանակը արտահայտվում է 

∑ ௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ
௡
௝ୀଵ   գումարով, և այդ տողերի իրարից տարբեր լինելու պայման է 

հանդիսանում` ∑ ௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ
௡
௝ୀଵ ൏  պայմանը: Իրականում, անհրաժեշտ է տարբերել միայն ݎ

հավասար գումար ունեցող տողերը: Սակայն մենք համակարգը կկազմենք՝ նշված 
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սահմանափակումները կիրառելով տողերի բոլոր զույգերի համար: Սա կօգնի մեզ 

չհետևել տողերի մեկերի քանակի հավասար լինելու կամ չլինելու պայմանին։ 

Առանց ընդհանրությունը խախտելու կարող ենք ենթադրել, որ ܺ  մատրիցի 

տողերը դասավորված են ըստ տողի գումարի չնվազման կարգի՝ ݎଵ ൑ ⋯ ൑ ௠ݎ : Այդ 

դեպքում տողերի տարբեր լինելու պայմանը հանգում է հետևյալին՝ տողերի ሺ݅ᇱ, ݅ᇱᇱሻ ,       

1 ൑ ݅ᇱ ൏ ݅′′ ൑ ݉  զույգի հատումը  փոքր է ݎ௜ᇲᇲ -ից:  Պարզ է, որ եթե ݎ௜ᇲ ൏ 	 ௜ᇲᇲݎ , ապա 

հատումը կարող է լինել ամենաշատը ݎ௜ᇲ, սակայն մենք պահանջում ենք, որ այն փոքր 

լինի ݎ௜ᇲᇲ-ից, որպեսզի ներառի և ݎ௜ᇲ ൏ 	 ௜ᇲݎ  ௜ᇲᇲ, ևݎ ൌ 	  :௜ᇲᇲ դեպքերըݎ

Այժմ ܸܪ_݀	 -ն կարելի է ներկայացնել գծային սահմանափակումների հետևյալ 

համակարգով. 

 

 

 

 

 

 

 

 

որտեղ  ሺݎଵ,⋯ , ௠ሻݎ -ը  և ሺݏଵ,⋯ , ௡ሻݏ -ը ամբողջարժեք վեկտորներ են, ݎଵ ൑ ⋯ ൑ ௠ݎ ,  և       

ܺ ൌ ሼݔ௜,௝ሽ௠ൈ௡-ը և ܻ ൌ ሼݕሺ௜ᇲ,௜ᇲᇲሻ,௝ሽ஼೘మ ൈ௡-ը անհայտ փոփոխականներ են: 

 

Գծային սահմանափակումների համակարգով ներկայացնենք նաև ܲܪܣ_ܸܪ-ն:  

ࡼࡴ࡭_ࢂࡴ : Տրված են ܴ ൌ ሺݎଵ, ⋯,ଶݎ , ௠ሻݎ , ܵ ൌ ሺݏଵ, ⋯,ଶݏ , ௡ሻݏ  և ܴ′ ൌ ሺݎ′ଵ, ⋯,ଶ′ݎ , ஼೘మ′ݎ ሻ 

ամբողջարժեք ոչ բացասական կոմպոնենտներով վեկտորները: Գոյություն ունի՞ արդյոք 

݉ ൈ ݊ չափանի բինար ܺ ൌ ሼݔ௜,௝ሽ մատրից, այնպես որ ܴ –ը, ܵ-ը հանդիսանան     ܺ-ի 

հորիզոնական, ուղղահայաց պրոյեկցիաները, և տողերի զույգերի հատումները 

(ընդհանուր մեկերը) համապատասխանաբար, հավասար լինեն տրված ݎ′ଵ, ⋯,ଶ′ݎ , ஼೘మ′ݎ  

թվերին: 

 ሺ૚ሻ∑ ࢐,࢏࢞
࢓
ୀ૚࢏ ൌ ࢙,࢐			࢐ ൌ ૚,⋯ ,     ࢔

 ሺ2ሻ∑ ௜,௝ݔ
௡
௝ୀଵ ൌ ,௜ݎ ݅ ൌ 1,⋯ ,݉  

 

 
ሺࢊ_ࢂࡴሻ ሺ3ሻ ቐ

௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൑ ௜ᇲ,௝ݔ
௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൑ ௜ᇲ,௝ݔ
௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൒ ௜ᇲ,௝ݔ ൅ ௜ᇲᇲ,௝ݔ െ 1

 

 

1 ൑ ݅ᇱ ൏ ݅ᇱᇱ ൑ ݉, ݆ ൌ 1,⋯ , ݊ 

 ሺ4ሻ∑ ௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ
௡
௝ୀଵ ൏ ,௜ᇲᇲݎ  1 ൑ ݅ᇱ ൏ ݅ᇱᇱ ൑ ݉  

 ሺ5ሻ	ݔ௜,௝ ∈ ሼ0,1ሽ, ௜,௝ݕ ∈ ሼ0,1ሽ   
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որտեղ  ሺݎଵ,⋯ , ⋯,ଵݏ௠ሻ-ը, ሺݎ , ′ܴ ௡ሻ-ը ևݏ ൌ ൫ݎ′ଵ,⋯ , ஼೘మ′ݎ ൯ ամբողջարժեք վեկտորներ են, իսկ  

ܺ ൌ ሼݔ௜,௝ሽ௠ൈ௡-ը և ܻ ൌ ሼݕ௜,௝ሽ஼೘మ ൈ௡-ը՝ անհայտ փոփոխականներ:  

 

Ինչպես տեսնում ենք ܸܪ_݀		 և  ܲܪܣ_ܸܪ  խնդիրները իրարից տարբերվում են միայն (4) 

պայմանով: 

Ընդհանրապես, ݎ௜ᇲ և ݎ௜ᇲᇲ մեկ ունեցող տողերի հատման հզորությունը կարող է գտնվել 

ሾ0, ௜ᇲሿݎ  ինտերվալում: ܲܪܣ_ܸܪ -ում, որը NP-լրիվ է, պահանջվում է, որ այդ հատումը 

հավասար լինի կոնկրետ ݎᇱ௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯	  թվի; պարզ է, որ այդ թիվը պետք է լինի 

0 ൑ 		ᇱ௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯ݎ ൑  խնդրում ընդամենը պահանջվում է, որ ݀_ܸܪ ௜ᇲ ինտերվալից: Մինչդեռݎ

հատումը հավասար չլինի իր առավելագույն արժեքին (ընդ որում պահանջն իմաստ ունի 

միայն հավասար գումարով տողերի համար` ݎ௜ᇲ ൌ  .(௜ᇲᇲݎ

∑ ௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ
௡
௝ୀଵ ൏ 1			௜ᇲᇲ,ݎ ൑ ݅ᇱ ൏ ݅ᇱᇱ ൑ ݉ : 

Նշված համեմատությունը թույլ է տալիս ենթադրել, որ Խնդիր ܸܪ_݀  -ն և ܲܪܣ_ܸܪ-ն 

հնարավոր է, որ նույն բարդությունը չունենան:  

 խնդիրների համար օգտագործելու ենք փոփոխականի տրոհման ݀_ܸܪ և ܲܪܣ_ܸܪ

տեխնիկան՝ տրոհելու համար խնդիրը ենթախնդիրների: Նախ կտրոհենք 

հորիզոնական և ուղղահայաց (տողերի և սյուների համար) ենթախնդիրների, այնուհետև 

հորիզոնական ենթախնդիրը ևս կտրոհենք ենթախնդիրների՝ տողերի յուրաքանչյուր 

զույգի համար:  

Տրոհենք յուրաքանչյուր ݔ௜,௝  փոփոխականը՝ݔ௜,௝௛  և ݔ௜,௝௩ : Այնուհետև ݔ௜,௝௛ -ը կօգտագործենք 

տողերին վերաբերվող սահմանափակումներում, և  ݔ௜,௝௩  -ն` սյուներին:  

Նախ դիտարկենք ܸܪ_݀ –ն; տրոհված փոփոխականներով այն ունի հետևյալ տեսքը. 

 ሺ૚ሻ∑ ࢐,࢏࢞
࢓
ୀ૚࢏ ൌ ࢙࢐, ࢐ ൌ ૚,⋯ ,      ࢔

 ሺ2ሻ∑ ௜,௝ݔ
௡
௝ୀଵ ൌ ,௜ݎ ݅ ൌ 1,⋯ ,݉  

 

 
ሺࡼࡴ࡭_ࢂࡴሻ ሺ3ሻ ቐ

௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൑ ௜ᇲ,௝ݔ
௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൑ ௜ᇲ,௝ݔ
௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൒ ௜ᇲ,௝ݔ ൅ ௜ᇲᇲ,௝ݔ െ 1

 

 

1 ൑ ݅ᇱ ൏ ݅ᇱᇱ ൑ ݉, ݆ ൌ 1,⋯ , ݊ 

 ሺ4ሻ∑ ௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ
௡
௝ୀଵ ൌ ,ᇱ௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯ݎ 1 ൑ ݅ᇱ ൏ ݅ᇱᇱ ൑ ݉   

 ሺ5ሻ ௜,௝ݔ ∈ ሼ0,1ሽ, ௜,௝ݕ ∈ ሼ0,1ሽ    
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Երկակիացնենք ݔ௜,௝
௛ ൌ 	 ௜,௝ݔ

௩  սահմանափակումը, օգտագործելով ߣ௜,௝  լագրանժյան 

բազմապատկիչներ հետևյալ կերպ՝  

 

 

Այժմ կարող ենք տրոհել խնդիրը երկու ենթախնդիրների, ուղղահայաց՝  

 

և հորիզոնական՝ 

 

 							 ࢐,࢏࢞
ࢎ ൌ ࢐,࢏࢞

࢜  

ሺ૚ሻ∑ ࢐,࢏࢞
࢓࢜

ୀ૚࢏ ൌ ࢙࢐,	 ࢐ ൌ ૚,⋯ ,   ࢔

 

 ሺ2ሻ∑ ௜,௝ݔ
௛௡

௝ୀଵ ൌ ,௜ݎ ݅ ൌ 1,⋯ ,݉  
 

 
 ሺ3ሻ ൞

௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൑ ௜ᇱ,௝ݔ
௛

௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൑ ௜ᇱᇱ,௝ݔ
௛

௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൒ ௜ᇱ,௝ݔ
௛ ൅ ௜ᇱᇱ,௝ݔ

௛ െ 1

 

 

1 ൑ ݅ᇱ ൏ ݅ᇱᇱ ൑ ݉, ݆ ൌ 1,⋯ , ݊ 

 ሺ4ሻ∑ ௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ
௡
௝ୀଵ ൏ ,௜ᇲᇲݎ 1 ൑ ݅ᇱ ൏ ݅ᇱᇱ ൑ ݉   

 ሺ5ሻ ௜,௝ݔ
௛ , ௜,௝ݔ

௩ ∈ ሼ0,1ሽ, ௜,௝ݕ ∈ ሼ0,1ሽ    

 						 ࢐,࢏࢐ሺ࢞,࢏ࣅ∑൛࢞ࢇ࢓
ࢎ െ ࢐,࢏࢞

࢜ ሻൟ    

ሺ૚ሻ∑ ࢐,࢏࢞
࢓࢜

ୀ૚࢏ ൌ ࢙࢐, ࢐ ൌ ૚,⋯ ,   ࢔

 

 ሺ2ሻ∑ ௜,௝ݔ
௛௡

௝ୀଵ ൌ ,௜ݎ ݅ ൌ 1,⋯ ,݉  
 

 
ሺࡾࡸ_ࢊ_ࢂࡴሻ ሺ3ሻ ൞

௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൑ ௜ᇱ,௝ݔ
௛

௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൑ ௜ᇱᇱ,௝ݔ
௛

௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൒ ௜ᇱ,௝ݔ
௛ ൅ ௜ᇱᇱ,௝ݔ

௛ െ 1

 

 

1 ൑ ݅ᇱ ൏ ݅ᇱᇱ ൑ ݉, ݆ ൌ 1,⋯ , ݊

 ሺ4ሻ∑ ௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ
௡
௝ୀଵ ൏ ,௜ᇲᇲݎ 1 ൑ ݅ᇱ ൏ ݅ᇱᇱ ൑ ݉   

 ሺ5ሻ ௜,௝ݔ
௛ , ௜,௝ݔ

௩ ∈ ሼ0,1ሽ, ௜,௝ݕ ∈ ሼ0,1ሽ   

 

ሺࡾࡸ_ࢊ_ࢂࡴ_࢜ሻ 

		 ࢐,࢏࢐࢞,࢏ࢼ∑൛࢞ࢇ࢓		
࢜ ൟ  

ሺ૚ሻ∑ ࢐,࢏࢞
࢓࢜

ୀ૚࢏ ൌ ࢙࢐, ࢐ ൌ ૚,⋯ ,   ࢔

 

 

 
ሺ2ሻ	ݔ௜,௝

௩ ∈ ሼ0,1ሽ 
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Այնուհետև, ܴܮ_݀_ܸܪ_݄-ը կարող ենք տողերի յուրաքանչյուր զույգի համար կրկին տրոհել 

ենթախնդիրների. 

 

Ընդհանրապես, ߣ௜,௝  գործակիցները գտնելու համար կիրառվում է իտերատիվ 

պրոցեդուրա: Տվյալ դեպքում յուրաքանչյուր իտերացիայի ընթացքում դիտարկվելու են 

௠ଶܥ ൅ 1  առանձին ենթախնդիրներ (ܥ௠ଶ  հորիզոնական և մեկ ուղղահայաց):  

Այստեղ կարևոր է ցույց տալ, որ ստացված ենթախնդիրները լինեն պարզ և հեշտությամբ 

լուծվեն: 

 

Այժմ Լագրանժյան ռելաքսացիայի և փոփոխականի տրոհման մեթոդը կիրառենք 

 :խնդրի լուծման համար ܲܪܣ_ܸܪ

 

 

 

 	 ࢐,࢏࢐࢞,࢏ࢻ∑൛࢞ࢇ࢓			
ࢎ ൟ     

 ሺ1ሻ∑ ௜,௝ݔ
௛௡

௝ୀଵ ൌ ,௜ݎ ݅ ൌ 1,⋯ ,݉  
 

 
ሺࢎ_ࡾࡸ_ࢊ_ࢂࡴሻ ሺ2ሻ ൞

௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൑ ௜ᇱ,௝ݔ
௛

௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൑ ௜ᇱᇱ,௝ݔ
௛

௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൒ ௜ᇱ,௝ݔ
௛ ൅ ௜ᇱᇱ,௝ݔ

௛ െ 1

 

 

1 ൑ ݅ᇱ ൏ ݅ᇱᇱ ൑ ݉, ݆ ൌ 1,⋯ , ݊ 

 ሺ3ሻ∑ ௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ
௡
௝ୀଵ ൏ ,௜ᇲᇲݎ 1 ൑ ݅ᇱ ൏ ݅ᇱᇱ ൑ ݉  

 ሺ4ሻ	ݔ௜,௝
௛ , ௜,௝ݕ ∈ ሼ0,1ሽ   

∑൛࢞ࢇ࢓							  ࢐ࢻ
ᇱ࢞࢐

ᇱ࢔
࢐ୀ૚ ൅ ࢐ࢻ

ᇱᇱ࢞࢐
ᇱᇱൟ     

 ሺ1ሻ∑ ௝ݔ
ᇱ ൌ ᇱ௡ݎ

௜ୀଵ , ∑ ௝ݔ
ᇱᇱ ൌ ᇱᇱ௡ݎ

௜ୀଵ   
 

 
ሺࢎ_ࡾࡸ_ࢊ_ࢂࡴ_૚ሻ ሺ2ሻ ቐ

௝ݕ ൑ ௝ݔ
ᇱ

௝ݕ ൑ ௝ݔ
ᇱᇱ

௝ݕ ൒ ௝ݔ
ᇱ ൅ ௝ݔ

ᇱᇱ െ 1
 

 

݆ ൌ 1,⋯ , ݊ 

 ሺ3ሻ∑ ௝ݕ
௡
௝ୀଵ ൏    ᇱᇱݎ

 ሺ4ሻ	ݔ௝
ᇱ, ௝ݔ

ᇱᇱ ∈ ሼ0,1ሽ, ௝ݕ ∈ ሼ0,1ሽ   
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Տրոհենք խնդիրը երկու ենթախնդիրների՝ ուղղահայաց  

 և հորիզոնական 

 

 

Այնուհետև, նման ձևով ܴܮ_ܲܪܣ_ܸܪ_݄ ը տրոհվում է ենթախնդիրների՝ տողերի 

յուրաքանչյուր զույգի համար: 

 

࢐,࢏࢐ሺ࢞,࢏ࣅ∑൛࢞ࢇ࢓					  
ࢎ െ ࢐,࢏࢞

࢜ ሻൟ    

ሺ૚ሻ∑ ࢐,࢏࢞
࢓࢜

ୀ૚࢏ ൌ ࢙࢐, ࢐ ൌ ૚,⋯ ,   ࢔

 

 ሺ2ሻ∑ ௜,௝ݔ
௛௡

௝ୀଵ ൌ ,௜ݎ ݅ ൌ 1,⋯ ,݉  
 

 
ሺࡾࡸ_ࡼࡴ࡭_ࢂࡴሻ ሺ3ሻ ൞

௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൑ ௜ᇱ,௝ݔ
௛

௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൑ ௜ᇱᇱ,௝ݔ
௛

௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൒ ௜ᇱ,௝ݔ
௛ ൅ ௜ᇱᇱ,௝ݔ

௛ െ 1

 

 

1 ൑ ݅ᇱ ൏ ݅ᇱᇱ ൑ ݉, ݆ ൌ 1,⋯ , ݊ 

 ሺ4ሻ∑ ௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ
௡
௝ୀଵ ൌ ௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯ݎ

ᇱ   1 ൑ ݅ᇱ ൏ ݅ᇱᇱ ൑ ݉ 

 ሺ5ሻ	ݔ௜,௝
௛ , ௜,௝ݔ

௩ ∈ ሼ0,1ሽ, ௜,௝ݕ ∈ ሼ0,1ሽ   

࢐,࢏࢐࢞,࢏ࢼ∑൛࢞ࢇ࢓							 
࢜ ൟ  

ሺࡾࡸ_ࡼࡴ࡭_ࢂࡴ_࢜ሻ ሺ1ሻ∑ ௜,௝ݔ
௩௠

௜ୀଵ ൌ ,௝ݏ ݆ ൌ 1,⋯ , ݊  

 ሺ2ሻݔ௜,௝
௩ ∈ ሼ0,1ሽ  

࢐,࢏࢐࢞,࢏ࢻ∑൛࢞ࢇ࢓ 
ࢎ ൟ   

 ሺ1ሻ∑ ௜,௝ݔ
௛ ൌ ,௜ݎ ݅ ൌ 1,⋯ ,݉௡

௜ୀଵ    
 

 
ሺࢎ_ࡾࡸ_ࡼࡴ࡭_ࢂࡴሻ ሺ2ሻ൞

௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൑ ௜ᇱ,௝ݔ
௛

௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൑ ௜ᇱᇱ,௝ݔ
௛

௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ ൒ ௜ᇱ,௝ݔ
௛ ൅ ௜ᇱᇱ,௝ݔ

௛ െ 1

 

 

1 ൑ ݅ᇱ ൏ ݅ᇱᇱ ൑ ݉, ݆ ൌ 1,⋯ , ݊ 

 ሺ3ሻ∑ ௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯,௝ݕ
௡
௝ୀଵ ൌ ௣൫௜ᇲ,௜ᇲᇲ൯′ݎ   1 ൑ ݅ᇱ ൏ ݅ᇱᇱ ൑ ݉ 

 ሺ4ሻ	ݔ௜,௝
௛ ∈ ሼ0,1ሽ, ௜,௝ݕ ∈ ሼ0,1ሽ  

∑൛࢞ࢇ࢓  ࢐ࢻ
ᇱ࢞࢐

ᇱ࢔
࢐ୀ૚ ൅ ࢐ࢻ

ᇱᇱ࢞࢐
ᇱᇱൟ   

 ሺ1ሻ∑ ௝ݔ
ᇱ ൌ ᇱ௡ݎ

௜ୀଵ , ∑ ௝ݔ
ᇱᇱ ൌ ᇱᇱ௡ݎ

௜ୀଵ    
 

 
ሺࢎ_ࡾࡸ_ࡼࡴ࡭_ࢂࡴ૚ሻ ሺ2ሻ ቐ

௝ݕ ൑ ௝ݔ
ᇱ

௝ݕ ൑ ௝ݔ
ᇱᇱ

௝ݕ ൒ ௝ݔ
ᇱ ൅ ௝ݔ

ᇱᇱ െ 1
 

 

݆ ൌ 1,⋯ , ݊ 

 ሺ3ሻ∑ ௝ݕ
௡
௝ୀଵ ൌ ∗ݎ   1 ൑ ݅ᇱ ൏ ݅ᇱᇱ ൑ ݉ 
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4.1.3 Տրոհված խնդիրների լուծման ալգորիթմներ 

 

Այս բաժնում ներկայացնենք ሺ1݄_ܴܮ_݀_ܸܪሻ և ሺ1݄_ܴܮ_ܲܪܣ_ܸܪሻ ենթախնդիրների 

լուծումը: 

ሺ1݄_ܴܮ_݀_ܸܪሻ:		 ܺᇱ ൌ ሼݔଵ
ᇱ ,⋯ , ௡ᇱݔ ሽ  և ܺᇱᇱ ൌ ሼݔଵ

ᇱᇱ, ⋯ ,   ௜ᇱݔ ௡ᇱᇱሽ  բազմությունների յուրաքանչյուրݔ

և ݔ௜ᇱᇱ		էլեմենտների համար տրված են նրանց ߙ௜ᇱ և ߙ௜ᇱᇱ կշիռները: Պահանջվում է գտնել 

այնպիսի ࣲ′ ⊆ Xᇱ  և ࣲ′′ ⊆ Xᇱᇱ  ենթաբազմություններ, որ տեղի ունենան հետևյալ 

պայմանները. 

1. |ࣲ′| ൌ |′′ࣲ| ,′ݎ ൌ   ′′ݎ

2. ∑ ௜ߙ
ᇱ

௫೔
ᇲ∈ࣲᇱ ൅ ∑ ௜ߙ

ᇱᇱ
௫೔
ᇲᇲ	∈ࣲᇱᇱ →  ݔܽ݉

3. |ሼሺݔ௜ᇱ, ௜ᇱݔ|௜ᇱᇱሻݔ ∈ ࣲ′, ௜ᇱᇱݔ ∈ ࣲ′′ሽ| ൏ ,ᇱݎminሺ	ենթադրել էինք, որ)  ′′ݎ ᇱᇱሻݎ ൌ  :(′ݎ

Ակնհայտ է, որ հետևյալ ալգորիթմը լուծում է 1݄_ܴܮ_݀_ܸܪ խնդիրը. 

Ալգորիթմ ࢎ_ࡾࡸ_ࢊ_ࢂࡴ૚: 	

1. Դասավորենք ܺᇱ ൌ ሼݔଵ
ᇱ ,⋯ , ௡ᇱݔ ሽ  և ܺᇱᇱ ൌ ሼݔଵ

ᇱᇱ,⋯ ,  ௡ᇱᇱሽ  բազմությունների էլեմենտներըݔ

ըստ նրանց կշիռների նվազման կարգի, դիցուք՝ ܺᇱ ൌ ሼݔ௜భ
ᇱ ,⋯ , ௜೙ݔ

ᇱ ሽ,   ߙ௜భ
ᇱ ൒ 	⋯ ൒ ௜೙ߙ

ᇱ , և        

ܺ′ᇱ ൌ ሼݔ௝భ
ᇱᇱ, ⋯ , ௝೙ݔ

ᇱᇱ ሽ,   ߙ௝భ
ᇱᇱ ൒ 	⋯ ൒ ௝೙ߙ

ᇱᇱ  

2. Դիտարկենք հետևյալ բազմությունները. 

ࣲᇱ ൌ ሼݔ௜భ
ᇱ ,⋯ , ௜ೝᇲݔ

ᇱ ሽ ,   ࣲᇱᇱ ൌ ሼݔ௝భ
ᇱᇱ,⋯ , ௝ೝᇲᇲݔ

ᇱᇱ ሽ   և  ܻ ൌ ሼሺݔ௧ᇱ, ௧ᇱݔ|௧ᇱᇱሻݔ ∈ ࣲ′, ௧ᇱᇱݔ ∈ ࣲ′′ሽ , որտեղ ܻ 

բազմությունը կազմված է ࣲ′ -ի և ࣲ′′ -ի էլեմենտների այն զույգերից, որոնց 

ինդեքսները նույնն են ܺᇱ-ում և ܺᇱᇱ-ում: 

3. Եթե |ܻ| ൏  :ապա ࣲ′-ը և ࣲ′′-ը պահանջված բազմություններն են ,′′ݎ

Հակառակ դեպքում, ունենում ենք, որ |ܻ| ൌ ᇱݎ ൌ  և ࣲ′-ը և ࣲ′′-ը կազմված են նույն ,′′ݎ

ինդեքսներն ունեցող էլեմենտներից: ܻ  -ում ሺݔ௜ೝᇲ
ᇱ , ௜ೝᇲݔ

ᇱᇱ ሻ  զույգը կփոխարինենք 

ሺݔ௜ೝᇲశభ
ᇱ , ௜ೝᇲݔ

ᇱᇱ ሻ , ሺݔ௜ೝᇲ
ᇱ , ௜ೝᇲశభݔ

ᇱᇱ ሻ   զույգերից նրանով, որի էլեմենտների կշիռների գումարը 

ավելի մեծ է: 

 ሺ4ሻ	ݔ௝
ᇱ, ௝ݔ

ᇱᇱ ∈ ሼ0,1ሽ, ௝ݕ ∈ ሼ0,1ሽ   
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ሺ1݄_ܴܮ_ܲܪܣ_ܸܪሻ : Տրված են ܺᇱ ൌ ሼݔଵ
ᇱ ,⋯ , ௡ᇱݔ ሽ   և ܺᇱᇱ ൌ ሼݔଵ

ᇱᇱ,⋯ , ௡ᇱᇱሽݔ   բազմությունները՝ 

էլեմենտների ߙଵᇱ ,⋯ , ௡ᇱߙ , , և ߙଵᇱᇱ,⋯ , ,ᇱݎ ௡ᇱᇱ ոչ բացասական կշիռներով: Տրված են նաևߙ ,ᇱᇱݎ  ∗ݎ

ոչ բացասական ամբողջ թվերը այնպես, որ  ݎᇱ ൑ ∗ݎ ,ᇱᇱݎ ൑  ᇱᇱ:  Պահանջվում է գտնելݎ

այնպիսի ࣲᇱ ⊆ ܺᇱ , ࣲᇱᇱ ⊆ ܺ′ᇱ , |ࣲᇱ| ൌ ′ݎ , |ࣲᇱᇱ| ൌ ′′ݎ  ենթաբազմություններ, որ տեղի 

ունենան հետևյալ պայմանները 

1. ∑ ௜ߙ
ᇱ

௫೔
ᇲ∈ࣲᇲ ൅ ∑ ௜ߙ

ᇱᇱ
௫೔
ᇲᇲ∈ࣲᇲᇲ →  ݔܽ݉

2. |ܻ ൌ ሼݔ௜
ᇱ, ௜ݔ

ᇱᇱሻ|ݔ௜
ᇱ ∈ ࣲᇱ, ௜ݔ

ᇱᇱ ∈ ࣲᇱᇱሽ| ൌ  :∗ݎ

Հեշտ է տեսնել, որ հետևյալ ալգորիթմը լուծում է խնդիրը և ունի բազմանդամային 

բարդություն:  

 

Ալգորիթմ _ࢎ_ࡾࡸ_ࡼࡴ࡭૚ : 

1.  ܺᇱ-ի և ܺᇱᇱ-ի էլեմենտները դասավորենք ըստ կշիռների չաճման կարգի՝ 

௜భݔ   
ᇱ ൒ 	⋯ ൒ ௜೙ݔ

ᇱ ௜భݔ ,
ᇱᇱ ൒ 	⋯ ൒ ௜೙ݔ

ᇱᇱ  և վերցնենք` 

  ܺ௥ᇲ
ᇱ ൌ ሼݔ௜భ

ᇱ , ⋯ , ௜ೝᇲݔ
ᇱ ሽ,  ܺ௥ᇲᇲ

ᇱᇱ ൌ ሼݔ௜భ
ᇱᇱ , ⋯ , ௜ೝᇲᇲݔ

ᇱ ሽ: Կազմենք ܻ բազմությունը՝ 

 ܻ ൌ ൛ሺݔ௧ᇱ, ௧ᇱݔ|௧ᇱᇱሻݔ ∈ ܺ௥ᇲ
ᇱ 	, ௧ᇱᇱݔ ∈ ܺ௥ᇲᇲ

ᇱᇱ ൟ:  

2. Եթե |ܻ| ൌ ապա  ܺ௥ᇲ ,∗ݎ
ᇱ -ը  և ܺ௥ᇲᇲ

ᇱᇱ -ը պահանջվող բազմություններն են: Հակառակ 

դեպքում կդիտարկենք հնարավոր դեպքերը. 

ա)  |ܻ| ൌ ଴ݎ ൏ |ܻ|  (բ ∗ݎ ൌ ଴ݎ ൐  ∗ݎ

Նախ դիտարկենք ա) դեպքը: 

ܻ -ի էլեմենտները տեղաշարժենք դեպի ձախ, կունենանք Նկար 4.1.3-1-ում բերված 

պատկերը. 

 

Նկար 4.1.3-1: Կառուցման առաջին քայլը: 
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Դասավորենք ሼܼሽ⋃ሼWሽ -ի էլեմենտները (զույգերը) էլեմենտների կշիռների գումարի 

նվազման կարգով, և նշանակենք ܼ̅௥∗ି௥బ-ով առաջին ݎ∗ െ  ,଴ էլեմենտների բազմությունըݎ

Wഥ -ով՝ մնացած էլեմենտների բազմությունը (Նկար 4.1.3-2). 

 

 

Նկար 4.1.3-2: Կառուցման երկրորդ քայլը: 

Այժմ ሼܻሽ⋃ሼܼ̅௥∗ି௥బሽ  բազմության էլեմենտներով կազմենք ࣲ′  և ࣲᇱᇱ բազմությունները 

(յուրաքանչյուր զույգի առաջին էլեմենտը գնում է ࣲᇱ բազմության մեջ, երկրորդը՝  ࣲᇱᇱ): 

ࣲᇱ -ի մնացած  ݎᇱ െ ᇱ′ݎ  և ࣲᇱᇱ-ի մնացած∗ݎ െ  :էլեմենտները կազմվում են հետևյալ ձևով ∗ݎ

Դիցուք՝ Wഥ ′ -ը և Wഥ ᇱ′ -ը կազմված են  Wഥ -ի զույգերի առաջին (ܺᇱ -ին պատկանող)  և 

երկրորդ ( ܺᇱᇱ -ին պատկանող) էլեմենտներից, համապատասխանաբար: 

Յուրաքանչյուրում դիտարկենք առաջին ݎᇱ െ ∗ݎ  էլեմենտների բազմությունը, 

նշանակելով Wഥ ′௥ᇲି௥∗-ով և Wഥ ᇱ′௥ᇲି௥∗-ով, համապատասխանաբար: Մնացած էլեմենտների 

բազմությունը նշանակենք համապատասխանաբար, Wഥ ′௥௘௠-ով և Wഥ ᇱ′௥௘௠-ով: 

1) Եթե Wഥ ′௥ᇲି௥∗ -ում և Wഥ ᇱ′௥ᇲି௥∗ -ում միևնույն ինդեքսով էլեմենտներ չկան, ապա 

նրանք մտնում են ࣲᇱ-ի և ࣲᇱᇱ -ի մեջ, համապատասխանաբար: 

2) Հակառակ դեպքում, Wഥ ′௥ᇲି௥∗ -ի վերջին էլեմենտը փոխարինում ենք Wഥ ′௥௘௠ -ի 

առաջին էլեմենտով, կամ Wഥ ᇱ′௥ᇲି௥∗ -ի վերջին էլեմենտը փոխարինում ենք 

Wഥ ᇱ′௥௘௠ -ի առաջին էլեմենտով՝ կախված համապատասխան կշիռների 

գումարներից:  

ࣲᇱᇱ -ի մնացած ݎ′ᇱ െ հատ էլեմենտները վերցնում ենք Wഥ ∗ݎ ᇱ′-ից: 

Այժմ դիտարկենք բ) դեպքը՝  |ܻ| ൌ ଴ݎ ൐  ∗ݎ

ܻ  -ի էլեմենտները դասավորենք էլեմենտը կազմող զույգերի կշիռների գումարի 

նվազման կարգով: Վերցնենք առաջին ݎ∗  հատը և տեղափոխենք ձախ (այդ մասը 
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նշանակենք തܻ௥∗-ով):  Մնացած բոլոր զույգերից կազմված բազմությունը նշանակենք ഥܹ  –

ով: 

Wഥ ′-ի և Wഥ ᇱ′-ի էլեմենտները դասավորենք ըստ նվազման կարգի, և նորից ենթադրենք, որ 

դրանք հենց Wഥ ′-ի և Wഥ ᇱ′ բազմություններն են: 

തܻ௥∗  բազմության էլեմենտները գցենք համապատասխանաբար, ࣲᇱ  և ࣲᇱᇱ 

բազմությունների մեջ: Մնացած ݎᇱ െ ᇱᇱݎ և ∗ݎ െ էլեմենտները վերցնենք Wഥ  ∗ݎ ′-ից և Wഥ ᇱ′-

ից, ինչպես նախորդ դեպքում: 

 

4.1.4 Ներկայացում ամբողջարժեք գծային ծրագրավորման 

խնդրի կանոնական տեսքով 

Դիտարկված խնդիրները ներկայացնենք ամբողջարժեք գծային ծրագրավորման խնդրի 

կանոնական ݖܣ ൑ ܾ  տեսքով, մասնավորապես՝ ሺࢊ_ࢂࡴሻ  խնդրի օրինակով: Սա 

հնարավորություն կտա կիրառել գծային ծրագրավորման խնդիրների լուծման 

ստանդարտ մեթոդները:  

Անհայտ փոփոխականների  ݖ վեկտորը ունի հետևյալ տեսքը ݖ ൌ ቀ௫௬ቁ, որտեղ  

ݔ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
௫భ,భۇ

⋮
௫భ,೙
⋮

௫೘,భ
⋮

௫೘,೙ی

ۋ
ۋ
ۊ

ݕ ,  ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۇ ௬భ,భ

⋮
௬భ,೙
⋮

௬಴೘మ ,భ
⋮

௬಴೘మ ,೙ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

,  կոմպոնենտների քանակն է՝ ݉ ∙ ݊ ൅ ௠ଶܥ ∙ ݊: 

ܾ -ն սյուն-վեկտոր է, կազմված մի շարք մասերից՝ ܾଵ, ܾଶ, ܾଷ, ܾସ, ܾହ, որտեղ ՝ ܾଵ ൌ ்ܵ,  ܾଶ ൌ

்ܴ,  ܾଷ-ը 0-ներից կազմված 2݊ ∙ ௠ଶܥ  երկարության սյուն-վեկտոր է, ܾସ-ը 1-երից կազմված 

݊ ∙ ௠ଶܥ  երկարության սյուն-վեկտոր է: ܾହ -ը ունի ܥ௠ଶ  հատ կոմպոնենտ՝ ըստ ݌ሺ݅ᇱ, ݅ᇱᇱሻ 

զույգերի, որոնք հավասար են ሺݎ௜ᇲ, ௜ᇲᇲሻݎ  զույգի մաքսիմալ արժեքին: Այսպիսով, ܾ 

վեկտորը ունի ݊ ൅݉ ൅ ሺ3݊ ൅ 1ሻ ∙ ௠ଶܥ  կոմպոնենտ: 

Այժմ կազմենք ܣ  մատրիցը: Այն պետք է ունենա ݊ ൅݉ ൅ ሺ3݊ ൅ 1ሻ ∙ ௠ଶܥ  հատ տող և        

݉ ∙ ݊ ൅ ௠ଶܥ ∙ ݊  հատ սյուն: ܣ մատրիցը ներկայացնենք հետևյալ տեսքով. 
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ۉ

ۈ
ۇ

ଵܤ	ଵܣ
ଶܤ	ଶܣ
ଷܤ	ଷܣ
ସܤ	ସܣ
یହܤ	ହܣ

ۋ
ۊ

 

ሺܣଵሻ௡ൈሺ௠∙௡ሻ և ሺܣଶሻ௠ൈሺ௠∙௡ሻ մատրիցների կառուցվածքը բերվում է Նկար 4.1.4-1-ի (ա) և (բ) 

մասերում, համապատասխանաբար: 

        

(ա)      (բ)   

Նկար 4.1.4-1: ሺܣଵሻ௡ൈሺ௠∙௡ሻ և ሺܣଶሻ௠ൈሺ௠∙௡ሻ մատրիցների կառուցվածքը 

ሺܤଵሻ௡ൈሺ஼೘మ ∙௡ሻ-ն  և ሺܤଶሻ௠ൈሺ஼೙మ∙௡ሻ-ն կազմված են 0-ներից: 

ሺܣଷሻଶ௡∙஼೘మ ൈሺ௠∙௡ሻ-ն  և ሺܤଷሻଶ௡∙஼೘మ ൈሺ஼೘మ ∙௡ሻ-ն կազմված են Նկար 4.1.4-2-ի (ա) և (բ) մասերում 

պատկերված  կառուցվածքներ ունեցող (ուղղահայաց) ܥ௠ଶ  ենթամատրիցներից՝ մեկ 

ենթամատրից յուրաքանչյուր ሺ݅ᇱ, ݅′′ሻ զույգի համար:  

       

      (ա)      (բ) 

Նկար 4.1.4-2: ሺܣଷሻଶ௡∙஼೘మ ൈሺ௠∙௡ሻ  և ሺܤଷሻଶ௡∙஼೘మ ൈሺ஼೘మ ∙௡ሻ մատրիցների կառուցվածքը 

Նույն ձևով, ሺܣସሻ௡∙஼೘మ ൈሺ௠∙௡ሻ -ն և ሺܤସሻ௡∙஼೘మ ൈሺ஼೘మ ∙௡ሻ -ն Նկար 4.1.4-3-ի (ա) և (բ) մասերում 

բերված կառուցվածքների ուղղահայաց կոնկատենացիաներն են՝ կառուցված տողերի 

յուրաքանչյուր ሺ݅ᇱ, ݅′′ሻ զույգի համար:  

                                             

      (ա)     (բ) 
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Նկար 4.1.4-3:	ሺܣସሻ௡∙஼೘మ ൈሺ௠∙௡ሻ և ሺܤସሻ௡∙஼೘మ ൈሺ஼೘మ ∙௡ሻ մատրիցների կառուցվածքը 

ሺܣହሻ஼೘మ ൈሺ௠∙௡ሻ -ն կազմված է միայն 0-ներից, և ሺܤହሻ஼೘మ ൈሺ஼೘మ ∙௡ሻ -ն ունի Նկար 4.1.4-4-ում 

բերված տեսքը: 

 

Նկար 4.1.4-4:  ሺܤସሻ௡∙஼೘మ ൈሺ஼೘మ ∙௡ሻ մատրիցի կառուցվածքը 

ଵܣ -ը և ܣଶ -ը ܾଵ -ի և ܾଶ -ի հետ ապահովում են, համապատասխանաբար, սյուների և 

տողերի գումարները, ܣଷ, ,ସܣ ଷ-ը ևܤ  ସ-ը ܾଷ-ի և ܾସ-ի հետ արտահայտելու են տողերիܤ

զույգերի հատումները, ܤହ-ը և ܾହ-ը ապահովելու են տողերի տարբեր լինելը: 

Նկար 4.1.4-5-ում պատկերված է ամբողջական մատրիցը: 

 

Նկար 4.1.4-5: ܣ մատրիցը 

Այս ոչ խիտ մատրիցի միջոցով (ܸܪ_݀) խնդիրը ներկայացվում է ամբողջարժեք գծային 

ծրագրավորման խնդրի կանոնական տեսքով: Ամբողջարժեք ծրագրավորման խնդրի 
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որոշ դասեր հայտնի են որպես բազմանադամային բարդության խնդիրներ, - ինչպես 

օրինակ այն խնդիրները, որտեղ մատրիցը ամբողջական յունիմոդուլյար է (total 

unimodular), և ուրիշներ ([169], [59], [60]): Մեր ստացած ܣ մատրիցը այսքան պարզ չէ, 

օրինակ, չի բավարարում յունիմոդուլյար լինելու հայտնի բավարար պայմաններին: 

Այնուամենայնիվ, այն օգնում է կիրառել գծային ծրագրավորման խնդիրների լուծման 

մեթոդները, մասնավորապես, կարող է կիրառվել գծային ծրագրավորման ռելաքսացիա՝ 

ամբողջարժեքության ռելաքսացիան: 

 

4.1.5 Խնդիրը հավանականային կոմբինատորիկայի 

տեսանկյունից 

Դիսկրետ տոմոգրաֆիայի խնդիրը օգտակար է դիտարկել նաև հավանականային 

կոմբինատորիկայի տեսանկյունից: 

Մուտքային sଵ, sଶ, … , s௡  հաջորդականությանը համապատասխան կառուցվում է 

հավանականային բաշխում ܧ௡ -ի վրա: Ապացուցվում է, որ պատահական ݉ -

բազմությունների համակարգում տարրերի կշիռները մոտ են sଵ, sଶ, … , s௡ -ին, և որ 

հավասարության դեպքի հավանականությունը 0 չէ: Ապացուցվում է նաև, որ 

հավանականությունը այն բանի, որ համակարգում բազմությունները չեն կրկնվում, ունի 

ոչ 0-ական հավանականություն: Արդյունքում, առանձնացվում է դեպք՝ փոքր ݉ -երի 

դեպքը, երբ տարրերի sଵ, sଶ, … , s௡ կշիռներ և տարբեր տողեր ունենալու միաժամանակյա 

պահանջը ունի 0-ից խիստ մեծ հավանականություն, այսինքն, նման կառուցվածքներ 

գոյություն ունեն: 

Դիտարկենք ݉ ൈ ݊ չափանի պատահական ܯ բինար մատրից, որտեղ սյուների ݔ௝, ݆ ൌ

1,⋯ , ݊  փոփոխականները անկախ և նմանատիպ (independently and identically, i.i.d.) 

ընդունում են 1  և 0  արժեքներ  ݌௝  և ݍ௝ ൌ 1 െ ௝݌  ոչ 0-ական հավանականությամբ: 

Գեներացվող մատրիցների քանակը 2௠௡ է, և սյուների տրված ݏଵ, ,ଶݏ … ,  ௡ գումարներովݏ

մատրիցի հանդես գալու հավանականությունը ∏ ௝݌
௦೔ݍ௝

௠ି௦ೕ௡
௝ୀଵ  է: Մոդելը ներկայացվում է 

որպես պրոցես, որտեղ ݉  հատ գագաթ (մատրիցի տողերը) i.i.d. գցվում են ܧ௡ 

խորանարդի մեջ: Այն դեպքում, երբ մատրիցի տողերը տարբեր են, կստանանք ܧ௡-ի ݉-
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ենթաբազմություն: Այսպիսի տարբեր տողերով մատրիցի գոյության ցուցանիշ կարող է 

հանդիսանալ տրված մոդելի ոչ 0-ական հավանականությունը: Դիցուք՝ ݌௝ ൌ ݉/௝ݏ , 

ապացուցելու ենք, որ ݊,݉ → ∞ դեպքում.  

1. հավանականությունն այն բանի, որ սյուների գումարները մոտ են  ݏଵ, ,ଶݏ … , ௡ݏ  -ին, 

ձգտում է 1-ի, և  

2. հավանականությունն այն բանի, որ բոլոր տողերը տարբեր են,  ձգտում է 1-ի: 

1) Դիտարկենք մատրիցի որևէ ݆ սյուն: Դիցուք ܯ௝-ն և ܦ௝-ն ݆-րդ սյան պատահական 

գումարի մաթսպասումն ու դիսպերսիան են: Հավանականությունն այն բանի, որ 

պատահական մատրիցում ݆  սյունը կունենա ݐ  գումար, հավասար է ܥ௠௧ ௝݌
௦೔ݍ௝

௠ି௦ೕ : 

Այսպիսով, ܯ௝ ൌ ∑ ௠௧ܥݐ ௝݌
௧௠

௧ୀ଴ ௝ݍ
௠ି௧ ൌ ௝݌ ௝: Օրինակ, երբ݌݉ ൌ ௝ݍ ൌ 1/2, կստանանք 	ܧ௡-ում 

պատահական Բուլյան ֆունկցիաների համասեռ մոդելը: Այժմ, միջին կշիռները ըստ 

սյուների, համապատասխանաբար հավասար կլինի ݉݌ଵ,݉݌ଶ, … ௡݌݉, -ի. Եվ քանի որ 

௝݌ ൌ
௦ೕ
௠
, ݆ ൌ 1,⋯ , ݊, ապա կստանանք, որ սյուների գումարի միջին վեկտորը ݏଵ, ,ଶݏ … ,   ௡ݏ

է: 

Նմանատիպ ձևով, տարբերվող տողերի զույգերի միջին քանակը 1 սյուն պարունակող 

մոդելում հետևյալն է. 

∑ ሺ݉ݐ െ ௠௧ܥሻݐ ௝݌
௧௠

௧ୀ଴ ௝ݍ
௠ି௧ ൌ ∑ ሺ݉ݐ െ ௠௧ܥሻݐ ௝݌

௧௠ିଵ
௧ୀଵ ௝ݍ

௠ି௧ ൌ  

ൌ ݉ሺ݉ െ 1ሻ݌௝ݍ௝ ∑ ௠ିଶܥ
௧ ௝݌

௧ିଵ௠ିଶ
௧ୀ଴ ௝ݍ

௠ିଶି௧ ൌ ݉ሺ݉ െ 1ሻ݌௝ݍ௝  

Դիսպերսիայի օգտագործումը այս մոդելում կարող է բերել լրացուցիչ արդյունքի [(31)]: 

Նշված ինտերվալներով տիրույթը` ուղղանկյուն տիրույթ է ߌ௠௡ -ում, և ըստ ստացված 

արդյունքի, գոյություն ունի սյուների գումարի պատահական վեկտոր, որը պատկանում 

է այդ տիրույթին: Վերցնելով կամայական ݏଵ, ,ଶݏ … ,  ௡-եր, կստանանք տարբեր չափսիݏ

տիրույթներ (տարբեր հավանականությամբ), գուցե և դատարկ: Ստացվածը դեռևս 

օգտակար չի, քանի դեռ չգիտենք ստացված մատրիցի տողերը տարբեր են, թե ոչ: 

2) Դիտարկենք տողերի պատահական զույգ: Հավանականությունն այն բանի, որ 

այդ զույգում ݆ -րդ կոորդինատը նույն արժեքն ունի, - հավասար է 2݌௝ሺ1 െ ௝ሻ݌ . 

Հավանականությունն այն բանի, որ ամբողջւական տողերն են համընկնում, հավասար 

է ∏ ௝൫1݌2 െ ௝൯݌
௡
௝ୀଵ ; և համապատասխան հավանականությունը, որ տողերը տարբեր են, 
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- հավասար է` 1 െ ∏ ௝൫1݌2 െ ௝൯݌
௡
௝ୀଵ : Օրինակ, երբ ݌௝ ൌ ௝ݍ ൌ 1/2  , ապա կստանանք.     

1 െ ଵ

ଶ೙
: Այժմ, դիցուք՝ ݉ գագաթ է գցվում ܧ௡-ում: Հավանականությունն այն բանի, որ 

գագաթներն իրարից տարբեր կլինեն, չի գերազանցում ߚ ൌ ሺ1 െ ∏ ௝൫1݌2 െ ௝൯݌
௡
௝ୀଵ ሻ௠

మ , և  

ߛ ൌ ሺ1 െ ଵ

ଶ೙
ሻ௠

మ –ն համապատասխան արժեքն է  ݌௝ ൌ 1/2 մասնակի դեպքի համար: ݉ଶ-

ն վերցնենք որպես տարբեր տողերի զույգերի ܥ௠ଶ   քանակի կոպիտ գնահատական: Մեծ 

݊-երի, և համեմատաբար փոքր  ݉-երի համար  ߛ~݁ି
೘మ

మ೙ : Ենթադրելով, որ ߛ-ն 0 չի, 

կստանանք, որ գոյություն կունենա մատրից, որի տողերը տարբեր են իրարից: 

Ընդհանուր դեպքում, շեղում կա ݌௝ ൌ 1/2  –ից, որի դեպքում կմտցնենք շեղման  ߜ 

գործակից, այնպես որ  ߚ ൌ ߛ ∙  Այնուհետև, անհրաժետ է որոշել ݉-ի այն արժեքը, որի :ߜ

համար  ߚ հավանականությունը 0 չի,  որից կհետևի, որ մատրիցի տողերը տարբեր են: 

Այժմ,  միավորելով 1)-ը և 2)-ը տրված ݏଵ, ,ଶݏ … ,  ௡ –երի համար, կստանանք պայմաններݏ

և ߌ௠௡  –ում  ݏଵ, ,ଶݏ … , ௡ݏ  –երի շուրջ ուղղանկյուն տիրույթ, որը պարունակում է տարբեր 

տողերով պատահական մատրից: 

 

4.2  Ագահ ալգորիթմական տեխնիկայի կիրառումը դիսկրետ 

տոմոգրաֆիայի խնդիրների մոտավոր լուծման համար 

 

Այս բաժնում դիտարկվում է մեկ այլ մոտեցում՝ ագահ ալգորիթմական տեխնիկան 

/greedy technique/ ([34], [67], [15], [77], [7]) դիսկրետ տոմոգրաֆիայի` տարբեր տողերի 

սահմանափակումն ունեցող խնդիրների մոտավոր լուծման համար:  Ագահ 

ալգորիթմները օպտիմիզացիոն խնդիրների լուծման համար առավել հաճախ 

օգտագործվող մեթոդն են, և որոշ դեպքերում այն ապահովում է խնդրի օպտիմալ 

լուծումը: Մշակվում է մատրիցի սյուն առ սյուն կառուցման ալգորիթմ, որը կիրառվում է, 

մասնավորապես, ܸ_݀ խնդրի լուծման համար: Ապացուցվում է ալգորիթմի լոկալ քայլի 

օպտիմալությունը; և տրվում է աշխատանքի արդյունքի երաշխիքի գնահատական՝ 

օգտագործելով բազմության ագահ ծածկույթ մեթոդը։ Գնահատվում է ալգորիթմի 

արդյունքը այն դեպքի համար, երբ գոյություն ունի տրված սահմանափակումներին 

բավարարող մատրից; բերվում են փորձարարական արդյունքներ: Բերվում է հնարավոր 
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կիրառման օրինակ՝ հակաբիոտիկների խառնուրդների օգտագործման միջոցով 

բազմադեղորայքային դիմադրողականության դեմ պայքարի խնդիրը ըստ 

սահմանափակումների: 

Սահմանենք բինար մատրիցների ܷሺܵሻ  դասը` ݉ ൈ ݊  չափանի բոլոր բինար 

մատրիցների դասը, որոնք ունեն սյուների գումարի տրված  ܵ ൌ ሺݏଵ,⋯ ,  :௡ሻ վեկտորըݏ

ഥܷሺܵሻ-ով կնշանակենք ܷሺܵሻ-ի այն ենթադասը, որում մատրիցի տողերն իրարից տարբեր 

են: Դիտարկելու ենք ܷሺܵሻ դասում գոյության/կառուցման և օպտիմիզացիոն խնդիրներ: 

Սահմանենք փոխարինման գործողություն ܷሺܵሻ դասի մատրիցների համար: Դիցուք` 

ܣ ∈ ܷሺܵሻ: Փոխարինման գործողությունը ܣ-ում տողերի զույգով և մեկ սյան միջոցով 

ստացվող 2x1 չափանի  ենթամատրիցը փոխարինում է -ով, կամ հակառակը:  

Նկատենք, որ փոխարինման ոչ բոլոր գործողություններն են կիրառելի ഥܷሺܵሻ դասի 

առանձին վերցված մատրիցի համար` այն պահպանում է սյան գումարը, սակայն կարող 

է առաջացնել կրկնվող տողերի զույգ, և այսպիսով, ഥܷሺܵሻ դասի մատրիցը ձևափոխել 

ഥܷሺܵሻ -ին չպատկանող մատրիցի:  Տողերի որևէ զույգի համար փոխարինման բոլոր 

գործողությունների կատարումը, որը տողերի տեղափոխություն է, պահպանում է 

մատրիցը ഥܷሺܵሻ դասում: 

Դիցուք` ܵ ൌ ሺݏଵ,⋯ , ܣ ௡ሻ  ևݏ ∈ ഥܷሺܵሻ: Տողերի տեղափոխությունների միջոցով կարող 

ենք ܣ -ն ձևափոխել ഥܷሺܵሻ դասի մեկ այլ մատրիցի, որում առաջին սյան ݏଵ հատ մեկերը 

դասավորված են  1,⋯ , ଵݏ  տողերում` կազմելով ինտերվալ: Այնուհետև, ստացված 

մատրիցը կարող ենք շարունակել ձևափոխել այնպես, որ երկրորդ սյան ݏଶ հատ մեկերը 

կազմեն երկու ինտերվալ (դիցուք` ݏଶ,ଵ, ⋯,ଶ,ଶ երկարություններով)` տեղադրված 1ݏ ,  ଶ,ଵ, ևݏ

ଵݏ ൅ 1,⋯ , ଵݏ ൅ ଶ,ଶݏ  տողերում, համապատասխանաբար, և այսպես շարունակ: 

Արդյունքում, յուրաքանչյուր սյունում կստանանք 1-երից և 0-ներից կազմված իրար 

հաջորդող ինտերվալներ (նրանց մեջ կարող են լինել նաև 0 երկարության 

ինտերվալներ): Այսպիսի կառուցվածք ունեցող մատրիցները կանվանենք տրոհված 

տեսքի մատրից, որի երկրաչափական սխեմատիկ պատկերը բերված է ստորև՝ Նկար 

4.2-1-ում: 









0
1









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0
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Նկար 4.2-1: Տրոհված տեսքի մատրիցը: 

Արդյունքում, կամայական երկու տող /նրանց կառուցված հատվածները/ կտարբերվեն, 

եթե նրանք վերցված են տարբեր ինտերվալների տիրույթներից, և կհամընկնեն, եթե 

պատկանում են միևնույն ինտերվալին: 

Դիտողություն 4.2-1: Տրոհված տեսքի մատրիցի տողերը տարբեր են այն և միայն այն 

դեպքում, երբ մատրիցի վերջին սյունը կազմված է մեկ երկարության ինտերվալներից: 

Ըստ հերթական ݏ௜ -ի տարբեր տրոհումների, կարող են ստացվել տրոհված  

տեսքի տարբեր մատրիցներ: 

Դիտողություն 4.2-2: Տրոհված տեսքի երկու տարբեր մատրիցներ ഥܷሺܵሻ դասից, կարող 

են մեկը մյուսին բերվել վերջավոր թվով փոխարինումների միջոցով, և հետևաբար, ഥܷሺܵሻ 

դասի կամայական ܣ, ܤ  մատրիցների համար գոյություն ունեն վերջավոր թվով 

փոխարինումներ, որոնցով ܣ-ն ձևափոխվում է ܤ-ին, և հակառակը: 

Այսպիսով, եթե ഥܷሺܵሻ դասը դատարկ չի, ապա այն պարունակում է առնվազը մեկ 

տրոհված տեսքի մատրից: 

 խնդիրը կձևակերպվի հետևյալ ձևով՝ տրված ܵ վեկտորի համար գոյություն 	ࢊ_ࢂ

ունի՞ արդյոք մատրից ഥܷሺܵሻ դասում: 

Սահմանենք ܲܦ:ܷሺܵሻ → ሾ0, ௠ଶܥ ሿ ֆունկցիան (նպատակային ֆունկցիան), որը ܷሺܵሻ 

դասի յուրաքանչյուր ܣ մատրիցին համապատասխանության մեջ է դնում նրա տարբեր 

տողերի զույգերի քանակը՝ ܲܦሺܣሻ : Դիտարկենք ࢊ_ࢂ	  խնդրի օպտիմիզացիոն 

տարբերակը ըստ ܲܦ նպատակային ֆունկցիայի՝ 

௢௣௧ܣ Գտնել :(࢚࢖࢕		ࢊ_ࢂ)  ∈ ܷሺܵሻ այնպես, որ ܲܦ൫ܣ௢௣௧൯ ൌ  :ሻܣሺܲܦ஺∈௎ሺௌሻݔܽ݉
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Քանի որ ܲܦሺܣሻ ൌ ௠ଶܥ  այն և միայն այն դեպքում երբ ܣ ∈ ഥܷሺܵሻ , ապա ഥܷሺܵሻ  դասի 

դատարկ չլինելու դեպքում (ܸ_݀		௢௣௧) –ի լուծումը լուծում է հանդիսանում նաև ܸ_݀	 խնդրի 

համար:  

(ܸ_݀		௢௣௧)  խնդրի լուծումը փնտրելու ենք տրոհված տեսքի մատրիցների դասում: 

Դա կարելի է իրականացնել մատրիցը սյուն առ սյուն կառուցելով, յուրաքանչյուր սյունում 

տեղադրելով համապատասխան քանակի 1-եր: Եթե արդյունքում ݊ -րդ սյունում 

ստացվեն բոլորը մեկ երկարությամբ ինտերվալներ, ապա մատրիցը չի ունենա կրկնվող 

տողեր: Հերթական ݅-րդ սյան կառուցումը կարելի է իրականացնել կամայական ձևով` 

ապահովելով միայն գումարային ݏ௜ քանակով 1-եր:  

  

 ալգորիթմ ࡳ խնդրի լուծման (࢚࢖࢕		ࢊ_ࢂ) 4.2.1

Այս բաժնում կկառուցենք  ܸ_݀		௢௣௧  խնդրի լուծման սյուն-առ-սյուն կառուցման 

  :ալգորիթմը (ܩ) ܻܦܧܧܴܩ

ܵ ալգորիթմը մուտքում ստանում է սյուների գումարի ܩ ൌ ሺݏଵ,⋯ ,  ௡ሻ վեկտորը ևݏ

սյուն առ սյուն կառուցում է տրոհված տեսքի մատրից ܷሺܵሻ դասից:  

Առանց ընդհանրությունը խախտելու կարող ենք ենթադրել, որ ݏ௜ ൒ ݉ െ ,௜ݏ ݅ ൌ 1,⋯ , ݊: 

Քայլ 1. Առաջին սյունը կառուցել տեղադրելով  1-երը առաջին ݏଵ տողերում, և 0-ները՝ 

մնացած ݉െ ଵݏ  տեղերում: Սյան վրա կստանանք երկու ինտերվալ՝ 	݀ଵ,ଵீ ൌ ଵݏ  և        

݀ଵ,ଶ
ீ ൌ ݉ െ ଵݏ  երկարություններով; տարբեր տողերի զույգերի քանակը (նպատակային 

ֆունկցիայի արժեքը) ըստ առաջին սյան կլինի՝ ݀ଵ,ଵீ ∙ ݀ଵ,ଶ
ீ :  

௧,ீܣ -ով նշանակենք ալգորիթմի ݐ -րդ քայլի արդյունքում կառուցված 

ենթամատրիցը, և ∆ܦ ௧ܲሺܩሻ-ով՝ ݐ-րդ քայլի արդյունքում նպատակային ֆունկցիայի աճը, 

այսինքն նոր առաջացած տարբեր տողերի զույգերի քանակը՝ 

ܦ∆  ௧ܲሺܩሻ ൌ ௧൯,ீܣ൫ܲܦ െ  :௧ିଵሻ,ீܣሺܲܦ

݀௧,௝
ீ -ով նշանակենք ݐ-րդ սյան հերթական՝ ݆-րդ ինտերվալի երկարությունը:  

Դիցուք՝ արդեն կառուցել ենք առաջին ሺ݇ െ 1ሻ  սյուները: Ընդհանուր առմամբ, 

ሺ݇ െ 1ሻ-րդ սյունը բաղկացած է 2௞ିଵ ինտերվալներից: Նրանց մեջ կարող են լինել նաև 

զրո երկարության ինտերվալներ: Ենթադրենք ሺ݇ െ 1ሻ-րդ սյունը բաղկացած է  ݌ հատ ոչ 
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զրոյական երկարության ինտերվալներից՝ ݀௞ିଵ,ଵீ , ݀௞ିଵ,ଶ
ீ ,⋯ , ݀௞ିଵ,௣

ீ : Եթե որևէ սյուն 

բաղկացած է միայն մեկ երկարության ինտերվալներից, ապա մատրիցի բոլոր տողերն 

արդեն տարբեր են իրարից, և հետևաբար, տարբեր տողերի զույգերի մաքսիմալ 

քանակն ապահովված է; սյուների հետագա կառուցումը կարող է լինել կամայական 

ձևով: 

Քայլ ࢑. Կառուցել ݇ -րդ սյունը՝ հերթական ݀௞ିଵ,௜ீ  երկարության ինտերվալը տրոհելով 

݀௞ିଵ,௜,଴
ீ  և ݀௞ିଵ,௜,ଵீ  մասերի, կազմված 0-ներից և 1-երից այնպես, որ 

∑ ݀௞ିଵ,௜,଴
ீ௣

௜ୀଵ ൌ ݉ െ ∑ ௞ ևݏ ݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ௣

௜ୀଵ ൌ   :௞ݏ

Նպատակային ֆունկցիայի աճը ݇-րդ քայլում կլինի՝ ∆ܦ௞ሺܩሻ ൌ ∑ ݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ௣

௜ୀଵ ∙ ݀௞ିଵ,௜,଴
ீ : 

Ինտերվալների տրոհումն իրականացնելու ենք նպատակ ունենալով մինիմիզացնել 

ինտերվալների երկարությունների տարբերությունները: Գաղափարը հետևյալն է. եթե 

௞ݏ ൌ ݉ െ ,௞ݏ ݇ ൌ 1,⋯ , ݊, ապա յուրաքանչյուր քայլում կամայական ինտերվալ կտրոհեինք 

երկու հավասար (േ1) մասերի, որը լոգարիթմական թվով քայլերից հետո կբերեր մեկ 

երկարության ինտերվալների ([128], [129]): Ավելին, ݀௞ିଵ,௜ீ -ի բոլոր ամբողջարժեք 

տրոհումներից՝  ݀௞ିଵ,௜ீ ൌ ݀௞ିଵ,௜,଴
ீ ൅ ݀௞ିଵ,௜,ଵ

ீ , առավելագույն ݀௞ିଵ,௜,଴ீ ∙ ݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ  արտադրյալը 

ստացվում է, երբ ݀௞ିଵ,௜,଴ீ ൌ ݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ : Սակայն, ընթացիկ  ݇-րդ սյան համար մենք ունենք 

௞ݏ െ ሺ݉ െ ௞ሻݏ  “հավելյալ 1-եր”: Փորձելով մոտ լինել հավասար երկարության 

ինտերվալներ ստանալու գաղափարին՝ 

௞ݏ (1 െ ሺ݉ െ ௞ሻݏ  հավելյալ 1-երը բաշխում ենք ինտերվալների վրա այնպես, որ 

ստանանք 1-երի “համասեռ” բաշխում 

2) Ստացված/մնացած ինտերվալները տրոհում ենք երկու հավասար մասերի՝ 

տեղադրելով հավասար քանակով 1-եր և 0-ներ: 

Այժմ ݇-րդ քայլը նկարագրենք առավել մանրամասնորեն: ݎ௞-ով նշանակենք հավելյալ 1-

երի քանակը՝ ݎ௞ ൌ ௞ݏ െ ሺ݉ െ ௞ሻݏ , և դիցուք՝ ሺ݇ െ 1ሻ -րդ սյունում կա ݈  հատ կենտ 

երկարության ինտերվալ: Նկատենք, որ ݎ௞ -ն և ݈ -ը ունեն միևնույն զույգությունը, և 

հետևաբար, (ݎ௞ െ ݈ሻ-ը զույգ թիվ է: 

1) Առաջին փուլ - ݎ௞ հավելյալ 1-երի տեղադրում 

ա) ݎ௞ ൑ ݈ 
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 ሺ݇ െ 1ሻ-րդ սյան ݈ հատ կենտ երկարության ինտերվալներից կամայական ձևով ընտրում 

ենք ݎ௞ հատը, և յուրաքանչյուրի վրա տեղադրում մեկական 1: 

բ) ݎ௞ ൐ ݈ 

Կենտ երկարության բոլոր  ݈  ինտերվալների վրա տեղադրվում է մեկական 1: Այնուհետև, 

1-երը բաշխվում են երկուական: Սկսում ենք զույգ երկարության ինտերվալներից, ապա 

շարունակում կենտերի վրա, և այսպես հաջորդաբար, մինչև  ݎ௞ հատ 1-երը սպառվեն: 

Եթե ընթացքում որոշ կարճ ինտերվալներ լրիվ լցվում են 1-երով, ապա նրանք այլևս չեն 

մասնակցում կառուցմանը: Նկատենք, որ  ݈ հատ 1-երի տեղադրումից հետո ստանում 

ենք միայն զույգ երկարություններ, և  ( ௞ݎ െ ݈ሻ -ն էլ զույգ է, այնպես որ բաշխումը 

հնարավոր է իրականացնել: 

2) երկրորդ փուլ – մնացած 1-երի և 0-ների տեղադրում 

ա) ݎ௞ ൑ ݈ 

Մնացած  ݈ െ  ௞ հատ կենտ երկարության ինտերվալների մի կեսի վրա տեղադրում ենքݎ

մեկական 0, մյուս կեսի վրա՝ մեկական 1: Որից հետո բոլոր ինտերվալները տրոհվում են 

երկու հավասար մասերի, որոնց վրա էլ տեղադրվում են հավասար թվով 1-եր և 0-ներ: 

բ) ݎ௞ ൐ ݈ 

Բոլոր ինտերվալները տրոհվում են երկու հավասար մասերի, որոնց վրա էլ տեղադրվում 

են հավասար թվով 1-եր և 0-ներ: 

Այժմ հաշվենք ݇ -րդ քայլի արդյունքում ݅ -րդ ինտերվալի վրա 1-երի և 0-ների 

տարբերությունը՝  ܿ௜ ൌ ݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ െ ݀௞ିଵ,௜,଴

ீ , ݅ ൌ 1,⋯ ,   :݌

ա) ݎ௞ ൑ ݈ 

Այս դեպքը պարզ է՝ 

ܿ௜ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
0, բոլոր	զույգ	երկարության	ինտերվալների	վրա																	

1,							
݈ ൅ ௞ݎ
2

հատ	կենտ	երկարության	ինտերվալների	վրա						

െ1,			
݈ െ ௞ݎ
2

հատ	կենտ	երկարության	ինտերվալների	վրա									

 

բ) ݎ௞ ൐ ݈ 

Դիցուք՝ առաջին փուլում կատարվել են 1-երի  երկուական տեղադրման ݐ լրիվ ցիկլեր: 

Այդ ընթացքում որոշ ինտերվալներ կարող էին ամբողջությամբ լցված լինել 1-երով, և 

դիցուք՝ ܦ -ն այդպիսի ինտերվալներից առավելագույնի երկարությունն է: Այսպիսով,     
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ሺ൒  հատ հավելյալ ܦ երկարության բոլոր զույգ ինտերվալները ստացել են առնվազն-(ܦ

1: Կենտ երկարության ինտերալների համար՝ ሺ൒ ܦ ൅ 1 )-երկարություն ունեցողները 

ստացել են առնվազն ܦ ൅ 1  հատ հավելյալ 1: Ավելի մեծ երկարություն ունեցող 

ինտերվալները կարող էին ստանալ հավելյալ 1-երի լրացուցիչ քանակ, և դիցուք՝ ݀-ն այն 

քանակն է, որ ստացել է այդպիսի ինտերվալներից յուրաքանչյուրը: Նկատենք, որ 

ինչպես ܦ-ն, այնպես էլ ݀-ն, զույգ թվեր են: Այսպիսով, ݐ լրիվ ցիկլերից հետո  ሺ൐  -(ܦ

երկարության բոլոր զույգ ինտերվալները ստացել են ܦ ൅ ݀, և ሺ൐  երկարության բոլոր (ܦ

կենտ ինտերվալները ստացել են ܦ ൅ ݀ ൅ 1 քանակով հավելյալ 1-եր: Մնացած հավելյալ 

1-երը (նշանակենք այդ քանակը ݎ′-ով) բավական չեն ամբողջ ցիկլով բաշխելու համար: 

Բաշխումը շարունակենք սկսելով զույգ ինտերվալներից (դիցուք՝ նրանց քանակը ݌ଵ-է): 

Դիտարկենք հնարավոր դեպքերը. 

(1) 0 ൏ ᇱݎ ൏   ଵ݌2

ଵ݌  ինտերվալներից ընտրվում է կամայական ݎᇱ/2  հատը և յուրաքանչյուրի վրա 

տեղադրվում է երկուական 1: 

ᇱݎ (2) ൌ   ଵ݌2

 :ଵ ինտերվալներից յուրաքանչյուրի վրա տեղադրվում է երկուական 1݌

ᇱݎ (3) ൐   ଵ݌2

ଵ݌  ինտերվալներից յուրաքանչյուրի վրա տեղադրվում է երկուական 1, կենտ 

ինտերվալներից ընտրվում է կամայական ሺݎᇱ െ  ଵሻ/2 հատը և նրանցից յուրաքանչյուրի݌2

վրա տեղադրվում է երկուական 1: 

Հաշվենք ܿ௜-երը: 

(1) 0 ൏ ᇱݎ ൏   ଵ݌2

ܿ௜ ൌ ൜
ܦ ൅ ݀ ൅ 1																							կենտ	երկարության	ինտերվալների	վրա
ܦ ൅ ݀	կամ	ܦ ൅ ݀ ൅ 2	զույգ	երկարության	ինտերվալների	վրա	 

ᇱݎ (2) ൌ  ଵ݌2

ܿ௜ ൌ ൜
ܦ ൅ ݀ ൅ 1		կենտ	երկարության	ինտերվալների	վրա
ܦ ൅ ݀ ൅ 2	զույգ	երկարության	ինտերվալների	վրա	  

ᇱݎ (3) ൐  ଵ݌2

ܿ௜ ൌ ൜
ܦ ൅ ݀ ൅ 1	կամ	ܦ ൅ ݀ ൅ 3	կենտ	երկարության	ինտերվալների	վրա
ܦ ൅ ݀ ൅ 2																														զույգ	երկարության	ինտերվալների	վրա	  
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Այսպիսով, ݉ܽݔ௜,௝หܿ௜ െ ௝ܿห ൑ 2  բոլոր այն ինտերվալների համար, որոնց 

երկարությունը առնվազը ܦ է զույգ երկաության դեպքում, և առնվազը ܦ ൅ 1 է՝ կենտի 

դեպքում: 

݇-րդ քայլի նկարագիրն ամբողջությամբ ավարտվեց: 

݇-րդ սյունում ստացանք 1-երից և 0-ներից բաղկացած հետևյալ ինտերվալները 

(հնարավոր է զրո երկարության). 

݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ ൌ

݀௞ିଵ,௜
ீ ൅ ܿ௜

2
, ݀௞ିଵ,௜,଴

ீ ൌ
݀௞ିଵ,௜
ீ െ ܿ௜

2
, ݅ ൌ 1,⋯ ,  ݌

 

Դիտողություն. (1) և (3) դեպքերում ինտերվալների ընտրությունը կարող է բերել 

ալգորիթմի ճյուղավորմանը:  

Բերենք մի պնդում, ըստ որի կամայական ճյուղավորման դեպքում ܩ ալգորիթմը 

լոկալ քայլում օպտիմալ է, և որ մատրիցի լոկալ սյան օպտիմալ կառուցումը միակն է՝ այն 

ըստ ܩ ալգորիթմի է: 

Թեորեմ 4.2.1-1: (1) ܩ ալգորիթմի յուրաքանչյուր քայլը ապահովում է ܲܦ նպատակային 

ֆունկցիայի մաքսիմալ աճ; 

(2) Եթե որևէ սյան կառուցման արդյունքում ܲܦ  նպատակային ֆունկցիան 

ստանում է մաքսիմալ աճ, ապա այն կառուցված է ըստ ܩ ալգորիթմի:  

Ապացույց: (1) Թեորեմն ապացուցենք ալգորիթմի ݇ -րդ քայլի համար, ݇ ൌ 2,⋯ , ݊ : 

Դիցուք` ሺ݇ െ 1ሻ-րդ սյունում կա ݌ հատ ոչ զրոյական ինտերվալ` ݀௞ିଵ,ଵ, ݀௞ିଵ,ଶ,⋯ , ݀௞ିଵ,௣, և 

ܩ  ալգորիթմի ݇ -րդ քայլի արդյունքում ݅ -րդ ինտերվալը տրոհվել է        

݀௞ିଵ,௜
ீ ൌ ݀௞ିଵ,௜,଴

ீ ൅ ݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ  երկարությամբ ինտերվալների: Դիցուք` ݀௞ିଵ,௜,଴, ݀௞ିଵ,௜,ଵ -ը որևէ 

օպտիմալ ալգորիթմով տրոհման արդյունքում ստացված ܣ  մատրիցում 

համապատասխան ինտերվալների երկարություններն են, այնպես որ ∑ ݀௞ିଵ,௜,଴ ൌ ݉ െ௣
௜ୀଵ

∑ ௞ ևݏ ݀௞ିଵ,௜,ଵ ൌ ௞ݏ
௣
௜ୀଵ : Այսպիսով, 

ሻܩ௞ሺܦ∆ ൌ ∑ ݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ ∙ ݀௞ିଵ,௜,଴

ீ௣
௜ୀଵ ሻܣ௞ሺܦ∆ , ൌ ∑ ݀௞ିଵ,௜,ଵ ∙

௣
௜ୀଵ ݀௞ିଵ,௜,଴ -ը նպատակային 

ֆունկցիայի համապատասխան աճերն են: Ապացուցենք, որ ∆ܦ௞ሺܩሻ ൒  :ሻܣ௞ሺܦ∆

ሻܩ௞ሺܦ∆ െ ሻܣ௞ሺܦ∆ ൌ ∑ ݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ ݀௞ିଵ,௜,଴

ீ௣
௜ୀଵ െ ∑ ݀௞ିଵ,௜,ଵ

௣
௜ୀଵ ݀௞ିଵ,௜,଴ ൌ  
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∑ ൬
ௗೖషభ,೔
ಸ ା௖೔
ଶ

∙
ௗೖషభ,೔
ಸ ି௖೔
ଶ

൰ െ ∑ ሺ݀௞ିଵ,௜,ଵ݀௞ିଵ,௜,଴ሻ
௣
௜ୀଵ ൌ௣

௜ୀଵ   

ଵ

ସ
∑ ൫ሺ݀௞ିଵ,௜

ீ ሻଶ െ ሺܿ௜ሻଶ െ 4݀௞ିଵ,௜,ଵ݀௞ିଵ,௜,଴൯ ൌ
௣
௜ୀଵ   

ଵ

ସ
∑ ൫ሺ݀௞ିଵ,௜,ଵ ൅ ݀௞ିଵ,௜,଴ሻଶ െ ሺܿ௜ሻଶ െ 4݀௞ିଵ,௜,ଵ݀௞ିଵ,௜,଴൯ ൌ
௣
௜ୀଵ   

ଵ

ସ
∑ ൫ሺ݀௞ିଵ,௜,ଵ െ ݀௞ିଵ,௜,଴ሻଶ െ ሺܿ௜ሻଶ൯
௣
௜ୀଵ :  

Նշանակենք ߙ௜ ൌ ݀௞ିଵ,௜,ଵ െ ݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ , ݅ ൌ 1,⋯ , ݌ : Պարզ է, որ ݀௞ିଵ,௜,଴ െ ݀௞ିଵ,௜,଴

ீ ൌ െߙ௜ : 

Այստեղից, ݀௞ିଵ,௜,ଵ ൌ ௜ߙ ൅ ݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ և ݀௞ିଵ,௜,଴ ൌ െߙ௜ ൅ ݀௞ିଵ,௜,଴

ீ  , որից էլ հետևում է, որ 

݀௞ିଵ,௜,ଵ െ ݀௞ିଵ,௜,଴ ൌ ௜ߙ2 ൅ ሺ݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ െ ݀௞ିଵ,௜,଴

ீ ሻ ൌ ௜ߙ2 ൅ ܿ௜: 

Նկատենք, որ ∑ ௜ୀ଴ߙ
௣
௜ୀଵ , քանի որ ∑ ݀௞ିଵ,௜,ଵ

௣
௜ୀଵ ൌ ∑ ݀௞ିଵ,௜,ଵ

ீ௣
௜ୀଵ ൌ  :௞ݏ

Այսպիսով,  

ሻܩ௞ሺܦ∆ െ =ሻܣ௞ሺܦ∆
ଵ

ସ
∑ ሺሺܿ௜ ൅ ௜ሻଶߙ2
௣
௜ୀଵ െ ሺܿ௜ሻଶሻ ൌ

ଵ

ସ
∑ ሺ4ߙ௜ܿ௜ ൅ 4ሺߙ௜ሻଶሻ
௣
௜ୀଵ ൌ ∑ ሺߙ௜ܿ௜ ൅ ሺߙ௜ሻଶሻ

௣
௜ୀଵ : 

ሻܩ௞ሺܦ∆ െ ∑=ሻܣ௞ሺܦ∆ ሺߙ௜ܿ௜ ൅ ሺߙ௜ሻଶሻ
௣
௜ୀଵ       (4.2.1-1) 

Դիտարկենք հետևյալ դեպքերը. 

ଵஸ௜,௝ஸ௣หܿ௜ݔܽ݉ .1 െ ௝ܿห ൑ 2 

Դիցուք` ߙ௝భ ൒ 0,⋯ , ௝೟ߙ ൒ 0, ௝೟ାଵߙ ൏ 0,⋯ , ௝೛ߙ ൏ 0 : Նշանակումների պարզեցման համար 

կարող ենք ենթադրել, որ ߙଵ ൒ 0,⋯ , ௧ߙ ൒ 0, ௧ାଵߙ ൏ 0,⋯ , ௣ߙ ൏ 0 : Քանի որ ∑ ௜ߙ ൌ 0௣
௜ୀଵ , 

ապա ∑ ௜ߙ ൌ െ∑ ௜ߙ
௣
௜ୀ௧ାଵ

௧
௜ୀଵ : 

Այսպիսով, 

ሻܩ௞ሺܦ∆ െ ሻܣ௞ሺܦ∆ ൒ ܿ௜బ ∑ ௜ߙ ൅ ௝ܿబ
௧
௜ୀଵ ∑ ௜ߙ

௣
௜ୀ௧ାଵ ൅ ∑ ሺߙ௜ሻଶ

௣
௜ୀଵ ), 

որտեղ ܿ௜బ ൌ ݉݅݊ଵஸ௜ஸ௧ܿ௜ և ௝ܿబ ൌ  :௧ାଵஸ௜ஸ௣ܿ௜ݔܽ݉

Ստացանք, որ 

ሻܩ௞ሺܦ∆ െ ሻܣ௞ሺܦ∆ ൒ ܿ௜బ ∑ ௜ߙ
௧
௜ୀଵ െ ௝ܿబ ∑ ௜ߙ

௧
௜ୀଵ ൅ ∑ ሺߙ௜ሻଶ

௣
௜ୀଵ ൌ  

 ൌ ൫ܿ௜బ െ ௝ܿబ൯∑ ௜ߙ
௧
௜ୀଵ ൅ ∑ ሺߙ௜ሻଶ

௣
௜ୀଵ ൒ 

൒ െ2∑ ௜ߙ
௧
௜ୀଵ ൅ ∑ ሺߙ௜ሻଶ

௣
௜ୀଵ = 

ൌ െ∑ ௜ߙ
௧
௜ୀଵ ൅ ∑ ௜ߙ

௣
௜ୀ௧ାଵ ൅ ∑ ሺߙ௜ሻଶ

௣
௜ୀଵ  : 

Ստացված մեծությունը բացասական չէ, քանի որ ߙଵ,⋯ ,   :௣ -ն ամբողջ թվեր ենߙ
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Այս դեպքի ապացույցն ավարտված է: 

ଵஸ௜,௝ஸ௣หܿ௜ݔܽ݉ .2 െ ௝ܿห ൑ 2 պայմանը կարող է խախտվել, երբ հավելյալ մեկերի բաշխման 

ընթացքում առաջանան 1-երով լցված ինտերվալներ: Դիցուք` ݀௞ିଵ,௜భ
ீ ,⋯ , ݀௞ିଵ,௜೓

ீ -ը այդ 

ինտերվալներն են, որոնց երկարությունը փոքր է  ܦ-ից զույգ երկարության դեպքում, 

և փոքր է ܦ ൅ 1-ից` կենտ երկարության դեպքում: Այսպիսով, 

ܿ௜భ ൌ ݀௞ିଵ,௜భ
ீ ,⋯ , ܿ௜೓ ൌ ݀௞ିଵ,௜೓

ீ , 

մնացած ինտերվալների համար  ݉ܽݔ௜,௝ஷ௜భ,⋯,௜೓หܿ௜ െ ௝ܿห ൑ 2, և հետևաբար, 

 ܿ௜ ൒ ܿ௜ೕ, ݅ ് ௝݅: 

Ենթադրենք, որ ߙଵ ൒ 0,⋯ , ௧ߙ ൒ 0, ௧ାଵߙ ൏ 0,⋯ , ௣ߙ ൏ 0: Նկատենք, որ ߙ௜భ,⋯ ,  ௜೓ չենߙ

կարող դրական թվեր լինել (ߙ௜ ൌ ݀௞ିଵ,௜,ଵ െ ݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ ): 

(4.2.1-1)-ից հետևում է, որ 

ሻܩ௞ሺܦ∆ െ ሻܣ௞ሺܦ∆ ൒ ݉݅݊ଵஸ௜ஸ௧ܿ௜ ∙ ∑ ௜ߙ ൅
௧
௜ୀଵ ∑ ௜ܿ௜ߙ ൅ ∑ ሺߙ௜ሻଶ

௣
௜ୀଵ ൒௣

௜ୀ௧ାଵ   

 ൒ ݉݅݊ଵஸ௜ஸ௧ܿ௜ ∙ ∑ ௜ߙ ൅
௧
௜ୀଵ ∑ ௜ೕܿ௜ೕߙ

௛
௝ୀଵ ൅ ௧ାଵஸ௜ஸ௣ݔܽ݉

௜ஷ௜భ,⋯,௜೓

ܿ௜ ∙ ∑ ௜ߙ
௣
௜ୀ௧ାଵ

௜ஷ௜భ,⋯,௜೓

൅ ∑ ሺߙଶሻଶ
௣
௜ୀଵ ൒  

൒ ∑ ௜ೕܿ௜ೕߙ
௛
௝ୀଵ ൅ ܿ௜బ ∙  ∑ ௜ߙ ൅

௧
௜ୀଵ  ௝ܿబ ∙  ∑ ௜ߙ െ

௣
௜ୀ௧ାଵ ௝ܿబ ∙  ∑ ௜ೕߙ ൅

௛
௝ୀଵ ∑ ሺߙ௜ሻଶ

௣
௜ୀଵ ൌ 

   ൌ ∑ ௜ೕߙ
௛
௝ୀଵ ∙ ቀܿ௜ೕ െ ௝ܿబቁ ൅ ሺܿ௜బ െ ௝ܿబሻ ∙ 	∑ ௜ߙ ൅

௧
௜ୀଵ ∑ ሺߙ௜ሻଶ

௣
௜ୀଵ  

որտեղ ܿ௜బ ൌ ݉݅݊ଵஸ௜ஸ௧ܿ௜ և ௝ܿబ ൌ ௧ାଵஸ௜ஸ௣ݔܽ݉
௜ஷ௜భ,⋯,௜೓

ܿ௜ 

Այսպիսով, 

ሻܩ௞ሺܦ∆ െ ሻܣ௞ሺܦ∆ ൒ ∑ ௜ೕߙ
௛
௝ୀଵ ∙ ሺܿ௜ೕ െ ௝ܿబሻ ൅ ሺܿ௜బ െ ௝ܿబሻ ∙ 	∑ ௜ߙ ൅

௧
௜ୀଵ ∑ ሺߙ௜ሻଶ

௣
௜ୀଵ   (4.2.1-2) 

(4.2.1-2)-ում ունենք, որ ሺܿ௜బ െ ௝ܿబሻ ∙ 	∑ ௜ߙ ൅
௧
௜ୀଵ ∑ ሺߙ௜ሻଶ ൒ 0௣

௜ୀଵ , քանի որ ߙ௜-երը ամբողջ թվեր 

են, և หܿ௜బ െ ௝ܿబห ൑ 2: Միևնույն ժամանակ, ∑ ௜ೕߙ
௛
௝ୀଵ ∙ ቀܿ௜ೕ െ ௝ܿబቁ ൒ 0, քանի որ ߙ௜భ,⋯ , ௜೓ ൑ߙ 0, 

իսկ ܿ௜భ,⋯ , ܿ௜೓ ൑ ܿ௝బ: Այսպիսով, ∆ܦ௞ሺܩሻ ൒  :ሻܣ௞ሺܦ∆

Թեորեմի առաջին մասն ապացուցված է՝ ܩ  ալգորիթմի բոլոր ճյուղերը լոկալ քայլում 

օպտիմալ են՝ ապահովում են մաքսիմալ թվով տարբեր տողերի զույգեր: 

 

(2) Այժմ ապացուցենք, որ յուրաքանչյուր լոկալ քայլում ինտերվալների բոլոր օպտիմալ 

տրոհումները համապատասխանում են ܩ ալգորիթմին: 
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Դիցուք՝ ሺ݇ െ 1)-րդ սյունում ունենք ݌ հատ ինտերվալ՝ ݀௞ିଵ,ଵீ ,⋯ , ݀௞ିଵ,௣
ீ : Ենթադրենք  ܩ 

ալգորիթմի ݇ -րդ քայլի արդյունքում ݅ -րդ ինտերվալը տրոհվել է ݀௞ିଵ,௜,ଵீ , ݀௞ିଵ,௜,଴
ீ  

երկարության ինտերվալների, և որևէ  օպտիմալ ܣ ալգորիթմի ݇-րդ քայլի արդյունքում 

այն տրոհվել է ݀௞ିଵ,௜,ଵ, ݀௞ିଵ,௜,଴  երկարության ինտերվալների: ∆ܦ௞ሺܩሻ  -ով և ∆ܦ௞ሺܣሻ -ով 

նշանակենք նպատակային ֆունկցիայի համապատասխան աճերը: Թեորեմի առաջին 

մասից հետևում է, որ  ∆ܦ௞ሺܩሻ ൌ ሻܣ௞ሺܦ∆ : Պետք է ապացուցենք, որ 

݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ , ݀௞ିଵ,௜,଴

ீ 	 երկարության տրոհումները նույնպես ըստ ܩ  ալգորիթմի են (ըստ 

ալգորիթմի որևէ ճյուղի): 

(4.2.1-1)-ից ունենք, որ ∆ܦ௞ሺܩሻ െ ∑=ሻܣ௞ሺܦ∆ ሺߙ௜ܿ௜ ൅ ሺߙ௜ሻଶሻ
௣
௜ୀଵ ,  

որտեղ ߙ௜ ൌ ݀௞ିଵ,௜,ଵ െ ݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ , ݅ ൌ 1,⋯ ,  ,Այստեղից :݌

∑ ሺߙ௜ܿ௜ ൅ ሺߙ௜ሻଶሻ
௣
௜ୀଵ ൌ 0        (4.2.1-3) 

Դիտարկենք հետևյալ դեպքերը. 

ଵஸ௜,௝ஸ௣หܿ௜ݔܽ݉ .1 െ ௝ܿห ൑ 2 

Դիցուք՝  

௝ܿభ ൌ ⋯ ൌ ௝ܿ೟భ
ൌ ܿ, 

௝ܿ೟భାଵ
ൌ ⋯ ൌ ௝ܿ೟మ

ൌ ܿ ൅ 1, 

௝ܿ೟మାଵ
ൌ ⋯ ൌ ௝ܿ೛ ൌ ܿ ൅ 2 

Ինդեքսների պարզության համար ենթադրենք, որ 

ܿଵ ൌ ⋯ ൌ ܿ௧భ ൌ ܿ, 

ܿ௧భశభ ൌ ⋯ ൌ ܿ௧మ ൌ ܿ ൅ 1, 

ܿ௧మାଵ ൌ ⋯ ൌ ܿ௣ ൌ ܿ ൅ 2: 

Տեղադրենք (4.2.1-3)–ում. 	 

 ܿ ∙ ∑ ௜ߙ
௧భ
௜ୀଵ ൅ ሺܿ ൅ 1ሻ ∙ ∑ ௜ߙ

௧మ
௜ୀ௧భାଵ

൅ ሺܿ ൅ 2ሻ ∙ ∑ ௜ߙ
௣
௜ୀ௧మାଵ

൅ ∑ ሺߙ௜ሻଶ
௣
௜ୀଵ ൌ 

 ܿ ∙ ቀ∑ ௜ߙ
௧భ
௜ୀଵ ൅ ∑ ௜ߙ

௧మ
௜ୀ௧భାଵ

൅ ∑ ௜ߙ
௣
௜ୀ௧మାଵ

ቁ ൅ ∑ ௜ߙ
௧మ
௜ୀ௧భାଵ

൅ 2 ∙ ∑ ௜ߙ ൅
௣
௜ୀ௧మାଵ

∑ ሺߙ௜ሻଶ
௣
௜ୀଵ ൌ 

 ∑ ௜ߙ
௧మ
௜ୀ௧భାଵ

൅ 2 ∙ ∑ ௜ߙ
௣
௜ୀ௧మାଵ

൅ ∑ ሺߙ௜ሻଶ
௣
௜ୀଵ ൌ 0 

  ∑ ௜ߙ
௣
௜ୀଵ ൌ 0 -ից հետևում է, որ ∑ ௜ߙ

௣
௜ୀ௧మାଵ

ൌ െሺ∑ ௜ߙ
௧భ
௜ୀଵ ൅ ∑ ௜ߙ

௧మ
௜ୀ௧భାଵ

ሻ: 
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Այստեղից, 

  ∑ ௜ߙ
௧మ
௜ୀ௧భାଵ

 +∑ ௜ߙ
௣
௜ୀ௧మାଵ

െ ∑ ௜ߙ
௧భ
௜ୀଵ െ ∑ ௜ߙ

௧మ
௜ୀ௧భାଵ

൅ ∑ ሺߙ௜ሻଶ
௣
௜ୀଵ ൌ 

  െ∑ ௜ߙ
௧భ
௜ୀଵ ൅ ∑ ௜ߙ

௣
௜ୀ௧మାଵ

൅ ∑ ሺߙ௜ሻଶ
௣
௜ୀଵ ൌ 0: 

Այստեղից հետևում է, որ |ߙ௜| ൑ 1, ݅ ൌ 1,⋯ , ௜ߙ և ݌ ൌ 0, երբ ݐଵ ൅ 1 ൑ ݅ ൑ -௜ߙ ଶ (քանի որݐ

երը ամբողջ թվեր են): Այսպիսով,  

௜ߙ ∈ ሼ0,1ሽ, երբ 	1 ൑ ݅ ൑ ௜ߙ ଵ ևݐ ∈ ሼെ1,0ሽ, երբ ݐଶ ൅ 1 ൑ ݅ ൑  և դրական ու բացասական , ݌

մեկերի քանակը նույնն է: Առանց ընդհանրությունը խախտելու կարող ենք ենթադրել, որ 

զրոյական ߙ௜  չկա: Այսինքն, ݀௞ିଵ,௜,ଵ െ ݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ ൌ 1, և հետևաբար, ݀௞ିଵ,௜,଴ െ ݀௞ିଵ,௜,଴

ீ ൌ െ1, 

երբ 		1 ൑ ݅ ൑ ଵ; և ݀௞ିଵ,௜,ଵݐ െ ݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ ൌ െ1 և հետևաբար, ݀௞ିଵ,௜,଴ െ ݀௞ିଵ,௜,଴

ீ ൌ 1,          երբ 

ଶݐ	 ൅ 1 ൑ ݅ ൑ ݌ : Այստեղից հետևում է, որ 1 ൑ ݅ ൑ ଵݐ  դեպքում ݀௞ିଵ,௜,ଵீ  երկարության 

ինտերվալը չի կարող ամբողջությամբ լցված լինել 1-երով: Նկատենք նաև, որ        

ଵݐ ൅ 1 ൑ ݅ ൑  :ଶ դեպքում երկու տրոհումների դեպքում էլ ունենք միևնույն ինտերվալներըݐ

Միևնույն ժամանակ, 

݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ െ ݀௞ିଵ,௜,଴

ீ ൌ ܿ, 1 ൑ ݅ ൑  ,ଵݐ

݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ െ ݀௞ିଵ,௜,଴

ீ ൌ ܿ ൅ ଶݐ	 ,2 ൅ 1 ൑ ݅ ൑  :݌

Քանի որ ܿ-ն և ܿ ൅ 2-ը ունեն միևնույն զույգությունը, հետևաբար, երկու դեպքում էլ բոլոր 

ինտերվալները ստացվել են միաժամանակ կամ զույգ կամ կենտ ինտերվալների 

տրոհումներից: Եվ քանի որ 1 ൑ ݅ ൑ ଵ դեպքում ݀௞ିଵ,௜,ଵீݐ  -ն ամբողջությամբ լցված չէ 1-

երով, ապա ինտերվալները կառուցվել են ըստ  ܩ  ալգորիթմի աշխատանքի առաջին 

փուլի  (1)  կամ (3) դեպքերի: ܿ ൅ 2 հատ 1 ստացած ինտերվալները նրանք են, որոնք 

վերջին երկու 1-ը ստացել են ալգորիթմի աշխատանքի առաջին փուլի վերջին անցման 

ժամանակ, այսինքն այդ երկու 1-երը կարող էին բաշխված լինել արդեն ܿ  հատ 1 

ստացած կամայական ինտերվալի վրա:  

Այժմ ցույց տանք, որ ܩ ալգորիթմով այսպիսի կառուցումը համընկնում է օպտիմալի հետ: 

Իրոք, 

 ݀௞ିଵ,௜,ଵ െ ݀௞ିଵ,௜,଴ ൌ ݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ ൅ 1 െ ݀௞ିଵ,௜,଴

ீ ൅ 1 ൌ ܿ ൅ 2, երբ 1 ൑ ݅ ൑  ଵ, ևݐ

݀௞ିଵ,௜,ଵ െ ݀௞ିଵ,௜,଴ ൌ ݀௞ିଵ,௜,ଵ
ீ െ 1 െ ݀௞ିଵ,௜,଴

ீ ൅ 1 ൌ ܿ, երբ ݐଶ ൅ 1 ൑ ݅ ൑  :݌
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Ստացանք ինտերվալներ 1-երի և 0-ների նույն տարբերությամբ: 

2. Այժմ դիցուք՝  ݉ܽݔଵஸ௜,௝ஸ௣หܿ௜ െ ௝ܿห ൑ 2 պայմանը խախտվում է: Դա կարող է լինել այն 

դեպքում, երբ որոշ ինտերվալներ լցվում են մեկերով ܩ  ալգորիթմի աշխատանքի 

առաջին փուլի լրիվ ցիկլերի ընթացքում: Դիցուք այդ ինտերվալներն են՝ 

݀௞ିଵ,௜భ
ீ ,⋯ , ݀௞ିଵ,௜೓

ீ : Ունենք նաև ܿ௜భ ൌ ݀௞ିଵ,௜భ
ீ ,⋯ , ܿ௜೓ ൌ ݀௞ିଵ,௜೓

ீ : Այսպիսով, այդ 

ինտերվալների համար՝  ݀௞ିଵ,௜ೕ
ீ ൑ զույգ երկարության դեպքում, և ݀௞ିଵ,௜ೕ ܦ

ீ ൑ ܦ ൅ 1 կենտ 

երկարության դեպքում: Մնացած ինտերվալների համար ݉ܽݔଵஸ௜,௝ஸ௣หܿ௜ െ ௝ܿห ൑ 2: ܿ௜ ൒ ܿ௜ೕ, 

երբ ݅ ് ௝݅ և 1 ൑ ݆ ൑ ݄: 

Նախ ցույց տանք, որ ݀௞ିଵ,௜భ
ீ ,⋯ , ݀௞ିଵ,௜೓

ீ  ինտերվալների համար ߙ௜ೕ ൌ 0: Ենթադրենք 

հակառակը:  

Դիտարկենք (4.2.1-2) անհավասարությունը   

ሻܩ௞ሺܦ∆  െ ሻܣ௞ሺܦ∆ ൒ ∑ ௜ೕߙ
௛
௝ୀଵ ∙ ሺܿ௜ೕ െ ௝ܿబሻ ൅ ሺܿ௜బ െ ௝ܿబሻ ∙ 	∑ ௜ߙ ൅

௧
௜ୀଵ ∑ ሺߙ௜ሻଶ

௣
௜ୀଵ   

Ենթադրենք, որ ௝ܿబ-ն ܿ௜భ,⋯ , ܿ௜೓-երից մեկն է; Այդ դեպքում, ܿ௜బ ൒ ܿ௝బ   (քանի որ ܿ௜ ൒ ܿ௜ೕ) 

երբ ݅ ് ௝݅  և 1 ൑ ݆ ൑ ݄ : Երկրորդ գումարելին՝ ሺܿ௜బ െ ௝ܿబሻ ∙ 	∑ ௜ߙ ൅
௧
௜ୀଵ ∑ ሺߙ௜ሻଶ

௣
௜ୀଵ  դրական է, 

եթե կա ոչ զրոյական ߙ௜ : Քանի որ ∑ ௜ೕߙ
௛
௝ୀଵ ∙ ቀܿ௜ೕ െ ௝ܿబቁ ൒ 0 , ստացանք, որ        

ሻܩ௞ሺܦ∆ ൐ ሻ, որը հակասություն է ըստ Թեորեմի առաջին մասի: Ուստի` ܿ௜ೕܣ௞ሺܦ∆ െ ܿ௝బ ൏

0, երբ ݅ ് ௝݅ և 1 ൑ ݆ ൑ ݄: Այժմ, եթե որևէ ݆-ի համար ߙ௜ೕ ൏ 0 (դրական լինել չի կարող), 

ապա (4.2.1-2)-ում                ∑ ௜ೕߙ
௛
௝ୀଵ ∙ ሺܿ௜ೕ െ ௝ܿబሻ գումարելին դրական է: Կրկին ստացանք, 

որ  ∆ܦ௞ሺܩሻ ൐ ሻ,  քանի որ ሺܿ௜బܣ௞ሺܦ∆ െ ௝ܿబሻ ∙ 	∑ ௜ߙ ൅
௧
௜ୀଵ ∑ ሺߙ௜ሻଶ

௣
௜ୀଵ ൒ 0: Այսպիսով, ߙ௜ೕ ൌ 0, 

1 ൑ ݆ ൑ ݄: 

Ինդեքսների պարզեցման համար վերցնենք 	ߙ௝ ൌ 0, 1 ൑ ݆ ൑ ݄: 

Ենթադրենք, որ 

ܿ௛ାଵ ൌ ⋯ ൌ ܿ௧భ ൌ ܿ, 

ܿ௧భశభ ൌ ⋯ ൌ ܿ௧మ ൌ ܿ ൅ 1, 

ܿ௧మାଵ ൌ ⋯ ൌ ܿ௣ ൌ ܿ ൅ 2: 

 Տեղադրենք (4.1.2-3)-ում. 
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  ܿ ∙ ∑ ௜ߙ
௧భ
௜ୀ௛ାଵ ൅ ሺܿ ൅ 1ሻ ∙ ∑ ௜ߙ

௧మ
௜ୀ௧భାଵ

൅ ሺܿ ൅ 2ሻ ∙ ∑ ௜ߙ
௣
௜ୀ௧మାଵ

൅ ∑ ሺߙ௜ሻଶ
௣
௜ୀଵ ൌ 0 

 ܿ ∙ ሺ∑ ௜ߙ
௧భ
௜ୀ௛ାଵ ൅ ∑ ௜ߙ

௧మ
௜ୀ௧భାଵ

൅ ∑ ௜ߙ
௣
௜ୀ௧మାଵ

ሻ ൅ ∑ ௜ߙ
௧భ
௜ୀ௛ାଵ ൅ 2∑ ௜ߙ

௣
௜ୀ௧మାଵ

൅ ∑ ሺߙ௜ሻଶ
௣
௜ୀଵ ൌ 0 

Ունենք, որ  ∑ ௜ߙ
௣
௜ୀ௛ାଵ  և  ∑ ௜ߙ

௣
௜ୀ௧మାଵ

ൌ െሺ∑ ௜ߙ
௧భ
௜ୀ௛ାଵ ൅ ∑ ௜ߙ

௧మ
௜ୀ௧భାଵ

ሻ 

Հետևաբար, 

 ∑ ௜ߙ
௧మ
௜ୀ௧భାଵ

൅ ∑ ௜ߙ
௣
௜ୀ௧మାଵ

െ ቀ∑ ௜ߙ
௧భ
௜ୀ௛ାଵ ൅ ∑ ௜ߙ

௧మ
௜ୀ௧భାଵ

ቁ ൅ ∑ ሺߙ௜ሻଶ
௣
௜ୀଵ ൌ 0 

 ∑ ௜ߙ
௣
௜ୀ௧మାଵ

െ ∑ ௜ߙ
௧భ
௜ୀ௛ାଵ ൅ ∑ ሺߙ௜ሻଶ

௣
௜ୀଵ ൌ 0 

Քանի որ ߙ௜-երը ամբողջ թվեր են, ուստի |ߙ௜| ൑ 1, երբ ݄ ൅ 1 ൑ ݅ ൑ ௜ߙ և ,݌ ൌ ଵݐ ,0 ൅ 1 ൑

݅ ൑ ଶݐ : Այստեղից էլ՝ ߙ௜ ∈ ሼ0,1ሽ , երբ ݄ ൅ 1 ൑ ݅ ൑ ଵݐ ௜ߙ , ∈ ሼെ1,0ሽ , երբ ݐଶ ൅ 1 ൑ ݅ ൑ ݌ , և 

դրական ու բացասական 1-երի քանակները իրար հավասար են: 

Նույն դատողությունները, ինչ որ նախորդ դեպքում, բերում են նրան, որ ստացված 

ինտերվալները արդյունք են ܩ ալգորիթմի որևէ ճյուղի: Թեորեմն ապացուցված է: □ 

Ոչ օպտիմալության օրինակ 

Հետևյալ օրինակը ցույց է տալիս, որ ܩ ալգորիթմը օպտիմալ չէ: 

݉ ൌ 13, ݊ ൌ 8,			ܵ ൌ ሺ11,11,11,11,11,11,11,11ሻ:  

 

 

 

 

     

        

  

 

 

 

Նկար 4.2.1-1: ݉ ൌ 13, ݊ ൌ 8,			ܵ ൌ ሺ11,11,11,11,11,11,11,11ሻ դեպքի համար մատրիցի 
կառուցումը ըստ ܩ ալգորիթմի և ըստ օպտիմալ ալգորիթմի 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 0 1 1 

1 1 1 1 0 1 1 1 

1 1 1 1 0 1 1 0 

1 1 1 0 1 1 1 1 

1 1 1 0 1 1 1 0 

1 1 0 1 1 1 1 1 

1 1 0 1 1 1 0 1 

1 0 1 1 1 1 1 1 

1 0 1 1 1 1 0 1 

0 1 1 1 1 1 1 1 

0 1 1 1 1 0 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 0 

1 1 1 1 1 1 0 1 

1 1 1 1 1 0 1 1 

1 1 1 1 0 1 1 1 

1 1 1 0 1 1 1 1 

1 1 1 0 1 1 1 0 

1 1 0 1 1 1 1 1 

1 1 0 1 1 1 0 1 

1 0 1 1 1 1 1 1 

1 0 1 1 1 0 1 1 

0 1 1 1 1 1 1 1 

0 1 1 1 0 1 1 1 
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Նկար 4.2.1-1-ի ձախ կողմում մատրիցը կառուցված է ըստ ܩ ալգորիթմի: 1-5 սյուների 

կառուցումը միարժեք է, 6-8 սյուների կամայական կառուցում բերում է նույն 

երկարության ինտերվալների, ինչ որ բերված օրինակում; վերջին սյունում կա մեկ հատ 

երկու երկարության ինտերվալ, և հետևաբար, երկու կրկնվող տող՝ առաջին և երկրորդ 

տողերը: Իսկ նկար 4.1.2-1-ի աջ կողմում կառուցված մատրիցը, որի 5-րդ սյունը չի 

համապատասխանում ܩ ալգորիթմին, կրկնվող տողեր չունի: 

 

 ալգորիթմի հատկությունները ࡳ 4.2.2

Այս բաժնի նպատակն է ուսումնասիրել ܩ ալգորիթմի հատկությունները: Նախ, 

նպատակահարմար է Գլուխ2-ի հետևյալ լեմմաները վերաձևակերպել բինար 

մատրիցների տերմիններով:  

Լեմմա 4.2.2-1 (Գլուխ 2, Լեմմա 2.1.2-2): Դիցուք՝ տրված  ܵ ൌ ሺݏଵ,⋯ ,  ௡ሻ վեկտորի համարݏ

ഥܷሺܵሻ -ը դատարկ չէ, և ݏ௞ ൐ ݉/2  որևէ ݇ -ի համար: Այդ դեպքում        

ܵ′ ൌ ሺݏଵ,⋯ , ,௞ିଵݏ ௞ݏ െ 1, ⋯,௞ାଵݏ ,  :௡ሻ վեկտորի համար ഥܷሺܵ′ሻ-ը դատարկ չէݏ

Լեմմա 4.2.2-2 (Գլուխ 2, Լեմմա 2.1.2-1): Դիցուք՝ տրված  ܵ ൌ ሺݏଵ,⋯ ,  ௡ሻ վեկտորի համարݏ

ഥܷሺܵሻ-ը դատարկ չէ: Այդ դեպքում  ܵ′ ൌ ሺݏଵ,⋯ , ݉,௞ିଵݏ െ ,௞ݏ ⋯,௞ାଵݏ ,  ௡ሻ վեկտորի համարݏ

ഥܷሺܵ′ሻ-ը դատարկ չէ: 

Այսպիսով, ഥܷሺܵሻ դասում գոյության/կառուցման խնդիրներում կարող ենք ենթադրել, որ 

௞ݏ ൒ ݉/2: Ենթադրելու ենք նաև, որ ݏଵ ൒ ⋯ ൒  ௡, չնայած կառուցման խնդիրներում, իݏ

տարբերություն գոյության խնդիրների, ܵ վեկտորի կոորդինատների կարգը կարող է 

ազդել հերթական սյան կառուցման վրա:  

Հիշենք նաև որ կարող ենք սահմանափակվել ݉ ൑ 2௡ିଵ դեպքով: 

 

Թեորեմ 4.2.2-1: Դիցուք՝ տրված է ܵ ൌ ሺݏଵ,⋯ , ௡ሻݏ  վեկտորը, ݏଵ ൒ ⋯ ൒ ௡ݏ , և ݏ௞ ൐ ݉/2 

որևէ ݇-ի համար: Այդ դեպքում, եթե ܩ ալգորիթմը կառուցում է մատրից ഥܷሺܵሻ դասից, 

ապա այն կառուցում է նաև մատրից ഥܷሺܵ′ሻ դասից, որտեղ 
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ܵ′ ൌ ሺݏଵ,⋯ , ,௞ିଵݏ ௞ݏ െ 1, ⋯,௞ାଵݏ ,  :	௡ሻ1ݏ

 

Եթե համաձայն Լեմմա 4.2.2-1-ի ഥܷሺܵሻ-ին պատկանելու առումով “լավ” վեկտորներ են 

հանդիսանում ݉/2-ին մոտ կոորդինատներ ունեցող վեկտորները, ապա ըստ Թեորեմ 

4.2.2-1-ի նրանք “լավ” վեկտորներ են նաև ܩ  ալգորիթմի տեսանկյունից, երբ        

ଵݏ ൒ ⋯ ൒  :௡ݏ

Նախքան թեորեմի ապացույցը նշենք որոշ դիտողություններ/հատկություններ ܩ 

ալգորիթմի կառուցումների հետ կապված: 

1. Ինտերվալների քանակը սյուն առ սյուն աճում է՝ ակնհայտ է: 

2. Կենտ երկարության ինտերվալների քանակը չի նվազում, իրոք, յուրաքանչյուր 

կենտ ինտերվալի տրոհումից առաջանում է մեկ կենտ ինտերվալ, զույգ 

ինտերվալի տրոհումից կարող է առաջանալ երկու կենտ ինտերվալ: 

3. Եթե որևէ սյունում որևէ ինտերվալ (դիցուք` ݀  երկարության) ստանում է որոշ 

քանակով հավելյալ 1-եր (դիցուք` ܿ հատ), ապա հաջորդ սյուներում  ݀-ի բոլոր 

տրոհումները ստանում են ൑ ܿ  քանակով հավելյալ 1-եր անկախ տրոհման 

երկարությունից, սա հետևում է կառուցումից: 

Այժմ ապացուցենք Թեորեմ 4.2.2-1-ը: 

Ապացույց: Դիցուք`	ܣ ∈ ഥܷሺܵሻ մատրիցը կառուցվել է ܩ ալգորիթմով: Այստեղից հետևում 

է, որ մատրիցի ݊ -րդ սյունը կազմված է մեկ երկարության ինտերվալներից: 

Ապացուցենք, որ եթե ܩ -ն մուտքում ստանում է ܵ′ ൌ ሺݏଵ,⋯ , ,௞ିଵݏ ௞ݏ െ 1, ⋯,௞ାଵݏ , ௡ሻݏ -ը, 

ապա կառուցված ܣ′  մատրիցը նույնպես վերջին սյունում կունենա միայն մեկ 

երկարության ինտերվալներ: 

ܣ  և ܣ′ -ի առաջին ݇ െ 1  սյուները համընկնում են (կարող ենք ենթադրել, որ երկու 

դեպքում էլ ոչ միարժեքության դեպքում ալգորիթմի միևնույն ճյուղերն են աշխատել): ܣ௞-

ով և ܣ௞′ -ով նշանակենք ܣ  և ܣ′  մատրիցների առաջին ݇  սյուները, 

համապատասխանաբար:  

                                                           

 
1  Եթե ܵ -ում կան ݉/2 -ից մեծ արժեքով հավասար կոմպոնենտներ, ապա փոքրացնելու համար ընտրում ենք 

ամենամեծ համարով կոմպոնենտը, այսպիսով պահպանելով ܵ′ ൌ ሺݏଵ,⋯ , ,௞ିଵݏ ௞ݏ െ 1, ⋯,௞ାଵݏ ,  :௡ሻ-ում չաճման կարգըݏ
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Հիշենք, որ ݉/2-ից մեծ արժեք ունեցող հավասար կոորդինատներից որպես ݇ ընտրում 

ենք ամենամեծ համարը: Եթե ստացվի ݇ ൌ ݊ , ապա ակնհայտորեն վերջին սյունում 

կունենանք միայն մեկ երկարության ինտերվալներ: Դիցուք՝ ݇ ൏ ݊ , և այդ դեպքում        

௞ݏ ൐  :௞ାଵݏ

Դիցուք՝ ݈ -ը  ݇ െ 1  սյան կենտ երկարության ինտերվալների քանակն է, և       

௞ݎ ൌ ௞ݏ െ ሺ݉ െ ௞ሻݏ ൌ ௞ݏ2 െ ݉ ௞ݎ : -ն և ݈ -ը ունեն միևնույն զույգությունը, և հետևաբար,     

௞ݎ െ ݈ -ը զույգ թիվ է: ݎ′௞ -ով նշանակենք ܣ′  մատրիցի ݇ -րդ սյան մեկերի և զրոների 

տարբերությունը՝ ݎ′௞ ൌ ሺݏ௞ െ 1ሻ െ ൫݉ െ ሺݏ௞ െ 1ሻ൯ ൌ ௞ݏ2 െ ݉ െ 2, և  ݎ′௞ ൌ ௞ݎ െ 2: 

Դիտարկենք ݇-րդ սյան կառուցումը՝ ݎ௞ և ݎ′௞ ൌ ௞ݎ െ 2 հավելյալ մեկերով: 

Դիտարկենք հետևյալ դեպքերը: 

ա) ݎ௞ ൑ ݈, այստեղից հետևում է  ݎ′௞ ൏ ݈ անհավասարությունը: 

Առաջին փուլ  

 ݈ հատ կենտ երկարության ինտերվալներից ընտրում ենք կամայական ݎ′௞ հատը, (ݎ௞ 

հատըሻ և տեղադրում մեկական 1 յուրաքանչյուրի վրա: 

Երկրորդ փուլ 

Մնացած կենտ երկորության ինտերվալներից կեսը ստանում է մեկական 1, մյուս կեսը՝ 

մեկական 0, որից հետո յուրաքանչյուր ինտերվալ բաժանվում է երկու հավասար մասի՝ 

ստանալով հավասար թվով 1-եր և 0-ներ: 

Քանի որ ինտերվալների երկարությունները չեն փոխվում, ապա ܣ௞ -ի և ܣ௞′ -ի 

կառուցումների արդյունքում ստացվում են նույն երկարության ինտերվալներ, և 

հետևաբար, մնացած բոլոր սյուների կառուցումը երկու դեպքում էլ նույնն է: 

բ)Դիտարկենք  ݎ௞ ൐ ݈ դեպքը: 

Քանի որ ݎ௞ െ ݈-ը զույգ է, ապա ݎ௞ െ ݈ ൒ 2: 

Դիտարկենք հետևյալ դեպքերը. 

௞′ݎ  .1 ൌ ݈ 

 :௞′-ի կառուցումըܣ 

Առաջին փուլ  

Բոլոր կենտ երկարության ինտերվալները ստանում են մեկական 1 արժեք: 

Երկրորդ փուլ 
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Մնացած  ݈ െ ௞′ݎ  կենտ ինտերվալներից կեսը ստանում է մեկական 1, մյուս կեսը՝ 

մեկական 0, որից հետո յուրաքանչյուր ինտերվալ բաժանվում է երկու հավասար մասի՝ 

ստանալով հավասար թվով մեկեր և զրոներ: 

Այժմ դիտարկենք ܣ௞-ի կառուցման փուլերը 

Առաջին փուլ  

Բոլոր կենտ երկարության ինտերվալները ստանում են մեկական 1, և երկու հավելյալ 1 է 

առաջանում զույգ երկարության ինտերվալներից որևէ մեկի վրա բաշխելու համար: ݀-ով 

նշանակենք այն զույգ ինտերվալի երկարությունը, որը ստանում է երկու հավելյալ մեկը:  

Երկրորդ փուլ 

Յուրաքանչյուր ինտերվալ բաժանվում է երկու հավասար մասի՝ ստանալով հավասար 

թվով 1-եր և 0-ներ: 

݀-ի տրոհումներից բացի մյուս բոլոր ինտերվալների երկարությունները նույնն են ܣ௞-ում 

և ܣ௞′-ում, և կշարունակեն նույնը մնալ հետագա սյուներում, քանի որ ݏଵ ൒ ⋯ ൒ ௡ݏ , և    

௞ݏ ൐ ௞ାଵݏ -ից հետևում է, որ հավելյալ 1-եր չեն առաջանա հետագա սյուներում, և 

հետևաբար, բոլոր ինտերվալները կիսվում են, ուստի կհետևենք միայն ݀ -ի 

տրոհումներին:  

    ௗାଶ
ଶ
ൌ ௗ

ଶ
൅ 1  

 ݀ ௞ܣ

  ௗିଶ
ଶ
ൌ ௗ

ଶ
െ 1  

    ௗ
ଶ
        (4.2.2-1) 

 ݀ ′௞ܣ

 ௗ
ଶ
             

 

Դիտարկենք հետևյալ դեպքերը. 

 ௗ

ଶ
-ը կենտ է 

Հետևաբար, ቀௗ
ଶ
൅ 1ቁ-ը և ሺௗ

ଶ
െ 1ሻ-ը զույգ են: 

Քանի որ հավելյալ 1-եր չկան, ապա ሺ݇ ൅ 1ሻ -րդ սյունում կունենանք ݀ -ից եկող 

հետևյալ տրոհումները. 
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௞ -   ቀௗܣ 
ଶ
൅ 1ቁ /2, ቀௗ

ଶ
൅ 1ቁ /2, ቀௗ

ଶ
െ 1ቁ /2, ቀௗ

ଶ
െ 1ቁ /2 

௞′ -  ቀௗܣ 
ଶ
൅ 1ቁ /2, ቀௗ

ଶ
െ 1ቁ /2, ቀௗ

ଶ
െ 1ቁ /2, ቀௗ

ଶ
൅ 1ቁ /2 

Այսպիսով, ստացվում են նույն երկարության ինտերվալներ, այսինքն հետագա սյուների 

կառուցումները նույնն են:  

   

 ௗ

ଶ
-ը զույգ է 

ቀௗ
ଶ
൅ 1ቁ-ը և ቀௗ

ଶ
െ 1ቁ-ը կենտ են: 

Քանի որ հավելյալ մեկեր չկան, ապա ሺ݇ ൅ 1ሻ -րդ սյունում ݀  -ի տրոհումներից 

կունենանք. 

௞ -   ቀௗܣ
ଶ
൅ 1 ൅ 1ቁ /2, ቀௗ

ଶ
൅ 1 െ 1ቁ /2, ቀௗ

ଶ
െ 1 ൅ 1ቁ /2, ቀௗ

ଶ
െ 1 െ 1ቁ /2 

௞′ -  ቀௗܣ
ସ
ቁ , ቀௗ

ସ
ቁ , ቀௗ

ସ
ቁ , ቀௗ

ସ
ቁ 

 

Այսպիսով, իրարից տարբերվող մասը հետևյալն է. 

௞-ից եկողը՝  ௗݏ
ସ
൅ 1, ௗ

ସ
െ ௞ݏ ,1 െ 1-ից եկողը՝  ௗ

ସ
, ௗ
ସ
    (4.2.2-2) 

Պրոցեսը կշարունակվի, եթե ௗ
ସ
-ը զույգ է, և կշարունակվի մինչև այն ሺ݇ ൅  ,ሻ-րդ սյունըݐ

որտեղ  ௗ
ଶ೟

 -ն առաջին կենտ երկարության ինտերվալն է: Այս սյունում արդեն ݏ௞-ից եկող 

և ݏ௞ െ 1-ից եկող ինտերվալները կունենան նույն երկարությունները: Հակառակ դեպքում 

݀-ն երկուսի աստիճան է: Դիցուք՝ ݀ ൌ 2௤, և 	ሺ݇ ൅ ݍ ൅ 1ሻ-րդ սյունում առաջանում են ݀ 

հատ մեկ երկարության ինտերվալներ, և  ݇ ൅ ݍ ൅ 1 ൑ ݊, քանի որ ըստ ենթադրության, 

ሺݏଵ,⋯ ,  :ն կառուցում էր տարբեր տողերով մատրից-ܩ ௞ሻ-ի համարݏ

 

௞′ݎ  .2 ൐ ݈    

Առաջին փուլ  

Բոլոր կենտ երկարության ինտերվալները ստանում են մեկական 1, որից հետո հավելյալ 

մեկերը տեղադրում ենք երկուական՝ սկսելով զույգ երկարության ինտերվալներից, 

այնուհետև շարունակում ենք տեղադրումը հաջորդաբար բոլոր կենտ և բոլոր զույգ 

ինտերվալների վրա, մինչև որ բոլոր հավելյալ 1-երը սպառվեն:  
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Երկրորդ փուլ 

Յուրաքանչյուր ինտերվալ բաժանվում է երկու հավասար մասի՝ ստանալով հավասար 

թվով 1-եր և 0-ներ: 

Դիտարկենք հետևյալ դեպքերը. 

 Դիցուք՝ առաջին փուլը կանգ է առնում կենտ երկարության ինտերվալների վրա. 

 հատ կենտ երկարության ինտերվալ ստանում են ܿ հատ ݐ ௞-ի դեպքում ենթադրենք, որܣ

հավելյալ մեկ (ܿ -ն կենտ է), մնացած կենտ ինտերվալները կամ ստանում են ܿ െ 2 

հավելյալ մեկ, կամ ավելի կարճ են, և լցված են 1-երով: Զույգ երկարության 

ինտերվալները ստանում են ܿ െ 1 հավելյալ 1, կամ ավելի կարճ են, և լցված են 1-երով: 

ݐ ௞-ի դեպքում՝′ܣ െ 1  հատ կենտ երկարության ինտերվալ կստանան ܿ  հատ 

հավելյալ 1 (ܿ-ն կենտ է), մնացած կենտ ինտերվալները կամ կստանան ܿ െ 2 հավելյալ 1, 

կամ ավելի կարճ են, և լցված են 1-երով: Զույգ երկարության ինտերվալները ստանում 

են ܿ െ 1 հավելյալ 1, կամ ավելի կարճ են, և լցված են 1-երով: 

Դիցուք՝ ݀-ն կենտ երկարության այն ինտերվալի երկարությունն է, որը ܣ௞-ում ստացել էր 

երկու հատ հավելյալ 1, և ܣ′௞- ում չէր ստացել:  

     ሺ݀ ൅ ܿሻ/2 

     ݀ ௞ܣ

   ሺ݀ െ ܿሻ/2 

     ሺ݀ ൅ ܿ െ 2ሻ/2 ൌ ሺ݀ ൅ ܿሻ/2 െ 1  

 ݀ ௞′ܣ

 ሺ݀ െ ሺܿ െ 2ሻሻ/2 ൌ ሺ݀ െ ܿሻ/2 ൅ 1  

 

Մնացած երկարությունները ݇ ൅ 1 -րդ սյունում նույնն են: Հնարավո՞ր է արդյոք, որ 

հաջորդ սյուներում մնացած ինտերվալների վրա բաշխումը փոխվի: Դիտարկենք 

հնարավոր տարբերակները. 

ա) եթե ݏ௞ െ 1 -ի պատճառով ݀ -ն տրոհվի այնպիսի երկարությունների, որ հաջորդ 

սյունում դրանցից որևէ մեկը լցվի 1-երով, և այդ պատճառով հավելյալ 1-երի բաշխումը 

մյուս ինտերվալների վրա փոխվի (ավելանա): 
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Այս դեպքը հնարավոր չի, քանի որ ܣ′௞ -ում ավելի մեծ երկարության ինտերվալը՝        

ሺ݀ ൅ ܿሻ/2 -ն փոքրանում է, իսկ ավելի մեծ երկարության ինտերվալը՝ ሺ݀ െ ܿሻ/2 -ն 

մեծանում է: 

բ) եթե  ܣ௞ -ում ሺ݀ ൅ ܿሻ/2 -ը և  ሺ݀ െ ܿሻ/2 -ը կենտ են, և հետևաբար, հավելյալ 1-երի 

քանակը երկուսով պակաս կլինի, քան   ܣ′௞-ում, որտեղ երկուսն էլ զույգ են: 

Այս դեպքը հնարավոր չի, քանի որ ሺ݀ ൅ ܿሻ/2-ը և  ሺ݀ െ ܿሻ/2-ը նույն զույգությունը ունենալ 

չեն կարող: 

Այլ դեպքեր հնարավոր չեն, ուստի մենք կարող ենք հետևել միայն ݀-ից առաջացող 

հետագա տրոհումներին: 

 Դիցուք՝ առաջին փուլը կանգ է առնում զույգ երկարության ինտերվալների վրա. 

 հատ զույգ երկարության ինտերվալ ստանում են ܿ հատ ݍ ௞-ի դեպքում  ենթադրենք, որܣ

հավելյալ 1 (ܿ-ն զույգ է), մնացած զույգ ինտերվալները կամ ստանում են ܿ െ 2 հավելյալ 

1, կամ ավելի կարճ են, և լցված են 1-երով: Կենտ երկարության ինտերվալները ստանում 

են ܿ െ 1 հավելյալ 1, կամ ավելի կարճ են, և լցված են 1-երով: 

ݍ `௞-ի դեպքում′ܣ െ 1  հատ զույգ երկարության ինտերվալ կստանան ܿ  հատ 

հավելյալ 1 (ܿ-ն զույգ է), մնացած զույգ ինտերվալները կամ կստանան ܿ െ 2 հավելյալ 1, 

կամ ավելի կարճ են, և լցված են 1-երով: Կենտ երկարության ինտերվալները ստանում 

են ܿ െ 1 հավելյալ 1, կամ ավելի կարճ են, և լցված են 1-երով: 

Դիցուք՝ ݀ -ն զույգ երկարության ինտերվալներից նրա երկարությունն է, որը ܣ௞ -ում 

ստացել էր երկու հատ հավելյալ 1, և ܣ′௞- ում չէր ստացել:  

     ሺ݀ ൅ ܿሻ/2 

     ݀ ௞ܣ

   ሺ݀ െ ܿሻ/2 

     ሺ݀ ൅ ܿ െ 2ሻ/2 ൌ ሺ݀ ൅ ܿሻ/2 െ 1  

 ݀ ௞′ܣ

 ሺ݀ െ ሺܿ െ 2ሻሻ/2 ൌ ሺ݀ െ ܿሻ/2 ൅ 1  

 

Մնացած երկարությունները ݇ ൅ 1 -րդ սյունում նույնն են: Հնարավո՞ր է արդյոք, որ 

հաջորդ սյուներում մնացած ինտերվալների վրա բաշխումը փոխվի: Դիտարկենք 

հնարավոր տարբերակները. 
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ա) եթե ݏ௞ െ 1 -ի պատճառով ݀ -ն տրոհվի այնպիսի երկարությունների, որ հաջորդ 

սյունում դրանցից որևէ մեկը լցվի 1-երով, և այդ պատճառով հավելյալ 1-երի բաշխումը 

մյուս ինտերվալների վրա փոխվի՝ ավելանա: 

Այս դեպքը հնարավոր չի, քանի որ ܣ′௞ -ում ավելի մեծ երկարության ինտերվալը՝        

ሺ݀ ൅ ܿሻ/2 -ն փոքրանում է, իսկ ավելի մեծ երկարության ինտերվալը՝ ሺ݀ െ ܿሻ/2 -ն 

մեծանում է: 

բ) եթե ܣ௞-ում ሺ݀ ൅ ܿሻ/2-ը և  ሺ݀ െ ܿሻ/2-ը կենտ են, և հետևաբար, հավելյալ 1-երի քանակը 

երկուսով պակաս կլինի, քան   ܣ′௞-ում, որտեղ երկուսն էլ զույգ են: 

Այս դեպքը հնարավոր չի, քանի որ ሺ݀ ൅ ܿሻ/2-ը և ሺ݀ െ ܿሻ/2-ը նույն զույգությունը ունենալ 

չեն կարող: 

Ուրիշ դեպքեր հնարավոր չեն, ուստի մենք կարող ենք միայն հետևել ݀-ից առաջացող 

հետագա տրոհումներին: 

Կառուցումները հեշտացնելու նպատակով կդիտարկենք մեկ մասնավոր դեպքի 

մանրամասն նկարագիրը, ընդհանուր դեպքում դատողությունները համանման են: 

 

 Դիցուք՝ հավելյալ մեկերի քանակը՝  ݎ′௞ -ն, հավասար է կենտ ինտերվալների 

քանակին գումարած երկու անգամ զույգ ինտերվալների քանակ: 

Առաջին փուլը կանգ է առնում կենտ երկարության ինտերվալների վրա: 

 ௞-ի դեպքում  - մեկ հատ կենտ երկարության ինտերվալ ստանում է երեք հատܣ

հավելյալ 1 (ܿ ൌ 3), մնացած կենտ ինտերվալները ստանում են մեկ հավելյալ 1: Զույգ 

երկարության ինտերվալները ստացել են երկուական 1:  

 ௞-ի դեպքում  - բոլոր կենտ երկարության ինտերվալները ստանում են մեկ հատ′ܣ

հավելյալ 1:  Զույգ երկարության ինտերվալները ստացել են երկու հատ հավելյալ 1: 

Դիցուք՝ ݀ -ն կենտ երկարության ինտերվալներից նրա երկարությունն է, որը ܣ௞ -ում 

ստացել էր երեք հատ հավելյալ 1, և ܣ′௞ - ում՝ մեկ հատ:  Կհետևենք միայն ݀ -ից 

առաջացող հետագա տրոհումներին: 
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     ሺ݀ ൅ 3ሻ/2 ൌ ሺ݀ ൅ 1ሻ/2 ൅ 1 

     ݀ ௞ܣ

   ሺ݀ െ 3ሻ/2 ൌ ሺ݀ െ 1ሻ/2 െ 1 

     ሺ݀ ൅ 1ሻ/2  

 ݀ ௞′ܣ

 ሺ݀ െ 1ሻ/2  

 

Դիտարկենք հնարավոր դեպքերը. 

 ሺ݀ ൅ 1ሻ/2-ը կենտ է և ሺ݀ െ 1ሻ/2-ը զույգ է (նույն զույգությունն ունենալ չեն կարող) 

Այդ դեպքում, ሺ݀ ൅ 1ሻ/2 ൅ 1  զույգ է, և ሺ݀ െ 1ሻ/2 െ 1 -ը կենտ է: Քանի որ կենտ 

երկարության ինտերվալների քանակը չի կարող նվազել, և ݏ′௞ ൒  ௞-ից եկող′ܣ ௞ାଵ, ապաݏ

ሺ݇ ൅ 1ሻ-րդ սյունում կենտ երկարության ինտերվալները ստանում են ամենաշատը մեկ 

հավելյալ 1: Նույնը կարելի է ասել նաև ሺ݇ ൅ 1ሻ-րդ սյան ܣ௞ -ից եկող ինտերվալների 

մասին, քանի որ  ݏ௞ ൐  :௞ାଵ, և հետևաբար, հավելյալ 1-երի քանակը 2-ով պակասում էݏ

Զույգ երկարության ինտերվալները երկու դեպքում էլ ստանում են երկու կամ զրո 

հավելյալ 1: Կենթադրենք, որ նույն ինտերվալները երկու դեպքում էլ ստանում են նույն 

քանակով հավելյալ 1-երը: 

Դիտարկենք առանձին դեպքերը. 

- Զույգ երկարության ինտերվալները հավելյալ 1-եր չեն ստացել: 

ሺ݇ ൅ 1ሻ-րդ սյունում կունենանք ݀-ից եկող հետևյալ տրոհումները. 

௞  ሺ݀ܣ ൅ 1ሻ/2 ൅ 1ሻ/2, ሺሺ݀ ൅ 1ሻ/2 ൅ 1ሻ/2, ሺሺ݀ െ 1ሻ/2 െ 1 ൅ 1ሻ/2	, ሺሺ݀ െ 1ሻ/2 െ 1 െ 1ሻ/2 

௞′  ሺ݀ܣ ൅ 1ሻ/2 ൅ 1ሻ/2, ሺሺ݀ ൅ 1ሻ/2 െ 1ሻ/2, ሺ݀ െ 1ሻ/4	, ሺ݀ െ 1ሻ/4 

Այսպիսով, իրարից տարբերվող երկարությունները` 

௞  ሺ݀ܣ െ 1ሻ/4 ൅ 1, ሺ݀ െ 1ሻ/4 െ 1 

௞′  ሺ݀ܣ െ 1ሻ/4, ሺ݀ െ 1ሻ/4 

Ստացանք նույն երկարությունները, ինչ որ (4.2.2-2)-ում, և կարող ենք շարունակել նույն 

դատողություններով: 

- Զույգ երկարության ինտերվալներից մեկը ստացել է երկու հավելյալ 1: 

Այն դեպքում, երբ այդ հավելյալ 1-երը ստացել է զույգ երկարության այնպիսի ինտերվալ, 

որը չի եկել ݀ -ից, ապա կստանանք նախորդ դեպքը: Կարող ենք ենթադրել, որ 
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ալգորիթմի հենց այդ ճյուղն է աշխատել: Եթե ուրիշ զույգ երկարության ինտերվալ չկա 

(բացի ݀-ից եկողներից) - նշանակում է, որ կենտ ինտերվալների քանակը առնվազն 

երկուսով շատացել է, դա էլ իր հերթին նշանակում է, որ կենտերի վրա բաշխելուց հետո 

հավելյալ 1-երը սպառվում են:       

 ሺ݀ ൅ 1ሻ/2-ը զույգ է և ሺ݀ െ 1ሻ/2-ը կենտ է  

Այդ դեպքում, ሺ݀ ൅ 1ሻ/2 ൅ 1 կենտ է, և ሺ݀ െ 1ሻ/2 െ 1-ը զույգ է: 

Իրարից տարբերվող երկարությունները` 

௞  ሺ݀ܣ ൅ 1ሻ/4 ൅ 1, ሺ݀ ൅ 1ሻ/4 െ 1 

௞′  ሺ݀ܣ ൅ 1ሻ/4, ሺ݀ ൅ 1ሻ/4 

Ստացանք նույն երկարությունները, ինչ որ (4.2.2-2)-ում, և կարող ենք շարունակել նույն 

դատողություններով:  □ 

 

Փորձարարական արդյունքներ 
ܩ  ալգորիթմի աշխատանքի արդյունքը գնահատելու համար դիտարկենք ալգորիթմի 

տեսանկյունից ամենավատ վեկտորները` ըստ Թեորեմ 4.2.2-1-ի դրանք մոնոտոն 

Բուլյան ֆունկցիաներից եկող վեկտորներն են: 

Ալգորիթմի աշխատանքի փորձարկման համար կառուցվել են տարբեր վեկտորներ: 

݊ ൌ 6-ի համար կառուցվել են ܧ௡ որոշված բոլոր մոնոտոն Բուլյան ֆունկցիաները, որոնք 

ունեն 	݉ ൌ 1,⋯ , 2ହ մեկ/true արժեք: Օրինակ, ݉ ൌ 28-ի համար գոյություն ունեն 390050 

հատ մոնոտոն Բուլյան ֆունկցիա:  

Հաշվվել են համապատասխան սյուների գումարների վեկտորները: Քանի որ նույն 

չափերն ունեցող տարբեր (0,1)-մատրիցներ կարող են ունենալ սյուների գումարի 

միևնույն վեկտորը, ապա առաջացել են կրկնվող վեկտորներ, որոնք հեռացվել են 

հետագա դիտարկումից: Բացի դրանից դիտարկվել են միայն այն վեկտորները, որոնց 

կոորդինատները կարգավորված են ըստ նվազման կարգի: Քանի որ ալգորիթմի 

աշխատանքը կարող է կախված լինել կոորդինատների կարգից, ապա այսպիսի 

սահմանափակումը կարող էր նվազեցնել ալգորիթմի արդյունավետությունը:  

Այնուհետև, ալգորիթմի ճյուղավորումներից միայն մեկն է դիտարկվել (կամայական 

ընտրությամբ), որը նույնպես սահմանափակում է ալգորիթմի հնարավորությունները:  
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Նման սահմանափակումների նպատակը մի կողմից հաշվարկների պարզեցումն է, մյուս 

կողմից՝ ալգորիթմի աշխատանքի գնահատումը կամայական դեպքի համար: 

Վերոհիշյալ բոլոր դեպքերում կառուցվող մատրիցի վերջին սյունում չտրոհված են 

մնացել ամենաշատը 2 երկարության ինտերվալներ (݉ ൑ 11  դեպքերում չտրոհված 

ինտերվալ չի մնացել, այսինքն, ալգորիթմը կառուցել է տարբեր տողերով մատրիցը):  

Աղյուսակ 4.2.2-1: ܩ ալգորիթմի աշխատանքի արդյունքը: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Աղյուսակ 4.2.2-1-ում ներկայացված են արդյունքները, որտեղ առաջին սյունը ցույց է 

տալիս մոնոտոն Բուլյան ֆունկցիայի 1 արժեքի կետերի քանակը (մատրիցի տողերի 

քանակը), երկրորդ սյունը՝ մոնոտոն Բուլյան ֆունկցիայի ասոցացված վեկտորների 

Տողերի քանակ Վեկտորների քանակ Մեկ հատ 2-երկարության 
ինտերվալ  

Մեկից ավելի 2-երկարության 
ինտերվալ 

12 23 5 0 

13 30 5 0 

14 41 11 1 

15 51 11 0 

16 69 18 0 

17 83 26 1 

18 97 33 1 

19 115 34 0 

20 134 40 1 

21 149 44 1 

22 172 59 1 

23 193 63 3 

24 214 90 2 

25 232 99 3 

26 255 119 2 

27 265 108 5 

28 290 134 5 

29 287 119 11 

30 287 159 3 

31 284 121 15 

32 253 0 0 
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(մատրիցի սյուների գումարի վեկտորների) քանակը կոորդինատների տեղափոխության 

ճշտությամբ, երրորդ սյունը՝ այն դեպքերի քանակը, որտեղ կառուցվող մատրիցի 

վերջում սյունում մնում է մեկ հատ 2 երկարության ինտերվալ, և չորրորդ սյունը՝ այն 

դեպքերի քանակը, որտեղ կառուցվող մատրիցի վերջում սյունում մնում է առնվազը 

երկու հատ 2 երկարության ինտերվալ: 

Դիտարկվել են նաև հեշտ կառուցվող մոնոտոն ֆունկցիաներ մինչև 11 չափանի բինար 

խորանարդում, և ալգորիթմն աշխատացվել է համապատասխան սյուների գումարի 

վեկտորների վրա: Այս բոլորի համար ալգորիթմի աշխատանքի արդյունքը նույնն է՝ 

վերջին սյունում երկուսից մեծ երկարության ինտերվալ չի առաջանում: 

Փորձերից եկող այս ենթադրությունը, որ տարբեր տողերով մատրիցի դեպքում ܩ-ն չի 

կարող թողնել 2-ից մեծ երկարության ինտերվալներ վերջին սյունում, տեսականորեն չի 

ապացուցվել, սակայն ընդունելով, որ այն ճիշտ է, գնահատենք աշխատանքի արդյունքը: 

Վատագույն դեպքում՝ վերջին սյունը կազմված է 2-երկարության ինտերվալներից, 

այստեղից՝ ݉  տող ունեցող մատրիցը կունենա 	݉/2  հատ կրնկվող տողերի զույգ: 

Տարբեր տողերի զույգերի քանակը ըստ ܩ -ի կլինի՝ ܥ௠ଶ െ
௠

ଶ
ൌ ௠ሺ௠ିଶሻ

ଶ
, և այսպիսով, 

հարաբերական արդյունավետության գնահատականը կլինի. 1 ൅ ଵ

௠ିଶ
: 

 

 ալգորիթմի գնահատումը ࡳ 4.2.3

Այս բաժնում տրվում է ܩ  ալգորիթմի աշխատանքի արդյունքի երաշխիքի 

տեսական գնահատական՝ օգտագործելով բազմության ագահ ծածկույթ մեթոդը [186]։ 

Դիտարկվող խնդիրը հետևյալն էր՝ կառուցել ݉ ൈ ݊ չափանի ܯ բինար մատրից, 

որը ݅-րդ սյունում ունենա տրված ݏ௜ քանակով 1; և որում զույգ առ զույգ տարբեր տողերի 

քանակը լինի մաքսիմալ:  

Դիտարկենք ܯ մատրիցի սյուն-առ-սյուն կառուցումը: ݅-րդ սյունում ݏ௜ հատ 1-երը 

կարող են բաշխվել ܥ௠
௦೔ տարբեր ձևերով; յուրաքանչյուր բաշխման արդյունքում իրարից 

տարբերվող տողերի զույգերի քանակը միևնույնն է՝ ݏ௜ሺ݉ െ ௜ሻݏ : Համարակալենք ܥ௠
௦೔ 

հատ բաշխումները՝ 1,2,⋯ , ௠ܥ
௦೔:  
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Մյուս կողմից ունենք, որ ݉ տող ունեցող մատրիցի տարբեր տողերի զույգերի 

քանակը ܥ௠ଶ  է: Համարակալենք տողերի զույգերը՝ 1,2,⋯ , ௠ଶܥ  : 

Այժմ կառուցենք ܲ  բինար մատրիցը հետևյալ ձևով. ܲ  -ն ունի ∑ ௠ܥ
௦೔௡

௜ୀଵ  հատ տող՝ 

խմբավորված ଵܲ, ଶܲ, … , ௡ܲ բլոկների/ենթամատրիցների; յուրաքանչյուր ௜ܲ բլոկում կա ܥ௠
௦೔ 

հատ տող, որոնք պետք է համապատասխանեն ݉  տեղերում  ݏ௜  հատ 1-երի 

բաշխումներին: ܲ մատրիցն ունի ܥ௠ଶ  հատ սյուն, որոնք պետք է համապատասխանեն ܯ-

ի տարբեր տողերի զույգերին՝ ըստ բաշխումների: Նկար 4.2.3-1-ում՝ մատրիցի 

կառուցվածքն է: 

 

Նկար 4.2.3-1: ܲ մատրիցի կառուցվածքը: 

,௜,௝,௞-ով նշանակենք ௜ܲ ենթամատրիցի ሺ݆݌ ݇ሻ էլեմենտը.  

௜,௝,௞݌ ൌ ቐ
1, եթե	M െ ի	տողերի	k െ րդ	զույգը	տարբերվում	է	i െ րդ	սյունով,

և	այն	էլ	s୧	հատ	մեկերի		j െ րդ	բաշխումով

0,հակառակ	դեպքում																																																																																							
 

Այսպիսով, ௜ܲ –ում ݆-րդ տողը ցույց կտա, թե  ݏ௜ հատ 1-երի ݆-րդ բաշխումը տողերի որ 

զույգերն է տարբերում, և հետևաբար ௜ܲ –ի յուրաքանչյուր տող կպարունակի ݏ௜ሺ݉ െ  ௜ሻݏ

հատ 1: 

௜ܲ –ում ݇-րդ սյունը ցույց կտա, թե ܯ-ի տողերի  ݇-րդ համարով զույգը ݏ௜ հատ մեկերի որ 

բաշխումներով է տարբերվում: ݇-րդ սյան 1-երի քանակը ցույց կտա, թե ݏ௜ հատ 1-երի 

քանի հատ բաշխում կա, որի արդյունքում տողերի  ݇-րդ համարով զույգը կտարբերվի 

݅-րդ տեղում: Տողերի որևէ զույգ տարբերվում է ݅-րդ տեղում այն և միայն այն դեպքում, 

երբ տողերից մեկն այդ տեղում ունի 1 արժեք, մյուսը՝ 0; կամ հակառակը: Մնացած 
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տեղերում մեկերի բաշխումը կամայական է: Այսպիսով, ௜ܲ  –ի յուրաքանչյուր սյուն 

կպարունակի  2ܥ௠ିଶ
௦೔ିଵ հատ մեկ: Ստացանք՝ 

௜ሺ݉ݏ െ ௠ܥ௜ሻݏ
௦೔ ൌ ௠ିଶܥ2

௦೔ିଵܥ௠ଶ          (4.2.3-1) 

Այժմ, սյուն-առ-սյուն կառուցենք ܯ-ը, և համապատասխան կառուցումը դիտարկենք ܲ-

ում:	ܯ-ի ݅-րդ սյան կառուցումով ֆիքսվում է մեկ տող ௜ܲ-ում: 

௠ܥ   ի առաջին սյունը կառուցել, - նշանակում է ընտրել-ܯ
௦భ բաշխումներից որևէ մեկը: 

Բաշխման արդյունքում տողերի որոշակի զույգեր իրարից կտարբերվեն՝ և այդպիսով 

ընտրվում/ֆիքսվում է ଵܲ -ի համապատասխան տողը: Այդ տողում առկա 1-երին 

համապատասխան ܯ-ի տողերի ݏଵሺ݉ െ  ଵሻ հատ զույգեր արդեն տարբերվել են,  ܲ-ումݏ

առանձնացնենք այդ մասը, և հանենք հետագա դիտարկումից:  

Դիտարկենք հերթական ݅-րդ քայլը – դիցուք՝ ݏଵ, ⋯,ଶݏ ,   հատ 1-երն արդեն բաշխվել	௜ିଵݏ

են ܯ-ի առաջին ݅ െ 1 հատ սյուներում, որի արդյունքում որոշակի տողերի զույգեր արդեն 

տարբերվել են: Մնացածը՝ դեռ ոչ:  Ստորև բերված Նկար 4.2.3-2-ում արդեն 

տարբերված տողերի զույգերը պատկերված են շտրիխված մասում (առանց 

ընդհանրությունը խախտելու պատկերել ենք տարբերված տողերի զույգերը ܲ -ի 

սկզբնական մասում): Շտրիխված մասից դուրս առայժմ 1 չկա: Այժմ կառուցում ենք ܯ-ի 

݅-րդ սյունը և դիտարկենք այն ܲ-ում՝ ௜ܲ մասում:  

 

Նկար 4.2.3-2: Հերթական ݅-րդ քայլը: 

݅ െ 1  քայլ կատարելուց հետո չտարբերված զույգերի քանակը նշանակենք ݐ௜ିଵ -ով: 

Հաշվենք չշտրիխված մասում 1-երի քանակը: Ունենք ݐ௜ିଵ հատ սյուն, յուրաքանչյուրում՝ 

௠ିଶܥ2
௦೔ିଵ հատ 1, հետևաբար, չշտրիխված մասում կա 2ݐ௜ିଵܥ௠ିଶ

௦೔ିଵ հատ 1: Բաժանելով այն ௜ܲ-

ի տողերի քանակի վրա, կստանանք  ௜ܲ -ի չշտրիխված մասի տողերում 1-երի միջին 
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քանակը՝ ଶ௧೔షభ஼೘షమ
ೞ೔షభ

஼೘
ೞ೔  : Հետևաբար, գոյություն ունի տող, որն ունի առնվազը  ଶ௧೔షభ஼೘షమ

ೞ೔షభ

஼೘
ೞ೔  հատ 

1: Քանի որ աշխատում ենք ամբողջ թվերի հետ, ապա կարող ենք ենթադրել, որ կա 

տող, որն ունի ඄ଶ௧೔షభ஼೘షమ
ೞ೔షభ

஼೘
ೞ೔ 	ඈ  հատ 1: Ընտրենք հենց այդ տողը որպես  ܯ -ի ݅ -րդ սյան 

կառուցում (տողի առկայությունը ௜ܲ-ի չշտրիխված մասում ապահովում է, որ ݅-րդ սյան 

այդպիսի կառուցում հնարավոր է): Այսինքն, ܯ-ի ݅ -րդ սյան կառուցման արդյունքում 

տողերի առնվազն ඄ଶ௧೔షభ஼೘షమ
ೞ೔షభ

஼೘
ೞ೔ 	ඈ հատ նոր զույգեր կտարբերվեն:  

Այսպիսով, նշանակելով ݅ քայլ հետո չտարբերված զույգերի քանակը ݐ௜-ով, կստանանք. 

௜ିଵݐ െ ௜ݐ ൒
௠ିଶܥ௜ିଵݐ2

௦೔ିଵ

௠ܥ
௦೔ ൌ ௜ିଵݐ

2ሺ݉ െ 2ሻ! !௜ݏ ሺ݉ െ !௜ሻݏ
ሺݏ௜ െ 1ሻ! ሺ݉ െ ௜ݏ െ 1ሻ!݉!

ൌ 

ൌ ௜ିଵݐ
௜ሺ݉ݏ െ ௜ሻݏ

௠ଶܥ
 

Հետևյալ լեմմայով ձևակերպենք ստացված կարևոր հատկությունը. 

Լեմմա 4.2.3-1: Դիցուք՝ ܯ  մատրիցի սյուն-առ-սյուն կառուցման ݅ -րդ քայլում ունենք 

հետևյալը. 

ա) առաջինից ݅ െ 1-րդ սյուների որևէ կառուցում (ܯ-ի տողերի զույգերի որևէ ծածկում), 

բ) ܯ-ի տողերի դեռևս չտարբերված զույգերի քանակը՝ ݐ௜ିଵ, 

գ) ܯ-ի 	݅-րդ սյան 1-երի քանակը՝ ݏ௜: 

Այդ դեպքում, ݅-րդ քայլում գոյություն ունի ݏ௜ 1-երի այնպիսի բաշխում, որ տողերի դեռևս 

չտարբերված զույգերի քանակի՝ ݐ௜ିଵ-ի առնվազն ௦೔ሺ௠ି௦೔ሻ

஼೘
మ   մասը (կլորացումը դեպի մեծ 

ամբողջ մաս) տարբերվեն: 

 

Կատարենք հետևյալ նշանակումը՝ ߦ௜ ൌ 1 െ ௦೔ሺ௠ି௦೔ሻ

஼೘
మ : 

Լեմմա 4.2.3-1-ը պնդում է, որ գոյություն ունի ܯ մատրիցի սյուն առ սյուն կառուցման 

այնպիսի ալգորիթմ, որի հերթական ݅ -րդ քայլի աշխատանքի արդյունքում տողերի 

դեռևս չտարբերված զույգերի ամենաշատը ߦ௜  մասը կմնա չտարբերված: Ալգորիթմի 
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արդյունքը անկախ է առաջին ݅ െ 1  հատ սյուների կառուցումից, ինչպես նաև ݏ௜ -երի 

դասավորությունից: 

Այժմ, համեմատենք այս արդյունքը ܩ ագահ ալգորիթմի աշխատանքի ݅-րդ քայլի հետ: 

Երկու դեպքում էլ ݅ -րդ քայլի կառուցումը անկախ է նախորդ ݅ െ 1 քայլերի կառուցումից 

և ݏ௜-երի դասավորությունից: Քանի որ ܩ ալգորիթմի դեպքում աշխատանքի հերթական 

݅ -րդ քայլում տարբերվում են լոկալ քայլում հնարավոր մաքսիմալ թվով դեռևս 

չտարբերված տողերի զույգեր, ապա մնում են չտարբերված մինիմալ թվով տողերի 

զույգեր:  

Այսպիսով, տեղի ունի հետևյալ պնդումը. 

 Թեորեմ 4.2.3-1: Սյուների տրված ሺݏଵ, ,ଶݏ … , ௡ሻݏ  վեկտորով ݉ ൈ ݊  չափանի բինար 

մատրիցի կառուցման ܩ  ագահ ալգորիթմի աշխատանքի արդյունքում չտարբերված 

տողերի զույգերի մասը չի գերազանցում ߦଵߦଶ  ௡ թիվը, որտեղߦ⋯

௜ߦ ൌ 1 െ ௦೔ሺ௠ି௦೔ሻ

஼೘
మ , ݅ ൌ 1,2,⋯ , ݊: 

 

Հասկանալու համար, թե այս գնահատականը որքան է ճշգրիտ, դիտարկվել են 

օրինակներ: Դիցուք՝ ݉ ൌ 2௧ և ݏ௝ ൌ 2௧ିଵ: Ակնհայտ է, որ համապատասխան մատրիցը 

կարող է կառուցվել ݐ  քայլում (այսինքն, կարելի է կառուցել  ݐ  սյուն՝ տարբերելով 

մատրիցի բոլոր տողերը), և սա մինիմալ քանակն է: Այժմ դիտարկենք ագահ 

ալգորիթմով կառուցվածը, և գնահատենք համաձայն Թեորեմ 4.2.3-1-ի: ݐ քայլ հետո 

չծածկված/չտարբերված կմնա ܥଶ೟
ଶ  զույգերի ൬1 െ ଶ೟ష೔ଶ೟ష೔

஼
మ೟
మ ൰

௧

մասը: 

Ունենք, որ 1 െ ଶ೟ష೔ଶ೟ష೔

஼
మ೟
మ ൌ 1 െ ଶ೟ష೔

ଶ೟ିଵ
൏ 1/2 :  

Նշված մասը պարունակում է ամենաշատը ଵ
ଶ೟

ଶ೟ሺଶ೟ିଵሻ

ଶ
൏ 2௧ିଵ զույգ:  ݐ քայլ հետո վերջին 

սյունում կունենանք 2 երկարության 2௧ିଵ հատ ինտերվալ: 
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 ալգորիթմի կիրառման օրինակներ ࡳ .4.2.4

Այս բաժնում կդիտարկենք ܩ  ալգորիթմի հնարավոր կիրառման օրինակներ 

կապված փորձերի նախագծման խնդիրների և բալանսավորված բինար ծառերի 

դասերի հետ: 

 ալգորիթմի կիրառումը փորձերի նախագծման խնդիրներում ࡳ 4.2.4.1

Փորձերի նախագծումը (design of experiments, DOE) հետազոտական տիրույթ է 

([82], [52], [157]), որը նվիրված է փորձարարական գործառույթների իրականացման 

պլանավորմանը ըստ առկա նմուշների/ռեսուրսների խմբերի: Պլանավորման 

նպատակները կարող են տարբեր լինել, բայց ընդհանուր առմամբ դրանք հանգում են 

փորձերի որոշակի պարամետրերի օպտիմիզացիայի` գնահատված ելքային արժեքի 

դիսպերսիայի մինիմիզացիա, փորձարկումների հաշվարկային բարդության նվազեցում, 

նմուշների անհրաժեշտ դասերի կազմակերպում և այլն: Համակցված բլոկների 

նախագծումը (combinatorial block design, CBD) ([41], [38], [65]), որը փորձարկումների 

նախագծման տեսության գործիքներից մեկն է, փորձարարական միավորները 

միավորում է որոշակի պայմանների բավարարող համասեռ խմբերում: [41] -ում 

վերլուծվում է hամակցված բլոկների նախագծման գոյության և բնութագրման 

խնդիրները, այն ենթադրությամբ, որ բլոկները (փորձարարական միավորների 

ենթաբազմությունները) հանդիսանում են բալանսավորված ոչ լրիվ բլոկ-նախագծեր 

(BIBD): [32]-ում դիտարկվում են բալանսավորված ոչ լրիվ բլոկ-նախագծերի 

ընդհանրացումներ՝ (t, k)-նախագծման խնդիրներ, որոնց հատուկ դեպքերը ներառում 

են գրաֆների/հիպերգրաֆների աստիճանային հաջորդականության, Շտեյների 

մասնակի համակարգերի վերաբերյալ հայտնի խնդիրները:  

Դիտարկենք փորձերի նախագծման հետևյալ բժշկական-կենսաբանական խնդիրը: 

Բազմադեղորայքային դիմադրողականությունը այսօր հանրահայտ փորձաքար է 

կենսաբժշկության մեջ: Առողջապահության համաշխարհային կազմակերպության 

(WHO)-ի տվյալներով, այսօր գոյություն ունեցող ամենատարածված պաթոգեն 

բակտերիալ տեսակները կայունություն են ձեռք բերել մեկ կամ միաժամանակ մի քանի 

հակաբիոտիկների նկատմամբ: Օրինակ, Escherichia coli բակտերիաները, որոնք 
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մարդու և կենդանիներից շատերի մարսողական տրակտի կարևոր բաղադրիչներից են, 

1950թ. գրանցված դիմադրողականության 7.2% արժեքի փոխարեն 2000թ. գրանցել են 

63.6% վտանգավոր ցուցանիշ: 

Բազմադեղորայքային դիմադրողականության դեմ պայքարը ակտիվ գիտական 

հետազոտման թեմա է, և այսօր օրակարգում գտնվող ճանապարհներից մեկը 

հակաբիոտիկների խառնուրդների /cocktail/ օգտագործումն է ([115]): Դիցուք՝ 

հակաբիոտիկների խառնուրդի ազդեցությունը որոշելու նպատակով կատարվող  

կենսաբժշկական փորձարկման համար առկա են ݊ տեսակի հակաբիոտիկներ, տրված 

սահմանափակ ݏଵ, ,ଶݏ … , ௡ݏ  քանակություններով: Տեխնիկական տեսակետից կարևոր է 

նշել, որ ݏଵ, ,ଶݏ … , ௡ݏ  ռեսուրսները մեկ անգամյա օգտագործման համար են: Խնդիրը 

հետևյալն է. նախագծել փորձարկումներ, որը տվյալ դեպքում նշանակում է ստեղծել 

թվով ݉ տարբեր խառնուրդներ այնպես, որ օգտագործվեն հակաբիոտիկների առկա 

,ଵݏ ,ଶݏ … ,   :௡ քանակություններըݏ

Կարևոր է նշել, որ փորձարկումների խմբերի (տվյալ դեպքում հակաբիոտիկների 

խառնուրդների) չկրկնվելը փորձարկումների պլանավորման բնական պահանջ է: 

Ընդհանուր առմամբ, փորձարկման խմբերի տարբեր լինելը ունի տնտեսական 

նշանակություն, քանի որ ըստ կազմված խմբերի, դիմադրողականության 

ուսումնասիրումը երկարատև և թանկարժեք կենսաբժշկական հետազոտություն է: Եվ 

հետևաբար, դասերի տարբեր լինելու հետ մեկտեղ կարևոր է նաև ապահովել կազմվող 

խառնուրդների/խմբերի ݉  քանակի մինիմիզացիան: Սակայն, հաշվի առնելով, որ 

,ଵݏ ,ଶݏ … ,  ௡ քանակները ֆիքսված են, խմբերի քանակի մինիմիզացիան կարող է բերելݏ

մեծ թվով հակաբիոտիկների մասնակցության յուրաքանչյուր փորձարկման մեջ, ինչը 

ցանկալի չէ: Նշենք նաև, որ յուրաքանչյուր խառնուրդ ունի իր փորձարարական արժեքը, 

և որ ընդհանուր կամ տնտեսական օպտիմիզացիայի հարց մենք չենք դիտարկում:  

Խնդրի լուծումների տիրույթը կարող է լինել լայն, սակայն մենք բավարարվում ենք 

լուծումներից որևէ մեկը գտնելով, քանի որ դրանով պարզաբանվում է տրված 

քանակություններով փորձարկումների կազմակերպման հնարավոր լինելը: Հակառակ 

դեպքում, հարկ է փոփոխել հասանելի փորձանմուշների կազմը: 
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Այսպիսով, դիտարկվող խնդիրը հետևյալն է.  

࢒࢏ࢇ࢑࢚ࢉ࢕࡯_ࢉ࢏࢚࢕࢏࢈࢏࢚࢔࡭  ( ࡯_࡭ ) հնարավոր է արդյոք ստեղծել թվով ݉  իրարից 

տարբեր խառնուրդներ այնպես, որ օգտագործվեն հակաբիոտիկների առկա ݏଵ, ,ଶݏ … ,  ௡ݏ

քանակությունները: 

ܥ_ܣ  խնդրի լուծման համար կարելի է կիրառել ܩ  ալգորիթմը: Նշենք որոշ 

առանձնահատկություններ: 

ܥ_ܣ .1  խնդրում բնական է ենթադրել, որ հակաբիոտիկներից յուրաքանչյուրը 

մասնակցի հնարավոր փոքր թվով փորձարկումներում, և այսպիսով,        

௜ݏ ൑ ݉/2, ݅ ൌ 1,⋯ , ݊  – բնական սահմանափակում է, որը չի խախտում 

ալգորիթմի աշխատանքի ընդհանրությունը: 

2. Ըստ ܩ  ալգորիթմի փորձարարական արդյունքների, փոքր ݊ -երի համար 

հիմնականում չտարբերված է մնում տողերի միայն մեկ զույգ (և ըստ 

ալգորիթմի կառուցումների, դա 0-ներից կազմված տողերի զույգն է, որոնք այս 

դեպքում, պարզապես կարելի է հեռացնել: 

 ալգորիթմի կիրառումը բալանսավորված ծառերի դասում ࡳ 4.2.4.2

Սահմանափակ բալանսով բինար ծառերը ([160], [23], [24]) որպես տվյալների 

հիմնական կառուցվածք օգտագործվում են դինամիկ տվյալների բազաներում 

ինֆորմացիայի փնտրման խնդիրներում: Դինամիկ միջավայրում, կապված ավելացվող 

կամ հեռացվող էլեմենտների առկայության հետ, կիրառվում են որոշակի 

սահմանափակումներ՝ բալանսի տերմիններով:  

Սահմանում 4.2.4.2-1 [160]: Դիցուք` ௠ܶ-ը ոչ դատակ, ݉ տերև (կշիռ) ունեցող բինար 

ծառ է, և ௟ܶ-ը և ௥ܶ-ը նրա արմատի ձախ և աջ ենթածառերն են ݈ և ݎ տերևներով: ߚሺ ௠ܶሻ ൌ

௟

௠
 հարաբերությունը կոչվում է  ௠ܶ ծառի բալանս (հարաբերական բալանս) արմատում: 

Ոչ դատարկ ենթածառերի համար 0 ൏ ߚ ൏ 1:  

Տրված ߙ, 0 ൑ ߙ ൑ ଵ

ଶ
 թվի համար ௠ܶ  ծառը կոչվում է ߙ  բալանսով կշռա-

բալանսավորված ծառ, եթե 

ߙ  (1 ൑ ሺߚ ௠ܶሻ ൑ 1 െ  ,ߙ

2) ௠ܶ-ի ձախ և աջ ենթածառերը ߙ բալանսով կշռա-բալանսավորված ծառեր են: 
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 :ሿ-ովߙሾܤܹ բալանսով կշռա-բալանսավորված ծառերի բազմությունը նշանակենք ߙ

Սահմանափակ բալանսով ծառերի կառուցման հետ կապված առաջանում են որոշ 

տրադիցիոն հարցադրումներ. ինչպիսի՞ն է ծառի բարձրությունը տրված բալանսի 

դեպքում; ինչպիսի՞ն է ծառի կշռված ճանապարհի երկարությունը; հնարավո՞ր է արդյոք 

ծառի կառուցումը տրված սահմանափակումներն ունեցող փնտրման մոդելում, և այլն: 

[ReinNiv, 1997]-ում գնահատվում է ሿߙሾܤܹ  դասի ծառերի առավելագույն 

բարձրությունը` ݄ఈሺ݉ሻ-ը, դիտարկելով դասի ամենաասիմետրիկ ծառերը, 

݄ఈሺ݉ሻ ൑
௟௢௚మ௠

௟௢௚మሺଵ/ሺଵିఈሻሻ
:  

 

Ծառի բալանսը կարող ենք սահմանել նաև ենթածառերի կշիռների տարբերության 

տերմիններով:   

Սահմանում 4.2.4.2-2: Դիցուք` ௠ܶ-ը ոչ դատակ, ݉ տերև ունեցող բինար ծառ է, և ௟ܶ-ը և 

௥ܶ -ը նրա արմատի ձախ և աջ ենթածառերն են ݈  և ݎ  տերևներով, 

համապատասխանաբար ( ݎ ൒ ݈ ሺߜ :( ௠ܶሻ ൌ ݎ െ ݈  տարբերությունը կոչվում է ௠ܶ -ի 

տարբերական բալանս արմատում: 

Սահմանում 4.2.4.2-3: Տրված ݀, 0 ൑ ݀ ൑ ݉ െ 1 ամբողջ թվի համար ௠ܶ-ը կոչվում է ݀ 

տարբերական բալանսով ծառ, կամ պատկանում է ܹܤܦሾ݀ሿ դասին, եթե. 

ሺߜ (1 ௠ܶሻ ൑ ݀, 

2) ௠ܶ-ի ձախ և աջ ենթածառերը պատկանում են ܹܤܦሾ݀ሿ դասին: 

 

Տարբերական և հարաբերական բալանսները կարելի է արտահայտել մեկը մյուսի 

միջոցով; և ܹܤܦሾ݀ሿ  դասի ծառերի բարձրությունը նույնպես կարելի է գնահատել 

կառուցելով դասի ամենաասիմետրիկ ծառը: Նկատենք, որ տարբերական բալանսը 

նպատակահարմար է կիրառել, քանի դեռ ենթածառերի կշիռները մեծ են ݀-ից; սակայն 

այն ճկուն է այն տեսանկյունից, որ ծառի մի մակարդակից մյուսը բալանսը կարող 

փոփոխվել և/կամ այն կարող է տրված լինել գումարային տեսքով: 

Ընդհանրացնենք բալանսի գաղափարը՝ սահմանելով գումարային բալանս ըստ ծառի 

յուրաքանչյուր մակարդակի: 
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Սահմանում 4.2.4.2-4: Տրված են ܦ଴,⋯ , ௡ , 0ܦ ൑ ௜ܦ ൑ ݉ െ 1, ݅ ൌ 0,⋯ , ݊ ամբողջ թվերը: 

Կասենք, որ ௠ܶ ծառը ݅ -րդ մակարդակում ունի ܦ௜ գումարային տարբերական բալանս, 

եթե ܴ௜ െ ௜ܮ ൑ ௜ܦ , որտեղ ܴ௜ -ն ݅ -րդ մակարդակում արմատ ունեցող բոլոր աջ 

ենթածառերի կշիռների գումարն է, իսկ ܮ௜-ն նույն գումարն է ձախ ենթածառերի համար: 

Սահմանում 4.2.4.2-5: ௠ܶ  ծառը կոչվում է ሼܦ଴,⋯ , ௡ሽܦ  գումարային տարբերական 

բալանսով ծառ, եթե ݅-րդ մակարդակում գումարային բալանսը ܦ௜ է, ݅ ൌ 0,⋯ , ݊: 

  

Նկար 4.2.4.2-1: ௠ܶ ծառի պատկերումը: 

 

Դիցուք` ௜ܶభ , ⋯ , ௜ܶ೛ -ն ݅ -րդ մակարդակում արմատ ունեցող ենթածառերն են, 

݉௜భ,⋯ ,݉௜೛  կշիռներով, և դիցուք` ݈௜ೕ -ն և ݎ௜ೕ -ն հանդիսանում են ௜ܶೕ -ի ձախ և աջ 

ենթածառերի կշիռների գումարը. ܴ௜ ൌ ∑ ௜ೕݎ
௣
௝ୀଵ  և ܮ௜ ൌ ∑ ݈௜ೕ

௣
௝ୀଵ : Սխեմատիկ պատկերը 

բերված է Նկար 4.2.4.2-1-ում: 

Գումարային բալանսով ծառերի կառուցումը կարող է հետապնդել տարբեր 

նպատակներ՝ ծառի գոյությունը/կառուցումը ըստ տրված նպատակային հայտանիշի, 

ինչպիսին է, օրինակ, ծառի բարձրությունը, ենթածառերի կշիռները կամ ենթածառերի 

քանակը ըստ մակարդակների, և այլն:  

Գումարային բալանսով բինար ծառի կառուցման համար կիրառելու ենք ܩ 

ալգորիթմը: Նախ դիտարկենք ܩ ալգորիթմով կառուցված մատրիցների ներկայացումը 
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բինար ծառերի միջոցով: Դիցուք` ܣ-ն ܩ ալգորիթմով կառուցված մատրից է ܷሺܵሻ դասից: 

Առաջին սյան ինտերվալներն են ݀ଵ,ଵ, ݀ଵ,ଶ , երկրորդ սյան ինտերվալները` 

݀ଶ,ଵ, ݀ଶ,ଶ, ݀ଶ,ଷ, ݀ଶ,ସ , և այլն: Ընդհանուր առմամբ, ݇ -րդ սյունը բաղկացած է 2௞ 

ինտերվալներից, կենտ համարով ինտերվալը լրացված է 1-երով, զույգ համարով 

ինտերվալը` 0-ներով: Նրանց մեջ կարող են լինել նաև  0 երկարության ինտերվալներ: 

ܣ -ին համապատասխանեցնենք ܶሺܩሻ  բինար ծառը հետևյալ ձևով: Ծառի արմատին 

վերագրվում է ܣ  մատրիցի տողերի բազմությունը: Ձախ ենթածառին /ենթածառի 

արմատին/ վերագրվում է ݀ଵ,ଶ  ինտերվալին համապատասխանող տողերի 

բազմությունը, աջ ենթածառին` ݀ଵ,ଵ  ինտերվալին համապատասխանող տողերի 

բազմությունը, և այլն: Այն ենթածառերը, որոնց արմատները գտնվում են ݅ -րդ 

մակարդակի վրա, համապատասխանում են մատրիցի ݅ -րդ սյան ինտերվալներին: 

Այսպիսի ներկայացման դեպքում ծառի /ենթածառի/ կշիռը նրան վերագրված 

բազմության հզորությունն է: Ծառի տերևներ են համարվում միայն արմատից 

բաղկացած (մեկ կշիռ ունեցող) ենթածառերը: Որոշ ենթածառեր չնայած այն բանին, որ 

ունեն մեկից մեծ կշիռներ, կարող են ունենալ դատարկ ենթածառեր: Մյուս կողմից, 

նպատակահարմար է մեկ կշիռ ունեցող ենթածառերը որպես տերև ներկայացնել ծառի 

միայն վերջին մակարդակում (եթե մեկ կշիռ ունեցող ենթածառ է առաջացել ծառի որևէ 

մակարդակում, ապա այն մեկ գագաթով շարունակել մինչև վերջին մակարդակը):  

Եթե ܣ  մատրիցի բոլոր ݉  տողերը իրարից տարբեր են, ապա կառուցված ծառը 

կունենա ݉ հատ տերև, այսինքն վերջին մակարդակում կունենանք միայն տերևներ, 

հակառակ դեպքում` վերջին մակարդակում կլինեն նաև մեկից մեծ կշիռ ունեցող 

ենթածառեր: 

ܶሺܩሻ  ծառը կունենա ሼܦଵ,⋯ , ௡ሽܦ  գումարային տարբերական բալանս, որտեղ        

௜ܦ ൌ ݀௜ െ ሺ݉ െ ݀௜ሻ, ݅ ൌ 1,⋯ , ݊: 

Որպես օրինակ դիտարկենք Նկար 4.2.1-2-ում (ձախ մասում) ܩ  ալգորիթմով 

կառուցված մատրիցի ներկայացումը ծառի տեսքով (Նկար 4.2.4.2-2): Շրջանները 

համապատասխանում են գագաթներին, նրանց մեջ պատկերված թվերը` 

համապատասխան ինտերվալի երկարությանը: Վերջին մակարդակում ունենք երկու 
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հատ մեկից մեծ կշռով ենթածառ (շտրիխով շրջանները)` համապատասխան ինտերվալը 

ունի երկու երկարություն, այսինքն մատրիցն ունի երկու կրկնվող տող: 

 

 

Նկար 4.2.4.2-2: Ներկայացում ծառի տեսքով ݉ ൌ 14, ݊ ൌ 6,             
ሺݏଵ, ,ଶݏ ,ଷݏ ,ସݏ ,ହݏ ଺ሻݏ ൌ ሺ7,10,10,12,12,12ሻ օրինակի համար 

 

Քանի որ ܩ  ալգորիթմով հերթական ݅  –րդ սյունը կառուցելիս ինտերվալները 

տրոհվում են այնպես, որ հավասարաչափ բաշխվի 1-երի և 0-ների տարբերությունը 

(պահպանելով ܦ௜-ն), ապա ܶሺܩሻ ծառի յուրաքանչյուր ݅-րդ մակարդակում տարբերական 

բալանսը՝ max
௝
ሺ ௜ೕݎ െ ݈௜ೕሻ  –ն, ամենափոքրն է ըստ բոլոր հնարավոր տրոհումների; և 

հետևաբար, ܩ  ալգորիթմը, լոկալ օպտիմալ է տրված գումարային տարբերական 

բալանսով մինիմալ բարձրության ծառի համար:  

 
 

4.3 Գումարային տարբերական բալանսով ծառի մոդել պատկերների՝ ըստ 

գրաֆիկական բնութագրերի դասակարգման խնդրի համար  

 

Դիտարկենք հայերեն տպագիր էջից գրանշանների ավտոմատ վերծանման 

կիրառական խնդիրը: Դիցուք՝  ܣ ൌ ሼߙଵ, ⋯,ଶߙ , ௡ሽߙ -ն գրանշանների պատկերների 

բազմություն է, որը հայերենի այբուբենի տառերի, կետադրական նշանների, 
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արաբական թվանշանների, ինչպես նաև այլ սիմվոլների (չակերտներ, փակագծեր, և 

այլն) հավաքածու է, ընդ որում, տրված տարբեր տառատեսակներով, տարբեր չափերով, 

թեքությամբ և այլն: Անհրաժեշտ է ճանաչել գրանշանները, կամ որ նույնն է՝ 

դասակարգել պատկերները, որտեղ դասերի քանակը հավասար է ܣ  այբուբենի 

տարրերի քանակին: Յուրաքանչյուր գրանշան կարող է նկարագրվել պատկերի մի շարք 

գրաֆիկական և կառուցվածքային բնութագրերի միջոցով՝ բարձրություն, լայնություն, 

կշիռ, պրոյեկցիաներ, ծանրության կենտրոն, եզրագիծ, որոշակի ֆրագմենտի 

առկայություն/բացակայություն, եզրային կետերի քանակ, հատումների տեսակներ, և 

այլն: Խնդիրը, մի կողմից, բնութագրերի ճիշտ  ընտրության, մյուս կողմից՝ պատկերի 

ճանաչման մեջ է ըստ այդ բնութագրերի: 

Խնդրի մեր կողմից տրվող լուծումը հիմնվում է հիերարխիկ ծառերի կառուցման և 

օգտագործման վրա: Նախ սահմանվում է տեստերի ܶ ൌ ሼݐଵ, ⋯,ଶݐ , ௞ሽݐ  հավաքածուն, 

որտեղ ܶ-ի յուրաքանչյուր տեստ հարց է կամ հարցերի կոմբինացիա պատկերի որոշակի 

բնութագրի մասին, որը կկիրառվի նշված ծառի գագաթների վրա:  

Հիերարխիկ բինար ծառը կառուցվում է հետևյալ ձևով. Գրանշանների պատկերների 

բնութագրումների առկա ܣ  բազմությունը վերագրվում է ծառի ଴ܸ  արմատին: Ծառի 

յուրաքանչյուր ոչ եզրային ௜ܸ  գագաթի համար (ներառյալ արմատը) ܶ-ից ընտրվում է 

տեստ՝ ݐ௏೔ , որի կիրառման արդյունքում  ௜ܸ   գագաթին վերագրված բազմությունը 

տրոհվում է երկու ենթաբազմությունների, որոնք էլ վերագրվում են  ௜ܸ–ի ձախ և աջ 

ենթածառերի արմատներին: Պրոցեսը շարունակվում է այնքան ժամանակ, քանի դեռ 

գագաթներին վերագրված բազմությունները պարունակում են մեկից ավելի էլեմենտ: 

Եզրային գագաթներին վերագրվում են դասերի նշիչները՝ գրանշանները: Այսպիսով, 

յուրաքանչյուր գրանշանին համապատասխանում է ճանապարհ՝ արմատից մինչև 

համապատասխան տերևը: Դասակարգման պրոցեսը սկսվում է ծառի արմատից. 

կիրառվում է համապատասխան տեստը և ըստ տեստի արդյունքի անցում է կատարվում 

ձախ կամ աջ ենթածառին, և այդպես շարունակ, մինչև հասնի որևէ եզրային գագաթի: 

Յուրաքանչյուր գրանշանի ճանաչման բարդությունը կախված է ճանապարհի 

երկարությունից (ծառի արմատից մինչև եզրային գագաթ), ինչպես նաև տեստերի 

կիրառման ալգորիթմական բարդությունից: Տեստի բարդությունը կարող է վերագրվել 



 

189 
 

 

գագաթին կշռի տեսքով: Ծառի կառուցումը (տեստերի ընտրությունը, նրանց կիրառման 

կարգը, և այլն) կարող է հետապնդել տարբեր նպատակներ՝ ծառի բարձրության 

մինիմիզացիա, ծառի ամենարկար կշռված ճյուղի մինիմիզացիա, և այլն: 

Հիերարխիկ ծառերի կառուցման առկա ալգորիթմների մեծ մասը (այդ թվում և CART 

ալգորիթմը ([55]) ծառի յուրաքանչյուր գագաթի համար գտնում է/հաշվարկում է 

լավագույն տեստը/կանոնը տրոհելու համար ծառի գագաթին վերագրված բազմությունը 

այնպես, որ ստացված ենթաբազմությունները լինեն հնարավորինս համասեռ՝ 

պարունակեն իրար նման պատկերներ: Այս նպատակով տվյալ գագաթում հաշվարկվում 

է ռեգրեսիոն սխալը և որոշվում է լավագույն տրոհումը:  

Հայերեն տպատառ տեքստերի ավտոմատ ճանաչման “Armenian Reader” [(3)], [(4)] 

համակարգում կիրառվել է հետևյալ սկզբունքը.  

(1) ծառի արմատից փոքր (൑ ݇ ) հեռավորություն ունեցող գագաթների համար 

ընտրվել են այնպիսի տեստեր, որոնք մի կողմից հեշտ հաշվարկելի են, մյուսից՝ տրոհում 

են բազմությունը իրար մոտ հզորության ենթաբազմությունների:  

Ծառի այս մասի արդյունավետ կառուցման նպատակով հաշվարկվել է 

յուրաքանչյուր մակարդակի գումարային ܦ௜ բալանսը ըստ գրանշանների հավաքածուի: 

Ընդ որում, մշակվել են այնպիսի տեստեր (տեստերի կոմբինացիաներ), որոնք մի կողմից 

գագաթին վերագրված գրանշանների բազմությունը տրոհում են ըստ 

համապատասխան բալանսի; մյուս կողմից՝ ապահովում են տրոհված 

բազմություններում գրանշանների նմանությունը: ሼܦ଴,⋯ , ௞ሽܦ  գումարային բալանսով 

ծառի կառուցման համար կիրառվել է	ܩ ալգորիթմը: 

(2) արմատից ( ൐ ݇ ) հեռավորություն ունեցող գագաթների վրա (այստեղ 

գրանշանների փոքր խմբեր են համեմատաբար իրար նման պատկերներով), կիրառվում 

են գրանշանի առավել մանրակրկիտ հատկություններ ստուգող տեստեր: Հայտնի է, որ 

ստանդարտ տպագիր տեքստերի վրա այս համակարգի ճշտությունը հասնում է 97.5%. 
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Եզրակացություններ չորրորդ գլխի վերաբերյալ 

Դիտարկվել է դիսկրետ տոմոգրաֆիայի խնդիրների դաս, որտեղ ներմուծվել են նոր 

կարևոր սահմանափակումներ ի լրումն դասական տարբերակների; հետազոտվել է 

խնդիրների բարդությունը, մշակվել են նրանց մոտավոր լուծման արդյունավետ 

ալգորիթմներ:  

 Ներմուծվել է շերտային պրոյեկցիայի գաղափարը ըստ մատրիցի սյուների որոշակի 

խմբերի կշիռների; հետազոտվել է տրված շերտային պրոյեկցիաներով բինար 

մատրիցի գոյության/կառուցման խնդիրների բարդությունը, մշակվել են նրանց 

մոտավոր լուծման ալգորիթմներ (կիրառվել Լագրանժյան ռելաքսացիայի մեթոդը, 

փոփոխականի տրոհման տեխնիկան, և կառուցվել են տրոհված խնդիրների լուծման 

ալգորիթմները):  

 Մշակվել է սյուների տրված կշիռներով (ուղղահայաց պրոյեկցիա) և տարբեր տողեր 

ունեցող բինար մատրիցի սյուն-առ-սյուն կառուցման ܩ  արդյունավետ ալգորիթմ; 

ապացուցվել է ալգորիթմի օպտիմալությունը լոկալ քայլում; ստացվել է արդյունքի 

երաշխիքի տեսական գնահատական; բերվել են փորձարարկան արդյունքներ: 

 Դիտարկվել են ܩ  ալգորիթմի կիրառման օրինակներ կապված փորձերի 

նախագծման խնդիրների և բալանսավորված բինար ծառերի դասերի հետ: 

 ܩ  ալգորիթմը կիրառվել է գումարային բալանսով բինար ծառի մոդել կառուցելու 

համար պատկերների ըստ գրաֆիկական բնութագրերի դասակարգման խնդրում, 

մասնավորապես հայերեն տպատառ տեքստերի ավտոմատ ճանաչման “Armenian 

Reader” համակարգում: 
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ԳԼՈՒԽ 5. ԿԻՐԱՌԱԿԱՆ ԱԼԳՈՐԻԹՄՆԵՐ ՄՈՆՈՏՈՆՈՒԹՅԱՆ 

ՍԱՀՄԱՆԱՓԱԿՄԱՆԸ ԵՆԹԱԿԱ ՄՈԴԵԼՆԵՐՈՒՄ 

Աշխատանքի այս գլուխը նվիրված է մոնոտոնության ընդհանուր 

սահմանափակմանը ենթակա մոդելներում նոր կիրառական ալգորիթմների մշակմանը 

([(5)], [(11)], [(15)], [(20)], [(28)], [(31)]): Օգտագործվում է Գլուխ 3-ում ներմուծված Ξ௠ାଵ
௡ -ի 

խորանարդատիպ տրոհումը: Առաջարկվում է մոնոտոն բինար ֆունկցիայի վերծանման 

նոր մոտեցում՝ հիմնված բազմարժեք բազմաչափ ցանցի խորանարդատիպ տրոհման 

տեխնիկայի վրա:  Ξ௠ାଵ
௡ -ում մոնոտոն ֆունկցիայի ճանաչումը հանգեցվում է բինար 

դեպքին և հաջորդիվ, Գ.Հանսելի-ի շղթաների կառուցվածքների օգտագործմանը; և այս 

ճանապարհով. /ա/ ապահովվում է ալգորիթմի կողմից մինիմալ հիշողության 

օգտագործումը; /բ/ ալգորիթմի աշխատանքը տրոհում է անկախ հաշվարկային 

պրոցեսների, որի արդյունքում հասանելի է դառնում հաշվարկների զուգահեռ 

իրականացումը: Ξ௠ାଵ
௡ -ի խորանարդատիպ տրոհման օգտագործմամբ մշակվում է 

քանակական ատրիբուտներով ասոցիատիվ կանոնների պեղման ալգորիթմ: Այս գլխում 

առաջարկվում է նաև շղթաների տրոհման ալգորիթմ մասնակի կարգավորված ܲሺ݊, 3ሻ 

բազմության համար: 

 

5.1 Մոնոտոն բինար ֆունկցիայի ճանաչում ࢓ࢮା૚࢔  ցանցում  

 Այս բաժնում դիտարկում ենք մոնոտոն ֆունկցիայի վերծանման խնդիրը ߌ௠ାଵ
௡ -ում 

որոշված մոնոտոն բինար ֆունկցիաների համար: Խնդիրը բազմարժեք դեպքի համար 

հետազոտվել է Վ.Կորոբկովի, Վ.Ալեքսեևի և ուրիշների կողմից  ([133], [16], [170], [191]): 

Նշենք որոշ արդյունքներ հետագա օգտագործման համար: [133]-ում դիտարկվել է 

մոնոտոն ֆունկցիայի ճանաչման մոդելի որոշ ընդլայնում: Դիտարկվել է կամայական 

մասնակի կարգավորված ܶ վերջավոր բազմության դեկարտյան ݊-րդ աստիճանը և այդ 

կառուցվածքի վրա որոշված բինար ֆունկցիաներ: Նշանակենք ߶்ሺ݊ሻ -ով այդ 

ֆունկցիաների ճանաչման համար գուշակին (oracle) տրվող դիմումների անհրաժեշտ 

մինիմալ քանակը: Վ.Կորոբկովի  կողմից ստացվել է հետևյալ գնահատականը. 

 



 

192 
 

 

Թեորեմ 5.1-1 [133]: 

ଵሺܶሻܥ 
|்|೙

√௡
൑ ߶்ሺ݊ሻ ൑ ଶሺܶሻܥ

|்|೙

√௡
,      (5.1-1) 

որտեղ ܥଵሺܶሻ-ը և ܥଶሺܶሻ-ը ܶ-ից կախված հաստատուններ են: 

 

[16]-ում Վ.Ալեքսեևն առաջարկել է ߌ௞భ௞మ⋯௞೙ ൌ ௞భߌ ൈ ௞మߌ ൈ ⋯ൈ  ௞೙-բազմարժեք ցանցումߌ

(որտեղ  ߌ௞೔ ൌ ሼ0,1,⋯ , ݇ െ 1ሽ, ݅ ൌ 1,⋯ , ݊ ) մոնոտոն ֆունկցիայի ճանաչման ܷ଴ 

ալգորիթմը, որը ինչ որ իմաստով Գ.Հանսելի ալգորիթմի ընդհանրացումն է:  

 

Թեորեմ 5.1-2 [16]: 
்ሺ௎బሻ

்ሺ௎೚೛೟ሻ
൑ ଵ

ଶ
ଶሺ݇݃݋݈ڿ െ 1ሻۀ, որտեղ ܶሺܷ଴ሻ-ն ܷ଴ ալգորիթմի բարդությունն է, և ܶሺܷ௢௣௧ሻ-

ը, օպտիմալ ܷ௢௣௧ ալգորիթմի բարդությունն է; ݇ ൌ  :௜݇ݔܽ݉

 

[16]-ից հայտնի է նաև, որ 

 ܶሺܷ௢௣௧ሻ ൒ |ܯ| ൅ |ܰ|  և ܶሺܷ଴ሻ ൑ |ܯ| ൅ ۂଶ݇݃݋݈ہ ∙ |ܰ| , որտեղ ܯ -ը և ܰ -ը ߌ௞భ௞మ⋯௞೙  ցանցում  

միջին երկու շերտերի գագաթների բազմություններն են՝ 

ܯ ൌ ቄሺܽଵ,⋯ , ܽ௡ሻ ∈ ௞భ௞మ⋯௞೙|ܽଵߌ ൅ ⋯൅ ܽ௡ ൌ ቒଵ
ଶ
∑ ሺ݇௜ െ 1ሻ௡
௜ୀଵ ቓቅ,  

ܰ ൌ ቄሺܽଵ,⋯ , ܽ௡ሻ ∈ ௞భ௞మ⋯௞೙|ܽଵߌ ൅ ⋯൅ ܽ௡ ൌ ቒଵ
ଶ
∑ ሺ݇௜ െ 1ሻ௡
௜ୀଵ ቓ ൅ 1ቅ:  

 

Եթե դիտարկենք ܷ଴ ալգորիթմի բարդությունը ߌ௠ାଵ
௡ -ում որոշված մոնոտոն ֆունկցիայի 

համար, ապա՝ ܶሺܷ଴ሻ ൑ |′ܯ| ൅ ۂଶ݉݃݋݈ہ ∙ |ܰ′|, որտեղ ܯ′-ը և ܰ′-ը ߌ௠ାଵ
௡ -ի միջին շերտերն 

են.  

′ܯ ൌ ቄሺܽଵ,⋯ , ܽ௡ሻ ∈ ௠ାଵߌ
௡ |ܽଵ ൅ ⋯൅ ܽ௡ ൌ ቒ௠∙௡

ଶ
ቓቅ,  

ܰ′ ൌ ቄሺܽଵ,⋯ , ܽ௡ሻ ∈ ௠ାଵߌ
௡ |ܽଵ ൅ ⋯൅ ܽ௡ ൌ ቒ௠∙௡

ଶ
ቓ ൅ 1ቅ:  
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5.1.1 Մոնոտոնության պահպանումը ࢓ࢮା૚࢔ -ի խորանարդատիպ 

տրոհման շրջանակում 

Անդրադառնանք ߌ௠ାଵ
௡ -ի խորանարդատիպ տրոհմանը (սահմանված 

աշխատանքի Գլուխ3-ում). այն տրոհում է ߌ௠ାଵ
௡ -ը หܪ෡ห   հատ ”ուղղահայաց” 

համարժեքության դասերի՝ կառուցվածքով բինար խորանարդին նույնանման 

կառուցվածքների, որոնք միարժեքորեն որոշվում են ܪ෡-ի էլեմենտներով: Այս բաժնում 

ցույց կտանք, որ Ξ௠௡ -ի խորանարդատիպ տրոհումը պահպանում է մոնոտոնությունը: 

Խորանարդատիպ տրոհման քանակական բնութագրեր 

Կենտ ݉ -երի դեպքում ߌ௠ାଵ
௡ -ում տրոհումների քանակական բնութագիրը տրվում է 

հետևյալ բանաձևով` 

ሺ݉ ൅ 1ሻ௡ ൌ ሺሺ݉ ൅ 1ሻ/2ሻ௡ ∙ 2௡  - համարժեքության դասերի քանակը ሺ௠ାଵ

ଶ
ሻ௡  է, 

յուրաքանչյուր դասի հզորությունը՝ 2௡:  

Դիտարկենք զույգ ݉-երի դեպքը:  

Դիտարկենք ܪ෡-ի որևէ էլեմենտ, և դիցուք՝ ݇-ն այն կոմպոնենտների քանակն է, որոնց 

արժեքը հավասար չէ ݉/2-ի, և մնացած ݊ െ ݇ կոմպոնենտների արժեքը ֆիքսված՝ ݉/2 

է: Նշված ݇	  կոմպոնենտներն առաջացնում են ሺ݉/2ሻ௞ -հզորության գագաթների 

բազմություն ܪ෡-ում, և այդ գագաթներից յուրաքանչյուրն ունի իր ܸ-համարժեքության 

դասը՝ 2௞  հզորության: Այսպիսով, զույգ ݉ -երի դեպքում համապատասխան 

տրոհումները և քանակները բնութագրվում են հետևյալ բանաձևով` 

ሺ݉ ൅ 1ሻ௡ ൌ ∑ ሺܥ௡௞ ∙ 2௞ ∙ ሺ
௠

ଶ
ሻ௞ሻ௡

௞ୀ଴ ൌ ∑ ሺܥ௡௞ ∙ ݉௞ሻ௡
௞ୀ଴ :  

Մոնոտոնության պահպանումը 

Դիցուք` ܸ-ն ߌ௠ାଵ
௡ -ի ուղղահայաց համարժեքության դասերից մեկն է, և ܧሺܸሻ-ն՝ նրան 

համապատասխան բինար խորանարդը (ինչպես սահմանված է Գլուխ 3-ում): 

Այսուհետ	ܸ-ն կհանդիսանա սկզբնաղբյուրը /origin/, և	ܧሺܸሻ-ն՝ նրան ինդուցված /induced/ 

բինար խորանարդը: Ակնհայտ է, որ գոյություն ունի փոխմիարժեք 

համապատասխանություն ܸ-ի և ܧሺܸሻ-ի գագաթների միջև: ܸ-ի գագաթները (ինչպես 

նաև այլ ենթակառուցվածքները՝ կող, շղթա, և այլն), կանվանենք սկզբնաղբյուր, իսկ 
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ሺܸሻܧ -ում նրանց համապատասխան գագաթները (ինչպես նաև այլ 

ենթակառուցվածքները՝ կող, շղթա, և այլն)՝ ինդուցված: 

Դիցուք՝ ܾଵ ൏ ܾଶ ൏ ⋯ ൏ ܾ௧-ն պարզ շղթա է ܸ-ում: Այդ շղթայի կամայական ܾ௜, ܾ௜ାଵ 

(հաջորդական) գագաթները հարևան են ܸ -ում, սակայն ߌ௠ାଵ
௡ -ում նրանք կարող են 

գտնվել ոչ հարևան շերտերում, և հետևաբար, ܾଵ ൏ ܾଶ ൏ ⋯ ൏ ܾ௧-ն կարող է պարզ շղթա 

չլինել ߌ௠ାଵ
௡ -ում (հարևանությունը ܸ-ում և ߌ௠ାଵ

௡ -ում տարբերվում են): 

Նշված տերմիններով կարող ենք ձևակերպել հարևանության պահպանման մասին 

հետևյալ պնդումը՝  

Լեմմա 5.1.1-1: Դիցուք՝ ߌ௠ାଵ
௡ -ը տրոհված է ուղղահայաց համարժեքության դասերի, և   

ܸ-ն այդ դասերից մեկն է: Եթե ܾଵ ൏ ܾଶ ൏ ⋯ ൏ ܾ௧-ն պարզ շղթա է ܸ-ում, ապա ܾଵ, ܾଶ,⋯ , ܾ௧ 

–ին ինդուցված ߚଵ, ⋯,ଶߚ ,  ሺܸሻ-ում՝ܧ ௧ գագաթներով կազմում է պարզ (ինդուցված) շղթաߚ

ଵߚ ൏ ଶߚ ൏ ⋯ ൏ ௧ߚ : Եվ հակառակը՝ եթե ߚଵ ൏ ଶߚ ൏ ⋯ ൏ ௧ߚ -ն պարզ շղթա է ܧሺܸሻ-ում, և 

,ଵߚ ⋯,ଶߚ , ௧ߚ  գագաթները հանդիսանում են ինդուցված գագաթներ ܸ -ի ܾଵ, ܾଶ,⋯ , ܾ௧ 

գագաթների համար, ապա ܾଵ, ܾଶ,⋯ , ܾ௧  գագաթներով կազմված է պարզ շղթա ܸ -ում՝  

ܾଵ ൏ ܾଶ ൏ ⋯ ൏ ܾ௧:  

Ապացույցը հետևում է բերված մեկնաբանություններից: 

Որպես հետևանք ստացվում է հետևյալ պնդումը մոնոտոնության պահպանման մասին, 

որը ևս հեշտ է ստուգել.  

Թեորեմ 5.1.1-1: Դիցուք՝ ߌ௠ାଵ
௡ -ը տրոհված է ուղղահայաց համարժեքության ሼ ௜ܸሽ 

դասերի: Դիցուք՝ ܨ: ௠ାଵߌ
௡ → ሼ0,1ሽ -ը որևէ բինար ֆունկցիա է, և ௜݂ : ሺܧ ௜ܸሻ → ሼ0,1ሽ 

ֆունկցիաները ստացվում են ܨ -ից ըստ համարժեքության դասերի այնպես, որ 

կամայական ߚ ∈ ሺܧ ௜ܸሻ համար ௜݂ሺߚሻ ൌ 1 այն և միայն այն դեպքում, երբ ܨሺܾሻ ൌ 1, որտեղ 

ܾ-ն ߚ-ի սկզբնաղբյուրն է: Այդ դեպքում, եթե ܨ ֆունկցիան մոնոտոն է, ապա մոնոտոն 

են նաև բոլոր ௜݂ ֆունկցիաները: 

 

5.1.2 Մոնոտոն բինար ֆունկցիայի ճանաչում՝ հիմնված 

բազմարժեք ցանցի խորանարդատիպ տրոհման վրա 
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Այս բաժնում կդիտարկենք մոնոտոն բինար ֆունկցիայի ճանաչման 

այլընտրանքային մոտեցում՝ հիմնված բազմարժեք ցանցի խորանարդատիպ տրոհման 

վրա: Առաջարկվում է նոր մեթոդ՝ կառուցվում են երկու ալգորիթմներ, որտեղ գուշակին 

ներկայացվող գագաթներ ընտրելու պրոցեսը բաժանվում է ենթապրոցեսների՝ 

տրոհելով ߌ௠ାଵ
௡ -ը չհատվող բինար խորանարդների:  

Դիցուք՝ ܨ: ௠ାଵߌ
௡ → ሼ0,1ሽ-ը մոնոտոն ֆունկցիա է, տրված ߗி գուշակի միջոցով: 

Ալգորիթմ 1ܶܫܮܲܵ_ܧܤܷܥ  ( 1ܵܥ )-ը նախ տրոհում է ߌ௠ାଵ
௡ -ը ուղղահայաց 

համարժեքության หܪ෡ห  դասերի, որից հետո յուրաքանչյուր դասում ճանաչում է 

համապատասխան մոնոտոն ֆունկցիան ըստ Գ.Հանսելի ալգորիթմի [106], և 

այնուհետև, միավորում է արդյունքները: 

Ալգորիթմ ࡿ࡯૚:    

1. Տրոհել ߌ௠ାଵ
௡ -ը ուղղահայաց համարժեքության դասերի՝  ଵܸ, ଶܸ, ⋯ , |ܸு෡|: 

2. Կազմել համապատասխան ինդուցված միավոր խորանարդները՝ 

ሺܧ ଵܸሻ, ሺܧ ଶܸሻ,⋯ , ሺܧ |ܸு෡|ሻ: 

3. Յուրաքանչյուր ܧሺ ௜ܸሻ -խորանարդում սահմանել ௜݂ : ሺܧ ௜ܸሻ → ሼ0,1ሽ  բինար 

ֆունկցիան հետևյալ ձևով. կամայական  ߚ ∈ ሺܧ ௜ܸሻ-ի համար ௜݂ሺߚሻ ൌ 1 այն և 

միայն այն դեպքում, երբ ܨሺܾሻ ൌ 1, որտեղ ܾ-ն ߚ-ի սկզբնաղբյուրն է ߌ௠ାଵ
௡ -ում:  

௜݂-ն մոնոտոն է (Թեորեմ 5.1.1-1), և տրվում է ߗி գուշակի միջոցով: Կիրառել 

շղթաների տրոհման Գ.Հանսելի մեթոդը ௜݂  մոնոտոն ֆունկցիայի ճանաչման 

համար:  

4. Միավորել ܨ-ում หܪ෡ห հատ բինար ճանաչման արդյունքները: 

   

Թեորեմ 5.1.2-1: Դիցուք՝ ߶஼ௌଵሺ݊ሻ -ը հարցումների մինիմալ քանակն է, որը 

բավարար է 1ܵܥ ալգորիթմի միջոցով ߌ௠ାଵ
௡ -ում որոշված ݊ փոփոխականի կամայական 

մոնոտոն բինար ֆունկցիայի ճանաչման համար: Այդ դեպքում, 

߶஼ௌଵሺ݊ሻ ൌ ∑ ൭ܥ௡௞ ∙ ቀ
௠

ଶ
ቁ
௞
∙ ቆܥ௞

ቔೖ
మ
ቕ
൅ ௞ܥ

ାଵቇ൱௡ۂ௞/ଶہ
௞ୀ଴  զույգ ݉-երի համար (5.1.2-1) 

߶஼ௌଵሺ݊ሻ ൌ ቀ௠ାଵ

ଶ
ቁ
௡
∙ ቆܥ௡

ቔ೙
మ
ቕ
൅ ௡ܥ

 ାଵቇ կենտ ݉-երի համար  (5.1.2-2)ۂ௡/ଶہ
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Ապացույցը հետևում է Թեորեմ 5.1.1-1-ից և [106]-ի գնահատականներից, ինչպես 

նաև 5.1.1. բաժնում բերված քանակական բնութագրերից: 

Ալգորիթմի բարդության գնահատականի ասիմպտոտիկա 

Գնահատենք (5.1.2-1) և (5.1.2-2) –ում բերված բարդությունները: 

Կօգտագործենք ௡ܥ
ቔ೙
మ
ቕ
-ի համար հետևյալ ասիմպտոտիկ գնահատականը, ինչի 

ստացման համար հարմար է կիրառել Ստիռլինգի (Stirling) հայտնի գնահատակը 

ֆակտորիալների համար ([81]). 

௡ܥ
ቔ೙
మ
ቕ
~ ଶ೙శభ

√ଶగ௡
∙ ݌ݔ݁ ቀെ ଶ௞ି௡మ

ଶ௡
ቁ, երբ ݊, ݇ → ∞ և ݇ െ ௡

ଶ
ൌ  :൫݊ଷ/ସ൯݋

Այս բանաձևը տեղադրելով (5.1.2-2)-ում, կստանանք, որ կենտ ݉ -երի համար 

տեղի ունի. 

߶஼ௌଵሺ݊ሻ → ቀ௠ାଵ

ଶ
ቁ
௡
∙ 2 ∙ ଶ

೙శభ

√ଶగ௡
ൌ ସሺ௠ାଵሻ೙

√ଶగ௡
, երբ ݊ → ∞: 

 

Զույգ ݉ -երի համար (5.1.2-1)-ում վերցնենք ݇ ൌ ݉ : Հեշտ է տեսնել, որ այս 

դեպքում ߶஼ௌଵሺ݊ሻ մեծությունը ձգտում է ସ௠
೙

√ଶగ௡
, երբ ݊ → ∞: Իրոք, փոքր ݇ -երի համար, 

ասենք մինչև ݊/2, - ենթագումարը փոքր է: Մաքսիմալ գումարելին ստացվում է ݊-ին մոտ 

արժեքների համար: Սա ստուգելու համար կազմենք ܥ௡௞ ∙ ቀ
௠

ଶ
ቁ
௞
∙ 2 ∙ ଶ

೙శభ

√ଶగ௡
 -երի 

հարաբերությունը ݇ ൅ 1-ի և  ݇-ի համար: Այն հավասարեցնելով 1-ի, կստանանք. ݇ ൌ

݊ െ
ሺ௞ାଵሻඥଵାଵ/௞

௠
 , որն էլ ապացուցում է գնահատականը: Այստեղ կարևորը բարդությունն 

է, որը ସ௠
೙

√ଶగ௡
  կարգի է: 

 ૚ ալգորիթմի կարևորությունը նրանում է, որ այն օգտագործում է մոնոտոնࡿ࡯

Բուլյան ֆունկցիայի ճանաչման ալգորիթմական տիրույթում կարևոր և մանրակրկիտ 

մշակված Գ.Հանսելի շղթաների կառուցվածքը: Հարկ է նշել Գ.Հանսելի շղթաների հետ 

կապված հանրահաշվական համակարգերը, որոնք առանց ալգորիթմների քայլերի 

քանակի ավելացման ապահովում են այն, որ նրանք օգտագործում են մինիմալ 
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հնարավոր հիշողություն: Մյուս կողմից, ինչպես նշվեց, մենք գործ ունենք չհատվող 

բինար խորանարդների հետ, և այս պատճառով հնարավոր են դառնում այս ալգորիթմի 

իրականացման համար զուգահեռ հաշվարկների կիրառումը:  

Ալգորիթմ (2ܵܥ) 2ܶܫܮܲܵ_ܧܤܷܥ-ը նախ կիրառում է Վ.Ալեքսեևի ալգորիթմը [16]` 

ճանաչելու համար մոնոտոն ֆունկցիան ܪ෡ -ին պատկանող մասում, և դիցուք՝ ܯ -ը 

ֆունկցիայի 1 արժեքի կետերի բազմությունն է: Այնուհետև, դիտարկվում են ߌ௠ାଵ
௡ -ի 

ուղղահայաց համարժեքության դասերից միայն նրանք, որոնք կետ են պարունակում ܯ-

ից:  

Ալգորիթմ ࡿ࡯૛: 

1. Տրոհել ߌ௠ାଵ
௡ -ը ուղղահայաց համարժեքության դասերի՝  ଵܸ, ଶܸ, ⋯ , |ܸு෡|: 

2. Կազմել համապատասխան ինդուցված միավոր խորանարդները՝ 

ሺܧ ଵܸሻ, ሺܧ ଶܸሻ,⋯ , ሺܧ |ܸு෡|ሻ: 

:′ܨ ෡-ում սահմանելܪ .3 ෡ܪ → ሼ0,1ሽ բինար ֆունկցիան հետևյալ ձևով. կամայական  

ܾ ∈ ෡ܪ ሺܾሻ′ܨ , ൌ 1 այն և միայն այն դեպքում, երբ ܨሺܾሻ ൌ 1: Պարզ է, որ ܨ′-ը 

մոնոտոն է, և տրվում է ߗி գուշակի միջոցով: 

4. Կիրառել Վ.Ալեքսեևի ալգորիթմը ܪ෡-ում ܨ′ ֆունկցիայի ճանաչման համար, և 

 :/෡-ումܪ/ ի մեկ արժեքի կետերի բազմությունը-′ܨ ով նշանակել-ܯ

5. Յուրաքանչյուր ݁ ∈ ܯ  էլեմենտի համար դիտարկել ուղղահայաց 

համարժեքության այն ௘ܸ դասը, որին ݁-ն պատկանում է, և նրան ինդուցված 

ሺܧ ௘ܸሻ  միավոր խորանարդը: ܧሺ ௘ܸሻ  -ում սահմանել ௘݂: ሺܧ ௘ܸሻ 	→ ሼ0,1ሽ  բինար 

ֆունկցիան հետևյալ ձևով. կամայական  ߚ ∈ ሺܧ ௘ܸሻ   համար ௘݂ሺߚሻ ൌ 1  այն և 

միայն այն դեպքում, երբ ܨ′ሺܾሻ ൌ 1, որտեղ ܾ-ն ߚ-ի սկզբնաղբյուրն է ܪ෡-ում: ௘݂-ն 

մոնոտոն է (Թեորեմ 5.1.1-1), և տրվում է ߗி  օրակլի միջոցով: Կիրառել 

Գ.Հանսելի շղթաների տրոհման մեթոդը ௘݂ ֆունկցիայի ճանաչման համար: 

6. Միավորել ܨ′-ում |ܯ| հատ բինար ճանաչման արդյունքները: 

 

Թեորեմ 5.1.2-2: Դիցուք՝ ߶஼ௌଶሺ݊ሻ -ը հարցումների մինիմալ քանակն է, որը 

բավարար է 2ܵܥ ալգորիթմի միջոցով ߌ௠ାଵ
௡ -ում որոշված ݊ փոփոխականի կամայական 

մոնոտոն բինար ֆունկցիայի ճանաչման համար: Այդ դեպքում, 
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߶஼ௌଶሺ݊ሻ ൑ 	 ሺ|ܯு෡| ൅ ۂଶ݉݃݋݈ہ ∙ |ܰு෡|ሻ ൅ |ܯ| ∙ ቆܥ௡
ቔ೙
మ
ቕ
൅ ௡ܥ

-෡ܪ ு෡-ը և ܰு෡-ըܯ ାଵቇ, որտեղۂ௡/ଶہ

ի միջին շերտերի կետերի բազմություններն են: 

Ապացույցը հետևում է Թեորեմ 5.1.1-1-ից, [106]-ից և [16]-ից: 

 

5.1.3 Քանակների պարզեցված գնահատականներ 

Ալգորիթմ 2ܵܥ -ի, ինչպես նաև Վ.Ալեքսեևի [16] ալգորիթմի բարդության 

գնահատականները հիմնված են բազմարժեք ցանցի միջին շերտի/շերտերի կետերի 

քանակի վրա, որոնք սակայն մինչ այժմ պարզ գնահատականներ չունեն, և այդ 

պատճառով ընկալելի չեն: Այս բաժնում դուրս են բերվում նշված քանակների 

գնահատականի պարզեցված և օգտագործելի տեսքերը: 

Կօգտվենք որոշ հայտնի բանաձևերից: Կարևոր սկիզբ է հանդիսանում [159] 

աշխատանքը, որում դիտարկվում է ݓ௠,௡ሺܰሻ մեծությունը՝ ܰ ամբողջ թվի կարգավորված 

տրոհումների քանակը ݊  ( 1 ൑ ݊ ൑ ܰ ) ամբողջարժեք գումարելիների, այնպես որ 

յուրաքանչյուր գումարելին գտնվի 0 -ից ݉  սահմաններում: Ստացված է հետևյալ 

արդյունքը. 

Լեմմա 5.1.3-1 ([159]) 

௠,௡ሺܰሻݓ ൌ ∑ ሺെ1ሻ௜௡
௜ୀ଴ ௡௜ܥ ேା௡ିଵି௜ሺ௠ାଵሻܥ

௡ିଵ : 

Հեշտ է տեսնել, որ ݓ௠,௡ሺܰሻ մեծությունը համապատասխանում է ߌ௠ାଵ
௡ -ի ܰ-րդ շերտի 

հզորությանը: 

Լեմմա 5.1.3-1-ում բերված բանաձևը անբացահայտ ձևով “վերահսկում է” 

գումարի ոչ զրոյական գումարելիների մասը: Երբ ܰ ൅ ݊ െ 1 െ ݅ሺ݉ ൅ 1ሻ-ը բացասական է, 

կամ երբ այն փոքր է ݊ െ 1-ից, ապա համապատասխան գումարելիները դառնում են 0: 

Արժե նշված սահմանափակումը բացահայտ ձևով ներառել բանաձևի մեջ: 

[159]-ում դուրս է բերվում նաև ݓ௠,௡ሺܰሻ -ի ասիմպտոտիկ գնահատական՝ 

օգտագործելով թամբի կետի գնահատականը/saddle point evaluation of integrals: 

Ստացվում է հետևյալ արդյունքը. 
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Դիցուք՝ ܰ ൒ 1,݉ ൒ 1 , և ݊ ൌ ଶே

௠
൫1 ൅ ܿଵܰିଵ/ଶ൯  որևէ ܿଵ  բացարձակ հաստատունի 

համար: Դիցուք՝ ߪ ൌ ௠

଺
ቀ1 ൅ ௠

ଶ
ቁ և ܰ → ∞: Այդ դեպքում, 

௠,௡ሺܰሻݓ ൌ
ଵ

√ଶగ௡ఙ
ሺ݉ ൅ 1ሻ௡݁݌ݔ ൬

ିሺேି೘೙
మ
ሻమ

ଶ௡ఙ
൰ ቆ1 െ 2߶ ቀെ݊ି

భ
భబ√ߪቁ ൅ ܱ൫݁݌ݔሺെ݊ଵ/ହሻ൯ቇ (5.1.3-1) 

որտեղ ߶ሺݔሻ -ը Գաուսյան կուտակային հավանականային բաշխումն է, և բանաձևի 

մոտարկման ճշտությունը/approximation error rate՝ ܱ൫݊ିଵ/ହ൯  է: Ճիշտ է, ստացված 

բանաձևն օգտակար է, սակայն նրա ասիմպտոտիկ գնահատականը հեշտ չէ 

օգտագործել մեր դեպքում: 

Դիտարկենք (5.1.3-1) գնահատականի վերը նշված ݊ ൌ ଶே

௠
൫1 ൅ ܿଵܰିଵ/ଶ൯ 

նախապայմանը և այն գրենք հետևյալ համարժեք տեսքով` ௠௡

ଶ
ൌ ܰ ൅ ܿଵܰଵ/ଶ : Սա 

հնարավորություն է տալիս տեսնել, որ նախապայմանը տեղի չունի ܰ ൌ ௠௡

ଶ
 –ի մոտ 

արժեքների համար: Սակայն հենց այդ դեպքն է անհրաժեշտ Վ.Ալեքսեևի ալգորիթմի 

բարդության և ܯு෡ և ܰு෡ մեծությունները գնահատելու համար: Առաջացած բարդությունը 

շրջանցելու և ܯு෡  և ܰு෡  մեծությունները գնահատելու համար դիմենք ևս մեկ հայտնի 

արդյունքի: 

Անդրադառնանք [133]-ին: Այն դիտարկում է մոնոտոն բուլյան ֆունկցիայի 

ճանաչման մի ընդհանրացված մոդել: Այս հետազոտության մի մասնավոր ենթադեպքը, 

ինչպես կտեսնենք, լրացնում է /ավարտին է հասցնում/ [159]-ի գնահատականները և 

օգնում է պարզորեն հասկանալ մոնոտոն ճանաչման բարդությունը և նրա 

զուգահեռացման արժեքը: Դրա համար մեզ անհրաժեշտ է դիտարկել (5.1-1)-ի 

ապացույցի որոշ տարրեր [133]-ից: 

Դիտարկենք մասնակի կարգավորված մի ܶ ൌ ሼݎଵ, ⋯,ଶݎ , ௦ሽݎ  բազմություն: ܶ 

բազմությունը արտապատկերենք  հարթության վրա շերտերի տեսքով: Ստորին-

զրոյական շերտում տեղադրվում են այն տարրերը, որոնք նախորդող տարրեր չունեն: 

Առաջին շերտում՝ զրոյականին անմիջական հաջորդող տարրերն են: Եվ այսպես, շերտ 

առ շերտ մինչև որ բոլոր տարրերը կսպառվեն ([46]): Դիցուք՝ օգտագործված շերտերի 

փաստացի քանակը ݎ ൑ ݏ  է: Նշանակենք` 	ܰሺܶ, 1, ݇ሻ ൌ ௞ݏ -ով ݇ -րդ  շերտի տարրերի 

քանակը: Ընդհանրացնելով, դիտարկենք ܶ -ի դեկարտյան ݊ -րդ աստիճանը, ܶ௡ , և  
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ܰሺܶ, ݊, ݇ሻ-ով նշանակենք ܶ௡ -ում առաջացած ݇ -րդ շերտի էլեմենտների քանակը, ݇ ൌ

0,1,⋯ , ݎ݊ : ܶ௡ -ում դիտարկենք ݊  միատեսակ բաշխված ߦ௜ պատահական 

փոփոխականներ/մեծություններ, որոնք ընդունում են ݆ , 0 ൑ ݆ ൑ ݎ  արժեքը  ௦ೕ
௦
  

հավանականությամբ: Կարելի է ստուգել, որ ܰሺܶ, ݊, ݇ሻ ൌ ܲሼ∑ ௜ߦ
௡
௜ୀଵ ൌ ݇ሽ ∙ ௡ݏ : 

Բ.Գնեդենկոյի մի թեորեմից, որը բերվում է [95] աշխատանքում հետևում է, որ 

հավասարաչափ ըստ ݇-ի, և ݊ → ∞  դեպքում՝ 

ܲሼ∑ ௜ߦ
௡
௜ୀଵ ൌ ݇ሽ → ଵ

√ଶగ௡	ඥ஽క
∙ ݌ݔ݁

ି
ሺೖష೙ಾ഍ሻమ

మ೙ವ഍       (5.1.3-2) 

Այստեղ ߦܯ-ն և ߦܦ-ն նշանակում են ߦ պատահական մեծության մաթսպասումն ու 

դիսպերսիան ([136], [19]): (5.1-1)-ը այս բանաձևի հետևանքն է: 

Այժմ մանրամասնորեն դիտարկենք ߌ௠ାଵ
௡ -ի դեպքը: 

௠ାଵߌ
௡ -ի դեպքում ܶ -ն պարզապես գծային կարգավորված Ξ௠ାଵ ൌ ሼ0,1,⋯ ,݉ሽ 

բազմությունն է: Հաշվենք հավանականային բաշխումների արժեքները. 

ߦܯ ൌ ∑ ௞

௠ାଵ
௠
௞ୀ଴ ൌ ௠

ଶ
, և 

ߦܦ ൌ ∑ ௞మ

௠ାଵ
௠
௞ୀ଴ െ ௠

ଶ

ଶ
ൌ ௠ሺଶ௠ାଵሻ

଺
െ ௠

ଶ

ଶ
ൌ ௠ሺ௠ାଶሻ

ଵଶ
 : 

Տեղադրենք ߦܯ -ն ու ߦܦ -ն (5.1.3-2)-ում, - կստանանք (5.1.3-1)-ի առաջին երեք 

արտադրիչները՝ 

 ଵ

√ଶగ௡ఙ
ሺ݉ ൅ 1ሻ௡݁݌ݔ ൬

ିሺேି೘೙
మ
ሻమ

ଶ௡ఙ
൰      (5.1.3-3) 

Այս ճանապարհով, (5.1.3-1)-ում վերանում է ܿଵ ൐ 0 սահմանափակումը, և (5.1.3-

3)-ը ստացվում է որպես բազմաչափ բազմարժեք ցանցում մոնոտոն ճանաչման 

Վ.Ալեքսեևի ալգորիթմի բարդության պարզ գնահատական:  

 

5.2  Քանակական ասոցիատիվ կանոնների պեղում հիմնված բազմարժեք 

ցանցի խորանարդատիպ տրոհման վրա 

 
Այս բաժնում բազմարժեք ցանցի խորանարդատիպ տրոհումը օգտագործվում է 

տվյալների պեղման քանակական ասոցիատիվ կանոնների դուրսբերման մոդելում, 
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որտեղ ի տարբերություն բինար դեպքի, առարկաների առկա կամ բացակա լինելուց 

բացի հաշվի է առնում նաև նրանց պատիկությունը:  

Քանակական ասոցիատիվ կանոնների պեղման խնդիրներում ատրիբուտները 

կարող են լինել ինչպես կատեգորիկ (օրինակ՝ բնակավայր, սեռ, մասնագիտություն), 

այնպես էլ թվային (օրինակ, տարիք, աշխատավարձ): Օրինակ, եթե դիտարկենք որևէ 

կազմակերպության աշխատակիցների բազան, ապա նրա պեղման արդյունքում 

դուրսբերված ասոցիատիվ կանոն կարող է հանդիսանալ հետևյալը.  

ሼտարիք	ሾ25,40ሿሽ ⇒ ሼաշխատավարձ	ሾ100000,200000ሿሽ ( 	݌݌ݑݏ ൌ 	0.3, 	݂݊݋ܿ ൌ 	0.8 ), 

որն ասում է, որ աշխատակիցների 30%-ը (կանոնի ապահովումը, supp) 25-40 տարեկան 

է, և նրանց 80%-ի (conf, կանոնի հուսալիությունը) աշխատավարձը 100000-ից 200000 է: 

Խնդիրն է՝ գտնել բոլոր ասոցիատիվ կանոնները, որոնց ապահովումը և հուսալիությունը 

փոքր չեն նախապես տրված շեմերից: 

Դիտարկում ենք քանակական ասոցիատիվ կանոնների պեղման մոդել, որտեղ 

ենթադրվում է, որ բոլոր ատրիբուտները մոնոտոն են: Մոնոտոնությունը դա 

ատրիբուտների զույգի հատկություն է: Եթե	ܽ քանակական ատրիբուտի արժեքի աճը 

միշտ հանգեցնում է ܾ ատրիբուտի արժեքի աճին ապա ܽ-ն և ܾ-ն կապված են դրական 

մոնոտոն հարաբերությամբ: ܾ -ի արժեքի մշտական նվազումը բնութագրվում է 

բացասական մոնոտոն հարաբերությամբ: Օրինակ դիտարկենք մարդու մարմնի 

ջերմատիճանը՝ ܽ : Դիցուք ܾ -ն մրսածության հետ կապված հիվանդության 

ինտենսիվությունն է: ܽ-ն և ܾ-ն մոնոտոն չեն կապված քանի որ մարդու մարմնի նորմալ 

ջերմաստիճանը 36.5 ൊ37.5 է: Դրանից ինչպես բարձր այնպես էլ ցածր արժեքները 

կապված են նորմալ վիճակից շեղման հետ և սա խախտում է (ܽ,ܾ) մոնոտոնությունը: 

Եթե դիտարկենք ածանցյալ ܿ ൌ |ܽ െ 37.0| ատրիբուտ, ապա (ܿ,ܾ)-ն կվերածվի դրական 

մոնոտոն հարաբերության: Դրական մոնոտոն առնչությունը կիրառական 

ատրիբուտների տիրույթում հաճախ հանդիպող է, և այն երբեմն կարելի է վերականգնել 

պարձ ձևափոխությունների արդյունքում: Մենք ենթադրելու ենք նշված հատկության 

առկայությունը ստորև դիտարկվող ատրիբուտների բազմության մեջ: Նշենք նաև որ 

մոնոտոնությունը ի սկզբանե առկա է բինար ատրիբուտների տիրույթում և որ հենց այս 

հատկությունն է որ հնարավոր է դարձնում բինար ասոցիատիվ կանոնների պեղման 
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արդյունավետ մոդելները և ալգորիթմները – հաճախ հանդիպող հավաքների պեղումը, 

և բուն կանոնի պեղումը ըստ տրված ապահովման և հուսալիության արժեքների: 

Այսպիսով մենք ենթադրում ենք, որ մոնոտոնությունը ոչ պարտադիր բայց 

բնական  հատկություն է մի շարք կիրառություններում, ինչպիսին է օրինակ 

աշխատատեղերի առցանց տեղեկացման հետ կապված խնդիրը (job shop) ըստ 

հայտարարությունների (http://www.indeed.com): Այս խնդրում հիմնական տվյալները՝ 

մասնագետների բնութագրերն են, մասնագիտական դասիչների աղյուսակներն ու 

բառարաններն են, և թափուր աշխատատեղերի մասին հայտարարությունների հոսքն է: 

Խնդրի տեխնիկական մակարդակում ունենք փաստաթղթերի բազա, յուրաքանչյուր 

փաստաթուղթը կազմված է բառերից ([122]): Ներկայացնում ենք այն աղյուսակի 

տեսքով, որտեղ տողերը համապատասխանում են փաստաթղթերին, և սյուները 

համապատասխանում են բառերին: Աղյուսակի ሺ݅, ݆ሻ -տեղում գրված է ݆ -րդ 

բառի/բառարմատի հանդես գալու հաճախությունը ݅ -րդ փաստաթղթում: Խնդիրը 

տարբեր փաստաթղթերի կամ նրանց տարրերի միջև ասոցացիաներ գտնելն է ըստ 

նրանցում հաճախ հանդիպող բառերի /բառերի համախմբությունների/: Կարևոր է նաև 

փաստաթղթերի դասակարգման խնդիրը՝ ըստ նրանցում հաճախ հանդիպող բառերի 

/բառերի համախմբությունների/: Այստեղ, ինչպես տվյալների պեղման տրադիցիոն 

մոդելներում, կարևոր փուլ է հաճախ հանդիպող առարկաների բազմությունների 

կառուցման խնդիրը: Ատրիբուտների մոնոտոնությունը ատրիբուտների հաճախ 

կրկնվող հավաքների բնութագրական ֆունկցիան վերածում է մոնոտոն բինար 

ֆունկցիայի որի վերծանումն էլ հանդիսանում է մեր մոտակա նպատակը: 

 

࢔࢓,⋯,૛࢓,૚࢓ࢮ 5.2.1
࢔  ցանցի խորանարդատիպ տրոհումը 

Դիցուք՝  ෥݉ ൌ ሺ݉ଵ,݉ଶ,… ,݉௡ሻ-ը ݊-չափանի ամբողջարժեք վեկտոր է, դիտարկենք 

հետևյալ ݊-չափանի բազմարժեք ցանցը. 

௠భ,௠మ,⋯,௠೙ߌ
௡ ൌ ௠భߌ

ൈ ௠మߌ
ൈ ⋯ൈ ௠೙ߌ

ൌ ൛ሺܽଵ, ܽଶ,⋯ , ܽ௡ሻ|	ܽ௜ ∈ ௠೔ߌ
, ݅ ∈ 1, ݊തതതതതൟ 

որտեղ ߌ௠೔
ൌ ሼ0,1,⋯ ,݉௜ െ 1ሽ: 
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Այս բաժնում ընդհանրացնելու ենք խորանարդատիպ տրոհման գաղափարը  ߌ௠భ,௠మ,⋯,௠೙
௡  

ցանցի համար:  

௠భ,௠మ,⋯,௠೙ߌ
௡ -ում սահմանենք հետևյալ էլեմենտները/էլեմենտների դասերը (համանման 

௠ାଵߌ
௡ -ում համապատասխան սահմանումների):  

Միջին էլեմենտ/էլեմենտներ 

Սահմանում 5.2.1-1: ߌ௠భ,௠మ,⋯,௠೙
௡ -ի հետևյալ էլեմենտները կանվանենք միջին էլեմենտներ.   

෥݉௠௜ௗା ൌ ቀቒ௠భ

ଶ
ቓ , ቒ௠మ

ଶ
ቓ , … , ቒ௠೙

ଶ
ቓቁ և ෥݉௠௜ௗି ൌ ቀቔ௠భ

ଶ
ቕ , ቔ௠మ

ଶ
ቕ , … , ቔ௠೙

ଶ
ቕቁ: 

Նկատենք, որ այս էլեմենտները համընկնում են, երբ բոլոր ݉௜-երը զույգ են:  

௠భ,௠మ,⋯,௠೙ߌ
௡ -ի բոլոր այն էլեմենտները, որոնց կոորդինատները ݉௜௠௜ௗା ൌ ቒ௠೔

ଶ
ቓ 

և/կամ ݉௜௠௜ௗି ൌ ቔ௠೔

ଶ
ቕ են, տեղադրված են ෥݉௠௜ௗା և ෥݉௠௜ௗି շերտերի միջև:  

 

Վերին և ստորին էլեմենտներ 

Սահմանում 5.2.1-2: ߌ௠భ,௠మ,⋯,௠೙
௡ -ի ሺܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௡ሻ էլեմենտը կանվանենք վերին էլեմենտ, 

եթե ሺܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௡ሻ ൒ ෥݉௠௜ௗା, և կանվանենք ստորին էլեմենտ, եթե ሺܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௡ሻ ൑ ෥݉௠௜ௗି: 

Ξ෠ –ով և Ξෘ  –ով նշանակենք, համապատասխանաբար, ߌ௠భ,௠మ,⋯,௠೙
௡ -ի վերին և ստորին 

էլեմենտների բազմությունը: Հեշտ է ստուգել, որ. 

หΞ෠ห ൌ หΞෘห ൌ ∏ ሺ݉ہ௜/2ۂ ൅ 1ሻ௡
௜ୀଵ :  

Ուղղահայաց համարժեքություն 

Սահմանում 5.2.1-3: ߌ௠భ,௠మ,⋯,௠೙
௡ -ի ܽ ൌ ሺܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௡ሻ  և ܾ ൌ ሺܾଵ, ܾଶ, … , ܾ௡ሻ  էլեմենտները 

կանվանենք ուղղահայաց համարժեք, եթե ܽ௜ ∈ ሼܾ௜,݉௜ െ ܾ௜ሽ, 1 ൑ ݅ ൑ ݊: 

ܸሺܽሻ -ով նշանակենք ܽ  գագաթի ուղղահայաց համարժեքության (կամ ܸ -

համարժեքության) դասը՝ բոլոր այն գագաթների դասը, որոնք ուղղահայաց համարժեք 

են ܽ -ին:  ܸሺܽሻ  -ում առանձնացնում ենք 2 գագաթ՝ ොܽ  և ܽු , որոնց կոմպոնենտները 

սահմանվում են հետևյալ ձևով. 

ොܽ௜ ൌ ൜
ܽ௜, եթե	ܽ௜ ൒ ݉௜௠௜ௗା

݉ െ ܽ௜, եթե	ܽ௜ ൏ ݉௜௠௜ௗି
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ܽු௜ ൌ ൜
݉ െ ܽ௜, եթե	ܽ௜ ൐ ݉௜௠௜ௗା

ܽ௜, եթե	ܽ௜ ൑ ݉௜௠௜ௗି
	 

Կամայական ܸሺܽሻ –ի համար ොܽ-ն և ܽු-ն միակ էլեմենտներն են, որ պատկանում են Ξ෠–ին 

և Ξෘ –ին, համապատասխանաբար: 

Այսպիսով, ܸሺܽሻ  դասի բոլոր էլեմենտները կարող են ստացվել դասի վերին և/կամ 

ստորին էլեմենտից՝ ܸ -համարժեքության միջոցով: Ակնհայտ է, որ Ξ෠ –ի (կամ Ξෘ  –ի) 

տարբեր էլեմենտների ܸ -համարժեքության դասերը չեն հատվում: Սա ապահովում է 

௠భ,௠మ,⋯,௠೙ߌ
௡ -ի տրոհումը หΞ෠ห քանակով համարժեքության դասերի, որոնք էլ միարժեքորեն 

որոշվում են Ξ෠ –ի էլեմենտներով: Դիցուք՝ ܽ ∈ ௠భ,௠మ,⋯,௠೙ߌ
௡  էլեմենտի ݉௜/2 -ից տարբեր 

արժեքով կոմպոնենտների քանակը ݇ஷ է՝ ݇ஷ ൌ |ሼܽ௜: ܽ௜ ് ݉௜/2ሽ|: Աստեղից՝ |ܸሺܽሻ| ൌ 2௞ಯ: 

Յուրաքանչյուր ܾ ∈ ܸሺܽሻ  էլեմենտին համապատասխանության մեջ դնենք ݊ -

երկարության բինար հաջորդականություն՝ ߛ ൌ ሺߛଵ, ⋯,ଶߛ , ௜ߛ ௡ሻ այնպես, որߛ ൌ 1 այն և 

միայն այն դեպքում, երբ ܾ௜ ൌ ොܽ௜: Այսպիսով, ܸሺܽሻ-ն իզոմորֆ է ݇ஷ-չափանի բինար ܧ௞ಯ 

խորանարդին;  0-րդ շերտում ܸሺܽሻ-ի ստորին էլեմենտն է (որը պատկանում է Ξෘ-ին); ݅-րդ 

շերտը կազմված է ܸሺܽሻ-ի բոլոր այն էլեմենտներից, որոնք կարող են ստացվել ստորին 

էլեմենտից՝ ݅ քանակով կոմպոնենտների ինվերսիայի միջոցով: 

 Այսպիսով, ߌ௠భ,௠మ,⋯,௠೙
௡ -ի համարժեքության դասերը ունեն միավոր խորանարդին 

նույնանման կառուցածք:  

Խորանարդատիպ տրոհման քանակական բնութագրեր 

Դիտարկենք հետևյալ դեպքերը. 

ա) ෥݉ ൌ ሺ݉ଵ,݉ଶ,… ,݉௡ሻ-ի բոլոր ݉௜ կոորդինատները կենտ են: Այս դեպքում, տրոհման 

բոլոր หΞ෠ห դասերի հզորությունը 2௡ է: 

բ)  ෥݉ ൌ ሺ݉ଵ,݉ଶ,… ,݉௡ሻ -ի բոլոր ݉௜  կոորդինատները զույգ են: Այս դեպքում 

յուրաքանչյուր ෤ܽ ∈ ௠భ,௠మ,⋯,௠೙ߌ
௡  էլեմենտ կարող է ունենալ կամայական ݇ஷ ൑ ݊ քանակով 

݉௜/2 -ից տարբեր արժեքով կոմպոնենտ: Այս էլեմենտներին համապատասխան 

խորանարդները ունեն 2௞ಯ գագաթ: Բոլոր այսպիսի էլեմենտների (որոնք ունեն ݇ஷ ൑ ݊ 

քանակով միջինից տարբեր արժեքով կոմպոնենտներ) քանակը նշանակենք ො߮ሺ ෥݉ , ݇ஷሻ-

ով: Հեշտ է տեսնել, որ.  
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ො߮ሺ ෥݉ , ݇ஷሻ ൌ ∏ ො߮ሺ ෥݉ , |ூ|ୀ௞ಯ	ሻூ⊆௠,෦ܫ ൌ ∏ ∏ ݉௜/2௠೔∈ூூ⊆௠,෦	|ூ|ୀ௞ಯ  : 

Համապատասխան ծնող ֆունկցիան հետևյալն է. 

ො݃ሺ ෥݉ሻ ൌ ∏ ሺ1 ൅ ሺ݉௜/2ሻݔሻ
௡
௜ୀଵ . (5.2.1-1) 

ො߮ሺ ෥݉ , ݇ஷሻ-ն գտնելու համար պետք է հաշվել ݔ௞ಯ-ի գործակիցները: 

Մյուս կողմից,  

	∑ ො߮ሺ ෥݉ , ݇ஷሻ2௞ಯ௞ಯ ൌ ∏ ሺ݉௜ ൅ 1ሻ௜ , (5.2.1-2) 

որը խորանարդային տրոհման քանակների որոշակի ստուգում է:  

ො߮ሺ ෥݉ , ݇ஷሻ -ն ݔ௞ಯ -ի գործակիցն է ො݃ሺ ෥݉ሻ -ում (5.2.1-1): Այստեղ տեղադրելով ݔ ൌ 2 , մենք 

բազմապատկում ենք ො߮ሺ ෥݉ , ݇ஷሻ գործակիցները 2௞ಯ-ով, որն էլ տալիս է (5.2.1-2)-ի ձախ 

կողմում համապատասխան գումարելին: Իսկ ݔ ൌ 2 –ի ուղղակի տեղադրումը (5.2.1-1)-

ում, տալիս է  (5.2.1-2)-ի աջ կողմի բանաձևը, - որն էլ ավարտում է ստուգումը: 

Ընդհանուր դեպքը, երբ  ෥݉ ൌ ሺ݉ଵ,݉ଶ, … ,݉௡ሻ-ը կարող է ունենալ ինչպես կենտ, այնպես 

էլ զույգ կոորդինատ, - վերլուծվում է այս երկու դեպքերի միավորման միջոցով: 

 

5.2.2 Մոնոտոն ֆունկցիայի ճանաչում ࢓ࢮ૚,࢓૛,⋯,࢔࢓
࢔ -ում 

Այս բաժնում կներկայացնենք ߌ௠భ,௠మ,⋯,௠೙
௡ -ում որոշված մոնոտոն բինար 

ֆունկցիայի ճանաչման ܶܫܮܲܵ_ܧܤܷܥ ܵܥ)  ) ալգորիթմը, որը 1ܵܥ -ի ընդհանրացումն է 

(նմանատիպ ձևով կարելի է ընդհանրացնել 2ܵܥ-ը): 

Դիցուք՝ ܨ: ௠భ,௠మ,⋯,௠೙ߌ
௡ → ሼ0,1ሽ -ը մոնոտոն ֆունկցիա է, տրված ߗி  գուշակի 

միջոցով: Ալգորիթմ ܵܥ-ը նախ տրոհում է ߌ௠భ,௠మ,⋯,௠೙
௡ -ը ուղղահայաց համարժեքության 

หΞ෠ห դասերի, որից հետո յուրաքանչյուր դասում ճանաչում է համապատասխան մոնոտոն 

ֆունկցիան ըստ Գ.Հանսելի ալգորիթմի [106], և այնուհետև, միավորում է արդյունքները: 

Ալգորիթմ ࡿ࡯:    

1. Տրոհել ߌ௠భ,௠మ,⋯,௠೙
௡ -ը ուղղահայաց համարժեքության դասերի՝  ଵܸ, ଶܸ, ⋯ , หܸஆ෡ห: 

2. Կազմել համապատասխան ինդուցված միավոր խորանարդները՝ 

ሺܧ ଵܸሻ, ሺܧ ଶܸሻ,⋯ , ሺܧ หܸஆ෡หሻ: 
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3. Յուրաքանչյուր ܧሺ ௜ܸሻ -խորանարդում սահմանել ௜݂ : ሺܧ ௜ܸሻ → ሼ0,1ሽ  բինար 

ֆունկցիան հետևյալ ձևով. կամայական  ߚ ∈ ሺܧ ௜ܸሻ-ի համար ௜݂ሺߚሻ ൌ 1 այն և 

միայն այն դեպքում, երբ ܨሺܾሻ ൌ 1, որտեղ ܾ-ն ߚ-ի սկզբնաղբյուրն է ߌ௠భ,௠మ,⋯,௠೙
௡ -

ում:  ௜݂ -ն մոնոտոն է, և տրվում է ߗி  օրակլի միջոցով: Կիրառել շղթաների 

տրոհման Գ.Հանսելի մեթոդը ௜݂ մոնոտոն ֆունկցիայի ճանաչման համար:  

4. Միավորել ܨ-ում หΞ෠ห հատ բինար ճանաչման արդյունքները: 

 

Հեշտ է ստուգել, որ տեղի ունի. 

Թեորեմ 5.2.2-1: Դիցուք՝ ߶஼ௌሺ݊ሻ-ը հարցումների մինիմալ քանակն է, որը բավարար է ܵܥ 

ալգորիթմի միջոցով ߌ௠భ,௠మ,⋯,௠೙
௡ -ում որոշված ݊ փոփոխականի կամայական մոնոտոն 

բինար ֆունկցիայի ճանաչման համար: Այդ դեպքում, 

߶஼ௌሺ݊ሻ ൌ ∑ ൭ ො߮ሺ ෥݉ , ݇ሻ ∙ ቆܥ௞
ቔೖ
మ
ቕ
൅ ௞ܥ

ାଵቇ൱௡ۂ௞/ଶہ
௞ୀ଴ , երբ բոլոր ݉௜-երը զույգ են;   

߶஼ௌሺ݊ሻ ൌ ∏ ቀ௠೔ାଵ

ଶ
ቁ௜ ∙ ቆܥ௡

ቔ೙
మ
ቕ
൅ ௡ܥ

    :ାଵቇ երբ բոլոր ݉௜-երը կենտ ենۂ௡/ଶہ

Ընդհանուր դեպքը, երբ ݉௜ -երի մեջ կարող են լինել ինչպես զույգ, այնպես էլ կենտ 

արժեքներ, - կարող է վերլուծվել ինտեգրելով նշված երկու դեպքերը:   

  

5.2.3. Քանակական ատրիբուտներով ասոցիատիվ կանոնների պեղում – 

հաճախ հանդիպող առարկաների խմբերի դուրսբերում 

Դիցուք՝ տրված է ܶ աղյուսակը ݊ ատրիբուտների բազմությամբ՝ ܣଵ, ,ଶܣ … ,  ܶ-ի	 ௡:ܣ

տողերը տրանզակցիաներ են, որտեղ առկա են քանակական ատրիբուտներ: 

Ենթադրենք, որ ܣ௜  ատրիբուտի արժեքների տիրույթը՝ ሾ0,݉௜ሿ է: Այս ենթադրությամբ, 

մեկ առանձին վերցրած տրանզակցիան կարելի է պատկերել որպես ߌ௠భ,௠మ,⋯,௠೙
௡  

բազմարժեք ցանցի էլեմենտ: 

Դիտարկելու ենք ܣ ⇒ ܤ  կանոններ, որտեղ կանոնի աջ մասում (կանոնի 

նպատակը) բինար ատրիբուտ է, ձախ մասում քանակական ատրիբուտներ են: 

Ենթադրվում է, որ ատրիբուտները դրական մոնոտոնորեն են առնչվում կանոնի 
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նպատակին, այսինքն՝ ատրիբուտի արժեքի աճը մեծացնում է առարկայի հանդես գալու 

հավանականությունը: Մոնոտոնությունը կարող է ենթադրվել կամայական դեպքում՝ երբ 

կանոնի նպատակը ստացիոնար վարքից շեղման հայտնաբերումն է: Որոշ բացառիկ 

դեպքերում ատրիբուտի արժեքի տիրույթը կարող է տրոհվել ինտերվալների, որոնցից 

յուրաքանչյուրում մոնոտոնություն տեղի ունի: 

Այս ենթադրությամբ ստանում ենք մոդել՝ հիմնված հաճախ հանդիպող 

բազմություններ աճեցնելու տեխնիկայի վրա, որտեղ ߌ௠భ,௠మ,⋯,௠೙
௡ -ի խորանարդատիպ 

տրոհումն ու մոնոտոն ֆունկցիայի ճանաչումը հանդես են գալիս որպես մոդելի 

ալգորիթմական հիմք: 

Քանի որ քանակական ատրիբուտների դեպքում ըստ մոնոտոնության 

հատկության՝ եթե ሺܽଵ,⋯ , ܽ௜,⋯ , ܽ௡ሻ ∈ ௠భ,௠మ,⋯,௠೙ߌ
௡  էլեմենտը հաճախ հանդիպող է, ապա 

հաճախ հանդիպող է նաև ሺܽଵ,⋯ , ܽ௜ െ 1,⋯ , ܽ௡ሻ  էլեմենտը, ապա հաճախ հանդիպող 

առարկաների բազմության գտնելու խնդիրը հանգում է ߌ௠భ,௠మ,⋯,௠೙
௡ -ում որոշված 

մոնոտոն բինար ֆունկցիայի ճանաչմանը: Որի համար էլ կիրառվում է ܵܥ ալգորիթմը: 

Որպես հնարավոր կիրառման մեկ օրինակ դիտարկենք ցանցերի ներխուժման 

հայտնաբերման խնդիրը: Տրված են համակարգչի արձանագրային աշխատանքային  

LOG ֆայլերը, որոնց օգնությամբ հարկ է գտնել համակարգչի աշխատանքի ստացիոնար 

վարքից շեղման նկարագրերը: LOG ֆայլը դինամիկ աղյուսակ է, որի տողերը ասույթներ 

են ատրիբուտների որոշ խմբերի տերմիններով: Օրինակ, tcpdump LOG ֆայլը տպում է 

հետևյալ ինֆորմացիան. 

- A time stamp, 

- Source IP address, 

- Source port, 

- Destination IP address, 

- Destination ports, 

- Flags, 

- The data sequence number of this packet,  

- The data sequence number of the data expected in return,  

- The number of bytes of receive buffer space available,  

- An indicator of whether or not the data is urgent. 
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Ստորև բերված է այդպիսի LOG ֆայլի մի ֆրագմենտ,  

974761325.386521 193.232.229.12 3333 10.1.34.15 1158 tcp 0 (DF) 

974761325.406128 10.1.34.15 1158 193.232.229.12 3333 tcp 0 (DF) 

974761325.417524 195.250.71.34 46004 204.160.241.71 80 tcp 0 (DF) 

974761325.429686 10.1.34.15 1158 193.232.229.12 3333 tcp 396 (DF) 

974761325.430180 193.232.229.12  3333 10.1.34.15 1158 tcp 0 (DF) 

974761325.433208 193.232.229.12  3333 10.1.34.15 1158 tcp 1460 (DF) 

974761325.434462 193.232.229.12 3333 10.1.34.15 1158 tcp 1460 (DF) 

974761325.490779 10.1.23.12 1521 193.232.229.12 3333 tcp 0 (DF) 

974761325.493772 10.1.23.12 1521 193.232.229.12 3333 tcp 0 (DF) 

974761325.494071 193.232.229.12 3333 10.1.23.12 1521 tcp 0 (DF) 

974761325.503551 10.1.23.12 1521 193.232.229.12 3333 tcp 0 (DF) 

974761325.577713 195.250.71.34 46004 204.160.241.71 80 tcp 0 (DF) 

974761325.584547 10.1.34.15 1158 193.232.229.12 3333 tcp 0 (DF) 

974761325.586745 193.232.229.12 3333 10.1.34.15 1158 tcp 1460 (DF) 

974761325.587997 193.232.229.12 3333 10.1.34.15 1158 tcp 1460 (DF) 

974761325.589253 193.232.229.12 3333 10.1.34.15 1158 tcp 1460 (DF) 

SPARTA համակարգում [(5)], որի նպատակը նման աղյուսակներից կանոնների 

պեղման միջոցով համակարգչային ցանցի աշխատանքի ստացիոնար իրավիճակից 

շեղումների արձանագրումն է, դիտարկվել է միայն բինար և կատեգորիկ 

ատրիբուտների դեպքերը: 

Ստորև դուրս է բերված պեղված կանոնների մի ֆրագմենտ. 

974761325.386521 - 974761326.195642:  1158 -> 3333, 10.1.34.15       
974761325.386521 - 974761326.195642: 3333, 1158 -> 10.1.34.15       
974761325.386521 - 974761326.195642: 10.1.34.15, 1158 -> 3333             
974761325.386521 - 974761326.195642: 1158 -> 193.232.229.12 3333, 10.1.34.15       
974761325.386521 - 974761326.195642: 193.232.229.12, 1158 -> 3333 , 10.1.34.15       
974761325.386521 - 974761326.195642: 3333, 1158 -> 193.232.229.12 10.1.34.15       
974761325.386521 - 974761326.195642: 10.1.34.15, 1158 -> 193.232.229.12 3333             
974761325.386521 - 974761326.195642: 193.232.229.12, 3333, 1158 -> 10.1.34.15       
974761325.386521 - 974761326.195642: 193.232.229.12, 10.1.34.15, 1158 -> 3333             
974761325.386521 - 974761326.195642: 3333, 10.1.34.15, 1158 -> 193.232.229.12 

Ինչպես տեսնում ենք LOG ֆայլը կարող է պարունակել նույն ատրիբուտը միևնույն 

ժամանակային պատուհանում (ինչպես բերված է ստորև).  

974761325.433208 193.232.229.12 3333 10.1.34.15 1158 tcp 1460 (DF) 

974761325.434462 193.232.229.12 3333 10.1.34.15 1158 tcp 1460 (DF) 
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Ժամանակային պատուհանում կարելի է սահմանաել տարբեր նպատակային 

պատահարներ, օրինակ IP հասցեներին շղթայական դիմում, շղթաների երկարություն, 

կամ կամայական այլ գործողությունների հաջորդում մեկը մյուսին: Նախնական LOG 

ֆայլից այս ճանապահով ևս ստացվում է ածանցյալ ֆայլ բազմաթիվ քանակական 

ատրիբուտներով: Վերը նշված մոնոտոն ատրիբուտներով քանակական ասոցիատիվ 

կանոնների պեղումը նպատակ ունի այս մասով ընդլայնել և ուժեղացնել SPARTA և 

նմանատիպ համակարգերի գործիքային կազմը: Սա հնարավոր է դառնում վերածել 

արդյունավետ հաշվարկման մոդելի խորանարդատիպ տրոհումների մեխանիզմի 

օգնությամբ: ܵܥ  ալգորիթմի կիրառումը հնարավոր է դարձնում գտնել հաճախ 

հանդիպող քանակական ատրիբուտներով բազմությունները՝ ընդլայնելով պեղման 

ենթակա կանոնների դասը: 

 

5.1  Մասնակի կարգավորված բազմության շղթաների տրոհման մեթոդ  

Այս բաժնում դիտարկվում է մասնակի կարգավորված ܲሺ݊, ݇ሻ  բազմությունը, 

որում սահմանված մոնոտոն բինար ֆունկցիաները համապատասխանում են 

ամենաանհարթ հիպերգրաֆային հաջորդականություններին (տես 3.1): Առաջարկվում է 

ܲሺ݊, ݇ሻ –ի շղթաների տրոհման ալգորիթմ, որն էլ օգտագործվում է մոնոտոն ֆունկցիայի 

ճանաչման համար: 

ܲሺ݊, ݇ሻ -ով նշանակենք ሾ݊ሿ ൌ ሼ1,2,⋯ , ݊ሽ  բազմության ݇ -էլեմենտանոց 

ենթաբազմությունների բազմությունը, 1 ൑ ݇ ൑ ݊. 

ܲሺ݊, ݇ሻ ൌ ሼሺܽଵ,⋯ , ܽ௞ሻ|1 ൑ ܽଵ ൑ ݊ െ ݇ ൅ 1, 2 ൑ ܽଶ ൑ ݊ െ ݇ ൅ 2,⋯ , ݇ ൑ ܽ௞ ൑ ݊ሽ: 

Եթե յուրաքանչյուր ሺܽଵ,⋯ , ܽ௞ሻ-ին համապատասխանության մեջ դնենք ሺߚଵ,⋯ ,  -௡ሻߚ

բինար հաջորդականություն այնպես, որ ߚ௜ ൌ 1  այն և միայն այն դեպքում, երբ ݅ ∈

ሼܽଵ,⋯ , ܽ௞ሽ , ապա ܲሺ݊, ݇ሻ -ն կհամապատասխանի  ܧ௡ -ի ݇ -րդ շերտի գագաթների 

բազմությունը: Օրինակ, ܲሺ5,3ሻ -ի ሺ2,3,5ሻ  էլեմենտին ܧହ -ում կհամապատասխանի 

ሺ0,1,1,0,1ሻ գագաթը: 

ܲሺ݊, ݇ሻ -ն մասնակի կարգավորված բազմություն է կոմպոնենտ-առ-կոմպոնենտ 

համեմատման մասնակի կարգով. 
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Դիցուք՝ ሺܽଵ,⋯ , ܽ௞ሻ -ն և ሺܾଵ,⋯ , ܾ௞ሻ -ն էլեմենտներ են ܲሺ݊, ݇ሻ -ից:       

ሺܽଵ,⋯ , ܽ௞ሻ ൑ ሺܾଵ,⋯ , ܾ௞ሻ այն և միայն այն դեպքում, երբ ܽ௜ ൑ ܾ௜, ݅ ൌ 1,2,⋯ , ݇:  ܲሺ݊, ݇ሻ-ի 

մինիմալ էլեմենտը  ሺ1,2,⋯ , ݇ሻ-ն է, և մաքսիմալ էլեմենտը՝  ሺ݊ െ ݇ ൅ 1, ݊ െ ݇ ൅ 2,⋯ , ݊ሻ-ն: 

ሺܽଵ,⋯ , ܽ௞ሻ  էլեմենտի ռանգը սահմանենք որպես նրա կոմպոնենտների արժեքների 

գումար՝ ݎሺܽଵ,⋯ , ܽ௞ሻ ൌ ܽଵ ൅ ⋯൅ ܽ௞ : Կառուցենք Հասսեի դիագրամը՝ այն ունի        

݇ ∙ ሺ݊ െ ݇ሻ ൅ 1  մակարդակ, համարակալված 0 -ից  ݇ ∙ ሺ݊ െ ݇ሻ : Մինիմալ մակարդակի 

վրա միակ մինիմալ էլեմենտը՝ ሺ1,2,⋯ , ݇ሻ-ն է գտնվում: Մաքսիմալ մակարդակի վրա 

գտնվում է ሺ݊ െ ݇ ൅ 1, ݊ െ ݇ ൅ 2,⋯ , ݊ሻ  էլեմենտը: Ընդհանուր առմամաբ, ݅ -րդ 

մակարդակի վրա գտնվում են ܲሺ݊, ݇ሻ-ի բոլոր այն էլեմենտները, որոնք ծածկում են ሺ݅ െ

1ሻ-րդ մակարդակի որևէ էլեմենտ: ݅-րդ մակարդակի վրա գտնվող բոլոր էլեմենտների 

ռանգը հավասար է  ݅ ൅ ሺ1 ൅⋯൅ ݇ሻ-ի: Մտցնենք միջին մակարդակի/մակարդակների 

գաղափարը՝ այն ݇ ∙ ሺ݊ െ ݇ሻ/2 համարով մակարդակն է, երբ կամ  ݇-ն զույգ է, կամ ݇-ն և 

݊ -ը միաժամանակ կենտ են; և ሺ݇ ∙ ሺ݊ െ ݇ሻ േ 1ሻ/2  համարով մակարդակն է, երբ ݇ -ն 

կենտ է, իսկ ݊-ը զույգ: Նկար 5.3-1-ում պատկերված է Հասսեի դիագրամը ݊ ൌ 7, ݇ ൌ 4 

դեպքի համար:  

 

Նկար 5.3-1: Հասսեի դիագրամը ߌସସ-ի համար: 

ܲሺ݊, ݇ሻ-ի յուրաքանչյուր շերտ կազմված է զույգ առ զույգ անհամեմատելի էլեմենտներից, 

այսինքն՝ հակաշղթա է:  
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Եթե ݓሺܲሺ݊, ݇ሻሻ -ով նշանակենք ܲሺ݊, ݇ሻ -ի լայնությունը՝ ամենամեծ հակաշղթայի 

էլեմենտների քանակը, ապա Դիլվորթի թեորեմի համաձայն գոյություն ունի ܲሺ݊, ݇ሻ-ի 

տրոհում  ݓሺܲሺ݊, ݇ሻሻ քանակով շղթաների: Մենք ուշադրությունը կենտրոնացնելու ենք 

ܲሺ݊, 3ሻ-ի վրա, կգտնենք ݓሺܲሺ݊, 3ሻሻ-ը և ܲሺ݊, 3ሻ-ի տրոհումը շղթաների: 

 

5.3-1 Քանակներ և բանաձևեր ࡼሺ࢔, ૜ሻ-ում 

Աշխատանքի այս բաժնում կստանանք ܲሺ݊, 3ሻ-ի շերտերի էլեմենտների քանակը 

հաշվելու բանաձև, որի միջոցով կորոշվի ամենամեծ քանակով էլեմենտներ ունեցող 

շերտը և նրա էլեմենտների քանակը: 

,௟-ով նշանակենք ܲሺ݊ܮ 3ሻ-ի այն շերտը, որի էլեմենտները ունեն ݈ ռանգ. 

௟ܮ ൌ ሼሺ݅ଵ, ݅ଶ, ݅ଷሻ|݅ଵ ൅ ݅ଶ ൅ ݅ଷ ൌ ݈, 1 ൑ ݅ଵ ൏ ݅ଶ ൏ ݅ଷ ൑ ݊ሽ 

Հաշվենք ܮ௟-ի հզորությունը. 

Հեշտ է տեսնել, որ. 

1.  maxሺ1, ݈ െ 2݊ ൅ 1ሻ ൑ ݅ଵ ൑ ቔ௟
ଷ
ቕ െ 1, 

2. Ֆիքսված ݅ଵ-ի համար maxሺ݅ଵ ൅ 1, ݈ െ ݅ଵ െ ݊ሻ ൑ ݅ଶ ൑ ሺ݈ڿ െ ݅ଵሻ/2ۀ െ 1, 

3. ݅ଵ-ի և ݅ଶ-ի համար ݅ଷ-ը միակն է: 

Այսպիսով, |ܮ௟| ൌ ∑ ൫ڿሺ݈ െ ݅ଵሻ/2ۀ െ ሺ݅ଵݔܽ݉ ൅ 1, ݈ െ ݅ଵ െ ݊ሻ൯ہ௟/ଷۂ
௜భୀ௠௔௫ሺଵ,௟ିଶ௡ାଵሻ

: 

Ստացված բանաձևը, սակայն, հարմար չէ որոշելու համար ամենամեծ հզորության 

շերտը: Դիտարկենք ܲሺ݊, 3ሻ-ի հետագա հատկություններ: 

Սիմետրիա 

ܲሺ݊, 3ሻ-ի ݆-րդ մակարդակի էլեմենտների ռանգը ݆ ൅ 6 է: 

Կենտ ݊-ի դեպքում ܲሺ݊, 3ሻ-ի միջին շերտն է՝ ܮ௠௜ௗ ൌ
ଷሺ௡ିଷሻ

ଶ
 (համարակալումը 0-ից է), և 

զույգ ݊-ի դեպքում ܲሺ݊, 3ሻ-ն ունի երկու միջին շերտ՝ ܮ௠௜ௗା ൌ
ଷሺ௡ିଷሻାଵ

ଶ
௠௜ௗିܮ , ൌ

ଷሺ௡ିଷሻିଵ

ଶ
: 

ܲሺ݊, 3ሻ-ը սիմետրիկ է իր միջին շերտի/շերտերի նկատմամբ. եթե ሺ݅ଵ, ݅ଶ, ݅ଷሻ էլեմենտը 

գտնվում է որևէ ݆ -րդ շերտում, ապա ሺ݊ ൅ 1 െ ݅ଷ, ݊ ൅ 1 െ ݅ଶ, ݊ ൅ 1 െ ݅ଵሻ -ը գտնվում է  

(3ሺ݊ െ 3ሻ െ ݆)-րդ շերտում: 
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෠ܲሺ݊, 3ሻ-ով և ෘܲሺ݊, 3ሻ-ով նշանակենք ܲሺ݊, 3ሻ-ում միջին շերտերից վերև և ներքև ընկած 

մասերը, համապատասխանաբար: 

Տրոհում 

ܲሺ݊, 3ሻ -ի կառուցվածքը բնական ձևով բաժանվում է 3 մասի՝ այդ մասերը 

նշանակենք ܲଵሺ݊, 3ሻ , ܲଶሺ݊, 3ሻ , ܲଷሺ݊, 3ሻ -ով, համապատասխանաբար: ܲଵሺ݊, 3ሻ -ը 

ընդգրկում է ܲሺ݊, 3ሻ-ի առաջին ݊ െ 3, և ܲଷሺ݊, 3ሻ-ը ընդգրկում է ܲሺ݊, 3ሻ-ի վերջին ݊ െ 3 

մակարդակները: ܲଶሺ݊, 3ሻ-ում գտնվում են մնացած ݊ െ 3 ൅ 1 մակարդակները:  

ܲଵሺ݊, 3ሻ-ի յուրաքանչյուր էլեմենտի համապատասխանում է ܲଷሺ݊, 3ሻ-ի որոշակի էլեմենտ: 

Օրինակ, ܲଵሺ݊, 3ሻ-ի ݅-րդ շերտում գտնվող ሺ1,2, ݅ ൅ 3ሻ էլեմենտին համապատասխանում է 

ܲଷሺ݊, 3ሻ-ի (3ሺ݊ െ 3ሻ െ ݅)-րդ շերտում գտնվող ሺ݊ െ ݅ െ 2, ݊ െ 1, ݊ሻ էլեմենտը: Պարզ է, որ 

ܲሺ݊, 3ሻ-ի միջին շերտը/շերտերը ընկած են ܲଶሺ݊, 3ሻ-ի մեջ: Հիմնական ուշադրությունը 

կկենտրոնացնենք ܲଶሺ݊, 3ሻ-ի վրա: Կհաշվենք ܲଶሺ݊, 3ሻ-ի շերտերի հզորությունները, և 

կհետևենք ݅-րդ շերտի ሺ1, ݅ ൅ 1, ݊ሻ գագաթին/էլեմենտին:  

Քանակներ ࡼ૚ሺ࢔, ૜ሻ-ում և ࡼ૜ሺ࢔, ૜ሻ-ում 

ܲଵሺ݊, 3ሻ -ի էլեմենտները կարող են գեներացվել շերտ առ շերտ՝ յուրաքանչյուր ݅  –րդ 

շերտում սկսելով  ሺ1,2, ݅ ൅ 3ሻ  էլեմենտից հետևյալ ձևով. նախ, աճեցնենք երկրորդ 

կոմպոնենտը և նվազեցնենք երրորդ կոմպոնենտը միաժամանակ: Օրինակ, ݅ ൌ 7 

շերտում կստանանք. 

ሺ1,2,10ሻ, ሺ1,3,9ሻ, ሺ1,4,8ሻ, ሺ1,5,7ሻ  էլեմենտները; այնուհետև սկսելով ሺ2,3, ݅ ൅ 1ሻ  էլեմենտից` 

աճեցնենք երկրորդ կոմպոնենտը և նվազեցնենք երրորդ կոմպոնենտը միաժամանակ: 

Օրինակ, ݅ ൌ 7-ի համար կստանանք. 

ሺ2,3,8ሻ, ሺ2,4,7ሻ, ሺ2,5,6ሻ  էլեմենտները: Այսպես, ընդհանուր դեպքում, սկսելով ሺ1 ൅ ݆, 2 ൅

݆, ݅ ൅ 3 െ 2݆ሻ էլեմենտից` և աճեցնելով երկրորդ կոմպոնենտը և նվազեցնելով երրորդ 

կոմպոնենտը միաժամանակ, քանի դեռ 1 ൅ ݆ ൑ ቔଵାଶା௜ାଷ
ଷ

ቕ െ 1< այսինքն, քանի դեռ ݆ ൑

ቔ௜
ଷ
ቕ: Նշված օրինակում կշարունակենք. ሺ3,4,6ሻ: 

Պարզ է, որ շերտի էլեմենտների քանակը աճում է ݅-ի հետ մեկտեղ, այսինքն, ܲଵሺ݊, 3ሻ-ը 

ունի մաքսիմալ թվով էլեմենտներ իր վերջին՝ ሺ݊ െ 3 െ 1ሻ-րդ շերտում: 
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Միանման է ܲଷሺ݊, 3ሻ-ի դեպքը: 

Քանակներ ࡼ૛ሺ࢔, ૜ሻ-ում  

Կառուցենք ܲଶሺ݊, 3ሻ-ի ݅ ൅ 1-րդ շերտի ሺܽ, ܾ, ܿሻ գագաթները: 

݅ ൅ 1 -րդ շերտը պարունակում է ሺ1, ݅ ൅ 1, ݊ሻ  էլեմենտը, - սկսենք այդ էլեմենտից: 

Մեկնաբանումը՝ Նկար 5.3.1-1-ում: 

 

Նկար 5.3.1-1: ݅ ൅ 1-րդ շերտի մեկնաբանումը 

Կառուցումները կկատարենք մի քանի խմբով: Խումբը սահմանվում է որպես 

գագաթների բազմություն, որոնցում առաջին կոմպոնենտի արժեքը ֆիքսված է, օրինակ, 

ሺ1, ݅ ൅ 1, ݊ሻ -ի համար արժեքը մեկ է: ܩ௜ାଵ௔ -ով կնշանակենք այն խումբը, որտեղ առաջին 

կոմպոնենտը ܽ է: ܾ௠௜௡-ով նշանակենք ܩ௜ାଵ௔ -ում երկրորդ՝ ܾ կոմպոնենտի ամենափոքր 

հնարավոր արժեքը: Երրորդ՝ ܿ  կոմպոնենտը առաջին և երկրորդ կոմպոնենտներով 

որոշվում է միարժեքորեն: ܿ௠௔௫-ով նշանակենք ܩ௜ାଵ௔ -ում երրորդ կոմպոնենտի ամենամեծ 

հնարավոր արժեքը ֆիքսված ܽ-ի համար: 

Այժմ տրված առաջին կոմպոնենտի՝ ܽ-ի համար սահմանենք խմբի գործողություն՝ խմբի 

էլեմենտների գեներացման համար: Սկզբում հաշվում ենք ܾ௠௜௡-ը և ܿ௠௔௫-ը տրված ܽ-ի 

համար, այնուհետև խմբի գործողությամբ ܾ௠௜௡-ը մեծացնում ենք, և ܿ௠௔௫-ը փոքրացնում 

ենք: Պարզ է, որ այս խումբը կազմված է ݅ ൅ 1-րդ շերտի բոլոր այն էլեմենտներից, 

որոնցում առաջին կոմպոնենտը ܽ-ն է: Տարբեր առաջին կոմպոնենտների խմբերը չեն 

հատվում, և այսպիսով, ⋃ ௜ାଵܩ
௔

௔ -ով տրվում է ܲଶሺ݊, 3ሻ-ի ݅ ൅ 1-րդ շերտը: Ավելին, հեշտ է 

հաշվել խմբի էլեմենտների քանակը, եթե գիտենք ܾ௠௜௡ -ը և ܿ௠௔௫ -ը, ապա խմբի 

էլեմենտների քանակը հավասար է 1 ൅ ሺܿ௠௔௫ہ െ ܾ௠௜௡ െ 1ሻ/2ۂ կամ որ նույնն է՝ ہሺܿ௠௔௫ െ

ܾ௠௜௡ ൅ 1ሻ/2ۂ: 

Կկատարենք հետևյալ երկու գործողությունները. 

- կհաշվենք խմբի էլեմենտների քանակը բոլոր հնարավոր ܽ-երի համար, 
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- կհաշվենք և կհամեմատենք հարևան շերտերի խմբերը – սրա նպատակն է գտնել   

ܲଶሺ݊, 3ሻ-ի ամենամեծ շերտը: 

Սկսում ենք ሺ1, ݅ ൅ 1, ݊ሻ էլեմենտից, այնուհետև մեծացնում ենք առաջին կոմպոնենտը 

մեկով: Որպեսզի պահենք էլեմենտը նույն շերտում՝ երկրորդ կոմպոնենտը փոքրացնում 

ենք մեկով, երրորդը թողնում ենք անփոփոխ՝ այս պահին այն ݊  է: Նշված 

գործողությունը կրկնում ենք այնքան, քանի դեռ երկրորդ կոմպոնենտը մեծ է առաջինից 

– ստանում ենք ݅ ൅ 1-րդ շերտից էլեմենտների շարքեր/series: Այս էլեմենտները ունեն այն 

հատկությունը, որ ֆիքսված ܽ -ի համար ܾ ൌ ܾ௠௜௡  և ܿ ൌ ܿ௠௔௫ ൌ ݊ : Գտնենք ܽ -ի և ܾ -ի 

արժեքները այս գործողությունների ավարտին: Երկու դեպք է հնարավոր. 

a) ܽ-ն և ܾ-ն հանդիպում են (այլևս հնարավոր չի լինում մեծացնել/փոքրացնել), երբ 

ܽ ൌ ሺ݅ െ 1ሻ/2 և ܾ௠௜௡ ൌ
௜ିଵ

ଶ
൅ 1, եթե  ሺ݅ െ 1ሻ-ը զույգ է 

b) ܽ-ն և ܾ-ն հանդիպում են, երբ ܽ ൌ ሺ݅ െ 2ሻ/2 և ܾ௠௜௡ ൌ
௜ିଶ

ଶ
൅ 2, եթե  ሺ݅ െ 1ሻ-ը կենտ 

է: 

Այնուհետև, ܽ -ն մեծացնենք մեկով, և ܿ -ն փոքրացնենք մեկով, կստանանք հետևյալ 

էլեմենտը. ቀ௜ିଶ
ଶ
൅ 1, ௜ିଶ

ଶ
൅ 2, ݊ െ 1ቁ , որը գեներացնում է նոր՝ լրացուցիչ խումբ, այն 

նշանակենք ܩ௜ାଵ∗ -ով: 

Այս փուլում կառուցված բոլոր խմբերը անվանենք 1ܩ௜ାଵ խմբեր: 

Այս փուլից հետո ܽ-ն դեռևս կարող է մեծանալ մինչև հասնի իր առավելագույն արժեքին՝ 

ܽ ൌ ሺ1ہ ൅ ݅ ൅ 1 ൅ ݊ െ 3ሻ3/ۂ : Շարունակենք մեծացնել ܽ -ն: Այս փուլում արդեն ܽ -ի 

մեծանալը ստիպում է, որ ܾ-ն էլ մեծանա: Այսպիսով, ܽ-ն և ܾ-ն (սա ամենափոքր ܾ-ն է՝ 

ܾ௠௜௡-ը) մեծացնում ենք մեկով, և ܿ-ն փոքրացնում ենք երկուսով  (սա ܿ௠௔௫-ն է):  

Այս գործողությունը կրկնելու արդյունքում, որն ավարտվում է, երբ ܽ ൌ ሺ1ہ ൅ ݅ ൅ 1 ൅ ݊ െ

3ሻ3/ۂ, - ստանում ենք էլեմենտների նոր խմբեր, որոնք կանվանենք 2ܩ௜ାଵ խմբեր: 

Աղյուսակ 5.3.1-1: Խմբերը  ݅ ൅ 1 –րդ և  ݅ –րդ շերտերի համար 
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Աղյուսակ 5.3.1-1-ում ներկայացված են խմբերի երկու շարք. առաջինը՝   ݅ ൅ 1 –րդ շերտի 

համար, և երկրորդը՝    ݅ –րդ շերտի համար: Դիտարկենք այն դեպքը, երբ ݅ െ 1 –ը կենտ 

է: 

Կարևոր է նկատել, որ 1ܩ௜
ଵ, 1௜ܩ

ଶ,⋯ , 1௜ܩ
ሺ௜ିଶሻଶିଵ  խմբերը կոնգրուենտ են 

1௜ାଵܩ
ଶ , 1௜ାଵܩ

ଷ ,⋯ , 1௜ାଵܩ
ሺ௜ିଶሻଶ խմբերին, նրանց հզորությունները նույնն են, և նրանք կարող են 

հանվել դիտարկումից  ݅ –րդ և  ݅ ൅ 1 րդ շերտերի հզորությունները համեմատելիս:  

݅ െ 1 –ի զույգ լինելու դեպքը՝ համանման է: 

Խմբերը և նրանց հզորությունները 

ା૚࢏ࡳ
૚ା࢐ : Այս խումբը կազմված է այնպիսի էլեմենտներից, որտեղ ܽ ൌ 1 ൅ ݆, ܾ ൌ ݅ ൅ 1 െ ݆, և 

ܿ ൌ ݊, այսինքն, ሺ1 ൅ ݆, ݅ ൅ 1 െ ݆, ݊ሻ: ݆-ի հնարավոր արժեքներն են. 0,1,⋯ , ሺ݅ െ 1ሻ/2 , երբ 

݅ െ 1-ը զույգ է, և` 0,1,⋯ , ሺ݅ െ 2ሻ/2, երբ ݅ െ 1-ը կենտ է: Յուրաքանչյուր ݆-ի ենթախումբը 

գեներացվում է խմբի գործողությամբ: Այսպիսով, ݆-ի ենթախումբը պարունակում է  

1 ൅ ቔ௡ି
ሺ௜ାଵି௝ሻିଵ

ଶ
ቕ ൌ ቔ௡ି௜ା௝

ଶ
ቕ էլեմենտ: 

Վերջին ենթախումբը սկսվում է ሺ1 ൅ ௜ିଵ

ଶ
, 2 ൅ ௜ିଵ

ଶ
, ݊ሻ էլեմենտով, կամ որ նույնն է՝ 

ሺ௜ାଵ
ଶ
, 1 ൅ ௜ାଵ

ଶ
, ݊ሻ, երբ ݅ െ 1-ը զույգ է, և ሺ௜ାଵ

ଶ
, 2 ൅ ௜ାଵ

ଶ
, ݊ሻ, երբ ݅ െ 1-ը կենտ է: 

Այսպիսով, ստանում ենք ∑ ቔ௡ି௜ା௝
ଶ

ቕ
೔షభ
మ
௝ୀ଴  էլեմենտ, երբ ݅ െ 1 -ը զույգ է, և  ∑ ቔ௡ି௜ା௝

ଶ
ቕ

೔షమ
మ
௝ୀ଴  

էլեմենտ, երբ ݅ െ 1-ը կենտ է: 

ା૚࢏ࡳ
∗ : Այս խումբը գոյություն ունի միայն, երբ 	݅ െ 1-ը կենտ է: Այն սկսվում է  

է ሺ2 ൅ ௜ିଶ

ଶ
, 3 ൅ ௜ିଶ

ଶ
, ݊ െ 1ሻ էլեմենտով, կամ որ նույնն է՝ 

ሺ1 ൅ ௜

ଶ
, 2 ൅ ௜

ଶ
, ݊ െ 1ሻ , և գեներացնում է ቞

௡ିଵିቀଶା೔
మ
ቁିଵ

ଶ
቟  էլեմենտ: Այսպիսով, |ܩ௜ାଵ∗ | ൌ

ቔ௡ିସି௜/ଶ
ଶ

ቕ: 

 .1௜ାଵ –ը այս բոլոր խմբերի միավորումն էܩ

1௜ାଵܩ ൌ ൫⋃ 1௜ାଵܩ
ଵା௝

௝ ൯⋃ܩ௜ାଵ
∗  : 

ܽ ା૚ : Այս խումբը կազմված է այնպիսի էլեմենտներից, որտեղ࢏૛ࡳ ൌ 1 ൅ ௜ିଵ

ଶ
൅ ݆ ൌ ௜ାଵ

ଶ
൅ ݆, 

ܾ ൌ 2 ൅ ௜ିଵ

ଶ
൅ ݆ ൌ 1 ൅ ௜ାଵ

ଶ
൅ ݆, և ܿ ൌ ݊ െ 2݆, որտեղ ݆-ի հնարավոր արժեքներն են. 1, …, 
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քանի դեռ ௜ାଵ
ଶ
൅ ݆ ൑ ቔ௜ା௡ିଵ

ଷ
ቕ , այսինքն, ݆ ൑ ቔ௜ା௡ିଵ

ଷ
ቕ െ ௜ାଵ

ଶ
 , երբ ݅ െ 1 -ը զույգ է, և ௜

ଶ
൅ ݆ ൑

ቔ௜ା௡ିଵ
ଷ

ቕ , այսինքն, ݆ ൑ ቔ௜ା௡ିଵ
ଷ

ቕ െ ௜

ଶ
 , երբ ݅ െ 1 -ը կենտ է: Յուրաքանչյուր ݆ -ի համար 

ենթախումբը գեներացվում է խմբի գործողություններով: Այսպիսով, ݆-ի ենթախումբը 

պարունակում է 1 ൅ ቞
௡ିଶ௝ିሺଵା೔శభ

మ
ା௝ሻିଵ

ଶ
቟ էլեմենտ: 

|2௜ାଵܩ| ൌ ∑ ቞
௡ିଶ௝ିሺ೔శభ

మ
ା௝ሻ

ଶ
቟

ቔ೔శ೙షభ
య

ቕି೔శభ
మ

௝ୀଵ , երբ ݅ െ 1-ը զույգ է, 

|2௜ାଵܩ| ൌ ∑ ቞
௡ିଶ௝ିሺ೔

మ
ା௝ሻ

ଶ
቟

ቔ೔శ೙షభ
య

ቕି೔
మ

௝ୀଵ , երբ ݅ െ 1-ը կենտ է: 

Այս բոլոր դատողություններից հետևում է հետևյալ պնդումը. 

Թեորեմ 5.3.1-1: 1ܩ௜ାଵ-ը և 2ܩ௜ାଵ-ը էլեմենտների չհատվող խմբեր են, որոնք ծածկում են  

ܲଶሺ݊, 3ሻ-ի ݅ ൅ 1-րդ շերտը: 

Մեր հաջորդ նպատակն է գտնել հարևան շերտերում հզորությունների աճման 

տիրույթները: 

Կազմենք ܲଶሺ݊, 3ሻ-ի ݅-րդ շերտի համար 1ܩ և 2ܩ խմբերը: Կդիտարկենք միայն զույգ ݅ െ

1-ի դեպքը: Կենտի դեպքը կարելի է ստանալ նմանատիպ դատողություններով: 

࢏ࡳ
૚ା࢐ - Այս խումբը կազմված է այնպիսի էլեմենտներից, որտեղ ܽ ൌ 1 ൅ ݆, ܾ ൌ ݅ െ

݆ , և ܿ ൌ ݊ , այսինքն, ሺ1 ൅ ݆, ݅ െ ݆, ݊ሻ : ݆ -ի հնարավոր արժեքներն են. 0,1,⋯ , ௜ିଵ
ଶ
െ 1 :  

Յուրաքանչյուր ݆-ի ենթախումբը գեներացվում է խմբի գործողությամբ: Այսպիսով, ݆-ի 

ենթախումբը պարունակում է  

1 ൅ ቔ௡ି
ሺ௜ି௝ሻିଵ

ଶ
ቕ ൌ ቔ௡ି௜ା௝ାଵ

ଶ
ቕ էլեմենտ: 

Վերջին ենթախումբը սկսվում է ሺ௜ିଵ
ଶ
, 2 ൅ ௜ିଵ

ଶ
, ݊ሻ էլեմենտով:  

Այսպիսով, ստանում ենք ∑ ቔ௡ି௜ା௝ାଵ
ଶ

ቕ
೔షభ
మ
௝ୀ଴  էլեմենտ: 

Այստեղ ունենք լրացուցիչ խումբ՝  

࢏૚ࡳ
∗ - Այս խումբը սկսվում է  
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 ቀ௜ିଵ
ଶ
൅ 1, ௜ିଵ

ଶ
൅ 2, ݊ െ 1ቁ ൌ ቀ௜ାଵ

ଶ
, 1 ൅ ௜ାଵ

ଶ
൅ 2, ݊ െ 1ቁ -ով, որը գեներացնում է |1ܩ௜

∗| ൌ

ቔ௡ିଵିሺ௜ାଵሻ/ଶ
ଶ

ቕ էլեմենտ՝ խմբի գործողությամբ: Այնուհետև, կազմվում է 1ܩ௜ –ն՝ այս բոլոր 

խմբերի միավորումը. 

1௜ܩ ൌ ൫⋃ 1௜ܩ
ଵା௝

௝ ൯⋃ܩ௜
∗ : 

ܽ Այս խումբը կազմված է այնպիսի էլեմենտներից, որտեղ  - ࢏૛ࡳ ൌ 1 ൅ ௜ିଵ

ଶ
൅ ݆ ൌ ௜ାଵ

ଶ
൅

݆, ܾ ൌ 1 ൅ ௜ାଵ

ଶ
൅ ݆, և ܿ ൌ ݊ െ 1 െ 2݆, որտեղ ݆-ի հնարավոր արժեքներն են. 1,⋯, քանի դեռ 

௜ାଵ

ଶ
൅ ݆ ൑ ቔ௡ା௜ିଶ

ଷ
ቕ , այսինքն, ݆ ൑ ቔ௡ା௜ିଶ

ଷ
ቕ െ ௜ାଵ

ଶ
 : Այնուհետև, յուրաքանչյուր ݆ -ի համար 

ենթախումբը գեներացվում է խմբի գործողություններով: Այսպիսով, ݆-ի ենթախումբը 

պարունակում է 1 ൅ ቞
௡ିଵିଶ௝ିሺଵା೔శభ

మ
ା௝ሻିଵ

ଶ
቟ էլեմենտ: 

|2௜ܩ| ൌ ∑ ቞
௡ିଶ௝ିሺଵା೔శభ

మ
ା௝ሻ

ଶ
቟

ቔ೙శ೔షమ
య

ቕି೔శభ
మ

௝ୀଵ :   

Հաշվենք տարբերությունները՝  |1ܩ௜ାଵ| െ |2௜ାଵܩ| 1௜| ևܩ| െ  :|2௜ܩ|

|1௜ାଵܩ| െ |1௜ܩ| ൌ ∑ ቔ௡ି௜ା௝
ଶ

ቕ
೔షభ
మ
௝ୀ଴ െ ∑ ቔ௡ି௜ା௝ାଵ

ଶ
ቕ

೔షభ
మ
௝ୀ଴ െ ቞

௡ିଵି೔శమ
మ

ଶ
቟ ൌ ቔ௡ି௜

ଶ
ቕ െ ቞

௡ିଵି೔శభ
మ

ଶ
቟    

|2௜ାଵܩ| െ |2௜ܩ| ൌ ∑ ቔ௡ିଶ௝ି
ሺሺ௜ାଵሻ/ଶା௝ሻ

ଶ
ቕ

ቔ೙శ೔షభ
య

ቕି೔శభ
మ

௝ୀଵ െ ∑ ቔ௡ିଶ௝ିଵି
ሺሺ௜ାଵሻ/ଶା௝ሻ

ଶ
ቕ

ቔ೙శ೔షమ
య

ቕି೔శభ
మ

௝ୀଵ     

Առանձնացնենք հետևյալ դեպքերը. 

a) 3-ը ݊ ൅ ݅ െ 1-ի բաժանարար է, որից հետևում է, որ ቔ௡ା௜ିଶ
ଷ

ቕ ൌ ቔ௡ା௜ିଵ
ଷ

ቕ െ 1; 

b) ݊ ൅ ݅ െ 1-ը 3-ի վրա բաժանելուց ստացվում է 1 մնացորդ, որից էլ հետևում է, որ 

ቔ௡ା௜ିଶ
ଷ

ቕ ൌ ቔ௡ା௜ିଵ
ଷ

ቕ; 

c) ݊ ൅ ݅ െ 1-ը 3-ի վրա բաժանելուց ստացվում է 2 մնացորդ, որից էլ հետևում է, որ 

ቔ௡ା௜ିଶ
ଷ

ቕ ൌ ቔ௡ା௜ିଵ
ଷ

ቕ; 

Դիտարկենք b) կամ c) դեպքերը: 

|2௜ାଵܩ| െ |2௜ܩ| ൌ ∑ ቆቔ௡ିଶ௝ି
ሺሺ௜ାଵሻ/ଶା௝ሻ

ଶ
ቕ െ ቞

௡ିଶ௝ିቀ೔శభ
మ
ା௝ቁ

ଶ
቟ቇ ൌ

ቔ೙శ೔షభ
య

ቕି೔శభ
మ

௝ୀଵ   

∑ ቆ቞
௡ି೔శభ

మ
ିଷ௝

ଶ
቟ െ ቞

௡ିቀ೔శభ
మ
ିଵିଷ௝ቁ

ଶ
቟ቇ

ቔ೙శ೔షభ
య

ቕି೔శభ
మ

௝ୀଵ  : 
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1) ݊ െ ௜ାଵ

ଶ
-ը զույգ է, այստեղից՝ ݊ െ ௜ାଵ

ଶ
െ 3݆-ն զույգ է, զույգ ݆-երի համար, և կենտ է՝ 

կենտ ݆-երի համար: 

1a) ݊ െ ௜ାଵ

ଶ
-ը զույգ է, և ݆-ն զույգ է, այստեղից՝ 

቞
௡ି೔శభ

మ
ିଷ௝

ଶ
቟ ൌ ቞

௡ି೔శభ
మ
ିଵିଷ௝

ଶ
቟ ൅ 1  

 1b) ݊ െ ௜ାଵ

ଶ
-ը զույգ է, և ݆-ն կենտ է, այստեղից՝ 

቞
௡ି೔శభ

మ
ିଷ௝

ଶ
቟ ൌ ቞

௡ି೔శభ
మ
ିଵିଷ௝

ଶ
቟  

  

Այսպիսով, 1a)-ի դեպքում, 

|2௜ାଵܩ| െ |2௜ܩ| ൌ ∑ 1
ቔ೙శ೔షభ

య
ቕି೔శభ

మ
զույգ	௝ , որը մոտավորապես հավասար է վերին ինդեքսի արժեքի 

կեսին:  

2) ݊ െ ௜ାଵ

ଶ
-ը կենտ է, այստեղից՝ ݊ െ ௜ାଵ

ଶ
െ 3݆-ն կենտ է զույգ ݆-երի համար, և զույգ է՝ 

կենտ ݆-երի համար: 

2a) ݊ െ ௜ାଵ

ଶ
-ը կենտ է և ݆-ն զույգ է, այստեղից՝ 

቞
௡ି೔శభ

మ
ିଷ௝

ଶ
቟ ൌ ቞

௡ି೔శభ
మ
ିଵିଷ௝

ଶ
቟  

2b) ݊ െ ௜ାଵ

ଶ
-ը կենտ է, և ݆-ն կենտ է, այստեղից՝ 

቞
௡ି೔శభ

మ
ିଷ௝

ଶ
቟ ൌ ቞

௡ି೔శభ
మ
ିଵିଷ௝

ଶ
቟ ൅ 1  

Այսպիսով, 2b)-ի դեպքում 

|2௜ାଵܩ| െ |2௜ܩ| ൌ ∑ 1
ቔ೙శ೔షభ

య
ቕି೔శభ

మ
կենտ	௝ , որը մոտավորապես հավասար է վերին ինդեքսի արժեքի 

կեսին:  

Բոլոր հնարավոր դեպքերի հետագա վերլուծությունը ցույց է տալիս, որ կենտ ݊ –երի 

համար  ܲଶሺ݊, 3ሻ-ի ௡ାଵ
ଶ

-րդ շերտը, և զույգ ݊ –երի համար  ܲଶሺ݊, 3ሻ-ի ௡
ଶ
-րդ և  ௡

ଶ
൅ 1-րդ 
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շերտերը հանդիսանում են ܲሺ݊, 3ሻ-ի մասքսիմալ հզորության շերտեր: Երկու դեպքում էլ 

սրանք միջին շերտերն են: 

 

,࢔ሺࡼ  5.3-2 ૜ሻ-ի տրոհումը շղթաների 

Այս բաժնում են ܲሺ݊, 3ሻ-ը կտրոհենք չհատվող շղթաների: Յուրաքանչյուր շղթան 

կպարունակի ամենամեծ հակաշղթայի ճիշտ մեկ էլեմենտ, և հետևաբար, կանցնի միջին 

շերտով/շերտերով: Քանի որ սիմետրիա կա, ապա բավական է շղթաները կառուցել 

միայն ෠ܲሺ݊, 3ሻ-ում կամ միայն ෘܲሺ݊, 3ሻ-ում, - այնուհետև շարունակել ըստ սիմետրիայի:  

Նկատենք, որ ամենամեծ հզորության հակաշղթան պարունակում է ሺ1, ௡ାଵ
ଶ
, ݊ሻ էլեմենտը 

կենտ ݊ -երի համար, իսկ զույգ ݊ -երի համար երկու ամենամեծ հզորության 

հակաշղթաները պարունակում են, համապատասխանաբար,  ሺ1, ௡
ଶ
, ݊ሻ   և ሺ1, ௡

ଶ
൅ 1, ݊ሻ 

էլեմենտները: 

Ալգորիթմ ࢀࡵࡸࡼࡿ_ࡺࡵ࡭ሺࡿࡴ࡯ሻ :  

1. Էլեմենտների դասավորում: Դիտարկելու ենք շերտերում էլեմենտների 

լեքսիկոգրաֆիկ կարգը: 

,࢔ෙሺࡼ .2 ૜ሻ -ում շղթաների ֆրագմենտի կառուցում: Դիտարկենք ռեկուրսիվ 

պրոցեդուրա: Առաջին շղթան սկսվում է  ሺ1,2,3ሻ  էլեմենտով: Ընդհանուր առմամբ, 

յուրաքանչյուր ընթացիկ շղթա սկսվում է ամենաներքևի շերտի (քանի դեռ այն 

չօգտագործված էլեմենտներ է պարունակում) ամենափոքր դեռևս չօգտագործված 

էլեմենտով, և բարձրանում է վերև՝ մինչև հասնի ܮ௠௜ௗ շերտին կենտ ݊-երի համար /կամ 

 ௠௜ௗା շերտին զույգ ݊-երի համար/: Այստեղից հետո շղթաները բարձրանում են վերև՝ܮ

մեծացնելով երրորդ կոմպոնենտը, մինչև այն հասնի ݊-ի, կամ էլեմենտը հասնի միջին 

շերտին: Եթե որևէ քայլում հանդիպում ենք արդեն օգտագործված էլեմենտի, ապա հետ 

ենք գնում և մեկով մեծացնում երկրորդ կոմպոնենտը, այնուհետև շարունակում ենք՝ 

մեծացնելով երրորդ կոմպոնենտը: Այն դեպքում, երբ երկրորդ կոմպոնենտի մեծացնելն 

է բերում արդեն օգտագործված էլեմենտի, ապա հետ ենք գնում և մեծացնում առաջին 

կոմպոնենտը, և այլն, մինչև շղթան հասնի միջին շերտին, կամ՝ մինչև հասնի փակուղի, 

այսինքն, այլևս հնարավոր չլինի շարունակել:  
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௠௜ௗܮ  /կամ ܮ௠௜ௗା  / շերտին պատկանող ݁  էլեմենտի համար ܥሺ݁ሻ -ով նշանակենք այդ 

էլեմենտին հասնող շղթան: Առաջին շղթան, որը սկսվում է ሺ1,2,3ሻ էլեմենտով, հասնում 

է  ሺ1, ௡ାଵ
ଶ
, ݊ሻ-ին կենտ ݊-երի համար, և, ሺ1, ௡

ଶ
൅ 1, ݊ሻ-ին ՝ զույգ ݊-ի համար: 

Որպես օրինակ դիտարկենք ܲሺ9,3ሻ-ը: 

159, 168, 249, 258, 267, 348, 357, 456 – սրանք ܮ௠௜ௗ շերտի էլեմենտներն են: 

Ալգորիթմով կառուցված շղթաները ෘܲሺ9,3ሻ-ում հետևյալն են. 

ሺ159ሻܥ ൌ ሼ123,124,125,126,127,128,129,139,149,159ሽ, 

ሺ168ሻܥ ൌ ሼ134,135,136,137,138,148,158,168ሽ, 

ሺ249ሻܥ ൌ ሼ234,235,236,237,238,239,249ሽ, 

ሺ267ሻܥ ൌ ሼ145,146,147,157,167,267ሽ, 

ሺ258ሻܥ ൌ ሼ245,246,247,248,258ሽ, 

ሺ357ሻܥ ൌ ሼ156,256,257,357ሽ, 

ሺ348ሻܥ ൌ ሼ345,346,347,348ሽ, 

ሺ456ሻܥ ൌ ሼ356,456ሽ: 

3. Շշղթաների աճեցում դեպի ࡼ෡ሺ࢔, ૜ሻ : ամբողջական շղթաները ܲሺ݊, 3ሻ -ում 

կառուցվում են՝ ընդլայնելով/աճեցնելով շղթաների ෘܲሺ݊, 3ሻ- ին պատկանող մասը դեպի 

෠ܲሺ݊, 3ሻ : Օգտագործելու ենք ܲሺ݊, 3ሻ -ի սիմետրիկ լինելը հետևյալ ձևով (որը հեշտ է 

ստուգել)՝ ܮ௠௜ௗ շերտին պատկանող յուրաքանչյուր  ݁ ൌ ሺ݅ଵ, ݅ଶ, ݅ଷሻ էլեմենտնի համար նրա 

“հակադարձ” ݁௢௣ ൌ ሺ݊ ൅ 1 െ ݅ଵ, ݊ ൅ 1 െ ݅ଶ, ݊ ൅ 1 െ ݅ଷሻ էլեմենտը նույնպես պատկանում է 

௠௜ௗܮ  շերտին կենտ ݊ -երի համար: Զույգ ݊ -երի համար ܮ௠௜ௗି  -ին պատկանող  

յուրաքանչյուր  ݁ ൌ ሺ݅ଵ, ݅ଶ, ݅ଷሻ էլեմենտնի համար նրա “հակադարձ” ݁௢௣ ൌ ሺ݊ ൅ 1 െ ݅ଵ, ݊ ൅

1 െ ݅ଶ, ݊ ൅ 1 െ ݅ଷሻ էլեմենտը պատկանում է ܮ௠௜ௗା շերտին, և հակառակը:  

Վերը բերված օրինակի համար. 

159௢௣ ൌ 159 , 168௢௣ ൌ 249 , 249௢௣ ൌ 168 , 267௢௣ ൌ 348 , 258௢௣ ൌ 258 , 357௢௣ ൌ 357 ,  

348௢௣ ൌ 267,  456௢௣ ൌ 456:  
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ෘܲሺ݊, 3ሻ-ին պատկանող ܥሺ݁ሻ շղթայի շարունակությունը ෠ܲሺ݊, 3ሻ-ում նշանակենք	ܥሺ݁௨௣ሻ-

ով: Այն կազմված է ܥሺ݁ሻ-ի էլեմենտների հակադարձ էլեմենտներից՝ վերցված հակառակ 

կարգով. 

௨௣ሺ159ሻܥ ൌ ሼ149௢௣, 139௢௣, 129௢௣, 128௢௣, 127௢௣, 126௢௣, 124௢௣, 123௢௣ሽ ൌ  

ሼ169,179,189,289,389,489,589,689,789ሽ ; 

௨௣ሺ168ሻܥ ൌ ሼ178,278,378,478,578,678ሽ; 

௨௣ሺ249ሻܥ ൌ ሼ259,269,279,379,479,579,679ሽ; 

௨௣ሺ267ሻܥ ൌ ሼ367,467,567ሽ; 

௨௣ሺ258ሻܥ ൌ ሼ268,368,468,568ሽ; 

௨௣ሺ357ሻܥ ൌ ሼ358,458,459ሽ; 

௨௣ሺ348ሻܥ ൌ ሼ349,359,369,469,569ሽ; 

௨௣ሺ456ሻܥ ൌ ሼ457ሽ: 

Այսպիսով, ստացանք հետևյալ շղթաները. 

ሼ123,124,125,126,127,128,129,139,149,159,169,179,189,289,389,489,589,689,789ሽ, 

ሼ134,135,136,137,138,148,158,168,178,278,378,478,578,678ሽ, 

ሼ234,235,236,237,238,239,249,259,269,279,379,479,579,679ሽ, 

ሼ145,146,147,157,167,267,367,467,567ሽ, 

ሼ245,246,247,248,258,268,368,468,568ሽ, 

ሼ156,256,257,357,358,458,459ሽ, 

ሼ345,346,347,348,349,359,369,469,569ሽ, 

ሼ356,456,457ሽ: 

  :ալգորիթմով կառուցված շղթաները պատկերված են Նկար 5.3.2-1–ում ܵܪܥ
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Նկար 5.3.2-1: Կառուցված շղթաները ෘܲሺ9,3ሻ-ում: 

 

4. Ալգորիթմի ճիշտ լինելը/կոռեկտությունը: Նախ պնդում ենք, որ ܲܵܲ 

ալգորիթմը փակուղի չի մտնում շղթաները ෘܲሺ݊, 3ሻ -ում աճեցնելիս: Այնուհետեև, 

անհրաժեշտ է ապացուցել, որ 2-րդ քայլում կառուցված շղթաները ծածկում են ամբողջ 

ෘܲሺ݊, 3ሻ-ը: Այս երկուսը ապացուցվում են ինդուկցիայով ըստ ݊-ի, հաշվի առնելով ܲሺ݊, 3ሻ-

ի ݈-րդ շերտի կառուցվածքը,  - որը ܲሺ݊ െ ݅, 2ሻ-ի ൑ ݈-րդ շերտերի միավորումն է, ݅ ൌ 1,⋯:  

Այսպիսով, կառուցեցինք չհատվող շղթաներ, որոնց միավորումը ծածկում է ܲሺ݊, 3ሻ-ի 

բոլոր էլեմենտները: Տեսական արդյունքը այն է, որ ի հավելումն Ռ.Դիլվորթի թեորեմի 

[72], մենք կառուցում ենք ծածկող էլեմենտներից կազմված  շղթաները: Կիրառական 

արդյունքը այն է, որ ܲሺ݊, 3ሻ -ի տրոհումը շղթաների նախատեսված է օգտագործվել 

ܲሺ݊, 3ሻ-ում որոշված մոնոտոն բինար ֆունկցիաների ճանաչման համար: Մյուս կողմից 

էլ՝ ܲሺ݊, 3ሻ -ում որոշված մոնոտոն բինար ֆունկցիաները (0 արժեքի գագաթների 

բազմությունը) համապատասխանում են 3-համասեռ պարզ հիպերգրաֆների 

ամենաանհարթ հաջորդականություններին, որոնք, ինչպես գիտենք, գեներացնող 

բազմություն են հանդիսանում 3-համասեռ հիպերգրաֆային հաջորդականությունների 

համար:    
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Եզրակացություններ հինգերորդ գլխի վերաբերյալ 

Ներմուծվել է բազմարժեք բազմաչափ ցանցի՝ չհատվող բինար խորանարդների 

տրոհման նոր տեխնիկա, որի հիման վրա կառուցվել են մոնոտոն բինար ֆունկցիաների 

վերծանման ալգորիթմներ; սա այլընտրանք է Վ.Ալեքսեևի հայտնի ալգորիթմին, ունի 

նրա հետ համադրելի բարդություն, սակայն կարևոր է, որ այս ալգորիթմները 

օգտագործում են պարզ մեկնաբանելի կառուցվածքներ և հեշտորեն զուգահեռացվող են: 

Մշակվել է շղթաների տրոհման ալգորիթմ մասնակի կարգավորված ܲሺ݊, 3ሻ բազմության 

համար, որը նախատեսված է օգտագործվել ܲሺ݊, 3ሻ -ում որոշված մոնոտոն բինար 

ֆունկցիաների ճանաչման համար: ܲሺ݊, 3ሻ-ում որոշված մոնոտոն բինար ֆունկցիաները 

համապատասխանում են 3-համասեռ պարզ հիպերգրաֆների ամենաանհարթ 

հաջորդականություններին, որոնք գեներացնող բազմություն են հանդիսանում 3-

համասեռ հիպերգրաֆային հաջորդականությունների համար: 

 Կառուցվել են մոնոտոն բինար ֆունկցիայի վերծանման ալգորիթմներ, որտեղ 

գուշակին ներկայացվող գագաթներ ընտրելու պրոցեսը բաժանվում է 

ենթապրոցեսների՝ տրոհելով ߌ௠ାଵ
௡ -ը չհատվող բինար խորանարդների, և այդպիսով 

/ա/ ապահովվում է մինիմալ հիշողության օգտագործումը (ինչպես բինար դեպքում); 

/բ/ ալգորիթմի աշխատանքը տրոհվում է անկախ հաշվարկային պրոցեսների՝ 

զուգահեռ իրականացման հնարավորությամբ: Դուրս են բերվել ալգորիթմների 

բարդության գնահատական-բանաձևեր: 

 Ալգորիթմները կիրառվել են քանակական ասոցիատիվ կանոնների (հաճախ 

հանդիպող հավաքների բազմության) դուրսբերման համար մոնոտոն 

ատրիբուտներով տվյալների դեպքում, որը նպատակ ունի նոր միջոցներ 

տրամադրել կիրառական խնդիրներում,  ինչպիսին է, օրինակ, ցանցերի 

ներխուժման հայտնաբերումը LOG ֆայլերի վերլուծման օգնությամբ: 

 Մշակվել է շղթաների տրոհման ալգորիթմ մասնակի կարգավորված ܲሺ݊, 3ሻ 

բազմության համար:  
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ԵԶՐԱԿԱՑՈՒԹՅՈՒՆ 

1. Տրվել է ݊  գագաթով և ݉  կողով պարզ հիպերգրաֆների աստիճանային 

հաջորդականությունների բազմության ամբողջական նկարագիրը բազմարժեք 

բազմաչափ ߌ௠ାଵ
௡  ցանցի ենթաբազմության տեսքով՝ եզրային էլեմենտների և 

նրանցով ծնվող մոնոտոն տիրույթների տերմիններով, որտեղ եզրային 

էլեմենտները գեներացվում են մոնոտոն Բուլյան ֆունկցիաների միջոցով [(7)], [(8)], 

[(13)]: Դուրս են բերվել տիրույթի կարևոր կառուցվածքային 

առանձնահատկություններ [(9)], [(14)], [(21)], [(22)], [(24)], [(25)], [(26)], [(27)], [(29)].  

- գտնվել են մինիմալ կշռով եզրային էլեմենտները` նրանք համապատասխանում 

են միավոր ܧ௡  խորանարդի բառարանային սեղմված ݉-ենթաբազմությանը և 

միակն են կոորդինատների տեղափոխությունների ճշտությամբ;  

- մաքսիմալ կշռով էլեմենտները համապատասխանում են ܧ௡ -ի 1෨  կենտրոնով 

գնդաձև ݉-ենթաբազմություններին; նրանց բնութագրման խնդիրը համարժեք է 

հիպերգրաֆային հաջորդականությունների խնդրին՝ համասեռ 

հիպերգրաֆների դեպքում;  

- գտնվել են ̅ݎ௠௜௡  և ݎ௠௔௫  շեմեր այնպես, որ ̅ݎ௠௜௡ -ից փոքր կշռով 

հաջորդականությունները հիպերգրաֆային են, և ݎ௠௔௫ -ից մեծ կշռով 

հաջորդականությունները հիպերգրաֆային չեն: 

- գտնվել է անհրաժեշտ և բավարար պայման ըստ տրված աստիճանային 

հաջորդականության պարզ ռեգուլյար հիպերգրաֆի գոյության համար: 

Նշված արդյունքների ձեռքբերումը մասնակիորեն հիմնված է ߌ௠௡  ցանցի 

խորանարդատիպ տրոհման մեթոդի վրա, ինչը ստացել է նաև այլ կարևոր 

կիրառություններ [(11)], [(15)], [(28)], [(31)]: 

2. Մշակվել է սյուների տրված կշիռներ (աստիճանային հաջորդականություն) և 

տարբեր տողեր ունեցող բինար մատրիցի (պարզ հիպերգրաֆ) սյուն-առ-սյուն 

կառուցման ܩ  արդյունավետ ալգորիթմ [(1)], [(10)], [(12)], [(16)], [(17)], [(18)], [(19)], 

[(23)], [(30)]. 
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- ապացուցվել է, որ ալգորիթմի լոկալ քայլում հերթական սյան կառուցումը 

օպտիմալ է՝ որպես նպատակային ֆունկցիա դիտարկելով մատրիցի տարբեր 

տողերի զույգերի քանակը (որի օպտիմալ արժեքը ապահում է մատրիցի տողերի 

տարբեր լինելը); 

- տրվել է ալգորիթմի արդյունքի երաշխիքի գնահատական սյուների կշիռներով 

արտահայտվող պարզ բանաձևի տեսքով; 

3. Մշակվել է բազմարժեք բազմաչափ Ξ௠ାଵ
௡  ցանցում որոշված մոնոտոն բինար 

ֆունկցիայի վերծանման նոր մեթոդ՝ հիմնած բազմարժեք բազմաչափ ցանցի 

խորանարդատիպ տրոհման վրա [(11)], [(28)], [(31)].  

- կառուցվել են մոնոտոն բինար ֆունկցիայի վերծանման ܵܥ 1ܵܥ )  2ܵܥ , ) 

ալգորիթմներ՝ ներկայացված օպտիմալ բինար վերծանիչների չհատվող 

բազմությունների տեսքով; 

- դուրս է բերվել ալգորիթմների բարդության գնահատական-բանաձև: 

4. Ստացված արդյունքները նոր կիրառական համակարգերի նախագծման հիմք են 

հանդիսացել. 

 ալգորիթմը կիրառվել է գումարային բալանսով բինար ծառի մոդել կառուցելու ܩ -

համար պատկերների ըստ գրաֆիկական բնութագրերի դասակարգման 

խնդրում, մասնավորապես հայերեն տպատառ տեքստերի ավտոմատ 

ճանաչման “Armenian Reader” համակարգում [(2)], [(3)], [(4)], [(6)]; 

ܵܥ -  ալգորիթմը նոր գործիք է տրամադրում քանակական ասոցիատիվ 

կանոնների (հաճախ հանդիպող հավաքների բազմության) դուրսբերման համար 

մոնոտոն ատրիբուտներով տվյալների դեպքում [(31)], ինչն իր հերթին 

ընդլայնում է հոսքային տվյալների պեղման հնարավորությունները, ինչպես 

օրինակ, LOG ֆայլերի վերլուծումը ցանցերի ներխուժման հայտնաբերման 

SPARTA համակարգում է (Data Analysis Module) [(5)], [(20)]; 

Նշված ալգորիթմները թույլ են տալիս զուգահեռ իրականացում, ինչն էական է 

տվյալների պեղման մեծածավալ խնդիրների լուծման համար: 
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