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     Введение 

     До недавного времени генерация таких топологически не тривиальных объектов какими 

являются анионы, монополи и дионы являлась прерогативой квантового теория поля [1-27]. 

Напомним, что дион это гипотетическая частица введенная Швингером [2], которая в 

отличие монополя Дирака [1] наделена не только магнитным, но электрическим зарядом, а 

анион – частица введенная Вилчеком [15], которая наделена спином принимающее любое 

дробное значение лежащее в интевале [0, 1]. Однако, начиная с 80-ых годов прошлого, 

двадцатого века, после появления работ [28-72], в которых предлогались методы генерации 

выше названных топологически не тривиальных объектов уже в рамках нерелятивисткой 

квантовой механики. Методы, предложенные в этих работах, основаны на, так называемых, 

билинейно небиективных преобразованиях, которые принято называть преобразваниями 

Леви-Чивиты [73], Кустаанхеймо-Штифеля [74] и Гурвица [75]. Суть этих методов 

заключается в том, что из двух-, трех- и восьмимерного изотрпного осциллятора с помощью 

соответствующего билинейного небиективного преобразования генерируется либо 

двумерный анион (преобразование Леви-Чивиты) [53], либо система заряд-дион 

(преобразование Кустаанхеймо-Штифеля) [42, 45, 46], либо SU(2) монополь Янга-Кулона 

(преобразование Гурвица) [49, 52]. Все эти теории, и генерация двумерного аниона, и 

генерация U(1) диона с монополем Дирака или как принято называть система МИК-Кеплера, 

и, наконец, генерация SU(2) монополя Янга-Кулона, можно считать, что являются 

аналитическим продолжением работ  [35, 76-83], в которых впервые, в рамках квантовой 

механики, была установлена связь между волновыми функциями атома водорода и 

четырехмерного изотропного осциллятора. 

     Генерация вышеназванных топологически не тривиальных объектов из двумерного, 

четырехмерного и восьмимерного изотропного осциллятора принято называть дион-

осцилляторной дуальностью [59], а в специальных частных случаях, когда из двух-, трех- и 

восьмимерного изотрпного осциллятора генерируются двумерный, трехмерный и 

пятимерный задачи Кеплера-Кулона принято называть кулон-осцилляторной дуальностью 

или кулон-осцилляторной аналогией. 

     В классической механике оба потенциала, как осцилляторный, так и потенциал Кеплера-

Кулона отличаются от других потенциалов тем, что при финитном движении частицы, 

согласно теореме Бертрана [84], только в этих полях траектории частицы являются 

замкнутыми кривыми. Этот факт (замкнутость траектории) в квантовой механике 

оборачивается случайным вырождением энергетических спектров по орбитальному 

квантовому числу l . Это свойство связано с наличием группы скрытой симметрии, т.е. 



 

5 

 

симметрии, более высокой, чем группа геометрической симметрии системы, которая 

непосредственно связана с симметрией физического пространства. Примером последней 

является группа трехмерных вращений для уравнения Шредингера с любым центрально-

симметричным потенциалом. 

    Развитие теории систем со скрытой симметрией можно сяитать, что начинается с работы 

Лапласа [85], в которой было показано, что в задаче Кеплера наряду с моментом импульса 

сохраняется еще одна векторная величина, по модулю равная эксцентриситету эллипса, 

лежащая в плоскости орбиты и направленная по большой оси эллипса. Именно этот 

добавочный интеграл движения является причиной замкнутости траекторий движения в 

кеплеровской задаче. Лапласовский добавочный интеграл движения со значительным 

опозданием был переоткрыт Рунге [86] и вслед за ним и Ленцем [87]. Обобщение интеграла 

движения Лапласа-Рунге-Ленца на случай квантовой механики было использовано Паули 

[88] для вычисления энергетического спектра атома водорода [89]. Объяснение случайного 

вырождения энергетического спектра атома водорода привело Фока к понятию о скрытой 

симметрии атома водорода. Фок показал [90, 91], что уравнение Шредингера атома водорода 

при переходе к импульсному представлению и стереографическом проецировании переходит 

в интегральное уравнение описывающий свободное движение частицы на трехмерной сфере 

и инвариантное относительно группы четырехмерных вращений (4)O . В исходном 

уравнении Шредингера эта симметрия не видна и поэтому она была названа скрытой, или 

динамической симметрией. Эта (4)O  симметрия, содержащая в качестве подгруппы группу 

трехмерных вращений (3)O  объясняет, почему в кулоноском поле наряду с орбитальным 

моментом должен существовать еще один векторный интеграл движения. Связь между 

подходами Паули и Фока была установлена Баргманом [92]. Он показал, что нормированный 

должным образом вектор Лапласа-Рунге-Ленца-Паули ˆ
iA  и оператор орбитального момента 

ˆ
il  вместе подчиняются коммутационным соотношениям для алгебры (4)o . Для 

непрерывного спектра вместо трехмерной сферы нам приходиться иметь дело с трехмерным 

гипеболоидом, а вместо конечномерных превставлений группы (4)O  - с 

бесконечноменрными предсталениями группы Лоренца (3,1)O  [93, 94, 95]. Скрытая 

симметрия многомерной ( 3)n   задачи Кеплера-Кулона рассматривалась в работах [96, 97], а 

группа динамической симметрии одномерной задачи Кеплера-Кулона впервые была найдена 

в работах [98, 99]. Отличительной чертой задачи МИК-Кеплера является в том, что группа 

скрытой симметрии этой системы полностью совпадает с группой скрытой симметрии 

задачи Кеплера-Кулона [100, 101]. Для изотропного гармонического осциллятора, кроме 
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углового момента 
ˆ
l , сохраняется тензорная величина ˆ ˆ ˆ

i k i k i kT p p x x   [102]. Случайное 

вырождение энергетического спектра изотропного осциллятора в терминах группы скрытой 

симметрии ( )U n  было объяснено также в работах [103, 104, 105].  

       Замечательным является тот факт, что связь между группами скрытой симметрии задачи 

МИК-Кеплера ( 1)O n  и изотропного осциллятора ( )U n приводит в квантовой механике к 

понятию дион-осцилляторной дуальности [59]. Дион-осцилляторная дуальность уравнения 

Шредингера заключается в следующем. Уравнение Шредингера для изотропного 

осциллятора имеет два параметра – энергия   и циклическая частота  . Квантование 

приводит к ограничению  2N D   , где 0,1,2, ,N   а D  - размерность 

конфигурационного пространства изотропного осциллятора. Если   фиксирована, тогда 

квантуется энергия  , и это стандартная ситуация. Представим теперь, что фиксирована 

энергия  . Тогда квантаванию подлежит циклическая частота   и мы находимся в 

нестандартной сиуации. Вопрос в том, что нестандартная ситуация соответствует какой-то 

физике, т.е. возможно ли найти такое преобразование, которое изотропный осциллятор 

переводит в физическую систему с константой связи  , как функция от  , и с энергией E , 

зависящий от  . Если такое преобразование существует, то мы можем утверждать, что 

”нестандартный осциллятор” идентичен с этой физической системой, а исходный 

осциллятор и конечная система дуальны друг к другу. Как ”стандартный” так и 

”нестандартный” режимы взаимно исключающие, исходный осциллятор и конечная система 

”заряд-дион” дуальны друг к другу, и этим объясняется значимость термина ”дион-

осцилляторой дуальности”. Отметим также, что в исходной системе энегетический спектр 

принимает только дискретные значения, т.е. частица совершает финитное движение (в этих 

случаях обычно говорят, что мы имеем модель с конфайментом). Вообще говоря конечная 

система имеет как дискретный так и непрерывный спектр, т.е. в этой модели нет 

конфаймента. Однако, в отличие от исходной  осцилляторной модели в конечной модели 

присутствуют монополи или дионы. Имеется некотрая аналогия между дион-осцилляторной 

дуальностью и дуальностью Зейберга-Виттена, согласно которой калибровочные теории с 

сильной связью эквивалентны теориям, в которых с одной стороны действует слабая связь, с 

другой – присутствуют топологически нетривиальные объекты в виде монополей и дионов 

[106].      

           Рассматриваемые в диссертасии системы являются подклассом интегрируемых систем 

и их принято называть суперинтегрируемыми [107]. Известно [108, 109], что классическая 

система с N  степенями свободы является полностью интегрируемой в смысле Лиувилля 
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(или интегрируемой в квадратурах), если известны N  функцианально независимых 

интегралов движения находящиеся в инволюции, т.е. для которых скобки Пуассона равны 

нулю. В квантовой механике систеиу называют интегрируемой, если известны 1N   

алгебраически независимых операторов коммутирующие как с гамильтонианом системы, так 

и между собой. Для суперинтегрируемых систем число независимых интегралов движения 

может быть равно как 2 1N   [110], так и 2 2N   [111, 112, 113]. В первом случае систему 

называют максимально, а во втором – минимально суперинтегрируемой системой. Отметим 

также, что эти дополнительные интегралы движения не объязательно должны 

коммутировать между собой. Суперинтегрируемые системы обладают исключительно 

важным свойстом: они допускают разделение переменных в уравнениях Гамильтона-Якоби и 

Шредингера в нескольких ортогональных системах координат. Известно, что задача 

Кеплера-Кулона методом разделения переменных решается в четырех (сферческие, 

параболические, вытянутые сфероидальные и сфероконические), а изотропный осциллятор – 

в восьми (декартовые, цилиндрические, сферические, вытянутые сфероидальные, 

сплюснутые сфероидальные, эллиптические цилиндрические и эллипсоидальные) системах 

координат. С точки зрения физики важность разделения переменных в нескольких системах 

координат очевидна. В спектроскопических задачах водородоподобных систем используется 

сферическая система координат, при рассмотрении эффекта Штарка – параболическая 

система координат, а в двухцентровой задаче – вытянутые сфероидальные координаты. 

Таким образом, выбор конкретного базиса диктуется соображениями удобства и часто 

возникает необходимость в переходе от одного базса к другому. Первым межбазисным 

переходом можно считать известное разложение Рэлея, т.е. разложение плоской волны по 

сферическим волнам. В теории атома водорода первым межбазисным разложением является 

результат Стоуна [114], который получил разложение параболического базиса по 

сферическому базису в импульсном представлении. Далее, Парк [115], в рамках теоретико-

группового метода, а Тартер [116] чисто аналитическим путем, получили результат Стоуна в 

конфигурационном пространстве. Представляя сфероидальный базис атома водорода в виде 

разложения по сферическому базису Коулсон и Джозеф задачу разложения свели к решению 

алгебраической системы однородных уравнений [117]. Разложение параболического базиса 

по сферическому базису в непрерывном спектре было рассмотрено Маюндаром и Безу [118]. 

Межбазисные разложения в изотропном осцилляторе впервые обсуждались в работах [119, 

120], а дальше развивались в работах [121, 122, 123]. На примерах квантовых систем с 

кулоновским и осцилляторным взаимодействиями в работах [125-147] были разработаны 

эффективные методы вычисления коэффициентов межбазисных разложений (метод 
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асимптотик и ортогональность радиальных волновых функций по орбитальному моменту).  

Эти методы и полученные на их основе многие результаты теории межбазисных разложений 

простейших систем со скрытой симметрией собраны воедино в монографии Л.Г.Мардояна, 

Г.С.Погосяна, А.Н.Сисакяна и В.М.Тер-Антоняна [159], которая написана на основе работ 

авторов [32, 35, 59, 125-133, 138, 139, 141, 142, 144-158].          

     Последные годы возрос интетрес изучения суперинтегрируемых систем в пространствах 

постоянной кривизны. Исследование суперинтегрируемых систем в пространствах 

постоянной кривизны, как положительной, так и отрицательной, как и в эвклидовом 

пространстве, имеет достаточно богатую историю. 

     Впервые Шредингером была предложена модель суперинтегрируемой системы с 

гармоническим потенциалом   


 cot;
R

RV   - решение уравнения Лапласа на 

трехмерной сфере   ,,3S  с радиусом R , и которая является аналогом кулоновского 

потенциала. Шредингер в работах [160, 161, 162] пользуясь методом факторизации нашел 

энергетический спектр кулоновского потенциала на сфере   ,,3S  и показал, что, как и в 

случае плоского пространства, имеет место полное вырождение энергетического спектра по 

орбитальному и азимутальному квантовым числам. Чуть позже Стивенсон [163] путем 

прямого решения уравнения Шредингера на трехмерной сфере   ,,3S  повторил 

результат Шредингера и нашел энергетический спектр и ненормированную квазирадиальную 

волновую функцию атома водорода. В случае пространства отрицательной кривизны 

аналогичные результаты былы получены в работах Инфельда [164] и Инфельда и Шилда 

[165]. В 1979 году Хиггсом [166] была предложена модель (сферический осциллятор Хиггса), 

которая является аналогом трехмерного изотропного осциллятора на трехмерной сфере 

  ,,3S  и былы изучены квантово-механические свойства этой модели. Далее, в работе 

[167] Лимоном была решена задача сферического осциллятора Хиггса в рамках классической 

механики. В этих работах, как Хиггсом (квантово-механическая задача), так и Лимоном 

(классическая задача), было показано, что вырождение энергетического спектра 

(замкнутость траекторий) сферического осциллятора Хиггса в трехмерном пространстве 

Лобачевского связано с существованием дополнительного интеграла движения, который 

является аналогом тензора Демкова [102]. В работах Курочкина и Отчика [168], и 

Курочкина, Отчика и Богуша [169] было показано, что случайное вырождение 

энергетического спектра по орбитальному моменту кулоновской задачи в трехмерном 

пространстве Лобачевского связано с наличием аналога вектора Лапласа-Рунге-Ленца-

Паули. Однако, как оказалась, коммутационные соотношения для компонент операторов, 
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являющимся аналогами тензора Демкова и вектора Лапласа-Рунге-Ленца-Паули, вместе с 

компонентами углового момента имеют нелинейный характер, и следовотельно, не образают 

конечномерную алгебру Ли. Это и есть существенное различие кулоновской и 

осцилляторной задач на сфере (и гиперболоиде) от случая плоского пространства, когда в 

качестве группы скрытой симметрии выступают группы )4(SO  для атома водорода и )3(SU  

- для изотропного осциллятора. Несмотря на указанные особенности, оказывается, что 

имеющиеся коммутационные соотношения все же достаточны для получения формулы 

энергетического спектра и кратности вырождения атома водорода и изотропного 

осциллятора на трехмерной сфере [166, 168]. Дальнейшее развитие кулоновской и 

осцилляторной задачи на сферах и гиперболоидах получили в работах [170, 171, 172, 173, 

174, 175, 176, 177, 178, 179, 180] и нашли применение при построении могочастичной 

волновой функции [181], решении задачи двух центров с кулоновским взаимодействием 

[182], описании спектра кваркониев [183] и экситонов в квантовых точках [184].                  

      В данной диссертации рассматриваются следующие суперинтегрируемые системы: 

1. Максимально суперинтегрируемые системы: 

 четырехмерный и восьмимерный изотропные осцилляторы, 

 трехмерная задача МИК-Кеплера, 

 SU(2)-монополь Янга-Кулона. 

2. Минимально суперинтегрируемые системы: 

 Обобщенная задача МИК-Кеплера, 

 альтернативная модель сферического осциллятора. 

Диссертация написана на основе пяти работ [185-189], состоит из введения, трех глав, 

заключения и списка литературы.  

Вопросы, рассмотренные в диссертации, расположены по главам следующим образом. 

Первая глава посвящена задаче МИК-Кеплера в однородном электрическом поле [185], 

которая и является основным результатом этой главы. Для решения выше поставленной 

задачи в первых двух параграфах этой главы приведены определение максимально 

суперинтегрируемой задачи МИК-Кеплера или системы заряд-дион и полная информация о 

сферическом и параболическом базисах задачи МИК-Кеплера. Для предоставления  полной 

информации о задаче МИК-Кеплера в третьем параграфе приведены результаты полученные 

в работе [51], в которой пользуясь добавочным условием ортогональности радиальной 

волновой функции по орбитальному найдены как коэффициенты прямого разложения   

параболического базиса по сферическому базису системы заряд-дион, так и коэффициенты 

обратного разложения, т.е. разложения сферического базиса по параболическому базису 
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задачи МИК-Кеплера. В четвертом параграфе пользуясь мэжбазиысными разложениями 

парабола-сфера и сфера-парабола, полученные в третьем параграфе настоящей главы,  

построена сфероидальная волновая функция системы МИК-Кеплера. В пятом параграфе 

рассмотрен линейный эффект Штарка и показано, что постоянное однородное электрическое 

поле полностья снимает вырождение энергетических уровней задачи МИК-Кеплера по 

азимутальному квантовому числу. В шестом параграфе дается краткий анализ линейного 

эффекта Штарка для задачи МИК-Кеплера, являющимся основным результатом этой главы.  

Вторая глава данной диссертации написана на основе работ [186, 187]. Эта глава 

посвящена некоторым аспектам минимально суперинтегрируемой модели предложенной 

Л.Г. Мардояном в работе [190], которая является обобщением задачи МИК-Кеплера. Эта 

динамическая система была названа обобщенной задачей МИК-Кеплера. С целью 

дальнейшего исследования обобщенной задачей МИК-Кеплера в первом параграфе этой 

главы приведены результаты полученные в работах [190, 191], в которых показано, что 

переменные в уравнение Шредингера для обобщенной задачи МИК-Кеплера разделяются в 

сферических, параболических и вытянутых сфероидальных координатах, найдены интегралы 

движения, отвечающие за разделение переменных в указанных системах координат и 

получены ортонормированные сферические и параболические волновые функции. Далее, 

пользуясь условием ортогональности радиальной волновой функции по орбитальному 

квантовому числу, найдены коэффициенты разложения связывающие между собой 

сферический и параболический базисы обобщенной задачи МИК-Кеплера и установлены 

трехчленные рекуррентные соотношения на коэффициенты разложений сфероидального 

базиса по сферическому и параболическому базисам обобщенной задачи МИК-Кеплера. В 

параграфах два и три, которые написаны на основе работы [186], показано, что обобщенная 

задача МИК-Кеплера дуальна четырехмерному двойному сингулярном осциллятору, и, что 

преобразованием дуальности является обобщенная версия KS -преобразования. В параграфе 

четыре, в основе которого лежит работа [187], найдены интегралы движения четырехмерного 

двойного сингулярного осциллятора, ответственные за разделение переменных в уравнение 

Шредингера в эйлеровых, двойных полярных и сфероидальных координатах. Получены 

волновые функции четырехмерного двойного сингулярного осциллятора, факторизованные в 

эйлеровых и двойных полярных системах координат. Детально изучены коэффициенты 

межбазного разложения между эйлеровым и двойным полярным базисами. Найдено, что 

коэффициенты разложения двойного полярного базиса по эйлеровому базису и обратно 

могут быть выражены через коэффициенты Клебша-Гордана для группы )2(SU , 

аналитически продолженные на реальные значения по своим индексам. Показано, что 
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коэффициенты разложения сфероидального базиса четырехмерного двойного сингулярного 

осциллятора в терминах эйлерового и двойного полярного базисов удовлетворяют 

трехчленным рекуррентным соотношениям, которые и генерируют сфероидальный базис 

четырехмерного двойного сингулярного осциллятора. В пятом парарграфе перечислены 

основные результаты полученные во второй главе.  

В третьей главе нами рассмотрены задача рассеяния электронов в поле )2(SU - монополя 

Янга-Кулона [188] и альтернативная модель сферического осциллятора Хиггса [189]. Для 

полноты изложения вначале этой главы приводятся результаты полученные ранее в работах 

[32, 47, 49, 52, 54, 60, 63, 64, 65], в которых рассмотрены как задача Кулон-осцилляторной 

дуальности, в следствие которого в рамках аналитического подхода с помощью обобщенной 

версии преобразования Гурвица из восьмимерного изотропного осциллятора 

сконструирована пятимерная связанная система, составленная из монополя Янга и 

изоспиновой частицы, скрепленных друг с другом )2(SU  и кулоновским взаимодействиями, 

названная )2(SU - монополем Янга-Кулона, так и пятимерные  базисы  )2(SU - монополя 

Янга-Кулона в пятимерных гиперсферических и параболических ситемах координат как в 

дискретном, так и непрерывном спектре. В четвертом параграфе третьей главы нами 

рассмотрена квантовомеханическая задача рассеяния заряженных частиц на )2(SU - 

монополе Янга-Кулона и получена формула для дифференциального сечения рассеяния 

электронов в поле )2(SU - монополем Янга-Кулона. И, наконец, в пятом параграфе нами 

рассмотрена альтернативная модель сферического осциллятора Хиггса.  Найдены 

квазирадиальные волновые функции и энергетические спектры альтернативной модели   

сферического осциллятора на D -мерной сфере и на D -мерном двухполостном 

гиперболоиде. Показано, что энергетический спектр альтернативной модели сферического 

осциллятора на двухполостном гиперболоиде принимает как дискретные, так и непрерывние 

значения. В параграфе шесть перечислены основные результаты полученные в этой главе и 

обозначены задачи, в которых можно применить эти результаты. 

 

. 

Заключение диссертации содержит перечень выдвинутых к защите результатов. 
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кафедры теоретической физики им. академика Г.С. Саакяна Ереванского государственного 

университета, Лаборатории теоретической физики им. Н.Н. Боголюбова Объединенного 

института ядерных исследований и на следующих международных конференциях: 



 

12 
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Глава 1  

Задача МИК-Кеплера в одородном электрическом поле 

 

1. Задача МИК-Кеплера 

         Суперинтегрируемая система МИК-Кеплера, или система заряд-дион, была построена 

Цванзигером [100], а потом была переоткрыта МакИнтошем и Кизнеросом [101]. Эта 

система описывается гамильтонианом  
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где J
̂

 определяет вращательный момент системы, а оператор I
̂

 является аналогом вектора 

Лапласа-Рунге-Ленца-Паули [85-91, 110]. 

         При фиксированных отрицательных значениях энергии интегралы движения  3.1.1  и 

 4.1.1  образуют алгебру  4so , а при положительных значениях энергии -  1,3so  [100].  В 

силу скрытой симметрии задача МИК-Кеплера, как и задача Кеплера-Кулона, является 

суперинтегрируемой системой, и вследствие этого переменные в уравнение Шредингера 

разделяются не только в сферических и в параболических, но и в вытянутых сфероидальных 

координатах. Таким образом система МИК-Кеплера является естественным обобщением 

задачи Кеплер-Кулона в присутствие Дираковского диона.   

         Задачу МИК-Кеплера можно построить редукцией четырехмерного изотропного 

осциллятора с помощью так называемого преобразования Кустаанхеймо-Штифеля [74] на 

классическом и квантовом уровнях  [33, 42, 45]. Имеются также обобщения системы МИК-

Киплера на трехмерную сферу [61] и гиперболоид [62].  

         При целочисленных значениях s задача МИК-Кеплера описывает относительное 

движение двух дираковских дионов.  Для этого надо положить 
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где e есть относительный электрический заряд БПЗ-монополей. Легко заметить, что 

уравнение Шредингера гамильтониана   6.1.1  сводится к уравнению Шредингера задачи 

МИК-Кеплера. Наличие в упомянутой системе кулоновской симметрии является хорошо 

известным фактом, а ее эквивалентность задаче МИК-Кеплера была замечена в работе [66].   
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        Далее, для простоты мы рассмотрим частный случай движения зарядя в поле 

дираковского диона – систему,  наиболее близкую атому водорода. Иными словами, мы в 

дальнейшем полагаем, что eQG  ,0 , т.е. 2e . 

 

2. Базисы задачи МИК-Кеплера 

     В сылу  4SO  скрытой симметрии задачи МИК-Кеплера [100] переменные в уравнение 

Шредингера для этой системы разделяются в сферических, параболических и вытянутых 

сфероидальных системах координат. Здесь мы рассмотрим только сферические и 

параболические волновые функции задачи МИК-Кеплера. 

 

2.1. Сферический базис       

      В сферических координатах  

                                ,cos,sinsin,cossin  rzryrx          1.2.1  

где       2,0,,0,,0 r , решение спектральной задачи 

                     2.2.1,ˆ,1ˆ,ˆ 20
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которое описывает связанную систему МИК-Кеплера с энергией  0E , вращательным 

моментом j  и z - компонентой вращательного момента m , можно записать в  виде [45]   
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

 smij

ms

s

nj

s

njm edrR
j

r 







 


2

1

4

12
,, .                                3.2.1  

Здесь  j

msd  есть d -функция Вигнера [190], а радиальная волновая функция 
  rR s

nj  

определяется выражением 
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где 2

0

2

0 er  – радиус Бора, а  zcaF ;;  – вырожденная гипергеометрическая функция. 

        Теперь пользуясь формулой [190] 
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где индексы полинома Якоби [193] bak ,, связаны с ',, MMJ  соотношениями 

 ,
2

1
,, baJkMMbMMa   
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угловую волновую функцию можно представить с помощью полинома Якоби   cos,ba

kP : 

                    
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Здесь мы ввели обозначения 

                                                         
2

smsm
m


 .                                                     7.2.1  

     Угловую функцию 
   ,s

jmZ  называют монопольными гармониками Тамма [191].  

     Спектр задачи МИК-Кеплера определяется условиями: 

                                        ,
2 22

4

00

n

e
En




 где    ,,2,1  ssn                           8.2.1  

а 1,,1,  nssj  , jjjjm ,1,,1,   . Квантовые числа j  и m  характеризуют 

полный момент системы и его проекцию на ось z . При целом s  система имеет целый спин, а 

при полуцелом s  - полуцелый. При 0s  задача МИК-Кеплера переходит в 

водородноподобную систему.  

         При тождественном преобразования  2  волновая функция связанной системы 

МИК-Кеплера однозначна при целом s  и меняет знак при полуцелом s . Во втором случае 

неоднозначность волновой функции можно истолковать как присутсвие магнитного поля 

бесконечно тонкого соленоида, направленного вдоль оси z , порождающего в системе спин 

21  [46, 53]. 

 

2.2. Параболический базис       

         Теперь рассмотрим задачу МИК-Кеплера в параболических координатах. В парабо-

лических координатах     2,0,,0,  , которые определяются формулами [89]   

                                
2

1
,sin,cos zyx ,                             9.2.1  

кулоновский потенциал, дифференциальные элементы длины, объема и оператор 

Лапласа имеют вид  
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После подстановки  

       


 smie  21
2

1
,, , 

переменные в уравнение Шредингера с гамильтонианом  1.1.1  разделяются, и мы 

приходим к следующей системе обыкновенных дифференциальных уравнений [51] 
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где  - постоянная разделения, являющаяся собственным значением z - компоненты аналога 

вектора Лапласа-Рунге-Ленца-Паули  4.1.1 . 

              При 0s  эти уравнения совпадают с уравнениями для атома водорода в 

параболических координатах [89]. Поэтому полную, нормированную на единицу, волновую 

функцию задачи МИК-Кеплера в параболических координатах можно записать в следующем 

виде 
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В  15.2.1  1n  и 2n  неотрицательные целые числа, причем 
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      Из последных соотношений с учетом  8.2.1  получим, что параболические квантовые 

числа 1n  и 2n  связаны с главным квантовым числом n следующим образом 

                                             1
2

21 



smsm

nnn .                                              19.2.1  

И, наконец, из соотношений  18.2.1  и  19.2.1  с учетом  8.2.1  для постоянной разделения 

  получим, что  
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     Таким образом мы решили следующую спекральную задачу 
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где операторы zJH ˆ,ˆ
0  и zÎ  определяются соотношениями  ,1.1.1   3.1.1  и  4.1.1 .              

    

 

3. Обобщенное разложение Парка-Тартера 

     Вначале докажем, что для радиальных волновых функций систем со скрытой симметрией 

выполняется следующее “добавочное” условие ортогональности по орбитальному моменту l  

[132] 
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      Запишем радиальное уравнение Шредингера в поле  rU  в виде 

                                                           rRErRH lElEr ˆ ,                                                    2.3.1  

где через обозначен rĤ эрмитовый оператор 
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Из соотношений  2.3.1  и  3.3.1  для дискретного спектра получим 
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Если энергетический спектр системы вырожден по l , то при EE   и ll   имеем, что 
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                                                            0
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 rdrRrR lElE .                                                   5.3.1  

Известно [89], что для эрмитового оператора F̂ , зависящего от некоторого параметра  , 

справедливо тождество 
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где усреднение проводится по собственным функциям оператора F̂ . Применяя это 

тождество к оператору  3.3.1  и выбирая в качестве параметра   орбитальный момент l , 

получим 
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где производная по l  берется при фиксированном радиальном квантовом числе rn .  

Объединяя  5.3.1  и  6.3.1 , окончательно получим, что 
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      Согласно  7.3.1  условие ортогональности радиальных волновых функций задачи МИК-

Кеплера по орбитальному моменту будет иметь вид: 
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      Для многомерного аналога атома водорода [96] и изотропного осциллятора [105] роль 

оператора  3.3.1  выполняет эрмитовый оператор  
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в котором 3D  - целое число, определяющее размерность пространства, а L  - так 

называемый глобальный момент [192], который может принимать как целые, так и 

полуцелые неотрицательные значения. 

      Рассуждения, аналогичные приведенным выше, показывают, что в многомерном случае 

выполняется условие ортогональности  
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В справедливости этого условия убеждает и прямое вычисление, основанное на 

использовании явного вида радиальных волновых функций многомерного атома водорода 

[96] и изотропного осциллятора [138] (в параграфе 4.2. главы 2 эту ортогональность мы 

продемонстрируем на примере четырехмерного двойного сингулярного осциллятора). 

      Теперь рассмотрим задачу разложения параболического базиса по сферическому базису 

системы МИК-Кеплера. Искомое межбазисное разложение, при фиксированном значении 

энергии, запишем в виде [51] 
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Переходя в левой части соотношения  11.3.1  от параболических координат к 

сферическим координатам согласно формулам 
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положив 0  и учитывая, что для полинома Якоби имеет место соотношение [193] 
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символ Похгаммера [194], мы установим равенство, в которое входит только радиальная 

переменная r . Затем, пользуясь услпвием ортогональности радиальной волновой функции 

задачи МИК-Кеплера по вращательному моменту  10.3.1 , получим 
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произведем интегрирование согласно формуле [89] 
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и, учитывая соотношение [194] 
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Отметим, что согласно 194 гипергеометрическая функция  1;;,12 cbaF  сходится при 
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      Известно 190, что коэффициенты Клебша-Гордана группы )2(SU  имеют следующее 

представление 
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Далее, пользуясь формулой 194 
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соотношение  18.3.1   можно записать в виде 
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Наконец, сравнивая  17.3.1  с  20.3.1 , приходим к следующему представлению для 

коэффициента j
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      Обратное преобразование, т.е. разложение сферического базиса по параболическим 

волновым функциям задачи МИК-Кеплера, имеет вид 
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Теперь пользуясь условием ортонормируемостью коэффициентов Клебша-Гордана группы 
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Очевидно, что с помощью соотношения  20.3.1  коэффициент межбазисного разложения 

сфера – парабола  24.3.1  можно выразить через обобщенную гипергеометрическую 

функцию 23 F  от единичного аргумента. 

     В конце отметим, что при 0s  формулы  17.3.1  и  21.3.1  переходят в соответствующие 

соотношения полученные Парком 115 и Тартером 116. 

 

4. Сфероидальный базис задачи МИК-Кеплера 

      Сфероидальные координаты являются естественным средством исследования многих 

задач математической физики 195. В квантовой механике эти координаты используются 
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при описании поведения заряженной частицы в поле двух кулоновских центров. Расстояние 

R  между центрами характеризует сфероидальные координаты и входит в выражение для 

энергетического спектра, т.е. имеет динамический смысл. Если заряд одного из центров 

положить равным нулю, то задача переходит в одноцентровую и параметр R  становится 

чисто кинематическим. Однако математическая структура сфероидальных уравнений во 

многом остается прежней, так как энергия входит как в радиальное, так и в угловое 

уравнение. В связи с этим сфероидальный анализ обычной (обобщенной) задачи МИК-

Кеплера приобретает смысл первого шага к исследованию двухцентовой задачи обычной 

(обобщенной) задачи МИК-Кеплера. 

        В вытянутых сфероидальных координатах  ,,  которые определяются следующим 

образом 
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и оператор Лапласа имеют вид 
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Параметр R  есть межфокусное расстояние и при 0R  и R  вытянутые 

сфероидальные координаты переходят в сферические и параболические координаты 

соответственно 195.  

      После подстановки 
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где  0  - постоянная разделения. 

     Далее, следуя методу предложенного Миллером [205], т.е. исключая энергию  0E  из 

системы уравнений  4.4.1 , мы получим сфероидальный интеграл движения 
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собственные значения которого является постоянная разделения  0 , а собственные 

функции – сфероидальные волновые функции  3.4.1 . 

      Теперь, переходя в последнем выражении к декартовым координатам и учитывая, что 

квадрат оператора вращательного момента  3.1.1  2Ĵ  и z - компонента аналога вектора 

Лапласа-Рунге-Ленца-Паули  4.1.1  zÎ  в декартовых координатах имеют вид:  
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i

ji
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











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


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

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






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






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



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22 22

2ˆ  ,            

  



























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
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

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





































rr

z

z
si

y
x

x
y

zrr

zr
si

zy
y

x
x

yx
zI z

0

2

2

2

2

0

ˆ



, 

получим, что  

                                                         
zI

R
J ˆˆˆ 020




  .                                                       5.4.1  

Итак, имеем 

                                                RRR s

mqnq

s

mqn ;,,;,,ˆ 00   .                                      6.4.1  

Здесь индекс q  нумерует собственные значения оператора  0̂  и принимает значения в 

пределах 11  mnq . 

      Теперь перейдем к построению сфероидального базиса задачи МИК-Кеплера. 

Представим сфероидальный базис в виде разложения по сферическому  3.2.1  и 

параболическому  15.2.1  базисам: 
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                                              ,,;,,
1

rRUR s

mjn

n

mj

j

smqn

s

mqn 


 

 ,                                      7.4.1  

                                              ,,;,,
21

1

1

1

0

s

mnn

mn

n

n

smqn

s

mqn RVR 






 .                                  8.4.1  

Действуя оператором  5.4.1  на  7.4.1  и  8.4.1  и пользуясь спектральными уравнениями 

для операторов 2Ĵ   2.2.1 , zÎ   21.2.1  и  0̂   6.4.1  и ортонормированностью сферического 

и параболического базисов, получим 

                                      jjz

j

j

smqn

j

smqnq IRU
R

RUjjR 





 ˆ1 00




 ,                              9.4.1  

                                   
11

1

11 2

21

0

0 ˆ
nn

n

n

smqn

n

smqnq JRVRVmnn
rn

R
R 





 







 ,                      10.4.1  

где 

                                            vdrIrI s

mjnz

s

mjnjjz  ,,ˆ,,ˆ **

  ,                                           11.4.1  

                                            vdJJ s

mnn

s

mnnnn  ,,ˆ,,ˆ
212111

2*2

  .                                   12.4.1  

      Вначале рассмотрим, матричный элемент  11.4.1 . Для вычисления матричного 

элемента  11.4.1  мы используем разложение сферического базиса по параболическому 

базису  22.3.1 , учитываем уравнение на собственные значения и собственные функции 

оператора zÎ   21.2.1  и соотношение  19.2.1 . Тогда вместо соотношения  11.4.1  получим 

                               1

1

1
~~

12ˆ
1

0

1

0

2

n

smjn

mn

n

n

smjnjjz WWsmnn
n

e
I






 






.                                 

Далее, пользуясь явным видом коэффициентов 1
~ n

smjnW  и 1
~ n

smjnW
   24.3.1 , рекуррентным 

соотношением  

  
      















2

1

2

;
11

12124

cbacbacbacabcc

ccc
C c

ba



  

 
      

    




















  
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2
123214

21111 c

baC
ccc
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 13.4.1  

        
  
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и условием ортогональности  
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                                             















  cc

c

ba

c

ba CC ;;                                                    14.4.1  

коэффициентов Клебша-Гордана, для матричного элемента   jjzI 
ˆ  получим выражение    

                                  1,1,1

0

2

ˆ
  jjjjjjjjjjjz ABA

n

e
I 




,                                   15.4.1  

где 

                  
   

    1
,

12122

222222







 

jj

mmn
B

jjj

jnmjmj
A jj .                         16.4.1  

Теперь, подставляя  15.4.1  в  9.4.1 , для коэффициена  RU j

smqn  следующее трехчленное 

рекуррентное соотношение 

                       01 1001

1 








 

 RUARUjjR
R

rn
BRUA j

smqnj

j

smqnqj

j

smqnj  .               17.4.1  

      Теперь перейдем к вычислению матричного элемента  12.4.1 . Применяя технику 

вычисления, подобную при вычисления матричного элемента   jjzI 
ˆ , т.е. пользуясь 

разложением параболического базиса задачи МИК-Кеплера по сферическому, учитывая 

уравнение на собственные значения и собственные функции оператора 2Ĵ   2.2.1 , тогда 

получим 

    j

smnn

n

mj

j

smnn WWjjnnJ
11

1

11

2 1ˆ









 . 

Далее, пользуясь следующим трехчленным рекуррентным соотношением коэффициентов 

Клебша-Гордана группы  2SU  [201] 

        
 c

baCbbaacc ;2111  

                                            


 c

baCbbaa 1,;1,11                      18.4.1  

     
 c

baCbbaa 1,;1,11   

и условием ортогональности  23.3.1 , для матричного элемента  
11

2ˆ
nnJ   получим 

выражение  

                                        1,,1,1

2

11111111111

ˆ
  nnnnnnnnnnn CDCJ  ,                                 19.4.1  

где 
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     mnnmnnsmnnCn 11111
, 

 20.4.1  

      11 21121
  mmsmnsmnnnDn . 

Теперь подставляя  19.4.1  в  10.4.1 , для коэффициента  RV
n

smqn
1  получим трехчленное 

рекуррентное соотношение  

                  0
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1
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

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 RVCRVRmnn
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R
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smqnqn

n

smqnn  .            21.4.1  

      Следует отметить, что трехчленные рекуррентные соотношения  17.4.1  и  21.4.1  нужно 

решить совместно с условиями нормировки 

             1,1

21

0

21

1

1  












mn

n

n

smqn

n

mj

j

smqn RVRU .                                    22.4.1  

И, наконец, для иллюстрации метода построения сфероидальных волновых функций задачи 

МИК-Кеплера подробно рассмотрим один частный случай. Пусть 0,2  smn , тогда 

согласно разложения  7.4.1  имеем 

                                                     0

012

1

002

0

002

0

002

0

02  RURU qqq  .                                         23.4.1  

Из трехчленного рекуррентного соотношения  17.4.1 для коэффициентов  RU q

0

002  и 1

002qU

получим следующую систему алгебраических уравнений 

        0
2 0

002

001

002  RUR
R

r
RU qqq  , 

         02
2 0

002

1

002

00  RURUR
R

r
qqq . 

Приравнивая к нулю детерминант системы алгебраических уравнений для сфероидальной 

постоянной разделения    Rq

0  получим следующее квадратичное уравнение: 

        
2

0

2
00

4
2

r

R
RR qq  , 

откуда следует, что 

   
2

0

2
0

2,1
4

11
r

R
R  . 

После этого, с учетом условия нормировки коэффициента  RU j

smqn   22.4.1 , получим 



 

28 

 

 
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Далее, подставляя полученные выражения коэффициентов  RU q

0

002  и 1

002qU в  23.4.1  и 

пользыясь явным выражением сферического базиса задачи МИК-Кеплера  3.2.1 , имеем 
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q . 

Этот результат также можно получить пользуясь разложением  8.4.1 .   

 

5. Эффект Штарка 

         В основном состоянии  sjsn  ,1  сферическая волновая функция задачи МИК-

Кеплера  3.2.1  имеет вид 

                                     smij

ms

sr
r

ss

m ederconstr 



10,, ,                                      1.5.1    

где ssssm ,1,,1,   . Как видно, сферическая волновая функция основного 

состояния  1.5.1  вырождена по азимутальному квантовому числу m и не является 

сферически-симметричным. Задача МИК-Кеплера даже в основном состоянии имеет 

отличный от нуля дипольный момент, и в присутствие внешнего электрического поля 

возможен линейный эффект Штарка. Радиальная волновая функция основного состояния 

имеет при 0r узел. Поэтому имеет смысл провести более аккуратное исследование 

поведения связанной системы МИК-Кеплера во внешнем однородном электрическом поле 

с целью исследования эффекта Штарка и нахождения дипольного момента системы. 

Изучение этих вопросов и является целью настоящего параграфа. 

       Гамильтониан системы МИК-Кеплера во внешнем постоянном однородном 

электрическом поле имеет вид [185] 

                           .
22

1ˆ
2

2

0

222

0

ze
r

e

r

s
A

c

e
iH 











  

                                   2.5.1  

Мы приняли, что электрическое поле 


направлено в положительном, а действующая на 

электрон сила – в отрицательном направлении оси z . Поскольку гамильтониан  2.5.1   

обладает аксиальной симметрией, уравнение Шредингера системы заряд-дион во 

внешнем постоянном однородном электрическом поле удобно рассмотреть в 

параболических координатах. Таким образом, для вычисления матричных элементов 
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переходов между взаимно вырожденных состояний, удобно выбрать в качестве 

невозмущенных волновых функций параболические волновые функции  15.2.1  системы 

МИК-Кеплера. 

          Нас будет интересовать матричные элементы переходов    ',',',, 2121 mnnmnn   

при фиксированном значении главного квантового числа n . Так как оператор возмущения 

есть 

                                              ezeV
2

1ˆ ,                                                        3.5.1  

то согласно формулам теории возмущения, поправка первого приближения к 

собственному значению энергии  0

нЕ    8.2.1  есть 

         dvVЕ s

mnn

s

mnnn  ,,ˆ,,
2121

*1

 . 

Теперь учитывая формулы  11.2.1 ,  15.2.1  и  3.5.1  имеем 
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Для вычисления приведенных интегралов мы воспользуемся формулами  14.3.1  и 

 15.3.1 . В результате мы получим для интегралов qpI ,  и qp,  следующие выражения: 
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     Теперь, пользуясь вычисленными значениями интегралов, можно найти поправку 

первого приближения к собстванному значению энергии  4.1.1  
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Как и в случае атома водорода, линейный по n член пропорционален z  – компоненте 

вектора Лапласа-Рунге-Ленца-Паули  4.1.1 . Однако имеется дополнительная, линейная 

по m  поправка, снимающая вырождение по z  – компоненте вращательного момента. 

         Итак, в системе заряд-дираковский дион имеется линейный эффект Штарка, 

полностью снимающий вырождение по азимутальному квантовому числу m .  

         При фиксированном значении s , согласно формуле  19.2.1  две крайные 

компоненты расщепившегося уровня соответствуют следующие значения параболических 
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квантовых чисел: 0,1 21  nsnn  и  1,0 21  snnn . Согласно  4.5.1  

расстояние между этими крайными уровнями есть 
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т.е., как и в случае атома водорода, общее расщепление энергетического уровня при 

эффекте Штарка примерно пропорционально 2n .  

         Наличие линейного эффекта Штарка означает, что в невозмущенном состоянии 

связанная система заряд-дираковский дион обладает дипольным моментом со средным 

значением 
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          Из выражения для среднего значения дипольного момента естественно следует 

следующее определение оператора дипольного момента: 
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      В конце отметим, что все полученные нами результаты при 0s переходят в 

соответствующие формулы для атома водорода.  

  

4. Заключение к первой главе 

      В этой главе мы рассмотрели эффект Штарка в задаче МИК-Кеплера, описывающей 

взаимодействие заряда с дираковским дионом. Мы нашли, что, несмотря на глубокое 

сходство системы заряд-дион с атомом водорода, отношение первой к эффекту Штарка 

качественно иное. Именно, в задаче МИК-Кеплера имеет место линейный эффект Штарка 

полностью снимающий вырождение по азимутальному квантовому числу m . 

       Заметим также, что эффект Штарка для системы заряд-дион не может быть 

непосредственно перенесен на систему состоящей из двух дираковсеих дионов. Во втором 

случае мы должны учитывать взаимодействие внешнего поля с магнитным зарядом, т.е. в 

случае системы двух дираковских дионов к гамильтониану  2.3.1  нужно добавить 

возмущение обусловленное внешним магнитном полем. Иными словами, эффект Штарка 

системы двух дираковских дионов должен быть суперпозицией эффектов Штарка и 

Зеемана задачи МИК-Кеплера. 

          Конечно же, наличие как линейного эффкта Штарка, так и ненулевого дипольного 

момента системы является следствием присутствия магнитного монополя. Очевидно, что 
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качественно схожим поведением должна обладать и система состоящей из двух БПЗ-

дионов. При этом преобразовывая уравнение Шредингера, отвечающее гамильтониану 

 2.3.1 , в уравнение Шредингера двух БПЗ-дионов, мы получим систему возмущенную 

нелинейным электрическим полем. Кроме того, формальное соответствие задач МИК-

Кеплера и двух БПЗ-дионов предполагает завысимость константы взаимодействия второй 

системы как от константы взаимодействия, так и от энергии первой.   
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Глава 2  

Дион-осцилляторная дуальность  

 

1. Обобщенная задача МИК-Кеплера  

    Модель минимально суперинтегрируемой системы, обобщенной задачи МИК-Кеплера 

была предложена в работе 190 и она описывается гамильтонианом  
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где 1  и 2  неотрицательные постоянные, а векторный потенциал   AA


 определяется 

выражением  2.1.1 . Переменные в уравнение Шредингера для обобщенной задачи МИК-

Кеплера разделяются в сферических, параболических и вытянутых сфероидальных 

координатах. 

      В этом параграфе мы кратко приведем основные результаты полученые в работах 

190, 191, так как они нам необходимы для дальнейшего изложения результатов 

полученные диссертации. 

 

1.1. Сферический базис  

     Сферический базис обобщенной задачи МИК-Кеплера  1.1.2  имеет вид       
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угловая и радиальная волновые функции имеют вид 
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а обозначение m  определено соотношением (1.2.7). 

       Собственные значения энергии E  обобщенной задачи МИК-Кеплера определяется 

формулой 
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         Квантовые числа jn,  и m  принимают следующие значения: ,,2,1  ssn  

1,,1,   nmmj  , а jjjjm ,1,,1,   .  

         Квантовые числа j  и m  характеризуют полный момент системы и его проекция на 

ось z . Для (полу)целых js  и m  также (полу)целые числа. 

       Отметим также, что сферическая волновая функция обобщенной задачи МИК-

Кеплера  2.1.2  является собственной функцией системы коммутирующих операторов 
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Здесь 2Ĵ квадрат оператора полного момента  3.1.1 . 

 

1.2. Параболический базис  

       Нормированая на единицу полную волновую функцию обобщенной системы МИК-

Кеплера в параболических координатах можно представить в виде 190 
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причем 2,1i и 1t  а 2t . Здесь 1n  и 2n  неотрицательные целые числа и равны 
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Здесь  s  - постоянная разделения в параболических координатах. Теперь учитывая 

 12.1.2 , из последных соотношений получим, что параболические кватнтовые числа 1n  и 

2n  связаны с главным квантовым числом n , как и в случае задачи МИК-Кеплера (см. 

 19.2.1  ), следующим образом 
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В конце отметим, что параболический базис  17.1.2  является собственной функцией как 

оператора Гамильтон  1.1.2  и z -компоненты полного момента  3.1.1 , так и оператора  
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где zÎ  z -компонента аналога вектора Лапласа-Рунге-Ленца-Паули  4.1.1 . Собственным 

значением оператора   22.1.2  является параболическая постоянная разделения  , явный 

вид которого есть 

                                
   








 
 

2

21
21

0

ss
s mnn






.                                             23.1.2  



 

35 

 

Выражение  23.1.2  получается из соотношений  19.1.2  и  20.1.2  с учетом соотношения 

 11.1.2 .  

    В конце отметим, что все формулы полученные выше указывают на то, что они могут 

быть получены из соответствующих формул для задачи МИК-Кеплера с помощью 

следующих анзацов: 
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Тогда взаимные разложения параболического и сферического базисов обобщенной задачи 

МИК-Кеплера будут иметь вид 
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  совпадают с коеффициентами 

Клебша-Гордана группы  2SU , по своим индексам аналитически продолженные в 

область реальных чисел 136. 

  

1.3. Сфероидальный базис  

       Поступая аналогичным образом, что и, в четвертом параграфе первой главы, при 

построении сфероидального базиса задачи МИК-Кеплера, получим, что сферодальный 

базис обобщенной задачи МИК-Кеплера является собственной функцией оператора 
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
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т.е. 
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где операторы M̂  и  s̂  определяются  выражениями  16.1.2  и  22.1.2 , индекс q  

нумерует собственные значения оператора ̂  и меняется в области 10  mnq .         

Сфероидальный базис обобщенной задачи МИК-Кеплера, при фиксированном значении 

энергии, можно представить как квантовую смесь сферического и параболического 

базисов: 
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Рекуррентные соотношения  30.1.2  и  31.1.2  нужно решить совместно с условиями 
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       В конце следует отметить, что обобщенная задача МИК-Кеплера при некоторых 

значениях квантового числа s  и параметров 1  и 2  переходит в следующие системы: 

 Задачу Кеплера-Кулона, при 021  s . 

 Обобщенную систему Кеплера-Кулона 136, при 0s , а 021   . 

 Потенциал Хартмана 196, 197, 198, при 0s , а 021   . 

 Задачу МИК-Кеплера 100, 101, при 0s , а 021   . 

 

2. Дион-осцилляторная дуальность 
 

       В этом параграфе мы покажем, что обобщенная задача МИК-Кеплера дуальна 

четырехмерному двойному сингулярному осциллятору [186]. Уравнение Шредингера 

обобщенной задачи МИК-Кеплера  1.1.2  в сферических координатах  1.2.1  имеет вид:   
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Теперь, если в уравнение  1.2.2  совершить следующие замены 
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где    4,0 , то уравнение  1.2.2  перейдет в уравнение 
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Здесь мы ввели следующие обозначения:    , а     . Далее, переходя от координат 

r ,  ,  и   к координатам                     
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где  3,2,1,0  и вводя обозначения 
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то уравнение  3.2.2  перейдет в уравнение  
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Квантовомеханическую систему, которую описывает четырехмерное уравнение 

Шредингера  8.2.2  и дуальная обобщенной задаче МИК-Кеплера в дальнейшем назовем 

четырехмерным двойным сингулярным осциллятором. 

         Теперь установим связь между декартовыми координатам zyx ,, и координатами 
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Далее, подставляя последние соотношения в  1.2.1  и запоминая тождетство Эйлера 2ur  , 

получим 
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      Первые два соотношения  9.2.2  представляют преобразование 34 IRIR  , использо-

ванные Кустаанхеймо и Штифелем для регуляризации уравнений небесной механики [79], и 
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называются преобразованием Кустанхеймо и Штифеля (КS-преобразование), а  соотношения 

 9.2.2  мы назавем обобщенной версией КS-преобразования. 

      Таким образом мы доказали, что связанная обобщенная система МИК-Кеплера дуальна 

четырехмерному двойному сингулярному осциллятору.  

                      

 

3. О преобразовании Кустаанхеймо-Штифеля  
 

       В предыдущем параграфе мы показали, что обобщенная задача МИК-Кеплера дуальна 

четырехмерному двойному сингулярному осциллятору и, что преобразованием дуальности 

является обобщенная версия КS-преобразования  9.2.2 , дополненное анзацем 

     ,rrs 
 ,  is . Теперь, прежде чем перейти к исследованию уравнения 

Шредингера четырехмерного двойного сингулярного осциллятора, рассмотрим некоторые 

свойства КS-преобразования. 

        Первые два уравнения соотношения  9.2.2  из себя представляют небиективное 

квадратичное преобразование 34 IRIR  , которое каждой точке  3210 ,,, uuuu  

четырехмерного пространства 4IR  ставит в соответствие точку  zyx ,,  трехмерного 

пространства 3IR  и можно записать в виде [74]: 

                                                        UuHX 4; ,                                                                1.3.2      

где через X  и U  обозначены векторы 

                                             ,,

0
4

2

1

0













































u

u

u

u

U
z

y

x

X                                                2.3.2  

а матрица  4;uH  имеет вид 
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Легко проверить, что матрица  4;uH  удовлетворяет следующему условию 

                                                      ,4;4; 2

 uuHuH T                                              4.3.2  

которое гарантирует соблюдение тождества Эйлера .2ur   Действительно, из соотношения  
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   UuHuHUXX TTT 4;4;  

с учетом  3.3.2  имеем, что  
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Для дифференциальных элементов имеем 
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Из  4.3.2  и  5.3.2  следует, что 
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Для частных производных имеет место соотношение 
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где  
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Из  6.3.2  получим следующую связь между оператором Лапласа   в 3IR  и оператором 

Лапласа 4  в 4IR : 

                                                         .ˆ
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X

uu
                                                    8.3.2  

             Теперь установим связь между дифференциальными элементами объемов в 

пространствах 4IR  и 3IR . Это удобнее всего сделать в эйлеровых координатах, которые 

определяютсз следующим образом: 

                          ,
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где        .4,0,,0,2,0,,0  u  Дифференциальные элементы длины и 

объема в эйлеровых координатах инеют вид: 

 ,cos2
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 10.3.2  

.sin
8

3

4  dddud
u

vd   

     Из определения эйлеровых координат  9.3.2  непосредственно следует, что 

   
   3210

3210ln
2 iuuiuu

iuuiuui




 . 

Исходя из последнего соотношения мы получим, что оператор X̂   7.3.2  в эйлеровых 

координатах принимает простой вид 

                                                                    .2ˆ
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
X                                                        11.3.2  

     Теперь пользуясь KS-преобразованием  9.2.2  легко установить, что эйлеровые 

координаты  ,,u  и    связаны с трехмерными сферическими координатами ,r  и   

следующим образом: 

                                                       .,,2   ur                                        12.3.2  

Тогда дифференциальный элемент четырехмерного объема  10.3.2  можно записать в виде 
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Далее, сравнивая последнее соотношение с формулой для трехмерного объема в 

сферических координатах  1.2.1  

 ddrdrvd sin2

3   

установим, что  
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r
vd                                                  13.3.2  

Формула  13.3.2  позволяет также установить связь между объемными интегралами в 

пространствах 4IR  и 3IR . Интегрирование по переменной   от 0  до 4  приводит к 

соотношению  

                                                          
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
                                          14.3.2  

          Теперь напишем вид четырехмерного оператора Лапласа 4  в координатах  .,,, zyx  

Для этого воспользуемся явным видом оператора 4  в эйлеровых координатах  6.2.2 . С 

учетом  11.3.2  легко установить, что 
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есть квадрат оператора орбитального момента. Таким образом, для четырехмерного 

оператора Лапласа 4  получим выражение 
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Далее, учитывая, что 
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соотношение  15.3.2  можно записать в виде 
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Таким образом мы нашли явное выражение четырехмерного оператора Лапласа 4  в 

координатах  ,,,, zyx  которые являются координами четырехмерного пространства 4IR

представленное в виде прямого произведения трехмерного пространства 3IR  и одномерной 

сферы 1S , т.е. .134 SIRIR   

 

 

4. Четырехмерный двойной сингулярный осциллятор  
 

        Теперь приступим к исследованию четырехмерного двойного сингулярного осциллятора 

 8.2.2  в эйлеровых, двойных полярных и сфероидальных координатах. 

 

 4.1. Эйлеровый базис  

         Решение уравнения Шредингера четырехмерного двойного сингулярного осциллятора 

 8.2.2  в эйлеровых координатах  5.2.2  будем искать в виде 

                                                 .,,,,,  ZuRu                                                   1.4.2  
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После подстановки  1.4.2  переменные в уеавнение Шредингера  8.2.2  разделяются и мы 

получаем следующую, связанную систему дифференциальных уравнений: 
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где неотрицательная постоянная разделения в эйлеровых координатах  1  есть 

собственное значение оператора 
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где оператор 2L̂  определен выражением  4.2.2 , а оператор Â  в четырехмерных декартовых 

координатах iu  имеет вид  
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Таким образом мойно сказать, что полная волновая функция четырехмерного двойного 

сингулярного осциллятора  1.4.2  является собственной функцией следующих 

коммутирующих операторов  33
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ LLAH  . Операторы 3L̂  и 3L̂  определяются следующим 

образом: 
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где квантовые числа M  и   M   одновременно принимают целые или полуцелые значения, в 

противном случае при одновременном преобразованиях  2  и  2  полная 

волновая функция меняла бы знак.  

           Из выше сказанного следует, что решение уравнения  2.4.2  надо искать в следующем 

виде: 

    .,,  MiMi eeZ   

Подставляя последнее выражение в уравнение  2.4.2  и учитывая спектральные задачи 

 6.4.2  для функции   получим уравнение  
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В уравнение  7.4.2  удобно перейти к новой переменной    1,02cos1̀  y  и решение 
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Подставляя последнее соотношение в  7.4.2  получим гипергеометрическое уравнение   
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Таким образом находим, что 
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Эта функция является регулярным решением уравнения  7.4.2  при   , ряд 12 F  

конечный, т.е. 
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где ,2,1,0n . Далее, после обозначения 
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угловаз волновая функция  21,;,, MMLZ   будет иметь вид  
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 11.4.2  

,
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M
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         Далее, пользуясь формулой [199] 

                         
 

 
  ,
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





 
                         13.4.2  

где   yP ba

n

, - полином Якоби, угловую волновую функцию  11.4.2  можно записать в 

следующем виде 
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
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Здесь постоянная нормировки  21, MMLN   имеет вид 
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     

   
.

1116

1!22
1,

21

2

2121
2

21
















MLML

MLMLL
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        Теперь вернемся к радиальному уравнению  3.4.2 . После подстановки  10.4.2  в  3.4.2  

получим уравнение 

     .0
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u
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
       16.4.2  

Решение уравнения  16.4.2  ищем в следующем виде 

                                                  ,22

22

21 ufeuauR

ua
L 




                                               17.4.2  

где 0a . Теперь подставляя  17.4.2  в  16.4.2 , мы для функции  uf получим 

уравнение вырожденной гипергеометрической функции: 

                                           ,0
2

2

 zf
zd
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z

zd

fd
z                                                    18.4.2  

где 22 uaz  , а  
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.22,1
22

21
21 


 




 LL


 

Далее, вводя радиальное квантовое число 

1
22

21 








Lnu


, 

где ,,2,1,0 un  для энергетического спекра четырехмерного двойного сингулярного 

осциллятора получим следующее выражение 

                                                   .2, 2121   NN                                        19.4.2  

Здесь   ,2,1,02  LnN u  есть главное квантовое число. 

         Тогда, нормированное условием 

                                             NNLNLN duuRuRu 



  
0

2121

3 ,,,                                20.4.2  

радиальная волновая функция будет иметь вид 
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    21.4.2     

где постоянная нормировки определяется выражением  
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 
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L
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L
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L

a
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
 .                      22.4.2     

       Таким образом, нормированную на единицу  

  1,;,,,
2

21   vduMMLN   

полную волновую функцию четырехмерного двойного сингулярного осциллятора в 

эйлеровых координатах можно записать в виде 

                     ,,;,,,;,;,,, 212121  MMLLNMMLN ZuRu                         23.4.2  

где радиальная  21,; uR LN  и угловая  21,;,, MMLZ  волновые функции определены 

соотношениями  14.4.2 ,  15.4.2 ,  21.4.2  и  22.4.2 . 

      В конце, для полноты изложения, приведем явное выражение проблемы на собственные 

функции и собственные значения оператора Â   4.4.2 , т.е. 

           ,1
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1ˆ 2121
MMLNMMLNMMLN LLA  


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
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                24.4.2  

где значение постоянной   определено соотношением  10.4.2 . 
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 4.2. Двойной полярный базис  

Теперь рассмотрим четырехмерный двойной сингулярный осциллятор в двойных 

полярных координатах. Двойные полярные координаты     2,0,,,0, 2121   

определяются следующим образом [159] 

                              21

232110 ,
  ii

euiueuiu  .                                    25.4.2  

Дифференциальные элементы длины, объема и оператор Лапласа в двойных полярных 

координатах имеют вид  
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Решение уравнения Шредингера  8.2.2  в двойных полярных координатах будем искать в 

виде 

                                ,
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1
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

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ee                                  26.4.2  

где .,2,1,0, 21 pp  После подстановки  26.4.2  в  8.2.2  переменные разделяются и мы 

приходим к следующей паре обыкновенных дифференциальных уравнений 
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где  - постоянная разделения в двойных полярных координатах, а  

                            a

a

aa p
c

p 
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02 2




 ,        где   2,1a .                                          29.4.2  

Уравнения  27.4.2  и  28.4.2  по виду совпадают с радиальным уравнением кругового 

осциллятора [215]. Таким образом мы получим, что 
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Здесь 1N  и 2N  целые неотрицательные числа, причем 



 

48 

 

           ,
842

1
2

11

1
a

p
N












        .

842

1
2

22

2
a

p
N












            32.4.2  

Из последных соотношений для энергетического спектра четырехмерного двойного 

сингулярного осциллятора в двойных полярных координатах получим выражение 

                        .2,22, 212121212121
  ppNNppNN                                33.4.2  

Далее, из сравнения выражений для энергетического спектра  19.4.2  и  33.4.2  получим, что 

двойные полярные квантовые числа 1N  и 2N  связаны с главным квантовым числом N  

следующим образом: 

                                                 .22 2121 ppNNN                                                 34.4.2  

        Из выражения энергетического спектра  33.4.2  следует, что энергетический спектр 

четырехмерного двойного сингулярного осциллятора вырожден и, следовательно существует 

некоторый интеграл движения, который является причиной этого вырождения. Чтобы найти 

этот дополнительный интеграл движения поступим следующим образом. Исключая 

энергию   из системы уравнений  27.4.2  и  28.4.2 , заменяя азимутальные квантовые 

числа 1p  и 2p   операторами 1 i  и 2 i , приходим к следующей проблеме на 

собственные и собственные значения: 
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где оператор ̂  в двойных полярных координатах имеет вид 
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       Из системы уравнений  32.4.2  следует, что  
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      Здесь приведем также выражение оператора ̂  в декартовых координатах iu : 
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     Здесь следует отметить, что волновые функции четырехмерного двойного сингулярного 

осциллятора  23.4.2  и  30.4.2 , с точностью до постоянного множителя, можно получить бз 

сферического  2.1.2  и параболического  17.1.2  базисов обобщенной задачи МИК-Кеплера 

соответственно, с помощью следующих замен квантовых чисел: 

 для эйлерового базиса 

;,,,1
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MsMmLj
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n   

 для двойного полярного базиса 
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        Для полного исследования двойного сингулярного осциллятора нам осталось найти 

решение уравнения Шредингера в четырехмерных сфероидальных координатах. Для 

нахождения четырехмерного сфероидального  базиса двойного сингулярного осциллятора 

мы будем следовать методу предложенную в работах [132, 136, 137, 142], которые воедино 

собраны в монографии [159]. Согласно этому методу нам вначале неоходимо решить задачу 

о межбазисных разложений между двойными поярными и эйлеровыми волновыми 

функциями четырехмерного двойного сингулярного осциллятора.    

 

 4.3. Связь между эйлеровым и двойным полярным базисами 

      Прежде чем перейти к задаче о межбазисном разложении в четырехмерном двойном 

сингулярном осцилляторе, докажем, что для радиальной волновой функции  21.4.2  

наряду с условием ортонормировки  20.4.2  имеет место и следующее дополнительное 

условие ортогональности по четырехмерному моменту L  
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Для доказательства поставим в  39.4.2  нормированную радиальную волновую функцию 

четырехмерного двойного сингулярного осциллятора  21.4.2 , запишем вырожденную 

гипергеометрическую функцию в  21,; uR LN  в виде многочлена 
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прозведем интегрирование согласно формуле  14.3.1  и, учитывая соотношение  15.3.1       

для интеграла  39.4.2  получим следующее соотношение 
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Далее, применяя к гамм-функциям под знаком суммирования формулу [194] 
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замечем, что сумма по s  сворачивается в гипергеометрическую функцию типа  15.3.1  и 

поэтому имеем 
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Последнее соотношение обращется в ноль при LL   за счет произведения гамм-функции от 

 1 LL  и  1 LL , что и приводит к условию ортогональности  39.4.2 . 

        Теперь вернемся к задаче о межбазисном разложении в четырехмерном двойном 

сингулярном осцилляторе. 

         При фиксированном значении энергии мы можем двойные полярные связанные 

состояния  30.4.2  представить как когерентную квантовую смесь эйлеровых связанных 

состояний  33.4.2 , т.е. 

             .,;,,,,;,,, 21212121 21212121 







MML

MMLN

MMLN

ppNNppNN uW            41.4.2  

Наша цель заключается в нахождении явного вида коэффициента 
MMLN

ppNNW


2121
. Вначале 

заметим, что из сравнения соотношений  5.2.2  и  25.4.2  имеем следующие связи между 

двойными полярными и эйлеровыми координатами: 
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Согласно  42.4.2  в левой части соотношения  41.4.2  перейдем от двойных полярных 

координат к эйлеровым координатам. далее, подставляя 0 , и учитывая, что 
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и пользуясь дополнительным условием ортогональности радиальной волновой функции 

четырехмерного двойного сингулярного осциллятора по четырехмерному моменту L  

 39.4.2 , для коэффициента разложения  41.4.2  MMLN

ppNNW


2121
 получим следующее интегральное 

представление: 
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Здесь  
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где .22 uax   Далее, в интеграле  45.4.2  зписывая вырожденную гипергеометрическую 

функцию  xMNF ;1; 11   в виде многочлена, производя интегрирование согласно формуле 

 14.3.1  и учитывая  15.3.1 , получим 
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После подстановки  44.4.2  и  46.4.2  в  43.4.2  имеем    



 

52 

 

   
 

     

       


























 






MMpMMp

MMLN

ppNN

MLMLL
N

NN

MNMNL

M

M
N

W .,

221

221121

1
212121

1!!
2

!!

1112

1

!
2






           

 47.4.2  

   














































 1

1
2

,1

1,,

1
2

11

1

211

23

21

211

M
N

M

MLMLN

F

L
N

MLML





. 

             

Наконец, сравнивая  47.4.2  с  20.3.1  приходим к следующему представлению для 

коэффициентов MMLN

ppNNW


2121
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Соотношение  48.4.2  указывает на то, что коэффициенты разложения двойного полярного 

базиса по эйлеровому базису четырехмерного двойного сингулярного осциллятора MMLN

ppNNW


2121

являются коэффициентами Клебша-Гордана группы )2(SU , которые по своим индексам 

аналитически продолжены в область реальных чисел. 

       Обратное разложение, т.е. разложение эйлерового базиса по двойному полярному базису 

базису четырехмерного двойного сингулярного осциллятора, имеет вид 
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Далее, пользуясь условием ортонормируемости коэффициентов Клебша-Гордана группы 
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      В конце отметим, что коэффициенты  50.4.2  с помощью формул  18.3.1  или  20.3.1  

могут быть вырожены через обобщенную функцию 23 F  единичного  аргумента.  

 

 4.4. Сфероидальный базис 

         Теперь пользуясь межбазисными разложениями полученные нами жыше, построим 

сфероидальный базис четырехмерного двойного сингулярного осциллятора. 

        Четырехмерные сфероидальные координаты определим следующим образом 
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где   ,1 ,  1,1 . Параметр d - межфокусное расстояние и в пределах 0d  и 

d  четырехмерные сфероидальные координаты  51.4.2  переходят в эйлеровые и 

двойные полярные координаты соответственно. 

        В сфероидальной сисреме координат потенциал четырехмерного двойного сингулярного 
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В координатах  51.4.2  дифференциальные элементы длины, объема и оператор Лапласа 

записываются в следующем виде 
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     После подстановки 
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переменные в уравнение Шредингера  8.2.2  разделяются и мы приходим к следующей 

системе обыкновенных дифференциальных уравнений 
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где  dQ  - постоянная разделения в четырехмерных сфероидальных координатах, величины 

1M  и 2M  определены соотношением  8.4.2 . 

        После исключения энергии   из уравнений  53.4.2  и  54.4.2  мы получим эрмитовый 

оператор 
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собственные значения которого являются  dQ , а собственные функции -  d;,,,  . В 

операторе  55.4.2  переходя к декартовым координатам и учитывая соотношения  4.4.2  и 

 38.4.2 получим, что 

                                                            .ˆ
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ˆˆ
22


da

AQ                                                      56.4.2  

Таким образом сфероидальный базис четырехмерного двойного сингулярного осциллятора 

является собственной функцией коммутирующих операторов  33
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ LLQH   и имеет место 

следующая спектральная задача 
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где индекс q нумерует собственные значения оператора Q̂ . 

         Теперь перейдем к построению сфероидального базиса четырехмерного двойного 

сингулярного осциллятора с помощью эйлерового и двойного полярного базисов. Для этого 

сфероидальный базис четырехмерного двойного сингулярного осциллятора, при 

фиксированном значении энергии, представим как квантовую смесь эйлерового и двойного 

полярного базисов: 
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Вначале рассмотрим разложение  58.4.2 . Действуя оператором Q̂  на обе стороны 

уравнения  58.4.2 , пользуясь соотношениями  56.4.2 ,  57.4.2 ,  24.4.2  и условием 

ортонормировки  
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эйлерового базиса, получим следующее алгебраическое уравнение 
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где  
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Вычисление матричного элемента   LL ̂ можно провести используя разложение эйлерового 

базиса по двойному полярному базису четырехмерного двойного сингулярного осциллятора 

 48.4.2  и учитывая уравнение на собственные значения оператора ̂   35.4.2 . Тогда вместо 

соотношения  61.4.2  получим 
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Далее, пользуясь явным выражением коэффициента 2121
~ ppNN

MMLNW    56.4.2 , рекуррентным 

соотношением  13.4.1  и условием ортогональности коэффициентов Клебша-Гордана 

 14.4.1  для матричного элемента   LL ̂  получим выражение        
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Теперь, подставляя  62.4.2  в  60.4.2  мы приходим к следующему трехчленному 

рекуррентному соотношению для коэффициентов 
L

MMqNU   
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Трехчленное рекуррентное соотношение  63.4.2  это 1
2

 M
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 линейные однородные 

уравнения, которые могут быть решены совместно с условием нормировки  
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        Собственные значения   dQ  оператора Q̂  можно найти из условия равенства нулю 

детерминанта системы уравнения  63.4.2 . 

         Теперь перейдем к рассмотрению разложения сфероидального базиса по двойному 

полярному базису. Применяя технику, подобную при нахождении соотношения  60.4.2 , т.е. 

действуя оператором Q̂  на обе стороны уравнения  59.4.2 , пользуясь соотношениями 

 56.4.2 ,  57.4.2 ,  35.4.2 ,  37.4.2  и условием ортонормировки  
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двойного полярного базиса четырехмерного двойного сингулярного осциллятора, 

получим следующую систеу алгебраических уравнений 

                 
11

1

11 ˆ
24

21
21

22

NN

N

N

MMqN

N

MMqNq AVV
MM

NN
da

Q 





 














 
 ,                     64.4.2  

где  

           
4212121212121

* ,;,,,ˆ,;,,,ˆ
2121212111

vdAA ppNNppNNNN    .           65.4.2  

Для вычисления матричного элемента  
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базиса по эйлеровому базису четырехмерного двойного сингулярного осциллятора 

 43.4.2 . Далее, учитывая уравнение на собственые значения и собственные функции 

оператора Â   24.4.2 , то вместо соотношения  65.4.2  получим 
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Теперь пользуясь явным выражением коэффициента MMLN

ppNNW


2121
  48.4.2 , рекуррентным 

соотношением  18.4.1  и условием ортонормировки коэффициентов Клебша-Гордана  

 23.3.1 , для матричного элемента  
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NNA   получим следующее выражение 
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Наконец, подставляя  66.4.2  в  63.4.2  для коэффициентов  1N

MMqNV   получим следующее 

трехчленное рекуррентное соотношение 
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Эту систему однородных алгебраических уравнений, как и в предыдущем случае, нужно 

решить совместно с условием нормировки 
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Здесь опять собственные значения  dQ  оператора Q̂  должны найти из условия равенства 

нулю детерминанта системы уравнения  67.4.2 . 

        В конце приведем следющие четыре предельных соотношения 
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которые являются хорошим тестом для проверки вычислений проведенные в разделе 4.3. 
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5. Заключение ко второй главе 

      В заключении мы хотим отметить, что в этой главе нами была рассмотрена обобщенная 

система МИК-Кеплера и дуальная ей задача четырехмерного двойного сингулярного 

осциллятора. Была показана, что преобразованием дуальности является обобщенная версия 

KS-преобразования. Найдены интегралы движения четырехмерного двойного сингулярного 

осциллятора, отвечающие за разделение переменных в эйлеровых, двоных полярных и 

сфероидальных системах координат. Приведены явные выражения эйлерового и двойного 

полярного базисов, а также трехчленные рекуррентные соотношения генерыруемые 

сфероидальный базис четырехмерного двойного сингулярного осциллятора. Также 

установлены соответствия между квантовыми числами обобщенной задачи МИК-Кеплера и 

четырехмерного двойного сингулярного осциллятора.  
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Глава 3.  

Топологически нетривиальные объекты высокой размерности 

 

1. Кулон-осцилляторная аналогия 

       В предыдущей главе нами было показано, что обобщенная задача МИК-Кеплера  

дуальна четырехмерному двойному сингулярному осциллятору, и,  что преобразованием 

дуальности является обобщенная версия KS-преобразования. Более ранных работах [34, 76-

83] было показано, что KS-преобразование задачу четырехмерного изотропного осциллятора 

переводит в трехмерную задачу Кеплера-Кулона, что и принято называть Кулон-

осцилляторной аналогией, или Кулон-осцилляторной дуальностью. Здесь мы хотим 

выяснить, неужели Кулон-осцилляторной аналогия присуще только для этих размерностях, 

или существуют другие размерности тоже.  

        Для этого рассмотрим радиальное уравнение Шредингера для D - мерного ( 2D ) 

изотропного осциллятора 
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где R  - радиальная часть волновой функции D - мерного изотропного осциллятора, а 

,2,1,0L  - собственные значения оператора глобального момента. 

           После подстановки 2ur   уравнение  1.1.3  переходит в уравнение  
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Это весьма неожиданный результат. Если ,,8,6,4,2 D  то ,,5,4,3,2 d  то уравнение 

 2.1.3  по форме совпадает с радиальным уравнением d - мерной задачи Кеплера-Кулона. 

При нечетных 2D  величина d  пробегает полуцелые значения и поэтому не может иметь 

смысл размерности пространства в общепринятом понимании. Далее, l  принимает не только 

целые, но и полуцелые значения, а это значит, что l  имеет смысл полного момента и 

возникает вопрос о том, откуда берется фермионная степень свободы. На этот вопрос мы 
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дадим ответ чуть позднее. Наконец, как отмечалось выше, уравнения  1.1.3  и  2.1.3  

дуальны друг к другу, а преобразованием дуальности является преобразование 2ur  .  

         Выше речь шла лишь о радиальной части волновой функции изотропного осциллятора. 

При переходе к самому уравнению Шредингера мы должны рассмотреть наряду с 

радиальным уравнением также уравнение, связанное с угловыми переменными. В этом 

смысле, преобразование дуальности должно включить в себя также преобрасзование 

угловых переменных. Если замену 2ur   трактовать как механизм генерации 

электрического заряда, то (как мы убедимся в дальнейшем) с преобразованием угловых 

переменных связан механизм генерации магнитных зарядов. 

          Условие 2ur   в декартовых координатах имеет вид 
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которое называют тождеством Эйлера. Согласно теореме Гурвица [75], если 

 1,,1,0  dixi   есть билинейная комбинация  1,,1,0  Du  , то тождество Эйлера 

 4.1.3  справедлива только для следующих пар чисел 

         .5,8,3,4,2,2,1,1, dD  

        Преобразование    1,1, dD  связывает задачу линейного осциллятора с задачей 

одномерного кулоновского аниона [9, 13, 201].  

        Преобразование    2,2, dD  есть известное из небесний механики преобразование 

Леви-Чивита [73]. Это преобразование есть преобразование дуальности, которое задачу 

кругового осциллятора переводит в задачу двумерного аниона [46, 50, 53]. 

        Далее, преобразование, соответствующее паре чисел    3,4, dD  в небесной механике 

называют преобразованием Кустаанхеймо-Штифеля (KS-преобразование) [74]. KS-

преобразование переводит задачу четырехмерного изотропного осциллятора в систему 

МИК-Кеплер [33, 36, 40-42, 45], некоторые свойства которого были исследовани нами во 

второй главе настоящей диссертации. Суперинтегрируемая система МИК-Кеплера является 

обобщением задачи Кеплера-Кулона в присутствие монополя Дирака [1] и была рассмотрена 

с разных точек зрения в работах [28-31, 38, 39, 55-58, 66, 67]. 

      Наконец, преобразование Гурвица, которое соответствует случаю    5,8, dD , 

переводит задачу о восьмимерном изотропном осцилляторе в пятимерную задачу Кеплера-

Кулона [32, 65]. Преобразование Гурвица, согласно работе [32], можно представить в 

следующем виде 

                                                          ,8; UuHX                                                        5.1.3  
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Матрица  8;uH  отличается от известной в математике матрицы Кели [202] лишь 

перестановкой строк (см. также [34] ). Легко проверить, что для матрицы  8;uH  имеет 

место условие  
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гарантирующее соблюдение тождества Эйлера. 

       Из уравнения  5.1.3 , с учетом соотношений  6.1.3 , преобразование Гурвица можно 

записать в виде 
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 .2 435261704 uuuuuuuux   

Подчеркнем, что каждому элементу в 5IR  соответствует не один элемент, а целое множество 

элементов в 8IR , называемое слоем. В этом и состоит свойство небиективности 

преобразования    .58 xIRuIR


     

      Таким образом небиективное преобразование Гурвица    xIRuIR
 58   устанавливает 

связь между задачой восьмимерного изитропного осциллятора и пятимерной системы 

Кеплера-Кулона. Возникает очень простой вопрос, а в какую систему будет переводить 

биективное, т.е. взаимооднозначное,    xIRuIR
 58  , преобразование Гурвица, которое 

можно сконструировать дополнением соотношений  8.1.3  дополнительными тремя 

координатами. Эту проблему мы будем исследовать в следующем параграфе.    
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2.  2SU  монополь Янга-Кулона 

     Как и обещали в конце предыдущего параграфа, здесь мы выясним в какую систему 

переводит задачу восьмимерного изотропного осциллятора биективное, билинейное 

преобразовзние, которое получается добавлением к преобразованию Гурвица  8.1.3  трех 

углов, не зависящие от координат jx  пространства  .5 xIR


 

       Следуя работе [37] эти углы выбирем следующим образом: 
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Добавление углов  1.2.3  к преобразованиям  8.1.3  фактически означает, что мы получаем 

преобразование, которое пространство  uIR
8  переводит в прямое произведение 35 SIR   

пространства  xIR
5  и  .,,3

TTTS   

     Для полноты дальнейшего изложения здесь приведем некоторые полезные формулы.  

     Вначале напишем как координаты )7,,1,0( u выражаются через координаты 

)4,,1,0( jx j и TTT  ,, . 
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        Теперь пользуясь определением метрического тензора 
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где ,7,,2,0,   а ,,, 765 TTT xxx    для ковариантных и контравариантных 

компонент метрического терзора получим выражения 
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       Детерминант метрического тензора g  имеет вид 
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       Теперь пользуясь приведенными выше формулами и определением оператора Лапласа 

,
1

























 x
gg

xg
 

где 7,,1,0,  ,  g  - контравариантные компоненты метрического тензора, g  - 

детерминант метричского тензора g , восьмимерный оператор Лапласа в координатах 

 4,,1,0 jx j  и TTT  ,,  запишется в следующем виде 
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uxxr ii   а операторы  3,2,1ˆ aTa  есть генераторы группы  2SU  и имеют 

вид (см. например [196]) 
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     Легко заметить, что векторы  aA


 ортогональны как друг к другу 
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     Теперь пользуясь формулой  2.2.3  и условием ортогональности  5.2.3  уравнение 

Шредингера для восьмимерного изотропного осциллятора  
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можем записать в следующем виде 
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0

2
2

0


























 

r

e
T

r
TA

x
i a

a

j

j


                       7.2.3  

где ,82

0    а 42 Ee  .   

     Таким образом мы получили уравнение тождественное уравнению Паули и поэтому 

триплету пятимерных векторов  aA


 мы можем придать смысл вектор-потенциалов с осью 

сингулярностью, направленной вдоль положительной части оси .0x   



 

65 

 

     Для дальнейшего удобно записать вектор-потенциалы  aA


 в следующем виде: 

                 

 
.

2

0

j

a

ji

a

i x
xrr

i
A 


                                                         8.2.3  

Здесь a  это 55  матрицы и имеют вид 

.

01000

10000

00010

00100

00000

2
,

00100

00010

10000

01000

00000

2
,

00010

00100

01000

10000

00000

2

321


















































































iii

  

Для a  матриц имеют место следующие соотношения 

    ,
2

1
,,, ba

bac

cba

ba i    

                                       ,24 00

c

cbakikiba

b

kj

a

ji i                                       9.2.3  

     a

kjmimi

a

mjkiki

c

mj

b

jicba

i
 0000

2
 

 10.2.3  

                    .0000

a

mikjkj

a

kimjmj    

Здесь скобки  ,  и  ,  означают коммутатор и антикоммутатор, соответственно. 

        Теперь нам надо выяснить какую систему описывает уравнение  7.2.3 . Для этого мы 

должны знать топологический заряд создающий поле описываемое триплетом вектор-

потенциалов  4.2.3 . Чтобы вычислить значение топологического заряда необходимо знать 

явный вид тензора поля. Пользуясь определением тензора поля Янга-Милса  

 
   

   



 








 c

k

b

icba

k

a

i

i

a

ka

ki AA
x

A

x

A
F   

и соотношениями  8.2.3 ,  10.2.3  получим 

                               .2
1

002

a

ki

a

kii

a

ikk

a

ki iArxArx
r

F                                11.2.3  

Теперь учитывая условие ортогональности   0a

ii Ax  и явный вид тензора поля   11.2.3  

легко показать, что 
  0a

kii Fx , т.е. как и вектор-потенциал, так и тензор поля ортогонален 

радиус-вектору частицы. 

      Отметим также, что из соотношений  5.2.3 ,  8.2.3 ,  9.2.3  и  11.2.3  следует, что  

        ,
11

2

2

6

  c

kicbabakiki

b

kj

a

ji F
r

rxx
r

FF   
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или 

                                                          .
4
2 ba

b

ki

a

ki
r

FF                                                        12.2.3  

       Из потенциалов  aA


 с помощью калибровочного преобразования  

    ,
1

1

j

jj
x

S
SiSASB



















  

где         ,ˆ,ˆ
a

a

jja

a

jj TBBTAA    а 

                                                    ,323 TiTiTi
eeeS


                                                  13.2.3  

Можно сконструировать потециалы  a

jB , сингулярность которых направлена вдоль 

отрицательной части оси 0x  и оны имеют вид 

 

 
 ,,,,,0

1
1234

0

1 xxxx
xrr

B 





 

                                             

 
 ,,,,,0

1
2143

0

2 xxxx
xrr

B 





                                 14.2.3  

 

 
 .,,,,0

1
3412

0

3 xxxx
xrr

B 





 

Эйлеровы углы  ,   и   в  13.2.3  определены следующим образом 

   
   

  ,2,0ln
2 3412

3412  





xixxix

xixxixi
 

                                             ,,0arctan2
2

1

2

4

2

3

2

2

2

1  


















xx

xx
                                            15.2.3  

   
   

  .4,0ln
2 3412

3412  





xixxix

xixxixi
 

       Тензор поля для векторного потенциала  a

jB  обозначим через   .
~ a

jiF   

       Теперь зная явный вид тензора поля и его некоторые свойства, вычислим 

топологический заряд являющимся источником поля описываемое тензором  .a

jiF  

Вычисление величины топологического заряда удобно произвести в пятимерных 

гиперсферических координатах, которые определим следующим образом: 

  .
2

cossin,
2

sinsin,cos 2
34

2
120











ii

erxixerxixrx       16.2.3  

Здесь          .4,0,,0,2,0,,,,0   or  
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       Прямые вычисления показывают, что все   0a

krF , где ,,,,, rk   а остальные   

компоненты имеют вид 

     

      .sinsinsin
4

1
,cossin

4

1
,coscossin

4

1

,0,cossinsin
2

1
,sinsin

2

1

212121

111

















FFF

FFF

 

     

      .cossinsin
4

1
,sinsin

4

1
,sincossin

4

1

,0,sinsinsin
2

1
,cossin

2

1

222222

222

















FFF

FFF

 

            .sinsin
2

1
,sin

2

1
,cossin

2

1
,0 2333333     FFFFFF  

Соответствующие компоненты тензора  a

jiF
~

имеют вид 

     

      .sinsinsin
4

1~
,coscossin

4

1~
,cossin

4

1~

,cossinsin
2

1~
,0

~
,sinsin

2

1~

212121

111

















FFF

FFF

 

     

      .cossinsin
4

1~
,sincossin

4

1~
,sinsin

4

1~

,sinsinsin
2

1~
,0

~
,cossin

2

1~

222222

222

















FFF

FFF

 

            .sinsin
2

1~
,cossin

2

1~
,sin

2

1~
,0

~~~ 2333333     FFFFFF  

       Теперь пользуясь определением дуального тензора 


  f

g
f

2

*  , 

где 14321  , g - детерминант метрического тензора g , и точными выражениями 

гиперсферических компонент тензора   jiaF  , получим, что   jiaF   самодуальный тензор, 

т.е.  

                                                              jiajia FF  * .                                                      17.2.3  

Далее, ползуясь определением топологического заряда 

    SdFFq a

ji

jia 

 *

232

1


, 

где  

 dddd
r

Sd sinsin
8

3
4

  
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есть дифференциальный элемент поверхности четырехмерной сферы вложенная в 

пятимерное пространство, и учитывая уравнение самодуальности  17.2.3  получим, что в 

нашем случае значение топологического заряда 1q  [204].   

        Таким образом, уравнение  7.2.3  описывает систему состоящая из заряженной частицы 

и  2SU  монополя Янга [26] с топологическим зарядом 1q , которую принято называть 

 2SU  монополем Янга-Кулона [49, 52, 69, 204].  

         Если в первом уравнение преобразования Гурвица  8.1.3  заменить 00 xx  , т.е. 

написать, что 

,2

3

2

2

2

1

2

0

2

7

2

6

2

5

2

40 uuuuuuuux   

то из потенциалов  a

jB  и  a

jA   получим потенциалы  a

jA  и  a

jB  соответственно. 

           Тензоры  a

jiF  и  a

jiF
~

соответствующие потенциалам  a

jA  и  a

jB  антисамодуальны, 

т.е.  

        ,
~~

, ** jiajiajiajia FFFF    

и следовательно оны описывают пятимерную  2SU  монополь Янга-Кулона с 

топологическим зарядом 1q  и сингулярностями направленными вдоль отрицательных и 

положительных значениях координаты 0x  соответственно. 

            Компоненты тензоров  a

jiF  и  a

jiF
~

можно получить из компонент тензоров  a

jiF
~

и 

 a

jiF соответственно с помощью замены   . 

            Здесь также отметим, что в работе [26] Янг доказал, что расширение  1U  монополя 

Дирака на группу  2SU  возможно лишь только в пятимерном пространстве, и, что при этом, 

в отличие от монополя Дирака,  2SU  монополь имеет топологический заряд  1q . 

            В заключении этого параграфа отметим также, что в исходной системе, т.е. в 

восьмимерном изотропном осцилляторе энергетический спектр принимает только 

дискретные значения, т.е. частица в таком поле совершает только финитное движение. В 

отличие от исходной системы, вообще говоря, энергетический спектр конечной системы 

может принимать как дискретные, так и непрерывные значения. 

            Далее, для полноты информации ниже мы приведем пятимерные гиперсферические и 

параболические волновые функции  2SU  монополя Янга-Кулона, с осью сингулярностью 

направленной вдоль положителной части оси 0x , как для связанных состояний, так и для 

непрерывного спектра.    
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3.  Базисы  2SU  монополя Янга-Кулона 

     Переменные в уравнение Шредингера для  2SU  монополя Янга-Кулона разделяются в 

пятимерных гиперсферических, параболических и сфероидальных координатах. Такое 

обильное разделение переменных в уравнение Шредингера обусловлено, как показано в 

работе [57], )6(SO  скрытой симметрией  2SU  монополя Янга-Кулона.  

     Здесь мы рассмотрим только пятимерный гиперсферический и параболический базисы 

как дискретного, так и непрерывного спектра  2SU  монополя Янга-Кулона. 

 

 3.1. Гиперсферический базис (дискретный спектр) 

      Теперь приступим к решению уравнения Шредингера для  2SU  монополя Янга-Кулона 

 7.2.3  в пятимерных гиперсферических координатах  16.2.3 . Пользуясь условием 

ортогональности  5.2.3  для векторных потенциалов  a

jA  мы можем преобразовать 

уравнение  7.2.3  в уравнение 

                    

 
.0

2ˆ2ˆ2
2

2

02

0

5 



























  




r

e
T

xrrx
TAi

j

a

a

j


                       1.3.3  

Далее, учитывая, что 

 

  a

j

a

j L
xrrx

Ai ˆ2

0




 , 

где 































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






















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
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


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
















4

3

3

4

2

1

1
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4

2

3

1

2

4

1
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3

2

2
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1
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ˆ
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ˆ
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i
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i
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L

 

уравнение  1.3.3  запишем в виде 

                    
   

.0
2ˆ24 2

2

02

00

5 





















 




r

e
T

xrr
TL

xrr 


                          2.3.3  

Мы видим, что уравнение  2.3.3  содержит член TL - взаимодействия, который указывает на 

то, что мы не можем полную волновую функцию разделить на произведение двух функций 

зависящие от координат  xIR
5  и  TTTS  ,,3  соответственно.  
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       Теперь введем оператор TLJ
ˆˆˆ 

 . Так как операторы L
̂

 и T
̂

 коммутируют, то  

aa TLTLJ ˆˆ2ˆˆˆ 222  , 

и следовательно уравнение  2.3.3  в пятимерных гиперсферических координантах  16.2.3  

будет иметь вид 

                      0
2

2
sin

ˆ

2
cos

ˆ 2

2

0

22

2

22

2





























 





r

e

r

J

r

L
r


.                              3.3.3  

Здесь 










































3

32

4

4
sin

sin

11

rr
r

rr
r . 

Отметим также, что 

    ccbabaccbaba JiJJLiLL ˆˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ   . 

      Представим полную гиперсферическую волновую функцию  2SU  монополя Янга-

Кулона в следующем виде 

           TTTTTT rr  ,,;,,,,,;,,,,  ,                   4.3.3  

где  TTT  ,,;,,  - собственная функция операторов 22 ˆ,ˆ TL  и 2Ĵ  с собственными 

значениями    1,1  TTLL  и  1JJ  соответственно. После подстановки анзаца  4.3.3  в 

уравнение  3.3.3 , то для функций  ,r получим следующее дифференциальное 

уравнение 

                       
   

0
2

2
sin

1

2
cos

1 2

2

0

2222


































r

e

r

JJ

r

LL
r 






.                               5.3.3  

Ортонормированные условием  

1111111111

**

ttmmMMTTLLJJT

MJ

tmTL

MJ

tmTL dd     

 функция  TTT  ,,;,,  имеет вид [54] 

              
   

   







tmM

TTT

T

tt

L

mm

MJ

tTmL

MJ

tmTL DDC
JL

,,,,,
4

1212
;4




              6.3.3  

где MJ

tTmLC ;  - коэффициенты Клебша-Гордана группы  2SU ,   ,,L

mmD   и    

 TTT

T

ttD  ,, функции Вигнера [192], а  
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               TTTTT dddddddd  sin
8

1
,sin

8

1
 .                       7.3.3  

      Теперь докажем, что в формуле  6.3.3  коэффициенты разложения MJ

tTmLC ;  действительно 

являются коэффициентами Клебша-Гордана группы  2SU .  

      Запишем разложение в следующем виде 

       


 
tmM

TTT

T

tt

L

mmTTT

MJ

tmTL DDtTmLMJ .,,,,;,,;,,   

Подействуем на разложение оператором ,ˆˆ2ˆˆˆ 222

aa TLTLJ   вспомним, что MJ

tmTL   

является собственной функцией операторов ,ˆ 2J  2L̂  и 2T̂  одновременно и пользуясь 

интегралом ортонормировки для D -функции Вигнера 

                   ,
12

16
,,,,

212121

2

22

2

22

1

2
*

mmmmjj

j

mm

j

mm
j

dDD 


 


                            8.3.3  

Получим 

  
        


 11

;111
1212

2 4

ttmmtTmLMJTTLLJJ
LJ




 

 9.3.3  

  ,;ˆˆ;; 1111111111

11

ttTmmLTLttTmmLtTmLMJ a

tmM

a
 



 

где 

    
 TTT

T

tt

L

mmaa DDttTmmLTLttTmmL  ,,,,;ˆˆ; **

111111  

 10.3.3  

    .,,,,ˆˆ 1

11

1

11 TTTT

T

tt

L

mmaa ddDDTL     

Теперь пользуясь определением циклических компонент вектора [192] 

    01111 ,
2

,
2

1
AAAA

i
AAAA zyx    

имеем 

.ˆˆˆˆˆˆˆˆ
111100   TLTLTLTL aa  

Далее, учитывая формулу [192] 

 
 

   
 























1,,,
2

11

0,,,

,,ˆ

,1 




J

MM

J

MM

J

MM

D
MMJJ

DM

DJ  

и интеграл ортонормировки  8.3.3 , для матричного элемента  10.3.3  получим  
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   





 11111212

2
;ˆˆ;

4

111111 ttmmTTLLaa
LJ

ttTmmLTLttTmmL 


 

       11, 1111
112 ttmmttmm tTtTmLmLtm   

     .11 11, 11  ttmmtTtTmLmL   

Подставляя полученное выражение для матричного элемента в формулу  9.3.3 , имеем 

        

      

      .1,;1,11

1,;1,11

;2111







tTmLMJtTtTmLmL

tTmLMJtTtTmLmL

tTmLMJtmTTLLJJ

 

Сравнение последней формулы с трехчленным рекуррентным соотношением  18.4.1  

показывает, что действительно коэффициенты разложения  6.3.3  являются коэффициентами 

Клебша-Гордана группы  .2SU  

        Теперь, после установления явной зависимости волновой функции  2SU - монополя 

Янга-Кулона от координат, связанные с “изоспин-орбитальным” взаимодействием, найдем 

полную волновую функцию. Для этого функцию  ,r  в соотношении  4.3.3  представим 

в виде 

     .,  ZrRr   

Тогда переменные в уравнение  5.3.3  разделяются и мы приходим к следующей системе 

обыкновенных дифференциальных уравнений 

               
   

  ,03
cos1

12

cos1

12
sin

sin
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3



















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Z
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d

Zd
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d






               11.3.3  

                        
 

.0
231 2

2

0

2

4

4





















R

r

e
R

rrd

Rd
r

rd

d

r





                                   12.3.3  

      Вначале рассмотри, уравнение  11.3.3 . В уравнение  11.3.3  удобно перейти к новой 

переменной 

2

cos1 
y  

и решение искать в следующем виде 

     .1 yWyyyZ
LJ   

Подставляя последнее соотношение в уравнение  11.3.3  получим уравнение для 

гипергеометрической функции  9.4.2  со следующими параметрами: 

.22,3,  JcJLbJLa   
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Таким образом мы находим, что ненормированное решение уравнения  11.3.3  имеет вид 

      .
2

cos1
;22;3,cos1cos1 12 







 



 JJLJLFZ

JL
 

Это решение имеет хорошое поведение при   , если ряд 12 F  конечный, т.е.  

, nJL  где .,1,0 n  

Теперь пользуясь формулой  13.4.2 , и учитывая интеграл [199] 

            
 

,
1!

11

12

2
11

11

1

2,












 bann

bnan

ban
ydyPyy

ba
ba

n

ba
 

нормированные условием 

    



    dZZ JLJL

3

0

sin  

функцию   JLZ  можно записать в виде 

                             ,coscos1cos1 12,12  





 LJ

JL

LJ

TJLJL PCZ                            13.3.3  

где 

                            
    

   
.

222

3!32
322 




 JLJL

JLJL
C

JLTJL


                            14.3.3  

Функцию 

     TTT

MJ

tmTLJLTTT

MJ

tmTL Z  


,,;,,,,;,,,    

называют  2SU  монопольными гармониками Тамма [204]. 

       Теперь вернемся к радиальному уравнению  12.3.3 . После подстановки в  12.3.3  анзаца 

   rferrR r   

для функции  rf  получим уравнение вырожденной гипергеометрической функции  18.4.2  

от аргумента rz 2 , и с параметрами 42,
1

2
0

 



r

, где 





02
 , а 

2

0

2

0
e

r



  - радиус Бора. Для связанных состояний  0 , имеем 

,,2,1,0
1

2
0

 rn
r

  

откуда следует, что энергетический спектр  2SU  монополя Янга-Кулона имеет вид 
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                                                    ,

2
2

2

2

2
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
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





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
                                                      15.3.3  

где    JLnnnN rr   22 . 

      Решение радиального уравнения  12.3.3  нормированное условием 

    NNNN rdrRrRr 



  

0

4  

имеет вид 

        

 

 
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
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N 
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






          16.3.3  

     Полную волновую функцию, нормированное условием  

 15

2

vdhsp ,     

где Tdddrdrvd  34

5 sin , можно записать в виде  

                              TTT

MJ

tmTLJLN

hsp ZrR   ,,;,, .                                17.3.3  

         

 3.2. Параболический базис (дискретный спектр) 

      Теперь рассмотрим пятимерную задачу  2SU  монополя Янга-Кулона в параболических 

координатах. 

 В 5IR  опредилим параболические координаты следующим образом: 

     ,
2

cos,
2

sin,
2

1
2

34
2

120











ii

exixexixx         18.3.3  

где   ,0, . В координатах  18.3.3  кулоновский потенциал, дифференциальные 

элементы длины, объема и оператор Лапласа имеют вид 

 


22 2 e

r

e
V , 

 









dddddddld cos2

4
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4

222222

5 










 , 

  


dddddvd sin
32

5  , 
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где 2L̂  есть квадрат оператора момента и определяется соотношением  4.2.2 . 

      В параболических координатах  18.3.3  уравнение  7.2.3  принимает вид  
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После подстановки  
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переменные в уравнение  19.3.3  разделяются и мы приходим к следующей паре 

обыкновенных дифференциальных уравнений 
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где   - параболическая постоянная разделения. Решения уравнения  20.3.3  ищем в виде 
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Решениями которых, согласно уравнению  для вырожденной гипергеометрической функции 

 18.4.2 , есть 
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и следовательно 
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Чтобы функции  1  и  2  являлись регулярными решениями уравнений  20.3.3  при 

 , , необходимо требовать выполнение следующих условий: 
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где параболические квантовые числа 1n  и 2n  неотрицательные целые числа. Из соотношений 

 21.3.3  с учетом обозначения 
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02
  для энергетического спекра  2SU  монополя 

Янга-Кулона получим выражение 
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Далее, из сравнения соотношений  15.3.3  и  22.3.3  для энергетического спектра  2SU  

монополя Янга-Кулона следует, что параболические квантовые числа 1n  и 2n  связаны с 

главным квантовым числом N  следующим образом: 
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      Таким образом, нормированный условием 
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парабоческий базис  2SU  монополя Янга-Кулона для дискретного спектра имеет вид 
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      И, наконец, из формулы  15.3.3  следует, что энергетический спектр  2SU  монополя 

Янга-Кулона вырожден по квантовому числу  . За это случайное вырождение 

энергетического спектра, как и в случае обычного атома водорода, должно быть связано с 

наличием дополнительного интеграла движения, подобного вектору Лапласа-Рунге-Ленца-

Паули [85-92, 110]. Действительно, следуя методу предложенного в монографии [205], 

исключая энергию   из системы уравнений  20.3.3  получим оператор 
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Который и является тем дополнительным интегралом движения ответственный за случайное 

вырождения энергетического спектра  2SU  монополя Янга-Кулона. Собственное значение 

оператора ̂   25.3.3  является параболическая постоянная разделения  . Из определения 

параболических квантовых чисел 1n  и 2n   21.3.3  следует, что 
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      Теперь вычислим кратность вырождения энергетического спектра  2SU  монополя Янга-

Кулона при фиксирояанном значении квантового числа T .  Полная кратность вырождения 

при фиксирояанном значении T  равна 
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После некоторых длинных и утомительных вычислений мы получим следующий результат: 
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      При 0T  и nN 2  (четное) мы получим 
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т.е. кратность вырождения энергетических уровней пятимерной задачи Кеплер-Кулона.  

      Далее, производя суммирование формулы  26.3.3  по квантовому числу T  имеем 
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т.е. мы получили кратность вырождения энергетических уровней восьмимерного 

изотропного квантового осциллярора, как и следовало ожидать. 

      Итак, в последных двух параграфах мы рассмотрели задачу  2SU  монополя Янга-

Кулона для дискретного спектра в гиперсферических и параболических координатах.        

 

 3.3. Гиперсферический базис (непрерывный спектр) 

      Теперь определим гиперсферический базис  2SU  монополя Янга-Кулона в 

непрерывном спектре, т.е. рассмотрим случай когда энергия системы положительна, 0 . 

       Решение уравнения  7.2.3  можно представить в виде 
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Далее, пользуясь следующим представлением вырожденной гипергеометрической 

функции [89]  
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для радиальной волновой функции  rRk   получим выражение 
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Если радиальную волновую функцию нормировать условием 
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то для нормировочного коэффициента kC  получим выражение 
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И, наконец, приведем асимптотическое выражение радиальной волновой функции  rRk   
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 3.4. Параболический базис (непрерывный спектр) 

      Теперь рассмотрим пятимерную задачу  2SU  монополя Янга-Кулона в 

параболичевских координатах для непрерывного спектра. Поскольку выражение энергии 

присутствует только в уравнениях зависящие от параболтческих координат   и  , 

следовательно полную параболическую волновую функцию  2SU  монополя Янга-Кулона в 

непрерывном спектре, как и в случае дискретного спектра, можно представить в сдедующем 

виде: 
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Тогда систему обыкновенных дифференциальных уравнений  20.3.3  можно переписать в 

виде: 
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где   - параболическая посточнная разделения. Далее, если функцию   ,  нормировать 

условием 
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              ,2,,
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   kkddLJkLJk            34.3.3  

то для параболического базиса  2SU  монополя Янга-Кулона получим выражение: 
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     В конце отметим, что при вычислении нормировочного интеграла  34.3.3  мы также, 

как и при вычислении коэффициента нормировки гиперсферического базиса kC   31.3.3 , 

воспользовались представлением вырожденной гипергеометрической функции  29.3.3 . 

 

4. Рассеяние электронов на  2SU  монополе Янга – Кулона 

   Теперь рассмотрим рассеяние электронов в поле  2SU  монополя Янга – Кулона. Так как 

 2SU  монополь Янга – Кулона кулоновоподобная система, а движение в кулоновском 

поле произвольной размерности 3d  является двумерной задачей, то волновая функция 

 2SU  монополя Янга – Кулона не должна зависеть от углов  ,   и  , т.е. от квантового 

числа L , а это означает, что 0L , и следовательно, TJ  . Тогда система уравнений 

 33.3.3  принимает вид: 
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     Далее, мы должны найти такие решения системы уравнений  1.4.3 , чтобы решение 

уравнения Шредингера для  2SU  монополя Янга – Кулона при отрицательных 

 0,0 x  и больших r  имело вид плоской волны: 

                                                              0~
xki

e ,                                                                   2.4.3  

что соответствует частице, падающей в положительном направлении оси 0x . 

     В параболических координатах условие  2.4.3  имеет вид 
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




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2
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при   и всех  . Ему можно удовлетворить, только если 
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
 

2
exp1
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а  2  подчиняется условию 
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
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
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2
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,                                                        4.4.3  

при  . Подставляя  3.4.3  в первое из уравнений  1.4.3 , убеждаемся, что эта функция 

действительно удовлетворяет уравнению, если параболическая постоянная разделения   

равна: 
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r
 .                                                     5.4.3  

Тогда второе уравнение из уравнений  1.4.3  принимает следующий вид 
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Решение последнего уравнения ищем в следующем виде 
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где функция  w  стремится к постоянному пределу при  . После подстановки  7.4.3  

в уравнение  6.4.3  для функции  w  получим уравнение 
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которое путем введения новой переменой kiz   приводится к уравнению вырожденной 

гипергеомуетрической функции  18.4.2  с параметрами 
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.22,
0

 T
rk

i
T   

Мы должны выбрать то из решений  8.4.3 , которое умноженное на  1 , содержит в себе 

только расходящуюся (т.е. рассеянную), но не сходящуюся, сферическую волну. Таким 

решением будет функция 
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. 

     Таким образом, находим следующее решение уравнения Шредингера, которое 

описывает рассеяние электронов в поле  2SU  монополя Янга – Кулона: 

     TTT

T

ttTkTTT D  ,,,,,;,  . 
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T
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где TkC  - постоянная нормировки. 

    Для того, чтобы выделить в волновой функции  9.4.3  падающую и рассеянную волны, 

надо рассмотреть ее поведение на больших расстояниях от рассеявающего центра. Пользуясь 

представлением вырожденной гипергеометорической функции  29.3.3  и ограничиваясь 

первыми двумя членами, при больших  получим 
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     Теперь подставляя последнее соотношение в волновую функцию   9.4.3 , постоянную 

нормировку выбирая в виде 
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чтобы падающая плоская волна имела единичную амплитуду, переходя к гиперсферическим 

координатам  16.2.3  согласно формулам 

   ,cos1,
2

1
00   rxrx  

получим следующее окончательное выражение для функции  9.4.3  
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где  f  - амплитуда рассеяния и имеет вид 
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     Первый член в соотношении  10.4.3  представляет собой падающую волну, а второй член 

– рассеянную волну. 

     Для дифференциального сечения рассеяния  
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1 3  - дифференциальный элемент телесного угла, получим 

следующую формулу 
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     В конце следует отметить, что все формулы, полученные в этом параграфе, при 0T  

переходят в соответствующие формулы работы [69].  

 

5. Альтернативная модель сферического осциллятора 

       Впервые модель сферического осциллятора была предложена Хиггсом [166, 167].  D -

мерный сферический осциллятор определяется потенциалом     
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где 0x  и x  эвклидовые координаты объемяющего пространства ,1DIR  причем 2

0

22

0 rxx  

для D -мерной сферы и 2

0

22

0 rxx    для D -мерного двухполосного гиперболоида. (Здесь мы 

пользуемся системой единиц в которой приведенная масса m  и постоянная Планка   

определены следующим образом: 1 m .)  Задачи сферического осциллятора  1.5.3  на D

-мерной сфере и на D -мерном двухполосном гиперболоиде детально рассмотрены в работе 

[206].    

      Задача осциллятора на сферах и псевдосферах с разных точек зрения рассмотрены в 

работах [70, 207-213]. 

      Алтернативная модель сферического осциллятора впервые была рассмотрена в работах 

[71, 72], и она определяется потенциалом 
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на D -мерном двухполосном гиперболоиде. 

      Рассматрываемая нами модель сферического осциллятора, в отличие осциллятора Хиггса, 

не имеет особенности на экваторе сферы, т.е. при 
2


   .   

      Двумерные случаи осцилляторных потенциалов  2.5.3  и  3.5.3   были рассмотрены в 

работах [66, 214].  

 

 5.1. Квазирадиальная волновая функция на D -мерной сфере 

 

      Уравнение Шредингера, описывающее квантовое движение нерелятивистской частицы в 

D -мерном искривленном пространстве, имеет следующий вид: 
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где оператор Лапласа-Белтрами в произвольных криволинейных координатах   имеет вид: 

























 
gg

g
LB

1
, 

причем gg det  и 




 gg . 



 

85 

 

      В гиперсферических координатах 
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где       2,0,,0,,,,,0 210  Dr  , осцилляторный потенциал (3.5.2) имеет вид 

                                                           
2

tan2 22

0

2 
 rV D

S  .                                                  5.5.3                                          

Уравнение Шредингера   4.5.3  для потенциала  5.5.3  может быть решена путем поиска 

волновой функции в виде 

      ,,,,,,, 2121 221  
 DlllLD D

YR   , 

где L - глобальный угловой момент, il  - угловые гипермоменты, а гиперсферическая 

функция   ,,, 21221  DlllL D
Y  является собственной функцией Лапласа-Белтрами на 

 1D -мерной сфере с собственными значениями  2 DLL . После разделения 

переменных в (3.5.4) мы получим следующее квазирадиальное уравнение 

 
 

 
0

2
tan4

sin

2
2sin

sin

1 22

0

2

2

2

0

1

1




















 


Rr

DLL
Er

d

Rd

d

d D

D








. 

 С помощью подстановки 

      ZR
D

2

1

sin



  

мы приходим к уравнению типа Пешля-Теллера 

                                    0
sin

4

1

2

2

cos

4

1

2

2

2

2

2

2






























 






 Z

D
L

d

Zd
S







,                              6.5.3                             

где 









2
,0

2


 , а  

  4

0

2

2

4

0

222

0 16
2

2
,1618 r

D
LrDErS  







 
 . 

      Решение уравнения  6.5.3 , регулярное на отрезке 









2
,0


  и выраженное в терминах 

гипергеометрической функции, согласно [215], имеет вид 

   




























2
sin;

2
;

2
,

2
cos

2
sin 2

12

1
2 










D
L

D
LnnFCR rr

D
L

D

Ln

D

Ln rr
.        7.5.3       
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При этом парарметр S  квантуется и принимает следующий вид: 

2

2
2 










D
LnrS  , 

где ,2,1,0rn  “квазирадиальное” квантовое число. Тогда собственные значения энергии 

даются формулой 

                     
















 1

2
2

2
121

8

1
2

0

D
D

DLL
D

NDNN
r

E S

DN  ,          8.5.3               

где ,2,1,02  LnN r  является главным квантовым числом алтернативной модели 

сферического осциллятора. 

      Далее, выбирая для квазирадиальной волновой функции  7.5.3  условие нормировки 

    1sin
12 


 


 dRr
D

o

D

LN

D

o  

находим, что постоянная нормировки D

LNC   имеет вид 

                




















 








 
































 1

2
!

2
2

222

2

1

0

1 




LNLN

r

DLNDLND
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D
L

C
DD

D

LN .                 9.5.3                   

      В пределах 0r  и 0 , но при фиксированном 0r  ~ r  мы видим, что 

                                                     









 2
lim

0

D
NE S

DN
r

 ,                                                  10.5.3                                   

а 

     




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

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




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 
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
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
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
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;
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;
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!
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2
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2

2

0
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D

L
LN

Fer
LN

DLN

D
L

R

r

L

DL

D

LN
r












 ,       11.5.3     

где  xcaF ;;  - вырожденная гипергеометрическая функция. Формула  11.5.3   совпадает с 

известной формулой для радиальной волновой функции D -мерного изотропного 

осциллятора в плоском пространстве [159].   

 

 5.2. Квазирадиальная волновая функция на D -мерном гиперболоиде 

      Псевдосферические координаты на D -мерном двухполостном гиперболоиде 

 00

2

0

22

2

2

1

2

0 , rxrxxxx D    определяются следующим образом: 
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где   ,0 . Переменные в уравнение Шредингера  4.5.3  для осцилляторного потенциала 

 3.5.3 , который в псевдосферических координатах имеет вид 

2
tanh2 22

0

2 
 rV D

S  , 

разделяются, если волновую функцию представить в виде 

      ,,,,,,, 2121 221  
 DlllLD D

YR   , 

где, как и в предыдущем случае, il  являются угловыми гипермоментами, L - глобальный 

угловой момент, а   ,,, 21221  DlllL D
Y  - гиперсферическая функция, которая является 

решением уравнения Лапласа-Белтрами на  1D -мерной сфере. После разделения 

переменных в уравнение  4.5.3  мы приходим к следующему квазирадиальному уравнению 

 
 
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0
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. 

Теперь, пользуясь подстановкой 

      ZR
D

2

1

sinh



  

мы приходим к уравнению, имеющее вид одномерного уравнения Шредингера, т.е. к 

уравнению 

                                      0
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,                       12.5.3                                    

где   ,0
2


 , а   4

0

222

0 1618 rDErH   .  

     Таким образом, задача осциллятора на двухполостном гиперболоиде описывается 

модефицированным уравненеием Пешля-Теллера [215], и в отличие от задачи осциллятора 

на сфере, которая имеет только дискретный спектр, уравнение  12.5.3  обладает как 

дискретными, так и непрерывными значениями энергетического спектра.  

      Нормированные условием 
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    1sinh 12
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r
, 

регулярное на отрезке    ,0 , квазирадиалная волновая функция дискретного спектра 

имеет вид 
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                      13.5.3       

где rn  - квазирадиальное квантовое число, и принимает следующие значения: 
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Здесь 
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1 D
L . Тогда квантованное 

выражение параметра H  дается формулой 
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2
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D
LnrH  . 

Теперь, пользуясь определением параметра H  для энергетического спектра альтернативной 

модели осциллятора на D -мерном двухполостном гиперболоиде получим выражение 
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Здесь LnN r  2  - главное квантовое число, и связанные состояния возможны лишь для 

седующих значений главного квантового числа N : 






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
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2
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D
N  . 

Здесь также под обозначением 









2

D
  понимаем целое значение числа 

2

D
 . 

     Таким образом, вследствие ограниченности значений главного квантового числа N , в 

отличие от сферического осциллятора, число связанных состояний конечное. 

     В пределе 0r ,  ~ 0rr  и   ~ 2

04 r  непрерывный спектр осциллятора на 

двухполостном гиперболоиде исчезает, а дискретный спектр становится бесконечным, и 
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легко заметить, что энергетический спектр  14.5.3  переходит в формулу  10.5.3 , а волновая 

функция  13.5.3  в  11.5.3 . 

      Здесь следует отметить, что рассматрываемая модель сферического осциллятора 

сохраняет все симметрии при включении калибровочных полей соответствуючих монополей. 

Это дает возможность ее использования для построения теории квантового эффекта Холла в 

высших размерностях, наподобие четырехмерного эффекта Холла [216] и его восьмимерного 

аналога [217] (см. также обзор [218]). 

   

 

6. Заключение к третьей главе 

       В этой главе нами была рассмотрена пятимерная модель  2SU  монополя Янга – Кулона, 

состоящая из заряженной изоспиновой частицы и  2SU  монополя Янга, и которая была 

сконструирована из восьмимерного изотрпного осциллятора с помощью обобщенной версии 

преобразования Гурвица. Были приведены пятимерные гиперсферический и параболический 

базисы, как в дискретном, так и в непрерывном спектре. Решена задача рассеяния электронов 

в поле  2SU  монополя Янга – Кулона и получено явное выражение для дифференциального 

сечения рассеяния.  

      Рассмотрена модель альтернативная модели сферического осциллятора Хиггса, 

найдены квазирадиальные волновые функции и энергетические спектры алтернативной 

модели   сферического осциллятора на D -мерной сфере и  на D -мерном двухполостном 

гиперболоиде.       

Полученные нами результаты могут быть применены для построения квантовой теории 

эффекта Холла в высших размерностях.      
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   Заключение 

     Основные результаты, полученные в диссертации, сводятся к следующим:  

1. Показано, что в суперинтегрируемой системе МИК-Кеплера имеет место линейный 

эффект Штарка и, что постоянное однородное электрическое поле полностью 

снимает вырождение энергетических уровней по азимутальному квантовому числу. 

2. Показано, что обобщенная задача МИК-Кеплера дуальна четырехмерному двойному 

сингулярному осциллятору и, что преобразованием дуальности является обобщенная 

версия преобразования Кустаанхеймо-Штифеля. Установлено соответствия между 

квантовыми числами обобщенной задачи МИК-Кеплера и четырехмерного двойного 

сингулярного осциллятора. 

3. Показано, что переменные в уравнение Шредингера для четырехмерного двойного 

сингулярного осциллятора разделяются в эйлеровой, двойной полярной и 

сфероидальной системах координат. Получены явные выражения волновых функций 

этой системы в эйлеровых и двойных полярных координатах. Найдено, что 

коэффициенты разложения двойного полярного базиса по эйлеровому базису и 

обратно выражаются через коэффициенты Клебша-Гордана группы )2(SU , 

аналитически продолженные на реальные значения аргументов. Получен интеграл 

движения, ответственный за разделение переменных в сфероидальной системе 

координат и выведены трехчленные рекуррентные соотношения, которым 

подчиняются коэффициенты разложений сфероидального базиса четырехмерного 

двойного сингулярного осциллятора по эйлеровому и двойному полярному 

соответственно. 

4. Решена квантовомеханическая задача рассеяния заряженных частиц в поле )2(SU - 

монополя Янга-Кулона и получена формула для дифференциального сечения 

рассеяния.  

5.  Рассмотрена модель альтернативной модели сферического осциллятора Хиггса, 

найдены квазирадиальные волновые функции и энергетические спектры 

альтернативной модели   сферического осциллятора на D -мерной сфере и  на D -

мерном двухполостном гиперболоиде.       
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