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Ներածٳթյٳն

Թեմայի արդիականٳթյٳնը

Դիսկրետ մաթեմատիկայٳմմեծ նٳթյٳշադրٳ է հատկացվٳմ ներկٳմների խնդիրների

հետազոտٳթյٳններին: Պատմականորեն ներկٳմների հանդեպ հետաքրքրٳթյٳնը

պայմանավորված էր «Չորս գٳյների հիպոթեզ» հանրահայտ խնդրով [2, 3], համաձայն

որի ամեն մի աշխարհագրական քարտեզ հնարավոր է ներկել չորս գٳյների

միջոցով այնպես, որ յٳրաքանչյٳր երկրի տարածք ներկված լինի մեկ գٳյնով, իսկ

ընդհանٳր սահման նեցողٳ երկրները ներկված լինեն տարբեր գٳյներով: Դիսկրետ

մաթեմատիկայի հետագա զարգացٳմը ցٳյց տվեց, որ դա պայմանավորված է

ինչպես ներկٳմների խնդիրների՝ մի շարք կարևոր կիրառական խնդիրների հետ

առկա սերտ կապով, այնպես էլ նրանով, որ դիսկրետ մաթեմատիկայٳմ առկա են

բազմաթիվ խնդիրներ, որոնք կարելի է ձևակերպել որպես ներկٳմների խնդիրներ

(ֆակտորիզացիայի խնդիրներ, տրոհման խնդիրներ, Ռամսեյի տեսٳթյան խնդիրներ

և այլն): Մասնավորապես, նշանակալի փոխադարձ կապ կա կարգացٳցակների

տեսٳթյան խնդիրների և գրաֆների ներկٳմների խնդիրների միջև: Օրինակ,

քննաշրջանի օպտիմալ կարգացٳցակ կառٳցելٳ խնդիրը բերվٳմ է գրաֆի քրոմատիկ

թվի որոշմանը: Գրաֆի քրոմատիկ դասը գտնելٳ խնդրին բերվٳմ է սպորտային

մրցٳմների կարգացٳցակ կազմելٳ խնդիրը:

Կարգացٳցակների տեսٳթյան բազմաթիվ խնդիրներ կարելի է բերել ոչ միայն

գրաֆների դասական ներկٳմների խնդիրներին, այլև լրացٳցիչ պայմաններով ճիշտ

գագաթային և կողային ներկٳմների գոյٳթյան ٳ կառٳցման խնդիրներին: Օրինակ,

գրաֆների ցٳցակային ներկٳմները [23, 72], որոնք այնպիսի ճիշտ գագաթային

ներկٳմներ են, երբ յٳրաքանչյٳր գագաթի գٳյնը ընտրվٳմ է թٳյլատրելի գٳյների

ցٳցակից, օգտագործվٳմ են այնպիսի կարգացٳցակների մոդելավորման համար, երբ

յٳրաքանչյٳր աշխատանք կարող է կատարվել միայն ժամանակի որոշակի պահերին

կամ միայն որոշակի մեքենաների կողմից: Մեկ այլ հետաքրքիր օրինակ է գրաֆների

գٳմարային ներկٳմը [44, 64]: Գٳմարային ներկٳմը ճիշտ գագաթային ներկٳմ է
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նվազագٳյն գٳյների գٳմարով, և կարգացٳցակների տեսٳթյան մեջ այն կիրառվٳմ

է աշխատանքների ընդհանٳր տևողٳթյան միջին ժամանակը մինիմիզացնելٳ

նպատակով: Մյٳս կողմից, կարգացٳցակների տեսٳթյան որոշ խնդիրներ բերվٳմ

են երկկողմանի մٳլտիգրաֆներٳմ հատٳկ տիպի կողային ներկٳմների գոյٳթյան և

կառٳցման խնդիրներին [24, 27, 19, 21]: Օրինակ, Ջ. Ֆոլկմանը և Դ. Ֆալկերսոնը [27]

դիտարկել են երկկողմանի մٳլտիգրաֆը r գٳյներով ճիշտ կողային ներկման գոյٳթյան

խնդիրը, երբ i գٳյնով ներկված կողերի քանակը ni է, i = 1, . . . , r: Այս խնդիրը

համապատասխանٳմ է r ժամ ընդհանٳր տևողٳթյٳն նեցողٳ այնպիսի մնականٳսٳ

դասացٳցակի կառٳցմանը, երբ i-րդ ժամի ընթացքٳմ զբաղված է ճիշտ ni լսարան,

i = 1, . . . , r: [4, 20, մٳ-[22 ստացվել են պահանջվող ներկման գոյٳթյան համար որոշ

բավարար պայմաններ: մٳ-[24] դիտարկվել է այնպիսի մնականٳսٳ դասացٳցակների

կառٳցٳմը, որտեղ հաշվի են առնվٳմ ցիչներիٳսٳ նախապատվٳթյٳնները: Ցٳյց է

տրվել, որ ընդհանٳր դեպքٳմ խնդիրը NP-լրիվ է: Գրաֆների տեսٳթյան տերմիններով

այս խնդիրը համապատասխանٳմ է G երկկողմանի մٳլտիգրաֆի այնպիսի ճիշտ

կողային ներկման կառٳցմանը, որտեղ G-ի կողմերից մեկի յٳրաքանչյٳր գագաթի

համար տրված են գٳյների բազմٳթյٳններ, որոնցից պետք է ընտրվեն այդ գագաթին

կից կողերի գٳյները: մٳ-[19] դիտարկվել են երկկողմանի մٳլտիգրաֆների կողային

ներկٳմների գոյٳթյան և կառٳցման խնդիրները, երբ յٳրաքանչյٳր գագաթի

համար այդ գագաթին կից ցանկացած երկٳ գٳյնով ներկված կողերի քանակների

տարբերٳթյٳնը մեծ չէ մեկից: Ցٳյց է տրվել, որ կամայական G երկկողմանի

մٳլտիգրաֆի և k բնական թվի համար G-ի կողերը կարելի է ներկել k գٳյներով՝

բավարարելով նշված պայմանին: Այս խնդիրը համապատասխանٳմ է այնպիսի

դասացٳցակներին, երբ ցիչներիٳսٳ և դասարանների ծանրաբեռնվածٳթյٳնները

բաշխվٳմ են հավասարաչափ: «Պատٳհան» չٳնեցող դասացٳցակների գոյٳթյան

և կառٳցման խնդիրներին համապատասխանող գրաֆների ներկٳմների խնդիրների

հետազոտման նպատակով Ա. Հասրաթյանի և Ռ. Քամալյանի կողմից սահմանվել է

գրաֆի միջակայքային կողային ներկման [68] գաղափարը: G գրաֆի ճիշտ կողային

ներկٳմը 1, . . . , t գٳյներով կոչվٳմ է G-ի միջակայքային կողային t-ներկٳմ, եթե

յٳրաքանչյٳր գագաթին կից կողերը ներկված են հաջորդական գٳյներով: [6, 30, 31,

35, 46, 52, 56, 73, 74, 76] աշխատանքներٳմ հետազոտվել են երկկողմանի գրաֆների

որոշ դասերի միջակայքային կողային ներկٳմները, որոնցից են լրիվ երկկողմանի
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գրաֆները, ծառերը, n-չափանի խորանարդը, ցանցերը, երկակի ցիկٳռٳ երկկողմանի

գրաֆները, արտաքին հարթ երկկողմանի գրաֆները և (a, b)-երկհամասեռ երկկողմանի

գրաֆները: Հայտնի է, որ ոչ բոլոր երկկողմանի գրաֆները նենմիջակայքայինٳ կողային

ներկٳմ: Այդ փաստը առաջին անգամ նշվել է Ա. Միրٳմյանի կողմից: Հետագայٳմ

այդպիսի օրինակներ կառٳցվել են Ս. Սեվաստյանովի [79], Պ. Էրդյոշի [40], Ա. Հերցի,

Դ. դե Վերրայի [32, 40], Կ. Գիարոյի, Մ. Կٳբալի և Մ. Մալաֆիյսկٳ [32], ինչպես

նաև Քամալյանի [75] կողմից: մٳ-[79] ապացٳցվել է, որ երկկողմանի գրաֆների

դասٳմ միջակայքային կողային ներկման գոյٳթյան խնդիրը հանդիսանٳմ է NP-լրիվ

խնդիր: Նշենք նաև, որ մٳ-[40] առաջարկվել է հիպոթեզ, համաձայն որի բոլոր (a, b)-

երկհամասեռ երկկողմանի գրաֆները նենٳ միջակայքային կողային ներկٳմ: Այս

հիպոթեզի ապացٳյցի թյամբٳղղٳ Ա. Հասրաթյանը, Կ. Կասսելգրենը, Պ. Պետրոսյանը,

Ջ. Վանդենբٳշեն, Դ. Վեստը, Ա. Պյատկինը, Բ. Տոֆտը, Ֆ. Յանգը և Ք. Լին հասել են

որոշ հաջողٳթյٳնների [7, 8, 16, 17, 59, 67]:

Կիրառական խնդիրների մոդելավորման ժամանակ հաճախ հետազոտման

օբյեկտներ են հանդիսանٳմ ոչ միայն հասարակ գրաֆները, այլև մٳլտիգրաֆները:

Այսպես, օրինակ, մնականٳսٳ դասացٳցակների կառٳցման խնդիրներٳմ հաճախ

առաջանٳմ են իրավիճակներ, երբ ցիչըٳսٳ միևնٳյն խմբի հետ անցկացնٳմ

է մեկից ավելի դասաժամ: Միջակայքային կողային ներկٳմներին նվիրված

հետազոտٳթյٳնները վերջին երեք տասնամյակներٳմ հիմնականٳմ վերաբերٳմ

էին պատիկ կողեր չպարٳնակող գրաֆներին, մինչդեռ մٳլտիգրաֆները մնٳմ են

քիչ հետազոտված: Մյٳս կողմից՝ վերոհիշյալ աշխատանքներٳմ հիմնականٳմ

մնասիրվելٳսٳ են միջակայքային ներկٳմների գոյٳթյան և կառٳցման խնդիրները,

սակայն քիչ է անդրադարձ կատարվել ներկٳմների թվային պարամետրերի

գնահատման հարցերին: Միջակայքային ներկٳմների հետազոտٳթյٳններٳմ

անարդարացիորեն քիչ է նٳթյٳշադրٳ հատկացված այդպիսի ներկٳմների

կայٳնٳթյան հարցերին տարբեր գրաֆային գործողٳթյٳնների նկատմամբ, ինչպիսիք

են, օրինակ, գրաֆների գٳմարٳմը, դեկարտյան արտադրյալը, գրաֆից գագաթների,

կողերի կամ զٳգակցٳմների հեռացٳմը, կողերի տրոհٳմը և այլն: Նման դրվածքով

խնդիրների կարևորٳթյٳնը հատկապես մեծ է այնպիսի համակարգերի մոդելավորման

դեպքٳմ, որոնցٳմ ժամանակի ազդեցٳթյան տակ կարող են կատարվել նկարագրող

գրաֆի (մٳլտիգրաֆի) չնախատեսված փոփոխٳթյٳններ:
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Աշխատանքի հիմնական նպատակը և նրանٳմ դիտարկված

խնդիրները

Աշխատանքٳմ դիտարկվել են գրաֆների և մٳլտիգրաֆների միջակայքային կողային

ներկٳմների գոյٳթյան, կառٳցման և թվային պարամետրերի գնահատման, ինչպես

նաև այդպիսի ներկٳմների՝ գրաֆային տարբեր գործողٳթյٳնների նկատմամբ

կայٳնٳթյան խնդիրներ: Աշխատանքٳմ նաև դիտարկվել են այդ ներկٳմների

տարբեր բնٳյթի ընդհանրացٳմներ և մնասիրվելٳսٳ են դրանց պարամետրերը:

Աշխատանքի հիմնական նպատակն է վերոհիշյալ խնդիրների հետազոտٳմը գրաֆների

և մٳլտիգրաֆների տարբեր դասերի համար:

Հետազոտٳթյան օբյեկտները

Աշխատանքٳմ հետազոտٳթյան օբյեկտներ են հանդիսանٳմ գրաֆների և

մٳլտիգրաֆների տարբեր դասեր, գրաֆների հատٳկ տիպի ֆակտորիզացիաներ,

միջակայքային կողային ներկٳմներ, այդպիսի ներկٳմներٳմ մասնակցող գٳյների

քանակներ: Հետազոտٳթյան օբյեկտներ են հանդիսանٳմ նաև միջակայքային

ներկٳմներ չٳնեցող գրաֆներ և մٳտլիգրաֆներ, ինչպես նաև այդպիսի գրաֆների՝

միջակայքային ներկվող գրաֆների դասից հեռավորٳթյան որոշ տեսակներ:

Հետազոտٳթյան մեթոդները

Հետազոտٳթյٳնն իրականացվել է դիսկրետ մաթեմատիկայի, գրաֆների տեսٳթյան

և դիսկրետ օպտիմիզացիայի մեթոդների օգնٳթյամբ: Որոշ արդյٳնքների ստացման

համար կիրառվել են համակարգչային հաշվարկների բաշխված համակարգեր:

Գիտական նորٳյթը

Աշխատանքٳմ առաջին անգամ մնասիրվելٳսٳ են մٳլտիգրաֆների միջակայքային

կողային ներկٳմների պարամետրեր, ներմٳծվել է լրիվ գրաֆների հատٳկ տիպի

ֆակտորիզացիա (բաժանված) և նշվել է դրա կապը լրիվ գրաֆների միջակայքային

կողային ներկٳմների հետ, տրվել է սեպարաբել միջակայքային կողային ներկման

սահմանٳմը և կիրառվել է գրաֆների արտադրյալների վերաբերյալ մի շարք
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արդյٳնքների ստացման համար, ներմٳծվել է միջակայքային ներկٳմ չٳնեցող

գրաֆների կառٳցման ենթատրոհٳմների վրա հիմնված եղանակ, որի օգնٳթյամբ

կառٳցվել է մինչ այժմ հայտնի այդպիսի ներկٳմ չٳնեցող ամենափոքր գրաֆը:

Ստացված արդյٳնքների գործնական կիրառٳթյٳնը

Աշխատանքٳմ օգտագործված հետազոտٳթյան մեթոդները և նրանٳմ ստացված

արդյٳնքներն նենٳ ոչ միայն տեսական կարևոր նշանակٳթյٳն գրաֆների

քրոմատիկ հատկٳթյٳնների հետազոտման համար, այլև կարող են նենալٳ

գործնական կիրառٳթյٳններ: Մասնավորապես, գրաֆների միջակայքային

ներկٳմները կիրառվٳմ են կոմպակտ կարգացٳցակների գոյٳթյան և կառٳցման,

համակարգիչների և ծրագրերի հիշողٳթյան օպտիմալ բաշխման, անընդհատ

պրոցեսների մաթեմատիկական մոդելավորման խնդիրներٳմ և այլն:

Պաշտպանٳթյան ներկայացվող հիմնական դրٳյթները

Պաշտպանٳթյան են ներկայացվٳմ հետևյալ հիմնական դրٳյթները.

1) Միջակայքային ներկٳմներ նեցողٳ գրաֆների և մٳլտիգրաֆների պարամետրերի

ընդհանٳր գնահատականներ և որոշ դասերի գրաֆների համար այդ պարամետրերի

ճշգրիտ արժեքներ,

2) Լրիվ գրաֆների միջակայքային կողային ներկٳմների և այդ գրաֆների հատٳկ

տիպի ֆակտորիզացիաների համարժեքٳթյան հիման վրա ստացված արդյٳնքներ

այդպիսի ներկٳմներٳմ մասնակցող գٳյների հնարավոր քանակի վերաբերյալ,

3) Լրիվ, լրիվ բազմակողմանի, արտաքին հարթ գրաֆների, ցանցերի, գլանների,

տոռերի և Հեմինգի գրաֆների միջակայքային կողային ներկٳմների գոյٳթյան,

կառٳցման և թվային պարամետրերի գնահատականներ և ճշգրիտ արժեքներ,

4) Կապակցված գրաֆների, համասեռ գրաֆների և երկկողմանի գրաֆների

դեկարտյան արտադրյալների ինչպես նաև հարթ դեկարտյան արտադրյալների

միջակայքային կողային ներկٳմների գոյٳթյան, կառٳցման, պարամետրերի

գնահատման վերաբերյալ մի շարք արդյٳնքներ,

5) Միջակայքային կողային ներկٳմների ընդհանրացٳմների հետ կապված որոշ

պարամետրերի հասանելի գնահատականներ,
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6) Փոքրաթիվ գագաթներով երկկողմանի գրաֆների միջակայքային ներկٳմների

կառٳցման վերաբերյալ արդյٳնքներ, ինչպես նաև այդպիսի ներկٳմ չٳնեցող

փոքրագٳյն երկկողմանի գրաֆների և մٳլտիգրաֆների կառٳցման մի շարք

եղանակներ, Ջենսեն-Տոֆտի միջակայքային ներկٳմ չٳնեցող փոքրագٳյն երկկողմանի

գրաֆի մասին պրոբլեմի մասնակի լٳծٳմ,

7) Միջակայքային կողային ներկٳմ չٳնեցող որոշ գրաֆների դեֆիցիտի ճշգրիտ

արժեքներ, Բորովիցկա-Օլշեվսկայի, Դրգաշ-Բٳրչարդտի և Հալٳշչակի հիպոթեզի

ապացٳյց:

Ստացված արդյٳնքների գրաքննٳթյٳնը և փորձարկٳմը

Ստացված արդյٳնքները զեկٳցվել են մի շարք գիտաժողովներٳմ Հայաստանٳմ և

եվրոպական երկրներٳմ.

1. Пятая годичная научная конференция РАУ, Ереван, Армения, 6-10 декабря 2010г.,

2. 14th Workshop on Graph Theory, Colourings, Independence and Domination, Szklarska

Poreba, Poland, September 18-23, 2011,

3. 8th International Conference on Computer Science and Information Technologies, Yere-

van, Armenia, September 26-30, 2011,

4. 15th Workshop on Graph Theory, Colourings, Independence and Domination, Szklarska

Poreba, Poland, September 15-20, 2013,

5. 9th International Conference on Computer Science and Information Technologies, Yere-

van, Armenia, September 23-27, 2013,

6. 7th Cracow Conference on Graph Theory, Rytro, Poland, September 14-19, 2014,

7. 5th Polish Combinatorial Conference, Bedlewo, Poland, September 22-26, 2014,

8. 8th Slovenian Conference on Graph Theory, Kranjska Gora, Slovenia, June 21-27, 2015,

9. 10th International Conference on Computer Science and Information Technologies, Yere-

van, Armenia, September 28 - October 2, 2015
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Աշխատանքի առանձին հատվածները մանրամասն քննարկվել են ավելի քան մեկ

տասնյակ սեմինարների ընթացքٳմ՝ Երևանի պետական համալսարանٳմ, ՀՀ ԳԱԱ

ինֆորմատիկայի և ավտոմատացման պրոբլեմների ինստիտٳտٳմ և Յագիլոնյան

համալսարանٳմ:

Հրապարակٳմները

Հետազոտٳթյան թեմայի վերաբերյալ տպագրվել են 15 գիտական աշխատանքներ:

Աշխատանքի ծավալը և կառٳցվածքը

Աշխատանքի ծավալը կազմٳմ է 146 էջ: Աշխատանքը բաղկացած է ներածٳթյٳնից,

երեք գլٳխներից, եզրակացٳթյٳնից և գրականٳթյան ցանկից: Աշխատանքը

ներառٳմ է 31 նկար և 7 աղյٳսակ:
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Սահմանٳմներ և նշանակٳմներ

Աշխատանքٳմ դիտարկվٳմ են ոչ կողմնորոշված հասարակ գրաֆներ՝ առանց պատիկ

կողերի և օղերի, ինչպես նաև մٳլտիգրաֆներ, որտեղ թٳյլատրվٳմ են պատիկ

կողեր: G գրաֆի (մٳլտիգրաֆի) գագաթների և կողերի բազմٳթյٳնները նշանակենք,

համապատասխանաբար, V (G)-ով և E(G)-ով: Ցանկացած v ∈ V (G)-ի համար dG(v)-

ով նշանակենք այդ գագաթի աստիճանը G-ٳմ, δ(G)-ով և ∆(G)-ով նշանակենք գրաֆի

(մٳլտիգրաֆի) նվազագٳյն և առավելագٳյն աստիճանները: e կողի պատիկٳթյٳնը

մٳլտիգրաֆٳմ նշանակٳմ ենք µ(e)-ով:

Ցանկացած a և b բնական թվերի համար (a ≤ b) [a, b]-ով կնշանակենք [a, b] =

{a, a+1, . . . , b} բազմٳթյٳնը: a և b բնական թվերի ամենամեծ ընդհանٳր բաժանարարը

կնշանակենք (a, b)-ով:

Ցանկացած u, v ∈ V (G) գագաթների համար d(u, v)-ով նշանակենք u և v գագաթների

միջև հեռավորٳթյٳնը G գրաֆٳմ (մٳլտիգրաֆٳմ): v ∈ V (G) գագաթի համար

սահմանենք ϵ(v) թիվը հետևյալ կերպ.

ϵ(v) = maxu∈V (G) d(u, v) ,

իսկ G գրաֆի (մٳլտիգրաֆի) տրամագիծը՝

diam(G) = maxv∈V (G) ϵ(v):

G գրաֆٳմ (մٳլտիգրաֆٳմ) ամենամեծ ցիկլի երկարٳթյٳնը կոչվٳմ է պարագիծ

և նշանակվٳմ է c(G)-ով: Երկٳ կողերի միջև հեռավորٳթյٳնը՝ d(e, e′), սահմանվٳմ է

որպես այդ կողերի ծայրակետերի միջև հեռավորٳթյٳններից նվազագٳյնը:

Ցիկլը կոչվٳմ է էյլերյան, եթե այն անցնٳմ է մٳլտիգրաֆի բոլոր գագաթներով և

կողերով, ընդ որٳմ՝ յٳրաքանչյٳր կողով ճիշտ մեկ անգամ: Էյլերյան ցիկլ նեցողٳ

գրաֆը (մٳլտիգրաֆը) կոչվٳմ է էյլերյան գրաֆ (էյլերյան մٳլտիգրաֆ): Ցիկլը կոչվٳմ է

համիլտոնյան, եթե այն անցնٳմ է գրաֆի յٳրաքանչյٳր գագաթով ճիշտ մեկ անգամ:

Գրաֆը կոչվٳմ է հարթ, եթե այն հնարավոր է պատկերել հարթٳթյան վրա այնպես,

որ գրաֆի կողերը հատվեն միայն գագաթներٳմ: Հարթٳթյան վրա պատկերված հարթ

գրաֆը հարթٳթյٳնը տրոհٳմ է տիրٳյթների, որոնք կոչվٳմ են նիստեր: Հարթ գրաֆը

կոչվٳմ է արտաքին հարթ, եթե այն հնարավոր է հարթٳթյան վրա պատկերել այնպես,

որ նրա բոլոր գագաթները պատկանեն արտաքին (անվերջ) նիստին:
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Կողերի M բազմٳթյٳնը կոչվٳմ է զٳգացկٳմ, եթե M -ի ցանկացած երկٳ կող

հարևան չեն: Կասենք, որ M զٳգացկٳմը ծածկٳմ է v գագաթը, եթե v-ն կից

է M -ի կողերից որևէ մեկին: M -ը կոչվٳմ է կատարյալ զٳգակցٳմ, եթե այն

ծածկٳմ է G մٳլտիգրաֆի բոլոր գագաթները: α′(G)-ով կնշանակենք G մٳլտիգրաֆի

ամենաշատ կողեր պարٳնակող զٳգակցման հզորٳթյٳնը: F = {F1, . . . , Fn} կատարյալ

զٳգակցٳմների բազմٳթյٳնը կանվանենք G մٳլտիգրաֆի 1-ֆակտորիզացիա, եթե G-

ի կամայական կող պատկանٳմ է F-ի զٳգակցٳմներից ճիշտ մեկին:

G և H գրաֆների G□H դեկարտյան արտադրյալը սահմանվٳմ է հետևյալ կերպ.

Դիցٳք V (G) = {u1, . . . , um}, իսկ V (H) = {v1, . . . , vn}: Այդ դեպքٳմ G□H դեկարտյան

արտադրյալն է.

V (G□H) = {(ui, vj), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}

E(G□H) =
m∪
i=1

{(ui, x)(ui, y) : xy ∈ E(H)} ∪
n∪

j=1

{(x, vj)(y, vj) : xy ∈ E(G)}

Երբ G-ն և H-ը կապակցված գրաֆներ են, ապա G□H-ն ևս կապակցված է: Ընդ

որٳմ, ∆(G□H) = ∆(G) + ∆(H) և diam(G□H) = diam(G) + diam(H): Պարզ է, որ

ցանկացած G, H և F գրաֆների համար՝

G□H ∼= H□G և (G□H)□F ∼= G□(H□F ):

α : E(G) → N ֆٳնկցիան կոչվٳմ է G մٳլտիգրաֆի ճիշտ կողային ներկٳմ, եթե ∀v ∈

V (G) գագաթին կից կողերը ներկված են զٳյգ առ զٳյգ տարբեր գٳյներով: Եթե α ճիշտ

կողային ներկٳմը օգտագործٳմ է միայն 1, . . . , t գٳյները, ընդ որٳմ՝ ∀i թվի համար,

1 ≤ i ≤ t, գոյٳթյٳն նիٳ ei ∈ E(G) այնպիսին, որ α(ei) = i, ապա α-ն կանվանենք G

մٳլտիգրաֆի ճիշտ կողային t-ներկٳմ :

Եթե α-ն G-ի ճիշտ կողային ներկٳմ է, ապա կամայական v գագաթի սպեկտրը՝

S(v, α), այդ գագաթին կից կողերի գٳյների բազմٳթյٳնն է: Պարզ է, որ երբ α-ն

ճիշտ ներկٳմ է, |S(v, α)| = dG(v) ցանկացած v ∈ V (G) գագաթի համար: Սպեկտրի

նվազագٳյն և առավելագٳյն թվերը կնշանակենք, համապատասխանաբար, S(v, α)-ով

և S(v, α)-ով:

Դիցٳք V ′ ⊆ V (G) G մٳլտիգրաֆի գագաթների ենթաբազմٳթյٳն է: G[V ′]-ով

կնշանակենք V ′ բազմٳթյան գագաթներով ծնված ենթագրաֆը: Մեզ պետք կգան նաև

հետևյալ նշանակٳմները.
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S∪(V
′, α) =

∪
v∈V ′

S(v, α)

S∩(V
′, α) =

∩
v∈V ′

S(v, α)

Ակնհայտ է, որ կամայական մٳլտիգրաֆ նիٳ ճիշտ կողային ներկٳմ (տարբեր

կողեր կարող ենք ներկել տարբեր գٳյներով): Տրված G մٳլտիգրաֆի ճիշտ կողային

ներկٳմներٳմ անհրաժեշտ գٳյների նվազագٳյն քանակը կոչվٳմ է քրոմատիկ դաս և

նշանակվٳմ է χ′(G)-ով: Ըստ Վիզինգի հայտնի թեորեմի՝

∆(G) ≤ χ′(G) ≤ ∆(G) + µ(G),

որտեղ µ(G)-ն G գրաֆٳմ կողերի առավելագٳյն պատիկٳթյٳնն է [70]:

Մասնավորապես, սովորական գրաֆների համար քրոմատիկ դասը կամ հավասար

է առավելագٳյն աստիճանին, կամ առավելագٳյն աստիճանից մեծ է մեկով:

α ճիշտ կողային t-ներկٳմը կանվանենք միջակայքային կողային t-ներկٳմ, եթե

ցանկացած v ∈ V (G) գագաթին կից կողերը ներկված են dG(v) հաջորդական գٳյներով:

Երբ α-ն միջակայքային կողային t-ներկٳմ է, բոլոր v ∈ V (G) գագաթների համար

S(v, α)− S(v, α) = dG(v)− 1:

Նկատենք, որ եթե G-ն կապակցված մٳլտիգրաֆ է, ապա միջակայքային կողային

ներկման սահմանման երկրորդ կետը կարելի է չստٳգել:

Լեմմա 0.0.1. Եթե α-ն G կապակցված գրաֆի ճիշտ կողային t-ներկٳմ է, այնպիսին որ

ցանկացած v ∈ V (G) գագաթին կից կողերը ներկված են հաջորդական գٳյներով, ընդ

որٳմ՝ mine∈E(G){α(e)} = 1, maxe∈E(G){α(e)} = t, ապա α-ն G-ի միջակայքային t-ներկٳմ

է:

Ապացٳյց. Լեմման ապացٳցելٳ համար բավական է ցٳյց տալ, որ G-ի α ներկման մեջ

օգտագործվٳմ են բոլոր գٳյները:

Դիցٳք u-ն և w-ն այնպիսի գագաթներ են, որ 1 ∈ S(u, α) և t ∈ S(w, α): Ենթադրենք

P = v1, . . . , vk-ն (որտեղ u = v1 և vk = w) u,w-շղթան էG-ٳմ: Երբ k = 1, ապա t ∈ S(u, α) և

բոլոր գٳյները u-ին կից կողերին են: Ենթադրենք k ≥ 2. vi ∈ V (P ) գագաթների համար

S(vi, α) բազմٳթյٳնները միջակայքեր են, ընդ որٳմ ցանկացած 2 ≤ i ≤ k-ի համար

S(vi−1, α) և S(vi, α)միջակայքերը նենٳ ընդհանٳր գٳյն: Այսպիսով, S(v1, α), . . . , S(vk, α)

բազմٳթյٳնները ծածկٳմ են [1, t] միջակայքը:
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Նշանակենք Nt-ով այն մٳլտիգրաֆների բազմٳթյٳնը, որոնք նենٳ միջակայքային

կողային t-ներկٳմ, իսկ N-ով՝ N =
∪
t≥1

Nt բոլոր միջակայքային կողային ներկելի

մٳլտիգրաֆների բազմٳթյٳնը:

Երբ G ∈ N, G-ի միջակայքային կողային ներկման մեջ օգտագործվող գٳյների

նվազագٳյն և առավելագٳյն քանակները նշանակենք, համապատասխանաբար, w(G)-

ով և W (G)-ով:

Ոչ բոլոր գրաֆներն նենٳ միջակայքային ներկٳմներ: Ամենապարզ օրինակը K3-

ն է: Եթե G-ն միջակայքային ներկելի չէ, ապա կարելի է սահմանել չափեր, թե

որքանով էG-ն «հեռٳ»միջակայքային ներկելի լինելٳց: Այսպիսի չափերից ամենաշատը

մնասիրվելٳսٳ է գրաֆի դեֆիցիտը, որը ներմٳծվել է Գիառոյի, Կٳբալի և Մալաֆիյսկٳ

կողմից [32]:

Եթե α-ն G-ի ճիշտ կողային ներկٳմ է, ապա v ∈ V (G) գագաթի դեֆիցիտը հետևյալ

թիվն է.

def(v, α) = S(v, α)− S(v, α)− |S(v, α)|+ 1:

G մٳլտիգրաֆի ճիշտ α ներկման դեֆիցիտը բոլոր գագաթների դեֆիցիտների գٳմարն

է. def(G,α) =
∑

v∈V (G)

def(v, α): G մٳլտիգրաֆի դեֆիցիտը G-ի բոլոր ճիշտ ներկٳմների

դեֆիցիտներից փոքրագٳյնն է. def(G) = min
α

def(G,α), որտեղ մինիմٳմը վերցվٳմ է

ըստ G-ի բոլոր ճիշտ ներկٳմների: Պարզ է, որ def(G)-ն կախված կողերի նվազագٳյն

թիվն է, որն անհրաժեշտ է ավելացնել G-ին այն միջակայքային ներկելի դարձնելٳ

համար:

Կամայական G մٳլտիգրաֆի համար wdef (G)-ով և Wdef (G)-ով կնշանակենք t-ի

ամենափոքր և ամենամեծարժեքները, որոնց համարG-ն նիٳ α ճիշտ կողային t-ներկٳմ

def(G,α) = def(G) դեֆիցիտով:

Մٳլտիգրաֆի՝ միջակայքային ներկելիٳթյٳնից «հեռավորٳթյան» մեկ այլ չափ է

անցքերի թիվը: Եթե α-ն G-ի ճիշտ կողային ներկٳմ է, ապա նրա անցքերի թիվը

գրաֆի բոլոր գագաթների դեֆիցիտների մաքսիմٳմն է. gn(G,α) = max
v∈V (G)

def(v, α):

G մٳլտիգրաֆի անցքերի թիվը G-ի բոլոր ճիշտ ներկٳմների անցքերի թվերից

փոքրագٳյնն է. gn(G) = min
α

gn(G,α), որտեղ մինիմٳմը վերցվٳմ է ըստ G-ի բոլոր ճիշտ

կողային ներկٳմների:

Անցքերի թվի գաղափարը անմիջականորեն կապված է միջակայքային (t, h)-
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ներկٳմների հետ, որոնք ներմٳծվել են :մٳ-[51] α : E(G) → {1, . . . , t} ճիշտ կողային

ներկٳմը կոչվٳմ է G մٳլտիգրաֆի միջակայքային (t, h)-ներկٳմ, եթե բոլոր գٳյները

օգտագործված են և կամայական v ∈ V (G) գագաթի համար, def(v, α) ≤ h:

Nh
t -ով նշանակٳմ ենք բոլոր այն գրաֆների բազմٳթյٳնը, որոնք նենٳ

միջակայքային (t, h)-ներկٳմներ: Nh =
∪

t≥1N
h
t : Պարզ է, որ G գրաֆի անցքերի

թիվը G այն նվազագٳյն h-ն է, որի համար G ∈ Nh: Եթե G ∈ Nh, կասենք, որ G-ն

միջակայքային h-անցք-ներկելի է:

Եթե G ∈ Nh, ապա wh(G)-ով և W h(G)-ով կնշանակենք t-ի ամենափոքր և ամենամեծ

արժեքները, որոնց համար G-ն նիٳ միջակայքային (t, h)-ներկٳմ:

Հետևյալ անհավասարٳթյٳնները անմիջապես բխٳմ են սահմանٳմներից.

gn(G) ≤ def(G) ≤ gn(G)|V (G)|:

Չսահմանված հասկացٳթյٳնները և նշանակٳմները կարելի է գտնել [6, 36, 43, 66,

:մٳ-[83
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Խնդրի դրվածքը

Այս աշխատանքٳմ մեր կողմից դիտարկվել են հետևյալ խնդիրները.

Խնդիր 1: Դիցٳք տրված է G գրաֆը (մٳլտիգրաֆը): Պատկանո՞ւմ է արդյոք G-ն N

դասին:

Խնդիր 2: Դիցٳք G ∈ N: Գտնել w(G)-ի ճշգրիտ արժեքը կամ տալ գնահատական

նրա համար:

Խնդիր 3: Դիցٳք G ∈ N: Գտնել W (G)-ի ճշգրիտ արժեքը կամ տալ գնահատական

նրա համար:

Խնդիր 4: Դիցٳք G ∈ N և w(G) ≤ t ≤ W (G): Գոյٳթյٳն նի՞ٳ արդյոք գրաֆի

միջակայքային t-ներկٳմ:

Խնդիր 5: Ինչպիսի՞ պայմանների պետք է բավարարեն G և H գրաֆները, որպեսզի

G□H ∈ N:

Խնդիր 6: Ինչպիսի՞ պայմանների պետք է բավարարի G գրաֆը, որպեսզի G /∈ N:

Խնդիր 7: Եթե G /∈ N, պարզել միջակայքային ներկվող գրաֆների դասից G-ի

հեռավորٳթյٳնը:
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1 Ընդհանٳր արդյٳնքներ և հատٳկ տիպի

ֆակտորիզացիաներ

1.1 Միջակայքային ներկելիٳթյան անհրաժեշտ պայմաններ

Հայտնի է, որ ոչ բոլոր գրաֆները և մٳլտիգրաֆները նենٳ միջակայքային ներկٳմներ:

Մٳլտիգրաֆների միջակայքային ներկելիٳթյան առաջին անհրաժեշտ պայմանը

ստացել են Հասրաթյանը և Քամալյանը [5, 68]:

Թեորեմ 1.1.1. Եթե G մٳլտիգրաֆը նիٳ միջակայքային ներկٳմ, ապա χ′(G) = ∆(G):

Նրանք նաև ցٳյց են տվել, որ այս պայմանը ոչ միայն անհրաժեշտ, այլև բավարար

պայման է համասեռ մٳլտիգրաֆների համար:

Թեորեմ 1.1.2. Եթե G-ն համասեռ մٳլտիգրաֆ է, ապա

(1) G ∈ N այն և միայն այն դեպքٳմ, երբ χ′(G) = ∆(G),

(2) Եթե G ∈ N և w(G) ≤ t ≤ W (G), ապա G-ն նիٳ միջակայքային t-ներկٳմ:

Այսպիսով, եթե մٳլտիգրաֆի քրոմատիկ դասը մեծ է առավելագٳյն աստիճանից,

ապա այն չի կարող լինել միջակայքային ներկելի: Սակայն կան նաև մٳլտիգրաֆների

այլ ընտանիքներ, որոնք չٳնեն միջակայքային ներկٳմներ:

Հաշվարկային դատողٳթյٳններով կարելի է ցٳյց տալ, որ որպեսզի մٳլտիգրաֆը

նենաٳ միջակայքային ներկٳմ, անհրաժեշտ է, որ մٳլտիգրաֆի բոլոր գագաթների

աստիճանների ամենամեծ ընդհանٳր բաժանարարը հանդիսանա նաև մٳլտիգրաֆի

կողերի քանակի ընդհանٳր բաժանարար:

Թեորեմ 1.1.3. Եթե G մٳլտիգրաֆի համար գոյٳթյٳն նիٳ d թիվ, որը G-ի բոլոր

գագաթների աստիճանների ընդհանٳր բաժանարար է, սակայն |E(G)|-ի բաժանարար

չէ, ապա G /∈ N:

Ապացٳյց. Ենթադրենք հակառակը, որ G-ն նիٳ α միջակայքային t-ներկٳմ որևէ t ≥

∆(G) թվի համար: e ∈ E(G) կողը անվանենք d-կող եթե α(e) = d·l որևէ l ∈ N թվի համար:

Քանի որ գոյٳթյٳն նիٳ d թիվ այնպես, որ ցանկացած v ∈ V (G) գագաթի համար

d-ն dG(v)-ի բաժանարար է, իսկ α-ն միջակայքային ներկٳմ է, ,նենքٳ որ ցանկացած

17



v ∈ V (G) գագաթի համար S (v, α) բազմٳթյٳնը պարٳնակٳմ է ճիշտ dG(v)
d

d-կողեր:

md-ով նշանակենք G-ٳմ d-կողերի քանակը: Էյլերի թեորեմից ստանٳմ ենք, որ md =

1
2

∑
v∈V (G)

dG(v)
d

= |E(G)|
d

: Ուստի, d-ն |E(G)|-ի բաժանարար է, ինչը հակասٳթյٳն է:

Հետևանք 1.1.4. Եթե G-ն էյլերյան մٳլտիգրաֆ է և |E(G)| կենտ է, ապա G /∈ N:

Այս հետևանքը առաջին անգամ ստացվել է :մٳ-[49]

Կարևոր է նկատել, որ Թեորեմ 1.1.3-ի պայմաններին բավարարող գրաֆների

դասը ավելի լայն է Հետևանք 1.1.4-ի պայմաններին բավարարող գրաֆների դասից:

Մասնավորապես, K5 լրիվ գրաֆը էյլերյան է և նիٳ զٳյգ թվով կողեր, սակայն

միջակայքային ներկելի չէ համաձայն Թեորեմ 1.1.3-ի: Հարկ է նշել, որ Թեորեմ

(a) (b)

Նկ. 1.1: Միջակայքային ներկٳմ չٳնեցող մٳլտիգրաֆների օրինակներ, որոնք

բավարարٳմ են Թեորեմ 1.1.1-ի անհրաժեշտ պայմանին, սակայն չեն բավարարٳմ

Թեորեմ 1.1.3-ի անհրաժեշտ պայմանին:

1.1.3-ի անհրաժեշտ պայմանը չի հանդիսանٳմ Թեորեմ 1.1.1-ի մասնավոր դեպք:

Դիտարկենք Նկ. 1.1a-ٳմ պատկերված գրաֆը, որը ստացվٳմ է երեք օրինակ K5

գրաֆներից մեկական գագաթ նٳյնացնելով: Այս գրաֆի առավելագٳյն աստիճան

նեցողٳ գագաթը միակն է, ,ստիٳ համաձայն Վիզինգի հայտնի թեորեմի ([71]), նրա

քրոմատիկ դասը հավասար է առավելագٳյն աստիճանին: Մյٳս կողմից՝ այն նիٳ

30 կող, իսկ բոլոր գագաթների աստիճանները բաժանվٳմ են չորսի, հետևաբար

այն չٳնի միջակայքային ներկٳմ ըստ Թեորեմ 1.1.3-ի: Գոյٳթյٳն նենٳ այսպիսի

հատկٳթյٳններով անվերջ թվով մٳլտիգրաֆներ: Մասնավորապես, եթե վերցնենք

կամայական էյլերյան մٳլտիգրաֆ G, որի համար χ′(G) = ∆(G), և բոլոր կողերի
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պատիկٳթյٳնը մեծացնենք 2r անգամ (r ∈ N), ապա ստացված էյլերյան մٳլտիգրաֆը

կٳնենա զٳյգ թվով կողեր, կٳնենա ճիշտ կողային ներկٳմ առավելագٳյն աստիճանին

հավասար գٳյներով, սակայն չի նենաٳ միջակայքային ներկٳմ ըստ Թեորեմ 1.1.3-ի

(Նկ. 1.1b):

1.2 Մٳլտիգրաֆների w(G) և W (G) պարամետրերի

գնահատականներ

Գրաֆների և մٳլտիգրաֆներիմիջակայքային կողային ներկٳմներիٳսٳմնասիրٳթյան

մեջ կարևոր դեր նիٳ w(G) և W (G) պարամետրերի հետազոտٳմը: Ի տարբերٳթյٳն

գրաֆների տեսٳթյան մեջ հաճախ մնասիրվողٳսٳ բազմաթիվ այլ ներկٳմների,

միջակայքային կողային ներկման դեպքٳմ տրիվիալ չէ ոչ միայն ներկման մեջ

մասնակցող գٳյների փոքրագٳյն թվի որոշٳմը, այլև գٳյների առավելագٳյն թվի

որոշٳմը: Այս պարագրաֆٳմ կամփոփենք գրաֆների լայն դասերի համար հայտնի

գնահատականները և կապացٳցենք մի շարք նոր արդյٳնքներ: Սկսենք W (G)

պարամետրի գնահատականներից:

W (G) պարամետրի առաջին գնահատականները ստացել են Հասրաթյանը և

Քամալյանը եռանկյٳն չպարٳնակող գրաֆների համար [68, 5, 74]

Թեորեմ 1.2.1. Եթե G-ն եռանկյٳն չպարٳնակող գրաֆ է և G ∈ N, ապա

W (G) ≤ |V (G)| − 1:

W (G)-ի առաջին գնահատականը արտահայտված գրաֆի գագաթների քանակի

միջոցով ստացվել է Քամալյանի կողմից [74].

Թեորեմ 1.2.2. Եթե G-ն կապակցված գրաֆ է, G ∈ N և |V (G)| ≥ 2, ապա

W (G) ≤ 2|V (G)| − 3:

Գիառոն, Կٳբալը և Մալաֆիյսկին [33] փոքր ինչ լավացրել են այս գնահատականը,

երբ գրաֆի գագաթների քանակը առնվազն երեք է:

Թեորեմ 1.2.3. Եթե G-ն կապակցված գրաֆ է, G ∈ N և |V (G)| ≥ 3, ապա

W (G) ≤ 2|V (G)| − 4:

19



Մյٳս կողմից, Պետրոսյանը [46] ցٳյց է տվել հետևյալ արդյٳնքը.

Թեորեմ 1.2.4. Ցանկացած ϵ > 0 թվի համար գոյٳթյٳն նիٳ G գրաֆ այնպիսին, որ

G ∈ N և

W (G) ≥ (2− ϵ)|V (G)|:

Հասրաթյանը և Քամալյանը [5] ստացել են W (G)-ի վերին գնահատականներ

արտահայտված գրաֆի առավելագٳյն աստիճանով և տրամագծով.

Թեորեմ 1.2.5. Եթե G-ն կապակցված գրաֆ է և G ∈ N, ապա

W (G) ≤ (diam(G) + 1) (∆(G)− 1) + 1:

Թեորեմ 1.2.6. Եթե G-ն կապակցված երկկողմանի գրաֆ է և G ∈ N, ապա

W (G) ≤ diam(G) (∆(G)− 1) + 1.

Հետագայٳմ Պետրոսյանը և Քամալյանը [41] ցٳյց են տվել, որ այս վերին

գնահատականները հնարավոր չէ էապես լավացնել:

Աքսենովիչը ցٳյց է տվել, որ հարթ գրաֆների համար հնարավոր է ստանալ ավելի

լավ վերին գնահատական [9]:

Թեորեմ 1.2.7. Եթե G-ն կապակցված հարթ գրաֆ է և G ∈ N, ապա

W (G) ≤ 11
6
|V (G)|:

Նٳյն հոդվածٳմ Աքսենովիչը առաջարկել է հիպոթեզ, ըստ որի բոլոր միջակայքային

ներկելի կապակցված հարթ գրաֆների համար այս գնահատականը հնարավոր է

իջեցնել մինչև 3
2
|V (G)|:

Նախ, ապացٳցենք W (G)-ի մի նոր վերին գնահատական՝ արտահայտված G

մٳլտիգրաֆի պարագծով:

Թեորեմ 1.2.8. Եթե G-ն 2-կապակցված մٳլտիգրաֆ է և G ∈ N, ապա

W (G) ≤ 1 +
⌊
c(G)
2

⌋
(∆(G)− 1):
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Ապացٳյց. Դիտարկենք G գրաֆի α միջակայքային W (G)-ներկٳմը: Դիտարկենք 1 և

W (G) գٳյներով ներկված կողերը: Դիցٳք e = uv, e′ = u′v′ և α(e) = 1, α(e′) = W (G):

Քանի որ G-ն 2-կապակցված է, գոյٳթյٳն նիٳ C ցիկլ, որը պարٳնակٳմ է e և e′ կողերը:

Դիտարկենք C ցիկլը: Ունենք, որ |V (C)| ≤ c(G): C ցիկլի գագաթները համարակալենք

երկٳ ններով՝ٳթյٳղղٳ u-ից u′ և v-ից v′: Դիցٳք P = u1, . . . , us և Q = v1, . . . , vt

համապատասխանաբար u-ից u′ և v-ից v′ շղթաներն են, որտեղ u1 = u, us = u′ և

v1 = v, vt = v′ (s, t ≥ 1): Պարզ է, որ min{s, t} ≤
⌊
c(G)
2

⌋
: Առանց ընդհանրٳթյٳնը

խախտելٳ կարող ենք ենթադրել, որ s ≤
⌊
c(G)
2

⌋
:

Քանի որ α-ն G-ի միջակայքային W (G)-ներկٳմ է, ,նենքٳ որ

α(u1u2) ≤ dG(u1),

α(u2u3) ≤ α(u1u2) + dG(u2)− 1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

α(uiui+1) ≤ α(ui−1ui) + dG(ui)− 1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

α(us−1us) ≤ α(us−2us−1) + dG(us−1)− 1,

W (G) = α(e′) = α(u′v′) ≤ α(us−1us) + dG(us)− 1.

Գٳմարելով այս անհասավարٳթյٳնները կստանանք.

W (G) ≤ 1 +
s∑

i=1

(dG(ui)− 1) ≤ 1 +
⌊
c(G)
2

⌋
(∆(G)− 1).

Հետևանք 1.2.9. Եթե G-ն 2-կապակցված մٳլտիգրաֆ է և G ∈ N, ապա

W (G) ≤ 1 +
⌊
|V (G)|

2

⌋
(∆(G)− 1):

Այս հետևանքը հնարավորٳթյٳն է տալիս լավացնել W (G)-ի հայտնի վերին

գնահատականները փոքր առավելագٳյն աստիճան նեցողٳ մٳլտիգրաֆների համար:

Հետևանք 1.2.10. Եթե G-ն 2-կապակցված մٳլտիգրաֆ է, ∆(G) ≤ 4 և G ∈ N, ապա

W (G) ≤ 3
⌊
|V (G)|

2

⌋
+ 1:

Հետևանք 1.2.11. Եթե G-ն 2-կապակցված հարթ գրաֆ է, ընդ որٳմ ∆(G) ≤ 4 և G ∈ N,

ապա
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W (G) ≤ 3
2
|V (G)|:

Ապացٳյց. Նախ նկատենք, որ ըստ Հետևանք 1.2.10-ի, այս պնդٳմը ճիշտ է կենտ թվով

գագաթներ նեցողٳ հարթ գրաֆների համար: Ավելին, ,նենքٳ որ W (G) ≤ 3
2
|V (G)| +

1: Ենթադրենք, որ |V (G)| = 2n (n ∈ N): Դիտարկենք G-ի α միջակայքային (3n + 1)-

ներկٳմը: Ինչպես Թեորեմ 1.2.8-ի ապացٳյցٳմ, կդիտարկենք 1 և 3n + 1 գٳյներով

ներկված կողերը: Դիցٳք e = uv, e′ = u′v′ և α(e) = 1, α(e′) = 3n + 1: Քանի որ G-ն

2-կապակցված է, գոյٳթյٳն նիٳ ցիկլ C, որը պարٳնակٳմ է e և e′ կողերը: Պարզ է, որ

|V (C)| ≤ 2n: C-ի գագաթները համարակալենք երկٳ .ններովٳթյٳղղٳ u-ից դեպի u′ և

v-ից դեպի v′: Դիցٳք P = u1, . . . , us և Q = v1, . . . , vt C-ին պատկանող երկٳ շղթաներն

են, համապատասխանաբար u-ից u′ և v-ից v′, որտեղ u1 = u, us = u′ և v1 = v, vt = v′

(s, t ≥ 1): Հեշտ է տեսնել, որ s = t = |V (G)|
2

= n (հակառակ դեպքٳմ, դիտարկելով

կարճագٳյն շղթան, կստանանք W (G) ≤ 3n): Հետևաբար, ,նենքٳ որ

α(u1u2) = α(v1v2) = 4,

α(u2u3) = α(v2v3) = 7,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

α(uiui+1) = α(viui+1) = 3i+ 1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

α(us−1us) = α(vt−1vt) = 3n− 2,

α(e′) = α(u′v′) = α(usvt) = α(unvn) = 3n+ 1:

Այստեղից հետևٳմ է, որ S (ui, α) = S (vi, α) = 3i+1, երբ i = 1, . . . , n: Դիտարկենք 3n

գٳյնով ներկված կողերը: Այս կողերը կարող են կից լինել միայն un-ին և vn-ին, քանի որ

S (w, α) < 3n կամայական w ∈ V (G) \ {un, vn} գագաթի համար: Այստեղից հետևٳմ է,

որ 3n և 3n+ 1 գٳյներով ներկված կողերը պետք է զٳգահեռ լինեն, ինչը հակասٳթյٳն

է:

Վերջին հետևանքը ցٳյց է տալիս, որ Աքսենովիչի հիպոթեզը ճիշտ է բոլոր

միջակայքային ներկելի 2-կապակցված հարթ գրաֆների համար, որոնց առավելագٳյն

աստիճանը չի գերազանցٳմ 4-ը:

Հայտնի է, որ եթե G-ն կապակցված համասեռ մٳլտիգրաֆ է, որն նիٳ միակցման

կետ, ապա χ′(G) > ∆(G): Մյٳս կողմից, ըստ Թեորեմ 1.1.1-ի, եթե G-ն միջակայքային
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ներկելի է, ապա χ′(G) = ∆(G): Այսինքն, եթե կապակցված համասեռ G

մٳլտիգրաֆը միջակայքային ներկելի է, ապա այն նաև 2-կապակցված է: Այս փաստը

հնարավորٳթյٳն է տալիս ձևակերպել հետևյալ երկٳ պնդٳմները:

Հետևանք 1.2.12. Եթե G-ն r-համասեռ կապակցված մٳլտիգրաֆ է և G ∈ N, ապա

W (G) ≤ 1 +
⌊
|V (G)|

2

⌋
(r − 1):

Հետևանք 1.2.13. Եթե G-ն կապակցված խորանարդ մٳլտիգրաֆ է և G ∈ N, ապա

W (G) ≤ |V (G)|+ 1:

Այժմ ցٳյց տանք, որ նշված վերին գնահատականները հասանելի են:

Թեորեմ 1.2.14. Ցանկացած n, r ≥ 2 ամբողջ թվերի համար գոյٳթյٳն նիٳ 2-

կապակցված G մٳլտիգրաֆ, որի համար |V (G)| = 2n և ∆(G) = r, այնպես, որ G ∈ N և

W (G) = 1 + n(r − 1):

Ապացٳյց. Թեորեմն ապացٳցելٳ համար կառٳցենք նշված պայմաններին

բավարարող Gn,r մٳլտիգրաֆը:

Սահմանենք Gn,r մٳլտիգրաֆը (n, r ≥ 2) հետևյալ կերպ.

1) V (Gn,r) = {u1, u2, . . . , un, v1, v2, . . . , vn},

2) E (Gn,r) կազմված է {u1, v1} և {un, vn} գագաթների զٳյգերից, որտեղ յٳրաքանչյٳր

զٳյգը միացված է r − 1 կողերով, {ui, vi} գագաթների զٳյգից, որոնք միացած են

r − 2 կողերով, որտեղ 2 ≤ i ≤ n− 1, և ujuj+1, vjvj+1 կողերից, որտեղ 1 ≤ j ≤ n− 1:

Պարզ է, որ Gn,r-ը 2-կապակցված մٳլտիգրաֆ է, որի համար |V (Gn,r) | = 2n և

∆(Gn,r) = r:

Այժմ ցٳյց տանք, որ Gn,r-ը նիٳ միջակայքային (1 + n(r − 1))-ներկٳմ: Սահմանենք

Gn,r-ի α ներկٳմը հետևյալ կերպ. նախ E(u1v1) կողերը ներկենք 1, . . . , r − 1 գٳյներով,

իսկ E(unvn) կողերը՝ (n − 1)(r − 1) + 2, . . . , n(r − 1) + 1 գٳյներով: Այնٳհետև, E(uivi)

կողերը ներկենք (i−1)(r−1)+2, . . . , i(r−1) գٳյներով, որտեղ 2 ≤ i ≤ n−1: Վերջապես,

ujuj+1 և vjvj+1 կողերը ներկենք j(r − 1) + 1 գٳյնով, որտեղ 1 ≤ j ≤ n − 1: Դժվար չէ

տեսնել, որ α-ն Gn,r մٳլտիգրաֆի միջակայքային (1 + n(r − 1))-ներկٳմ է: Այսպիսով,

Gn,r ∈ N և W (Gn,r) ≥ 1 + n(r − 1): Մյٳս կողմից, ըստ Հետևանք 1.2.9-ի ,նենքٳ որ

W (Gn,r) ≤ 1 + n(r − 1), ստիٳ W (Gn,r) = 1 + n(r − 1):
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Այժմ անդրադառնանք w(G) պարամետրի գնահատականներին: Հանսոնը և

Լոտենը [34] ստացել են (a, b)-երկհամասեռ գրաֆների միջակայքային ներկٳմներٳմ

մասնակցող գٳյների թվի համար ստորին գնահատական: Այստեղ կապացٳցենք

համանման գնահատական բոլոր կապակցված մٳլտիգրաֆների համար:

Թեորեմ 1.2.15. Եթե G-ն կապակցված մٳլտիգրաֆ է և G ∈ N, ապա

w(G) ≥
⌈

|V (G)|
2·α′(G)

⌉
δ(G):

Ապացٳյց. Դիցٳք δ = δ(G): Դիտարկենք G-ի որևէ α միջակայքային w(G)-ներկٳմ:

α ներկման մեջ դիտարկենք δ, 2δ, . . . , kδ գٳյներով ներկված կողերը, որտեղ k-ն այն

առավելագٳյն ամբողջ թիվն է, որի համար գոյٳթյٳն նիٳ kδ գٳյնով ներկված կող:

Պարզ է, որ kδ ≤ w(G): Քանի որ G-ի ցանկացած v գագաթ կից է δ, 2δ, . . . , kδ գٳյներով

ներկված որևէ կողի, ,նենքٳ որ

|V (G)| ≤
k∑

i=1

2|Mα(i · δ)| ≤ 2k · α′(G),

որտեղ Mα(i · δ) = {e ∈ E(G) : α(e) = i · δ}, 1 ≤ i ≤ k:

Հետևաբար, k ≥
⌈

|V (G)|
2·α′(G)

⌉
: Մյٳս կողմից, քանի որ kδ ≤ w(G), ստանٳմ ենք w(G) ≥⌈

|V (G)|
2·α′(G)

⌉
δ(G):

Նկ. 1.2: 3առավելագٳյն աստիճանով գրաֆներ, որոնք չٳնենմիջակայքային 3-ներկٳմ:

Նկար մٳ-1.2 պատկերված գրաֆները ցٳյց են տալիս, որ Թեորեմ 1.2.15-ի ստորին

գնահատականները հասանելի են:

Հետևանք 1.2.16. Եթե G կապակցված մٳլտիգրաֆը չٳնի կատարյալ զٳգակցٳմ և G ∈

N, ապա

w(G) ≥ max{∆(G), 2δ(G)}:
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Վերջապես, ապացٳցենք Հետևանք 1.2.16-ի անալոգը կենտ մٳլտիգրաֆների

համար: G մٳլտիգրաֆը կանվանենք կենտ մٳլտիգրաֆ, եթե G-ի բոլոր գագաթների

աստիճանները կենտ են:

Թեորեմ 1.2.17. Եթե G-ն կապակցված կենտ մٳլտիգրաֆ է, |E(G)| − |V (G)|
2

թիվը կենտ է

և G ∈ N, ապա

w(G) ≥ max{∆(G), 2δ(G)}:

Ապացٳյց. Նշանակենք δ = δ(G): Եթե G-ն չٳնի կատարյալ զٳգակցٳմ, ապա

արդյٳնքը հետևٳմ է Հետևանք 1.2.16-ից: Ենթադրենք G-ն նիٳ կատարյալ զٳգակցٳմ:

Այժմ կատարենք հակասող ենթադրٳթյٳն, դիցٳք G-ն նիٳ α միջակայքային t-ներկٳմ

որևէ t ≤ 2δ − 1 թվի համար: Քանի որ ցանկացած v ∈ V (G), 1 ≤ S (v, α) ≤ δ, ստանٳմ

ենք, որ δ ∈ S∩ (V (G), α): Այստեղից հետևٳմ է, որ δ գٳյնով ներկված կողերը G-ٳմ

կազմٳմ են կատարյալ զٳգակցٳմ: Նշանակենք այդ կատարյալ զٳգակցٳմը M -ով և

դիտարկենք G − M մٳլտիգրաֆը: Սահմանենք G − M -ի β ներկٳմը հետևյալ կերպ.

ցանկացած e ∈ E(G−M) կողի համար

β (e) =

 α(e), երբ 1 ≤ α(e) ≤ δ − 1,

α(e)− 1, երբ δ + 1 ≤ α(e) ≤ t.

Նկ. 1.3: Միջակայքային ներկելի կապակցված գրաֆ G, որի բոլոր գագաթների

աստիճանները կենտ են, |E(G)| − |V (G)|
2

= 15 և w(G) ≥ 6:
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Դժվար չէ տեսնել, որ β-ն G − M -ի միջակայքային (t − 1)-ներկٳմ է: Քանի որ

|E(G)| − |V (G)|
2

կենտ է, ստանٳմ ենք, որ G − M -ը զٳյգ մٳլտիգրաֆ է կենտ թվով

կողերով: Այստեղից հետևٳմ է, որG−M -ը նիٳ կենտ թվով կողեր պարٳնակող էյլերյան

կապակցված բաղադրիչ, որըմիջակայքային ներկելի է, ինչը հակասٳմ է Հետևանք 1.1.4-

ին:

1.3 Միջակայքային ներկման և հատٳկ տիպի ֆակտորիզացիայի

համարժեքٳթյٳնը լրիվ գրաֆների համար

Լրիվ գրաֆների միջակայքային ներկելիٳթյան խնդիրը նիٳ պարզ լٳծٳմ: n

գագաթանի լրիվ գրաֆը (n−1)-համասեռ է, իսկ մյٳս կողմից հեշտ է տեսնել, որ χ′(Kn) =

∆(Kn)այն ևմիայն այն դեպքٳմ, երբ n-ը զٳյգ է: Ուստի, ըստԹեորեմ 1.1.1-ի, լրիվ գրաֆը

նիٳ միջակայքային ներկٳմ այն և միայն այն դեպքٳմ, երբ գագաթների քանակը զٳյգ

է: Կենտ գագաթանի լրիվ գրաֆների նվազագٳյն դեֆիցիտով ներկٳմները մանրամասն

հետազոտված են այս աշխատանքի 3.1 պարագրաֆٳմ:

Այս և հաջորդ պարագրաֆերٳմ կٳսٳմնասիրվեն զٳյգ գագաթանի լրիվ գրաֆների

միջակայքային ներկٳմներٳմ հանդիպող գٳյների քանակները: Նٳյն Թեորեմ 1.1.1-

ից հետևٳմ է, որ w(K2n) = 2n − 1 և կամայական t բնական թվի համար, w(K2n) ≤

t ≤ W (K2n), K2n գրաֆը նիٳ միջակայքային t-ներկٳմ: Սակայն W (K2n) պարամետրը

գտնելٳ խնդիրը մնٳմ է բաց 1990 թվականից [74]: Այս պարագրաֆٳմ կառաջարկենք

լրիվ գրաֆների միջակայքային ներկٳմներ կառٳցելٳ նոր եղանակ, որի հիման վրա

հաջորդ պարագրաֆٳմ կստանանք W (K2n)-ի նոր գնահատականներ և որոշ ճշգրիտ

արժեքներ:

W (K2n)-ի առաջին գնահատականը ստացվել է Քամալյանի կողմից [74].

Թեորեմ 1.3.1. Ցանկացած n ∈ N թվի համար W (K2n) ≥ 2n− 1 +
⌊
log2(2n− 1)

⌋
:

Հետագայٳմ Պետրոսյանին հաջողվել էր լավացնել այս գնահատականը [46].

Թեորեմ 1.3.2. Ցանկացած n ∈ N թվի համար W (K2n) ≥ 3n− 2:

Նٳյն հոդվածٳմ նա ցٳյց էր տվել, որ եթե նենքٳ որևէ լրիվ գրաֆի միջակայքային

ներկٳմ, ապա դրա հիման վրա կարելի է կառٳցել երկٳ անգամ ավելի շատ

գագաթներով լրիվ գրաֆի միջակայքային ներկٳմ.
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Թեորեմ 1.3.3. Կամայական n ∈ N թվի համար W (K4n) ≥ 4n− 1 +W (K2n):

Այս երկٳ արդյٳնքները միավորելով Պետրոսյանը ստացել էր W (K2n)-ի մինչ այժմ

հայտնի լավագٳյն ստորին գնահատականը.

Թեորեմ 1.3.4. Եթե n = p2q, որտեղ p-ն կենտ է, իսկ q ∈ Z≥0, ապա

W (K2n) ≥ 4n− 2− p− q:

Նٳյն հոդվածٳմ Պետրոսյանը ձևակերպել էր հիպոթեզ, ըստ որի այս ստորին

գնահատականը հենց W (K2n)-ի ճշգրիտ արժեքն է:

Հիպոթեզ 1.1. Եթե n = p2q, որտեղ p-ն կենտ է, իսկ q ∈ Z≥0, ապա

W (K2n) = 4n− 2− p− q:

Պետրոսյանին հաջողվել էր ցٳյց տալ, որ հիպոթեզը ճիշտ է, երբ n ≤ 4: Արդեն n = 5

դեպքٳմ հիպոթեզը հերքվեց, K10-ի 14 գٳյներով ներկٳմը պատկերված է Նկ. :մٳ-1.4

W (K2n)-ի հայտնի լավագٳյն վերին գնահատականը հետևٳմ է Թեորեմ 1.2.3-ից.

W (K2n) ≤ 4n− 4, երբ n ≥ 2:

2010-ին մեր կողմից առաջարկվեց հետևյալ հիպոթեզը.

Հիպոթեզ 1.2. W (K2n) = 4n − 2 −
⌊
log2 n

⌋
− ∥n2∥, որտեղ ∥n2∥-ը n թվի երկٳական

ներկայացման մեջ 1-երի քանակն է:

Համակարգչային ծրագրի միջոցով հաջողվել էր կառٳցել այս հիպոթեզին

բավարարող ներկٳմներ n ≤ 14-ի համար:

Լրիվ գրաֆի միջակայքային կողային ներկٳմների կառٳցման նոր եղանակը

նկարագրելٳ համար ներմٳծենք մի շարք սահմանٳմներ և նշանակٳմներ:

K2n լրիվ գրաֆի գագաթները նշանակենք հետևյալ կերպ. V (K2n) = {ui, vi :

i = 1, 2, . . . , n}: Գագաթների կամայական ֆիքսված v = (u1, v1, u2, v2, . . . , un, vn)

համարակալման համար H
[i,j]
v -ով, i ≤ j, նշանակենք K2n-ի ui, vi, ui+1, vi+1, . . . , uj, vj

գագաթներով ծնված ենթագրաֆը:

Դիցٳք F = {F1, F2, . . . , F2n−1} բազմٳթյٳնը K2n-ի 1-ֆակտորիզացիա է: Ցանկացած

F ∈ F զٳգակցման համար սահմանենք իր ձախ և աջ մասերը գագաթների v
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համարակալման նկատմամբ:

liv(F ) = F ∩ E
(
H [1,i]

v

)
riv(F ) = F ∩ E

(
H [i+1,n]

v

)
Եթե որևէ i թվի համար, 1 ≤ i ≤ n − 1, F = liv(F ) ∪ riv(F ), ապա F -ը կոչվٳմ է i-

բաժանված կատարյալ զٳգակցٳմ v համարակալման նկատմամբ: Այլ կերպ ասած, F -ի

կողերը չեն հատٳմ գագաթների i-րդ և (i + 1)-րդ զٳյգերի միջև անցող ղղահայացٳ

ղիղըٳ (F 1
1 -ը և F 2

1 -ը Նկ. :(մٳ-1.5

Դիցٳք α-ն K2n-ի որևէ միջակայքային ներկٳմ է: Կարող ենք գագաթները

վերանվանել այնպես, որ բավարարվեն հետևյալ անհավասարٳթյٳնները:

S(ui, α) ≤ S(vi, α) ≤ S(ui+1, α) ≤ S(vi+1, α), i = 1, 2, . . . , n− 1.

Այսպիսով, կամայական α ներկման համար գոյٳթյٳն նիٳ գագաթների հատٳկ
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Նկ. 1.4: K10-ի միջակայքային 14-ներկٳմ: sp(α) = (1, 2, 1, 1)
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համարակալٳմ՝ vα = (u1, v1, u2, v2, . . . , un, vn), որի համար այս անհավասարٳթյٳնները

բավարարվٳմ են:

Այժմ ֆիքսենք vα համարակալٳմը և մնասիրենքٳսٳ α ներկման որոշ

հատկٳթյٳններ: Նախ ցٳյց տանք, որ ui և vi գագաթների սպեկտրները նٳյնն

են:

Պնդٳմ 1.3.5. K2n-ի ցանկացած α միջակայքային կողային ներկման համար,

S∩ (K2n, α) ̸= ∅: Հակառակ դեպքٳմ դա կհակասեր Թեորեմ 1.2.2-ի վերին

գնահատականին:

Լեմմա 1.3.6. Եթե 1 ≤ i ≤ n, ապա S(ui, α) = S(vi, α).

Ապացٳյց. Պնդٳմ 1.3.5-ից հետևٳմ է, որ եթե S(vi, α) − S(ui, α) > 0, ապա S(ui, α)

գٳյնով ներկված կողերը կազմٳմ են կատարյալ զٳգակցٳմ K2n [{u1, v1, u2, v2, . . . , ui}]

ենթագրաֆٳմ, ինչը հնարավոր չէ, քանի որ այն նիٳ կենտ թվով գագաթներ:

Կամայական α ներկման համար սահմանենք իր շեղٳմների վեկտորը հետևյալ կերպ.

sh(α) = (b1, b2, . . . , bn−1)

որտեղ bi = S(ui+1, α)− S(ui, α), i = 1, 2, . . . , n− 1

Bi-ով նշանակենք հետևյալ մասնակի գٳմարները. B0 = 0 և Bi =
i∑

j=1

bj, i =

1, 2, . . . , n− 1:

α ներկման գٳմարային շեղٳմը սահմանվٳմ է հետևյալ կերպ.

|sh(α)| = Bn−1 =
n−1∑
i=1

bi

Պնդٳմ 1.3.7. Եթե α-ն K2n-ի միջակայքային t-ներկٳմ է և sh(α) = (b1, b2, . . . , bn−1), ապա

t = 2n− 1 + |sh(α)|:

Պնդٳմ 1.3.8. K2n-ի կամայական α միջակայքային կողային ներկման համար բոլոր

գագաթներٳմ հանդիպող գٳյներն են. S∩ (K2n, α) =
[
S(un, α), S(u1, α)

]
=

[|sh(α)|+ 1, 2n− 1] = {|sh(α)|+ j : j = 1, 2, . . . , 2n− 1− |sh(α)|}:
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Նկ. 1.5: K6-ի միջակայքային 7-ներկٳմը և համապատասխան 1-ֆակտորիզացիան՝ F =

{F 1
1 , F

2
1 , F

0
1 , F

0
2 , F

0
3 }

Կամայական i = 1, 2, . . . , n − 1, թվի համար սահմանենք հետևյալ երկٳ գٳյների

բազմٳթյٳնները.

Li
vα(α) =

 [S(ui, α), S(ui+1, α)− 1] = {Bi−1 + j : j = 1, 2, . . . , bi}, երբ bi > 0,

∅, երբ bi = 0,

Ri
vα(α) =

 [S(ui, α) + 1, S(ui+1, α)] = {Bi−1 + 2n− 1 + j : j = 1, 2, . . . , bi}, երբ bi > 0,

∅, երբ bi = 0:

Պնդٳմ 1.3.9. Եթե α-նK2n-իմիջակայքային t-ներկٳմ է, և sh(α) = (b1, b2, . . . , bn−1), ապա

Li
vα(α) ⊂ S∩

(
H

[1,i]
vα , α

)
Li
vα(α) ∩ S∪

(
H

[i+1,n]
vα , α

)
= ∅

Ri
vα(α) ∩ S∪

(
H

[1,i]
vα , α

)
= ∅ Ri

vα(α) ⊂ S∩

(
H

[i+1,n]
vα , α

)
Ck(α)-ով նշանակենք k գٳյնով ներկված կողերի բազմٳթյٳնը. Ck(α) = {e ∈ E(K2n) :

α(e) = k}:

Լեմմա 1.3.10 (Համարժեքٳթյան լեմմա). Հետևյալ երկٳ պնդٳմները համարժեք են.

(ա) գոյٳթյٳն նիٳ K2n-ի α միջակայքային կողային ներկٳմ այնպես, որ sh(α) =

(b1, b2, . . . bn−1),

(բ) գոյٳթյٳն նիٳ գագաթների v համարակալٳմ և K2n-ի F ={
F 0
j : j = 1, 2, . . . , 2n− 1−

n−1∑
i=1

bi

}
∪

n−1∪
i=1

{
F i
j : j = 1, 2, . . . , bi

}
1-ֆակտորիզացիա

այնպես, որ F i
j -ն i-բաժանված է v համարակալման նկատմամբ, i = 1, 2, . . . , n − 1,

j = 1, 2, . . . , bi, bi ∈ Z≥0:

Ապացٳյց. Ապացٳյցի ընթացքٳմ Bi-ով կնշանակենք
i∑

j=1

bj գٳմարը, i = 0, 1, . . . , n− 1:
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(ա) => (բ). Դիցٳք α-ն K2n-ի միջակայքային t-ներկٳմ է, որի համար sh(α) =

(b1, b2, . . . bn−1): Ֆիքսենք գագաթների vα համարակալٳմը և կառٳցենք K2n-ի F

1-ֆակտորիզացիան:

Պնդٳմ 1.3.8-ի համաձայն գոյٳթյٳն նենٳ 2n − 1 − |sh(α)| գٳյներ, որոնք

հանդիպٳմ են բոլոր գագաթների սպեկտրներٳմ: Ըստ սահմանման, |sh(α)| =
n−1∑
i=1

bi, ստիٳ կարող ենք վերցնել F 0
j = C|sh(α)|+j(α), որտեղ j = 1, 2, . . . , 2n−1−|sh(α)|:

Պնդٳմ 1.3.9-ից հետևٳմ է, որ ցանկացած i = 1, 2, . . . , n − 1, թվի համար

գոյٳթյٳն նենٳ |Li
vα(α)| = bi իրարից տարբեր գٳյներ, որոնք հանդիպٳմ ենմիայն

գագաթների առաջին i զٳյգերի սպեկտրներٳմ, և ևս |Ri
vα(α)| = bi իրարից տարբեր

գٳյներ, որոնք հանդիպٳմ են միայն մնացած 2n − 2i գագաթների սպեկտներٳմ:

Վերցնենք F i
j = CBi−1+j(α) ∪ CBi−1+2n−1+j(α), կամայական i = 1, 2, . . . , n − 1 և

j = 1, 2, . . . , bi թվերի համար: Նկատենք, որ Li
vα(α)∪Ri

vα(α) բազմٳթյան գٳյներով

ներկված կողերը չեն հատٳմ i-րդ և (i+ 1)-րդ գագաթների զٳյգերի միջև անցնող

ղղահայացٳ ղիղըٳ (F 1
1 և F 2

1 Նկ. ,(մٳ-1.5 ստիٳ F i
j -ն բոլոր թٳյլատրելի j-երի

համար i-բաժանված կատարյալ զٳգակցٳմ է գագաթների vα համարակալման

նկատմամբ:

(բ)=> (ա). Ենթադրենք F =
{
F 0
j : j = 1, 2, . . . , 2n− 1− |sh(α)|

}
∪

n−1∪
i=1

{
F i
j : j = 1, 2, . . . , bi

}
K2n-ի 1-ֆակտորիզացիա է, ընդ որٳմ F i

j -ն i-բաժանված կատարյալ զٳգակցٳմ

է գագաթների v = (u1, v1, u2, v2, . . . , un, vn) համարակալման նկատմամբ, i =

1, 2, . . . , n− 1, j = 1, 2, . . . , bi: Կառٳցենք K2n-ի α միջակայքային կողային ներկٳմը

հետևյալ կերպ.

α(e) = Bi−1 + j երբ e ∈ liv(F
i
j ) i = 1, 2, . . . , n− 1, j = 1, 2, . . . , bi

α(e) = Bn−1 + j երբ e ∈ F 0
j j = 1, 2, . . . , 2n− 1−Bn−1

α(e) = Bi−1 + 2n− 1 + j երբ e ∈ riv(F
i
j ) i = 1, 2, . . . , n− 1, j = 1, 2, . . . , bi

Այն փաստից, որ F i
j -ն գագաթների v համարակալման նկատմամբ i-բաժանված

կատարյալ զٳգակցٳմ է, հետևٳմ է, որ K2n-ի կամայական կող ստացել է որևէ

գٳյն: Իրոք, ui (նաև vi) գագաթը ծածկված է բոլոր F 0
j զٳգակցٳմներով, j =

1, 2, . . . , 2n − 1 − Bn−1, F
i′
j , զٳգակցٳմների ձախ մասերով, i′ = i, i + 1, . . . , n − 1,

և F i′
j զٳգակցٳմների աջ մասերով, i′ = 1, 2, . . . , i − 1, կամայական j = 1, 2, . . . , bi′
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թվի համար: Ուստի գագաթների սպեկտրները կլինեն.

S(ui, α) = S(vi, α) =
n−1∪
i′=i

{Bi′−1 + j : j = 1, 2, . . . , bi′}

∪ {Bn−1 + j : j = 1, 2, . . . , 2n− 1−Bn−1}

∪
i−1∪
i′=1

{Bi′−1 + 2n− 1 + j : j = 1, 2, . . . , bi′}

= [Bi−1 + 1, Bn−1] ∪ [Bn−1 + 1, 2n− 1] ∪ [2n,Bi−1 + 2n− 1]

= [Bi−1 + 1, Bi−1 + 2n− 1]

Սա ցٳյց է տալիս, որ α-ն K2n-ի միջակայքային (Bn−1 + 2n− 1)-ներկٳմ է: Լեմմայի

ապացٳյցն ավարտելٳ համար անհրաժեշտ է ստٳգել կառٳցված α ներկման

շեղٳմների վեկտորը: Նկատենք, որ կամայական i = 1, 2, . . . , n − 1, թվի համար

,նենքٳ որ S(ui+1, α)−S(ui, α) = Bi−Bi−1 = bi: Սա նշանակٳմ է, որ գագաթների vα

համարակալٳմը համընկնٳմ է v համարակալման հետ և sh(α) = (b1, b2, . . . , bn−1):

Պնդٳմ 1.3.11. Համարժեքٳթյան լեմմայի ապացٳյցի առաջին մասٳմ կառٳցված F 0
j

զٳգակցٳմների մի մասը ևս կարող են լինել բաժանված կատարյալ զٳգակցٳմներ,

սակայն նրանց թե՛ աջ և թե՛ ձախ մասերը α ներկման մեջ նենٳ նٳյն գٳյնը: Օրինակ,

երբ |sh(α)| = 0, F 0
α(u1v1)

= Cα(u1v1)(α) զٳգակցٳմը 1-բաժանված կատարյալ զٳգակցٳմ

է գագաթների vα համարակալման նկատմամբ:

Հետևանք 1.3.12. Ցանկացած n ∈ N-ի համար K2n-ը նիմիջակայքայինٳ t-ներկٳմ այն և

միայն այն դեպքٳմ, երբ այն նիٳ այնպիսի 1-ֆակտորիզացիա, որտեղ առնվազն t−2n+1

կատարյալ զٳգակցٳմներ բաժանված են:

Ապացٳյց. Տրված միջակայքային t-ներկմանը համապատասխանող 1-

ֆակտորիզացիայի կառٳցٳմը անմիջականորեն հետևٳմ է Պնդٳմ 1.3.7-ից

և Համարժեքٳթյան լեմմայից: Պնդٳմ 1.3.11-ից հետևٳմ է, որ ստացված 1-

ֆակտորիզացիայٳմ բաժանված կատարյալ զٳգակցٳմների թիվը կարող է մեծ

լինել t− 2n+ 1 թվից:

Եթե տրված է K2n-ի 1-ֆակտորիզացիա, որտեղ առնվազն t − 2n + 1 կատարյալ

զٳգակցٳմներ բաժանված են, կարող ենք դրանցից ընտրել որևէ t − 2n + 1-ը, ապա
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դրանցից յٳրաքանչյٳրի համար ընտրել որևէ i թիվ, որի համար այն i-բաժանված է

(միևնٳյն կատարյալ զٳգակցٳմը կարող է միաժամանակ լինել և՛ i-բաժանված, և՛ i′-

բաժանված տարբեր i և i′ թվերի համար, ընտրٳթյٳնը կրկին կամայական է) և կիրառել

Համարժեքٳթյան լեմման: Այսպիսով, ստացված ներկٳմը կարող է միակը չլինել:

Այս հետևանքը ցٳյց է տալիս, որ K2n գրաֆի մեծ թվով գٳյներով ներկٳմ

գտնելը համարժեք է մեծ թվով բաժանված կատարյալ զٳգակցٳմներ պարٳնակող

1-ֆակտորիզացիայի գտնելٳն (գագաթների որևէ համարակալման նկատմամբ):

Գագաթների ֆիքսված v համարակալման համար կարող ենք սահմանել

բաժանված կատարյալ զٳգակցٳմների առավելագٳյն թիվը ըստ K2n-ի բոլոր 1-

ֆակտորիզացիաների: Լրիվ գրաֆի սիմետրիայի պատճառով այդ թիվը իրականٳմ

կախված չէ գագաթների v համարակալման ընտրٳթյٳնից, ստիٳ այն կարող ենք

նշանակել σn-ով:

Թեորեմ 1.3.13 (Համարժեքٳթյան թեորեմ). Ցանկացած n ∈ N թվի համար W (K2n) =

2n− 1 + σn:

1.4 Լրիվ գրաֆի միջակայքային ներկման առավելագٳյն գٳյների

քանակի գնահատականներ

1.4.1 Ստորին գնահատականներ

W (K2n)-ի համար նոր ստորին գնահատականներ ստանալٳ K2n-ը տրոհենք երկٳ

կողերով չհատվող կմախքային համասեռ ենթագրաֆների, կառٳցենք հատٳկ տիպի

1-ֆակտորիզացիաներ ենթագրաֆներից յٳրաքանչյٳրի համար, ապա կիրառենք

Համարժեքٳթյան լեմման այդ 1-ֆակտորիզացիաների միավորման համար:

Ֆիքսենք K2n-ի գագաթների որևէ համարակալٳմ՝ v = (u1, v1, u2, v2, . . . , un, vn), և

սահմանենք K2n-ի երկٳ համասեռ կմախքային ենթագրաֆներ՝ K2□Kn և K2 ×Kn (Նկ.

1.6).

V (K2□Kn) = V (K2 ×Kn) = V (K2n)

E(K2□Kn) = {uiuj : 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {uivi : 1 ≤ i ≤ n} ∪ {vivj : 1 ≤ i < j ≤ n}

E(K2 ×Kn) = {uivj : 1 ≤ i ̸= j ≤ n}
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Նկատենք, որE(K2n) = E(K2□Kn)∪E(K2×Kn): Ֆիքսված v = (u1, v1, u2, v2, . . . , un, vn)

համարակալման համար կառٳցենք K2□Kn գրաֆի հատٳկ 1-ֆակտորիզացիա, որը

կնշանակենք Pn-ով.

Pn = {P0, P1, . . . , Pn−1}, որտեղ

P0 =

 {ujun+1−j, vjvn+1−j : j = 1, 2, . . . , n
2
} երբ n-ը զٳյգ է

{ujun+1−j, vjvn+1−j : j = 1, 2, . . . , ⌊n
2
⌋} ∪ {un+1

2
vn+1

2
}, երբ n-ը կենտ է

Բոլոր i = 1, 2, . . . , n− 1, թվերի համար սահմանենք Pi = liv(Pi) ∪ riv(Pi), որտեղ

liv(Pi) =

 {ujui+1−j, vjvi+1−j : j = 1, 2, . . . , i
2
} երբ i-ն զٳյգ է

{ujui+1−j, vjvi+1−j : j = 1, 2, . . . , ⌊ i
2
⌋} ∪ {u i+1

2
v i+1

2
}, երբ i-ն կենտ է

riv(Pi) =

 {ui+jun+1−j, vi+jvn+1−j : j = 1, 2, . . . , n−i
2
} երբ n− i զٳյգ է

{ui+jun+1−j, vi+jvn+1−j : j = 1, 2, . . . , ⌊n−i
2
⌋} ∪ {un+i+1

2
vn+i+1

2
}, երբ n− i կենտ է

Պարզ է, որ Pi-ն i-բաժանված կատարյալ զٳգակցٳմ է բոլոր i = 1, 2, . . . , n− 1 թվերի

համար: Նկատենք, որ K2 × Kn-ը համասեռ երկկողմանի գրաֆ է, ստիٳ ըստ Քյոնիգի

թեորեմի [42] այն նիٳ 1-ֆակտորիզացիա: Եթե K2 × Kn-ի 1-ֆակտորիզացիայի բոլոր

կատարյալ զٳգակցٳմները համարենք չտրոհված զٳգակցٳմներ և ավելացնենք Pn-

ի կատարյալ զٳգակցٳմները, ապա կստանանք, որ σn ≥ n − 1: Համարժեքٳթյան

թեորեմից հետևٳմ է, որ այս արդյٳնքը համարժեք է Թեորեմ 1.3.2-ին:

Այս ստորին գնահատականը լավացնելٳ համար փորձենք կառٳցել K2×Kn-ի ավելի

լավ 1-ֆակտորիզացիա:

Լեմմա 1.4.1. Եթե n ≥ 2, ապա σn ≥ ⌊1.5n⌋ − 2:

Ապացٳյց. Ֆիքսենք գագաթների v = (u1, v1, u2, v2, . . . , un, vn) համարակալٳմը և

դիտարկենք երկٳ ծնված ենթագրաֆներ.

G1 = K2 ×Kn

[{
u1, v1, u2, v2, . . . , u⌊n

2
⌋, v⌊n

2
⌋

}]
G2 = K2 ×Kn

[{
u⌊n

2
⌋+1, v⌊n

2
⌋+1, u⌊n

2
⌋+2, v⌊n

2
⌋+2, . . . , un, vn

}]

𝐾2□𝐾4 𝐾2 × 𝐾4

Նկ. 1.6: K8-ի երկٳ համասեռ կմախքային ենթագրաֆներ
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𝑃2

𝑃1

𝑃0 𝑃3

𝑃4

𝑃5

Նկ. 1.7: K2□K6-ի P6 1-ֆակտորիզացիան

Երկٳ ենթագրաֆերն էլ համասեռ են ٳ երկկողմանի, հետևաբար ըստ Քյոնիգի

թեորեմի [42] նենٳ 1-ֆակտորիզացիա: Դիցٳք G1-ի և G2-ի 1-ֆակտորիզացիաներն

են համապատասխանաբար F l
1, F

l
2, . . . , F

l
⌊n
2
⌋−1 և F r

1 , F
r
2 , . . . , F

r
⌈n
2
⌉−1: Միավորելով այս

զٳգակցٳմների առաջին ⌊n
2
⌋ − 1 զٳյգերը, կստանանք K2 × Kn-ի ⌊n

2
⌋-բաժանված

կատարյալ զٳգակցٳմներ v համարակալման նկատմամբ.

Fi = F l
i ∪ F r

i , բոլոր i = 1, 2, . . . , ⌊n
2
⌋ − 1 թվերի համար:

Եթե K2 × Kn գրաֆից հանենք
⌊n
2
⌋−1∪

i=1

Fi կողերը, ստացված գրաֆը ևս համասեռ

երկկողմանի է և նիٳ 1-ֆակտորիզացիա, որը նշանակենք F0-ով: Ստացվٳմ է, որ

F0 ∪
⌊n
2
⌋−1∪

i=1

Fi ∪ Pn K2n-ի 1-ֆակտորիզացիա է: Բաժանված կատարյալ զٳգակցٳմների

քանակը ⌊n
2
⌋ − 1 + n− 1 է: Ուստի ստանٳմ ենք, որ σn ≥ ⌊1.5n⌋ − 2:

Կիրառելով Համարժեքٳթյան թեորեմը՝ ստանٳմ ենք հետևյալ ստորին

գնահատականը.

Թեորեմ 1.4.2. Եթե n ≥ 2, ապա W (K2n) ≥ ⌊3.5n⌋ − 3:

Այս թեորեմից հետևٳմ է, որ W (K10) ≥ 14, որը Հիպոթեզ 1.1-ը հերքող ամենափոքր

օրինակն է: Այսٳհետ կքննարկենք այն դեպքը, երբ n-ը բաղադրյալ թիվ է:

Լեմմա 1.4.3. Ցանկացած m,n ∈ N թվերի համար σmn ≥ σm + σn + 2(m− 1)(n− 1):

Ապացٳյց. ՆշանակենքK2mn,K2n ևK2m գրաֆների գագաթների բազմٳթյٳնը հետևյալ
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𝐹1,0
1

𝑁1 𝑃1

𝑁2
0 𝑃4

𝐹2,2
2

𝐹2
3

𝑁1
0 𝑀2

𝐹2
′3

𝑁1
0 𝑀2

0

Նկ. 1.8: K18-ի որոշ կատարյալ զٳգակցٳմներ հիմնված K6-ի F = {N1, N2, N
0
1 , N

0
2 , N

0
3},

K6-ի F̃ = {M1,M2,M
0
1 ,M

0
2 ,M

0
3} և K2□K6-ի P6 = {P0, P1, P2, P3, P4, P5} 1-

ֆակտորիզացիաների վրա՝ Լեմմա 1.4.3-ի միջոցով:

կերպ.

V (K2mn) =
{
uj
i , v

j
i : i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m

}
V (K2n) = {ui, vi : i = 1, 2, . . . , n}

V (K2m) =
{
ũi, ṽi : i = 1, 2, . . . ,m

}
Ֆիքսենք, համապատասխանաբար, K2mn-ի, K2n-ի և K2m-ի գագաթների

համարակալٳմները.

v =
(
u1
1, v

1
1, u

1
2, v

1
2, . . . , u

1
n, v

1
n, u

2
1, v

2
1, u

2
2, v

2
2, . . . , u

2
n, v

2
n, . . . , u

m
1 , v

m
1 , u

m
2 , v

m
2 , . . . , u

m
n , v

m
n

)
v = (u1, v1, u2, v2, . . . , un, vn)

ṽ =
(
ũ1, ṽ1, ũ2, ṽ2, . . . , ũm, ṽm

)
Դիցٳք F = {N1, N2, . . . , Nσn , N

0
1 , N

0
2 , . . . , N

0
2n−1−σn

} հանդիսանٳմ է K2n-ի 1-

ֆակտորիզացիա, որտեղ Ni-ն բաժանված կատարյալ զٳգակցٳմներ է, երբ i =

1, 2, . . . , σn: Դիցٳք F̃ = {M1,M2, . . . ,Mσm ,M
0
1 ,M

0
2 , . . . ,M

0
2m−1−σm

} հանդիսանٳմ է K2m-

ի 1-ֆակտորիզացիա, որտեղ Mi-ն բաժանված կատարյալ զٳգակցٳմ է, երբ i =

1, 2, . . . , σm:

Մենք նաև կօգտագործենք K2□K2m գրաֆը, {wi, zi : i = 1, 2, . . . , 2m} գագաթների

բազմٳթյամբ, w = (w1, z1, w2, z2, . . . , w2m, z2m) գագաթների համարակալմամբ և իրP2m =
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{P0, P1, . . . , P2m−1} 1-ֆակտորիզացիայով, որը սահմանվٳմ է ինչպես այս պարագրաֆի

սկզբٳմ: K2□K2m[{w2k−1, w2k, z2k−1, z2k}] ենթագրաֆը կանվանենք K2□K2m-ի k-րդ բջիջ,

որտեղ 1 ≤ k ≤ m:

Ապացٳյցի ընթացքٳմ միշտ կհամարենք, որ x, y ∈ {u, v}, 1 ≤ s, t ≤ n և 1 ≤ p, q ≤ m:

Դիցٳք φ-ն արտապատկերٳմ է K2mn-ի կողերը K2n-ի կողերի վրա: Ցանկացած

xp
sy

q
t ∈ E(K2mn) կողի համար, որտեղ xs ̸= yt, սահմանենք φ(xp

sy
q
t ) = xsyt:

Այնٳհետև սահմանենք φ̃ արտապատկերٳմը K2mn-ի մնացած կողերից K2m-ի կողերի

մեջ: Ցանկացած xp
sx

q
s ∈ E(K2mn) կողի համար սահմանենք φ̃(xp

sx
q
s) = x̃px̃q:

Նկատենք, որ φ−1(e) նախապատկերները բոլոր e ∈ E(K2n) կողերի համար և φ̃−1(x̃px̃q)

նախապատկերները բոլոր x̃px̃q ∈ E(K2m) կողերի համար զٳյգ առ զٳյգ տարբեր են, իսկ

նրանց միավորٳմը ծածկٳմ է ամբողջ E(K2mn) բազմٳթյٳնը: E(K2mn) բազմٳթյٳնը

տրոհենք երեք չհատվող մասերի հետևյալ կերպ.

E(K2mn) = E1 ∪ E2 ∪ E3, որտեղ

E1 =
σn∪
i=1

∪
e∈Ni

φ−1(e)

E2 =
2n−1−σn∪

i=2

∪
e∈N0

i

φ−1(e)

E3 =
∪

e∈N0
1

φ−1(e) ∪
∪

x̃px̃q∈E(K2m)

φ̃−1(x̃px̃q)

K2mn-ի կառٳցվելիք 1-ֆակտորիզացիան կնշանակենք F-ով և այն նٳյնպես

բաղկացած կլինի երեք մասերից:

F = F1 ∪ F2 ∪ F3

Fk կատարյալ զٳգակցٳմների բազմٳթյٳնը ծածկելٳ է Ek կողերի բազմٳթյٳնը,

որտեղ k = 1, 2, 3: Նկ. մٳ-1.8 պատկերված են երեք մասերից յٳրաքանչյٳրը ծածկող

կատարյալ զٳգակցٳմները, երբ m = n = 3:

E1 բազմٳթյٳնը բաղկացած է K2n-ի բաժանված կատարյալ զٳգակցٳմների

նախապատկերներից: Այն ծածկելٳ համար կամայական Ni ∈ F բաժանված կատարյալ

զٳգակցման համար, i = 1, 2, . . . , σn, և կամայական կենտ ինդեքսով P2j+1 ∈ P2m

կատարյալ զٳգակցման համար, j = 0, 1, . . . ,m − 1, կառٳցենք F1-ի մեկ կատարյալ
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զٳգակցٳմ.

F 1
i,j =F 1

i,j,1 ∪ F 1
i,j,2 ∪ F 1

i,j,3 ∪ F 1
i,j,4, որտեղ

F 1
i,j,1 =

∪
w2k−1z2k−1∈P2j+1

1≤k≤m

{
xk
sy

k
t : xsyt ∈ l(Ni)

}
F 1
i,j,2 =

∪
w2kz2k∈P2j+1

1≤k≤m

{
xk
sy

k
t : xsyt ∈ r(Ni)

}
F 1
i,j,3 =

∪
w2k−1w2l−1∈P2j+1

1≤k<l≤m

{
xk
sy

l
t, y

k
t x

l
s : xsyt ∈ l(Ni)

}
F 1
i,j,4 =

∪
w2kw2l∈P2j+1

1≤k<l≤m

{
xk
sy

l
t, y

k
t x

l
s : xsyt ∈ r(Ni)

}
F1 =

{
F 1
i,j : i = 1, 2, . . . , σn, j = 0, 1, . . . ,m− 1

}
F 1
i,j,1-ը և F 1

i,j,2-ը կառٳցելٳ համար դիտարկٳմ ենք P2j+1 կատարյալ զٳգակցման

ղղաձիգٳ կողերը: Եթե որևէ k թվի համար, k-րդ բջջի ձախ (աջ) կողմի ղղաձիգٳ

կողը պատկանٳմ է P2j+1-ին, ապա K2mn-ի k-րդ K2n-ի կրկնօրինակٳմ l(Ni)-ի (r(Ni)-ի)

բոլոր կողերի նախապատկերները ավելացնٳմ ենք F 1
i,j,1-ին (F 1

i,j,2-ին): Ցանկացած P2j+1

զٳգակցٳմ պարٳնակٳմ է ճիշտ երկٳٳղղաձիգ կող (wj+1zj+1 և wj+m+1zj+m+1): Երբm-

ը կենտ է, այդ երկٳ ղղաձիգٳ կողերիցմեկը գտնվٳմ է իր բջջի ձախ մասٳմ, իսկ մյٳսը՝

իր բջջի աջ մասٳմ: Երբ m-ը զٳյգ է, ապա եթե j-ն կենտ է (զٳյգ է), երկٳ ղղաձիգٳ

կողերն էլ գտնվٳմ են իրենց բջիջների աջ (ձախ) կողմٳմ: Այսպիսով, F 1
i,j,1-ի և F 1

i,j,2-ի

կողերի քանակները կարելի է հաշվարկել հետևյալ կերպ.

|F 1
i,j,1| =|l(Ni)| ((m mod 2) · 1 + (1−m mod 2) · 2(1− j mod 2))

|F 1
i,j,2| =|r(Ni)| ((m mod 2) · 1 + (1−m mod 2) · 2(j mod 2))

F 1
i,j,3-ը (F 1

i,j,4-ը) կառٳցելٳ համար դիտարկٳմ ենք P2j+1-ի այն կողերը, որոնք

միացնٳմ են երկٳ տարբեր բջիջների ձախ (աջ) մասերը: Երբ m-ը կենտ է, գոյٳթյٳն

նենٳ այդպիսի m−1
2

կողեր: Երբ m-ը զٳյգ է, ապա այդպիսի կողերի թիվը m
2
− (1 −

j mod 2) է (F 1
i,j,4-ի դեպքٳմ՝ m

2
− (j mod 2)): k-րդ և l-րդ բջիջները (k < l) միացնող

այդպիսի կողերից յٳրաքանչյٳրի համար F 1
i,j,3-ին (F 1

i,j,4-ին) ավելացնٳմ ենք l(Ni)-ի

(r(Ni)-ի) բոլոր այն նախապատկերները, որոնք միացնٳմ են K2mn-ٳմ K2n-ի k-րդ և l-րդ

կրկնօրինակները: Նկատենք, որ P2j+1-ի ամեն մի ֆիքսված կողին համապատասխանող
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l(Ni)-ի (r(Ni)-ի) յٳրաքանչյٳր կող նիٳ ճիշտ երկٳ նախապատկեր F 1
i,j,3-ٳմ (F 1

i,j,4-ٳմ).

Ուստի նենքٳ հետևյալը.

|F 1
i,j,3| =2|l(Ni)|

(
(m mod 2) · m− 1

2
+ (1−m mod 2) ·

(m
2
− (1− j mod 2)

))
|F 1

i,j,4| =2|r(Ni)|
(
(m mod 2) · m− 1

2
+ (1−m mod 2) ·

(m
2
− (j mod 2)

))
F 1
i,j-ի կառٳցٳմից հետևٳմ է, որ այն զٳգակցٳմ է K2mn-ٳմ: Որպեսզի

հիմնավորենք, որ այն նաև կատարյալ զٳգացկٳմ է, պետք է ցٳյց տալ, որ այն նիٳ

ճիշտ mn թվով կողեր:

|F 1
i,j| =|F 1

i,j,1|+ |F 1
i,j,2|+ |F 1

i,j,3|+ |F 1
i,j,4| =

=|l(Ni)| ((m mod 2)(1 +m− 1) + (1−m mod 2) (2(1− j mod 2) +m− 2(1− j mod 2)))+

+|r(Ni)| ((m mod 2)(1 +m− 1) + (1−m mod 2) (2(j mod 2) +m− 2(j mod 2)))

= (|l(Ni)|+ |r(Ni)|) ((m mod 2) ·m+ (1−m mod 2) ·m) = nm

F 1
i,j և F 1

i′,j′ զٳգակցٳմները չեն հատվٳմ, երբ i ̸= i′ կամ j ̸= j′, քանի որ նրանց կողերը

համապատասխանٳմ են կամ K2n-ի տարբեր կողերի, կամ K2□K2m-ի տարբեր կողերի:

Նաև նկատենք, որ եթե Ni-ն r-բաժանված կատարյալ զٳգակցٳմ է v համարակալման

նկատմամբ, ապա F 1
i,j-ը (jn+r)-բաժանված կատարյալ զٳգակցٳմ է v համարակալման

նկատմամբ, բոլոր i = 1, 2, . . . , σn և j = 0, 1, . . . ,m− 1 թվերի համար:

E2 բազմٳթյٳնը բաղկացած է բոլոր չբաժանված կատարյալ զٳգակցٳմների

նախապատկերներից, բացի մեկ չբաժանված կատարյալ զٳգակցٳմից: Այն ծածկելٳ

համար կամայական N0
i ∈ F չբաժանված կատարյալ զٳգակցման համար, բացի N0

1 -

ից (այս բացառٳթյան ընտրٳթյٳնը կամայական է) և կամայական զٳյգ ինդեքսով

P2j ∈ P2m կատարյալ զٳգակցման համար կառٳցենք F2-ի մեկ կատարյալ զٳգակցٳմ:

F 2
i,j =F 2

i,j,1 ∪ F 2
i,j,2, որտեղ

F 2
i,j,1 =

∪
w2k−1w2k∈P2j

1≤k≤m

{
xk
sy

k
t : xsyt ∈ N0

i

}
F 2
i,j,2 =

∪
w2k−1w2l∈P2j

1≤k<l≤m

{
xk
sy

l
t, y

k
t x

l
s : xsyt ∈ N0

i

}
F2 ={F 2

i,j : i = 2, 3, . . . , 2n− 1− σn, j = 0, 1, . . . ,m− 1}
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P2j զٳգակցٳմները նենٳ միայն հորիզոնական կողեր: Մեզ հետաքրքրٳմ են այն

կողերը, որոնք միացնٳմ են որևէ բջջի ձախ մասը որևէ բջջի (նٳյն կամ տարբեր) աջ

մասի հետ: Եթե կողի երկٳ ծայրակետերն էլ պատկանٳմ են միևնٳյն k-րդ բջջին, ապա

N0
i -ի բոլոր կողերի այն նախապատկերները, որոնք K2mn-ٳմ պատկանٳմ են K2n-ի k-րդ

կրկնօրինակին, ավելացնٳմ ենք F 2
i,j,1 բազմٳթյանը: P2j-ٳմ այդպիսի կողերի քանակը

1 է, եթե m-ը կենտ է, և 2(j mod 2) է, եթե m-ը զٳյգ է: Ուստի, .նենքٳ

|F 2
i,j,1| =n ((m mod 2) · 1 + (1−m mod 2) · 2(j mod 2))

Եթե P2j-ի կողը միացնٳմ է k-րդ և l-րդ բջիջները (k < l), ապա N0
i -ի բոլոր կողերի այն

նախապատկերները, որոնք միացնٳմ են K2mn-ٳմ K2n-ի k-րդ և l-րդ կրկնօրինակների

գագաթները, ավելացնٳմ ենք F 2
i,j,2 բազմٳթյանը: P2j-ٳմ այդպիսի կողերի քանակը m−1

2

է, եթե m-ը կենտ է, և m
2
− (j mod 2) է, եթե m-ը զٳյգ է: Ուստի.

|F 2
i,j,2| =2n

(
(m mod 2) · m− 1

2
+ (1−m mod 2) ·

(m
2
− (j mod 2)

))
|F 2

i,j| =|F 2
i,j,1|+ |F 2

i,j,2| =

=n ((m mod 2)(1 +m− 1) + (1−m mod 2)(2(j mod 2) +m− 2(j mod 2))) =

=n ((m mod 2) ·m+ (1−m mod 2) ·m) = nm

Ինչպես F1-ի զٳգակցٳմների դեպքٳմ, F 2
i,j և F 2

i′,j′ զٳգակցٳմները նٳյնպես չեն

հատվٳմ, երբ i ̸= i′ կամ j ̸= j′: Նկատենք, որ կամայական i = 2, 3, . . . , 2n − 1 − σn թվի

համար, F 2
i,j-ն jn-բաժանված կատարյալ զٳգակցٳմ է v համարակալման նկատմամբ

երբ j = 1, 2, . . . ,m− 1, իսկ երբ j = 0, այն բաժանված կատարյալ զٳգակցٳմ չէ:

E3 բազմٳթյٳնը պարٳնակٳմ է K2n-ի N0
1 չբաժանված կատարյալ զٳգակցման

բոլոր կողերի նախապատկերները և K2m[{ũ1, ũ2, . . . , ũm}] ∪ K2m[{ṽ1, ṽ2, . . . , ṽm}]

ենթագրաֆի բոլոր կողերի նախապատկերները: K2m-ի կողերի նախապատկերները

կազմٳմ են թվով 2n իրար հետ չհատվող, m գագաթանի լրիվ գրաֆներ՝

K2mn [{x1
s, x

2
s, . . . , x

m
s }], կամայական xs ∈ V (K2n) գագաթի համար: Կամայական

xsyt ∈ N0
1 կողի համար, իր նախապատկերը և իր երկٳ xs և yt ծայրակետերին

համապատասխանող Km ենթագրաֆները կազմٳմ են K2mn [{x1
s, y

1
t , x

2
s, y

2
t , . . . , x

m
s , y

m
t }]

ենթագրաֆը, որը իզոմորֆ է K2m-ին: Այսինքն, E
3 բազմٳթյٳնը կազմված է K2m-ի թվով

n չհատվող կրկնօրինակներից: Կամայական M ∈ F̃ կատարյալ զٳգակցման համար
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կառٳցٳմ ենք K2mn-ٳմ մեկ կատարյալ զٳգակցٳմ միավորելով E3-ٳմ իր n չհատվող

կրկնօրինակները:

F 3
i =

∪
xsyt∈N0

1

{{xp
sx

q
s : ũ

pũq ∈ Mi} ∪ {xp
sy

q
t : ũ

pṽq ∈ Mi} ∪ {ypt y
q
t : ṽ

pṽq ∈ Mi}}

F ′3
i =

∪
xsyt∈N0

1

{
{xp

sx
q
s : ũ

pũq ∈ M0
i } ∪ {xp

sy
q
t : ũ

pṽq ∈ M0
i } ∪ {ypt y

q
t : ṽ

pṽq ∈ M0
i }
}

F3 =
{
F 3
i : i = 1, 2, . . . , σm

}
∪
{
F ′3
i : i = 1, 2, . . . , 2m− 1− σm

}
F 3
i և F ′3

i զٳգակցٳմները զٳյգ առ զٳյգ չեն հատվٳմ և յٳրաքանչյٳրը բաղկացած

է mn կողերից: Նկատենք, որ եթե Mi-ն r-բաժանված կատարյալ զٳգակցٳմ է ṽ

համարակալման նկատմամբ, ապա F 3
i -ն, i = 1, 2, . . . , σm, rn-բաժանված կատարյալ

զٳգակցٳմ է v համարակալման նկատմամբ: Իսկ F ′3
i , i = 1, 2, . . . , 2m−1−σm, կատարյալ

զٳգակցٳմները բաժանված չեն:

F բազմٳթյան մեջ կատարյալ զٳգակցٳմների թիվը mσn+m(2n− 2−σn)+ 2m− 1 =

2mn− 1 է: Այս կատարյալ զٳգակցٳմներից բաժանված են միայն mσn+(m− 1)(2n− 2−

σn) + σm = σm + σn + 2(m− 1)(n− 1) հատը: Ապացٳյցն ավարտված է:

Կիրառելով Համարժեքٳթյան թեորեմը ստանٳմ ենք հետևյալ ստորին

գնահատականը, որն ընդհանրացնٳմ է Թեորեմ 1.3.3-ը.

Թեորեմ 1.4.4. Ցանկացածm,n ∈ N թվերի համարW (K2mn) ≥ W (K2m)+W (K2n)+4(m−

1)(n− 1)− 1:

Հայտնի է, որ W (K6) = 7 և W (K10) ≥ 14: Վերոնշյալ թեորեմից հետևٳմ է, որ

W (K30) ≥ 52, ինչը հերքٳմ է Հիպոթեզ 1.2-ը, ըստ որի W (K30) = 51: Ինչպես կտեսնենք

այս պարագրաֆի վերջٳմ, սա հիպոթեզը հերքող ամենափոքր օրինակը չէ:

Թեորեմ 1.4.5. Եթե n =
π(n)∏
i=1

pαi
i , որտեղ pi-ն i-րդ պարզ թիվն է, π(n)-ը՝ n-ը չգերազանցող

պարզ թվերի քանակը, իսկ αi ∈ Z≥0, ապա

W (K2n) ≥ 4n− 3−
π(n)∑
i=1

αi (4pi − 3−W (K2pi)):

Ապացٳյց. dm-ով նշանակենք W (K2m) − (4m − 3) տարբերٳթյٳնը: Թեորեմ 1.4.4-ը

պնդٳմ է, որ dmk ≥ dm + dk: Մաթեմատիկական ինդٳկցիայի եղանակով ստանٳմ

ենք, որ dn ≥
∑π(n)

i=1 αidpi: Ապացٳյցը կավարտվի, եթե dpi-ի փոխարեն տեղադրենք իր

արժեքը:
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Մինչև W (K2n)-ի վերին գնահատականներին անցնելը ցٳյց տանք, որ վերը

շարադրված թեորեմները թٳյլ են տալիս գնահատել նաև W (G) պարամետրը, երբ G-

ն ստացվٳմ է լրիվ գրաֆից մեկ կատարյալ զٳգակցٳմ հանելով:

Թեորեմ 1.4.6. Եթե G գրաֆը ստացվٳմ է K2n լրիվ գրաֆից մեկ կատարյալ զٳգակցٳմ

հանելով, ապա W (G) ≥ W (K2n)− 1:

Ապացٳյց. Դիցٳք α-ն K2n-ի որևէ միջակայքային W (G)-ներկٳմ է, որի համար sh(α) =

(b1, b2, . . . bn−1): Ըստ Պնդٳմ 1.3.5-ի K2n-ٳմ գոյٳթյٳն նիٳ F կատարյալ զٳգակցٳմ,

որի բոլոր կողերը ներկված են միևնٳյն c գٳյնով: K2n գրաֆից հանենք F զٳգակցٳմը

և ստացված գրաֆի համար կառٳցենք β ներկٳմը հետևյալ կերպ.

β(e) =

 α(e), երբ α(e) < c

α(e)− 1, երբ α(e) > c

Կամայական v ∈ V (K2n − F ) գագաթի սպեկտրը կլինի S(v, β) =
[
S(v, α), S(v, α)− 1

]
:

Հետևաբար, β-ն K2n−F գրաֆի միջակայքային (W (K2n)− 1)-ներկٳմ է և W (K2n−F ) ≥

W (K2n)− 1:

1.4.2 Վերին գնահատականներ

Դիցٳք α-ն K2n-ի կամայական միջակայքային կողային ներկٳմ է, n ∈ N, իսկ vα =

(u1, v1, u2, v2, . . . , un, vn) ներկմանը համապատասխանող գագաթների համարակալٳմն

է: Դիցٳք α-ի շեղման վեկտորն է sh(α) = (b1, b2, . . . , bn−1): Համարժեքٳթյան

լեմմայից հետևٳմ է, որ գոյٳթյٳն նիٳ K2n-ի F =

{
F 0
j : j = 1, 2, . . . , 2n− 1−

n−1∑
i=1

bi

}
∪

n−1∪
i=1

{
F i
j : j = 1, 2, . . . , bi

}
1-ֆակտորիզացիա այնպես, որ F i

j -ն i-բաժանված է vα

համարակալման նկատմամբ, i = 1, 2, . . . , n − 1, j = 1, 2, . . . , bi: Այս բաժնի

բոլոր այն ապացٳյցներٳմ, որտեղ կٳնենանք լրիվ գրաֆի α միջակայքային ներկٳմ,

կենթադրենք, որ տրված է նաև գագաթների համապատասխան vα համարակալٳմը և

F 1-ֆակտորիզացիան:

W (K2n)-ի վերին գնահատականները լավացնելٳ համար մեզ պետք կգան մի շարք

լեմմաներ:
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Նկ. 1.9: K16-ի միջակայքային 26-ներկٳմ: sh(α) = (1, 2, 1, 3, 1, 2, 1)

Լեմմա 1.4.7. Եթե K2n-ի որ և α միջակայքային կողային ներկման շեղման վեկտորը

sh(α) = (b1, b2, . . . , bn−1) է, ապա գոյٳթյٳն նիٳ K2n-ի β միջակայքային կողային ներկٳմ

այնպես, որ sh(β) = (bn−1, bn−2, . . . , b1):

Ապացٳյց. Նկատենք, որ եթե որևէ F ∈ F i-բաժանված է vα համարակալման

նկատմամբ, ապա այն կլինի (n − i)-բաժանված v′α = (un, vn, un−1, vn−1, . . . , u1, v1)

համարակալման նկատմամբ: Կիրառենք Համարժեքٳթյան լեմման F-ից v′α

համարակալման նկատմամբ β ներկٳմը կառٳցելٳ համար: Շեղٳմների վեկտորը
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կլինի (bn−1, bn−2, . . . , b1):

Լեմմա 1.4.8. Եթե K2n-ի որևէ α միջակայքային կողային ներկման համար sh(α) =

(b1, b2, . . . , bn−1), որտեղ bi > 0 որևէ i ∈ [1, n−1] թվի համար, ապա գոյٳթյٳն նիٳ K2n-ի β

միջակայքային կողային ներկٳմ այնպես, որ sh(β) = (b1, b2, . . . , bi−1, bi − 1, bi+1, . . . , bn−1):

Ապացٳյց. bi > 0 պայմանից հետևٳմ է, որ գոյٳթյٳն նիٳ F i
bi

∈ F կատարյալ

զٳգակցٳմ, որը i-բաժանված է vα համարակալման նկատմամբ: Կառٳցենք β ներկٳմը

կիրառելով Համարժեքٳթյան լեմման F 1-ֆակտորիզացիայի նկատմամբ, համարելով F i
bi

զٳգակցٳմը չբաժանված (կարող ենք վերանվանել այն F 0
2n−|sh(α)|):

Լեմմա 1.4.9. Եթե K2n-ի որևէ α միջակայքային կողային ներկման համար sh(α) =

(b1, b2, . . . , bn−1), ապա

k∑
i=1

bi ≤ 2k − 1, որտեղ k = 1, 2, . . . , n− 1:

Ապացٳյց. Համարժեքٳթյան լեմմայի ապացٳյցի համաձայն F i
j կատարյալ

զٳգակցٳմների ձախ մասերը ծածկٳմ են u1 գագաթը (ինչպես նաև v1-ը), i = 1, 2, . . . , k,

j = 1, 2, . . . , bi: Ավելին,

k∪
i=1

bi∪
j=1

livα
(
F i
j

)
⊂ E

(
H

[1,k]
vα

)
Ապացٳյցն ավարտելٳ համար նկատենք, որ F i

j կատարյալ զٳգակցٳմների քանակը
k∑

i=1

bi է, իսկ u1 (կամ v1) գագաթի աստիճանը H
[1,k]
vα ենթագրաֆٳմ 2k − 1 է:

(b1, b2, . . . , bk) վեկտորը կանվանենք հագեցած, եթե
k∑

i=1

bi = 2k − 1:

Հետևանք 1.4.10. Եթե α-ն K2n-ի միջակայքային կողային ներկٳմ է, n ≥ 3, ապա

|sh(α)| ≤ 2n− 4:

Ապացٳյց. Դիցٳք sh(α) = (b1, b2, . . . , bn−1): Լեմմա 1.4.9-ից հետևٳմ է, որ
n−2∑
i=1

bi ≤

2n − 5: Նٳյն լեմմայից Լեմմա 1.4.7-ի հետ համատեղ բխٳմ է, որ bn−1 ≤ 1: Ապացٳյցը

կավարտենք գٳմարելով այս երկٳ անհավասարٳթյٳնները:

Լեմմա 1.4.11. Եթե K2n-ի որևԷ α միջակայքային կողային ներկման համար sh(α) =

(b1, b2, . . . , bn−1), և (b1, b2, . . . , bk) վեկտորը հագեցած է որևէ k ∈ [2, n − 2] թվի համար,

ապա bk+1 ≤ 1:
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Ապացٳյց. Լեմմա 1.4.9-ից հետևٳմ է, որ bk+1 ≤ 2: Ապացٳյցն ավարտելٳ համար

անհրաժեշտ է ցٳյց տալ, որ bk+1 ̸= 2: Ենթադրենք հակառակը՝ bk+1 = 2: (b1, b2, . . . , bk)

վեկտորը հագեցած է, ստիٳ Լեմմա 1.4.9-ի ապացٳյցից բխٳմ է, որ u1xi և v1xi կողերը,

x ∈ {u, v}, i = 2, 3, . . . , k, պատկանٳմ են F i
j կատարյալ զٳգակցٳմներին, i = 1, 2, . . . , k,

j = 1, 2, . . . , bi: Նմանապես, u1uk+1, u1vk+1, v1uk+1 և v1vk+1 կողերը պետք է ծածկված

լինեն F k+1
1 -ով և F k+1

2 -ով:

Այժմ դիտարկենք u2 գագաթը: Այն ծածկված է F i
j կատարյալ զٳգակցٳմների ձախ

մասերով, i = 2, 3, . . . , k, j = 1, 2, . . . , bi: Բոլոր այս զٳգակցٳմները միասին ծածկٳմ

են H
[1,k]
vα ենթագրաֆٳմ u2-ին կից բոլոր կողերը, բացի 2k − 1 −

k∑
i=2

bi = b1 կողերից:

Լեմմա 1.4.9-ից բխٳմ է, որ b1 ≤ 1, ստիٳ չծածկված մնٳմ է առավելագٳյնը մեկ

կող: u2 գագաթը պետք է ծածկված լինի նաև F k+1
1 և F k+1

2 կատարյալ զٳգակցٳմների

ձախ մասերով: u2uk+1 և u2vk+1 կողերը չեն կարող օգտագործվել, քանի որ uk+1 և vk+1

արդեն ծածկված են F k+1
1 -ով և F k+1

2 -ով: Հետևաբար, այս երկٳ զٳգակցٳմների մնٳմ է

առավելագٳյնը մեկ կող, ինչը հակասٳթյٳն է:

Հետևանք 1.4.12. Եթե α-նK2n-ի միջակայքային ներկٳմ է և n ≥ 5, ապա |sh(α)| ≤ 2n−5:

Ապացٳյց. Դիցٳք sh(α) = (b1, b2, . . . , bn−1): Լեմմա 1.4.9-ից հետևٳմ է, որ
n−3∑
i=1

bi ≤ 2n−7:

Դիտարկենք երկٳ դեպք.

Դեպք 1.
n−3∑
i=1

bi = 2n − 7: Լեմմա 1.4.11-ից բխٳմ է, որ bn−2 ≤ 1: Լեմմաներ 1.4.7 և 1.4.9-

ից հետևٳմ է, որ bn−1 ≤ 1: Գٳմարելով այս անհավասարٳթյٳնները կստանանք

պահանջված գնահատականը:

Դեպք 2.
n−3∑
i=1

bi ≤ 2n − 8: Լեմմաներ 1.4.7-ից և 1.4.9-ից հետևٳմ է, որ bn−2 + bn−1 ≤ 3:

Գٳմարելով այս անհասավարٳթյٳնները կավարտենք ապացٳյցը:

Լեմմա 1.4.13. Եթե K2n-ի որևէ α միջակայքային կողային ներկման համար sh(α) =

(b1, b2, . . . , bn−1), և (b1, b2, . . . , bk) վեկտորը հագեցած է որևէ k ∈ [3, n − 1] թվի համար,

ապա bk ≥ 3:

Ապացٳյց. Ենթադրենք հակառակը՝ bk ≤ 2: Եթե bk = 2, ապա (b1, b2, . . . , bk−1) վեկտորը

ևս հագեցած է, ինչը բերٳմ է հակասٳթյան Լեմմա 1.4.11-ի հետ: Եթե bk ≤ 1, ապա

,նենքٳ որ
k−1∑
i=1

bi ≥ 2k − 2, ինչը հակասٳմ է Լեմմա 1.4.9-ին:
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Լեմմա 1.4.14. Եթե K2n-ի որևէ α միջակայքային կողային ներկման համար sh(α) =

(b1, b2, . . . , bn−1), և k ∈ [2, n− 2], ապա

k(2k − 1) ≥
k∑

i=1

ibi +
min{2k−1,n−1}∑

i=k+1

(2k − i)bi:

Ապացٳյց. ԴիտարկենքH
[1,k]
vα ենթագրաֆը: Այս ենթագրաֆٳմ կողերի քանակը k(2k−1)

է: F i
j կատարյալ զٳգակցٳմներից յٳրաքանչյٳրի ձախ մասը, i = 1, 2, . . . , k, j =

1, 2, . . . , bi, բաղկացած է i կողերից, և բոլորն էլ պատկանٳմ են H
[1,k]
vα ենթագրաֆին:

Այսպիսի կողերի քանակն է
k∑

i=1

ibi:

Այժմ ֆիքսենք որևէ i ∈ [k + 1, r], որտեղ r-ով նշանակել ենք min{2k − 1, n − 1}-ը:

F i
j կատարյալ զٳգակցٳմներից յٳրաքանչյٳրի ձախ մասը, j = 1, 2, . . . , bi, բաղկացած

է i կողերից: Դրանցից առավելագٳյնը (2i − 2k)-ը կարող են միացնել H
[1,k]
vα -ի որևէ

գագաթ H
[k+1,i]
vα -ի որևէ գագաթի հետ: Ուստի առնվազն 2k − i կողեր պատկանٳմ են

H
[1,k]
vα ենթագրաֆին: Այդպիսի կողերի քանակը առնվազն

r∑
i=k+1

(2k − i)bi է:

Լեմմա 1.4.14-ից հետևٳմ է, որ եթե որևէ ֆիքսված k0-ի համար գոյٳթյٳն նենٳ

մեծ թվով i-բաժանված կատարյալ զٳգակցٳմներ, որտեղ i ≤ k0, ապա չեն կարող

գոյٳթյٳն նենալٳ մեծ թվով i′-բաժանված կատարյալ զٳգակցٳմներ, որտեղ k0 < i′ <

min{2k0 − 1, n − 1}: Այս լեմման օգտագործելٳ համար հարկավոր է
k∑

i=1

ibi գٳմարը

գնահատել ներքևից:

Կամայական k ∈ N և r ∈ Z≥0 թվերի համար սահմանենք հետևյալը.

Tk = {(b1, b2, . . . , bk) : ∃K2n-ի αմիջակայքային ներկٳմ, n > k, sh(α) = (b1, b2, . . . , bn−1)}

m(k, r) = min
(b1,b2,...,bk)∈Tk

{
k∑

i=1

ibi :
k∑

i=1

bi = r

}
Նկատենք, որ m(k, r)-ը սահմանված չէ բոլոր (k, r) զٳյգերի համար: Օրինակ, Լեմմա

1.4.9-ից հետևٳմ է, որ գոյٳթյٳն չٳնեն K2n-ի այնպիսի միջակայքային ներկٳմներ,

որոնց համար
k∑

i=1

bi = r, երբ r ≥ 2k: Ակնհայտ է, որ m(1, 1) = 1 և m(k, 0) = 0, որտեղ

k ∈ N:

Պնդٳմ 1.4.15. m(k, r)-ը հաշվելٳ համար, k > 1, r > 1, բավական է վերցնել մինիմٳմը

ըստ բոլոր այն (b1, b2, . . . , bk) ∈ Tk վեկտորների, որոնց համար
k−1∑
i=1

ibi = m(k − 1, r − bk):

Աղյٳսակ մٳ-1.1 թվարկված են m(k, r)-ի արժեքները, երբ k ≤ 4 և r ≤ 7: Օրինակ,

m(3, 5)-ը հաշվարկված է հետևյալ կերպ: Ըստ վերը նշված պնդման, T3-ٳմ թٳյլատրելի
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@
@
@

@
@

r

k
1 2 3 4

0
0

(0)

0

(0, 0)

0

(0, 0, 0)

0

(0, 0, 0, 0)

1
1

(1)

1

(1, 0)

1

(1, 0, 0)

1

(1, 0, 0, 0)

2
3

(1, 1)

3

(1, 1, 0)

3

(1, 1, 0, 0)

3
5

(1, 2)

5

(1, 2, 0)

5

(1, 2, 0, 0)

4
8

(1, 2, 1)

8

(1, 2, 1, 0)

5
12

(1, 1, 3)

12

(1, 2, 1, 1)

6
16

(1, 2, 1, 2)

7
20

(1, 2, 1, 3)

Աղյٳսակ 1.1: m(k, r)-ի արժեքները: Յٳրաքանչյٳր վանդակի առաջին տողٳմ գրված է

m(k, r)-ի արժեքը: Երկրորդ տողٳմ նշված է որևէ (b1, b2, . . . , bk) ∈ Tk վեկտոր, որի համար
k∑

i=1

ibi = m(k, r):

թեկնածٳ վեկտորներն են (1, 2, 2)-ը, (1, 1, 3)-ը, (1, 0, 4)-ը և (0, 0, 5)-ը: Լեմմա 1.4.11-

ից հետևٳմ է, որ (1, 2, 2) /∈ T3: K12-ի Նկ. մٳ-1.10 ներկայացված ներկٳմը ցٳյց

է տալիս, որ (1, 1, 3) ∈ T3: Մյٳս կողմից, b1 + 2b2 + 3b3 գٳմարը ավելի մեծ մյٳս

երկٳ թեկնածٳ վեկտորների համար, ստիٳ m(3, 5) = 12: Նմանապես կարելի է ցٳյց

տալ, որ m(4, 7) = 20, որտեղ մինիմٳմը հասանելի է (1, 2, 1, 3) վեկտորի համար, որը

միանշանակ պատկանٳմ է T4 բազմٳթյանը, ինչպես ցٳյց է տալիս K22-ի Նկ. 1.11-

մٳ պատկերված ներկٳմը: Լեմմա 1.4.8-ը կիրառելով այս երկٳ ներկٳմների համար

կարող ենք ապացٳցել, որ Աղյٳսակ մٳ-1.1 նշված բոլոր վեկտորները պատկանٳմ են
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Նկ. 1.10: K12-ի միջակայքային 16-ներկٳմը (1, 1, 3, 0, 0) շեղման վեկտորով:

համապատասխան Tk բազմٳթյٳններին:

Լեմմա 1.4.16. Եթե α-ն K2n-ի միջակայքային կողային ներկٳմ է և n ≥ 9, ապա |sh(α)| ≤

2n− 6:

Ապացٳյց. Ենթադրենք հակառակը՝ |sh(α)| ≥ 2n − 5: Լեմմաներ 1.4.7-ից և 1.4.9-ից

հետևٳմ է, որ
n−1∑
i=5

bi ≤ 2n− 11: Դիտարկենք երեք դեպքեր:

Դեպք 1.
n−1∑
i=5

bi = 2n−11: Լեմմաներ 1.4.7-ից, 1.4.13-ից և 1.4.11-ից հետևٳմ է, որ b5 ≥ 3 և

b4 ≤ 1: Կիրառենք Լեմմա 1.4.9-ը՝ տեղադրելով k = 3, և ցٳյց տանք, որ b1+b2+b3 = 5

և b4 = 1: Ապա կիրառենք Լեմմա 1.4.14-ը՝ տեղադրելով k = 3: Անհավասարٳթյան

ձախ մասը հավասար է 15-ի: Աջ կողմٳմ նենքٳ
3∑

i=1

ibi ≥ m(3, 5) = 12 և
5∑

i=4

(6− i)bi ≥

5: Այս անհավասարٳթյٳնները հակասٳմ են Լեմմա 1.4.14-ին:

Դեպք 2.
n−1∑
i=5

bi = 2n − 12: Լեմմա 1.4.9-ից բխٳմ է, որ (b1, b2, b3, b4) վեկտորը հագեցած

է: Լեմմա 1.4.11-ից հետևٳմ է, որ b5 ≤ 1: Հետևաբար, (bn−1, bn−2, . . . , b6) վեկտորը

հագեցած է և b5 = 1: Լեմմա 1.4.13-ից բխٳմ է, որ b6 ≥ 3: Այժմ կիրառենք

Լեմմա 1.4.14-ը՝ տեղադրելով k = 4: Անհավասարٳթյան ձախ մասը հավասար
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է 28-ի: Աջ մասٳմ ,նենքٳ որ
4∑

i=1

ibi ≥ m(4, 7) = 20 և
7∑

i=5

(8− i)bi ≥ 9: Այս

անհավասարٳթյٳնները հակասٳմ են Լեմմա 1.4.14-ին:

Դեպք 3.
n−1∑
i=5

bi ≤ 2n − 13: Լեմմա 1.4.9-ից հետևٳմ է, որ
4∑

i=1

bi ≤ 7: Գٳմարելով այս

երկٳ անհավասարٳըյٳնները ստանٳմ ենք հակասٳթյٳն:

Հետևանքներ 1.4.10-ից, 1.4.12-ից, Լեմմա 1.4.16-ից և Պնդٳմ 1.3.7-ից հետևٳմ է

W (K2n)-ի հետևյալ վերին գնահատականը:

Թեորեմ 1.4.17. Դիցٳք n ≥ 3:

W (K2n) ≤


4n− 5, երբ n ≥ 3,

4n− 6, երբ n ≥ 5,

4n− 7, երբ n ≥ 9:

Ստացված վերին գնահատականները թٳյլ են տալիս որոշել W (K2n) պարամետրի

ճշգրիտ արժեքները որոշ փոքր n-երի համար: Այդ արժեքները իրենց հերթին թٳյլ

են տալիս լավացնել W (K2n)-ի ստորին գնահատականը, քանի որ Թեորեմ մٳ-1.4.5

ստացված գնահատականը կախված է W (K2p) պարամետրի արժեքներից, որտեղ p-ն

պարզ թիվ է: p = 2 և p = 3 դեպքերի համար W (K2p)-ի ճշգրիտ արժեքները հայտնի

էին [46]-ից: p = 5 դեպքٳմ Թեորեմ 1.4.2-ի ստորին գնահատականը համընկնٳմ է

Թեորեմ 1.4.17-ի վերին գնահատականի հետ: p = 7 դեպքը կլٳծվի հաջորդ լեմմայٳմ:

Վերջապես, p = 11 դեպքٳմ Թեորեմ 1.4.17-ի վերին գնահատականը հասանելի է K22-ի

միջակայքային 37-ներկմանմիջոցով, որը պատկերված է Նկ. :մٳ-1.11 Այս ներկٳմը նաև

հերքٳմ է Հիպոթեզ 1.2-ը, ըստ որի W (K22) = 36:

Լեմմա 1.4.18. W (K14) = 21:

Ապացٳյց. Թեորեմ 1.4.17-ից հետևٳմ է, որ W (K14) ≤ 22: Բավական է ցٳյց տալ, որ

K14-ը չٳնի միջակայքային կողային ներկٳմ 22 գٳյներով: Ենթադրենք հակառակը՝

գոյٳթյٳն նիٳ K14-ի α միջակայքային 22-ներկٳմ:

Դիտարկենք ներկման շեղման վեկտորը՝ sh(α) = (b1, b2, b3, b4, b5, b6): Պնդٳմ 1.3.7-ից

հետևٳմ է, որ
6∑

i=1

bi = 9: Լեմմա 1.4.9-ից հետևٳմ է, որ թե՛ առաջին և թե՛ վերջին եռյակի

գٳմարը չի կարող գերազանցել 5-ը: Առանց ընդհանրٳթյٳնը խախտելٳ կարող ենք
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Նկ. 1.11: K22-ի միջակայքային 37-ներկٳմ (1, 2, 1, 3, 1, 1, 3, 1, 2, 1) շեղման վեկտորով:

50



համարել, որ b1 + b2 + b3 = 5 և b4 + b5 + b6 = 4: Լեմմա 1.4.11-ից բխٳմ է, որ b4 ≤ 1:

Լեմմաներ 1.4.7-ից և 1.4.9-ից հետևٳմ է, որ b5 + b6 = 3 և b4 = 1: Ուստի b5 ≥ 2:

Այժմ ստٳգենք Լեմմա 1.4.14-ի անհավասարٳթյٳնը, երբ k = 3: Ձախ մասը

հավասար է 15-ի: Աջ մասٳմ ,նենքٳ որ
3∑

i=1

ibi ≥ m(3, 5) = 12,
5∑

i=4

(6− i)bi ≥ 4:

Գٳմարելով այս անհավասարٳթյٳնները ստանٳմ ենք հակասٳթյٳն:

Լավագٳյն ստորին գնահատականը, որը հաջողվել է ստանալ, հետևյալն է:

Թեորեմ 1.4.19. Եթե n =
π(n)∏
i=1

pαi
i , որտեղ pi-ն i-րդ պարզ թիվն է, π(n)-ը՝ n-ը չգերազանցող

պարզ թվերի քանակը, իսկ αi ∈ Z≥0, ապա

W (K2n) ≥ 4n− 3− An,

որտեղ An = α1 + 2α2 + 3α3 + 4α4 + 4α5 +
1
2

π(n)∑
i=6

αi(pi + 1):

Ապացٳյց. Թեորեմն ապացٳցելٳ համար վերցնենք Թեորեմ 1.4.5-ի ստորին

գնահատականը, տեղադրենք W (K2pi)-ի ճշգրիտ արժեքները առաջին հինգ պարզ

թվերի համար, իսկ W (K2pi) թվերը, i ≥ 6, գնահատելٳ համար կիրառենք Թեորեմ

1.4.2-ը՝ հաշվի առնելով, որ բացի 2-ից բոլոր պարզ թվերը կենտ են:

Այս Թեորեմից և Թեորեմ 1.1.2-ից ստանٳմ ենք հետևյալ արդյٳնքը.

Հետևանք 1.4.20. Եթե n =
π(n)∏
i=1

pαi
i , որտեղ pi-ն i-րդ պարզ թիվն է, αi ∈ Z≥0, π(n)-ը՝

n-ը չգերազանցող պարզ թվերի քանակը, իսկ 2n − 1 ≤ t ≤ 4n − 3 − An, որտեղ An =

α1 + 2α2 + 3α3 + 4α4 + 4α5 +
1
2

π(n)∑
i=6

αi(pi + 1), ապա K2n-ը նիٳ միջակայքային t-ներկٳմ:

Այսպիսով, հայտնի են W (K2n)-ի ճշգրիտ արժեքները, երբ n ≤ 12 և n = 16:

Այդ արժեքները, ինչպես նաև հայտնի լավագٳյն ստորին և վերին գնահատականները

ներկայացված են Աղյٳսակ :մٳ-1.2

2016թ. Հٳդակը, Կարդոշը, Մադարասը և Վրբյարովան [39] դիտարկել են լրիվ

գրաֆների միջակայքային ներկٳմների մի տարատեսակ, որտեղ ներկման ճշտٳթյٳնը

չի պահանջվٳմ: Մասնավորապես, հեղինակները ցٳյց են տվել, որ այդ դեպքٳմ

ներկմանը մասնակցող առավելագٳյն գٳյների քանակը գագաթների թվից կախված

խիստ աճٳմ է:
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n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

W (K2n) ≥ 1 4 7 11 14 18 21 26 29 33 37 41 42 46 52 57 56 64

W (K2n) = 1 4 7 11 14 18 21 26 29 33 37 41 57

W (K2n) ≤ 1 4 7 11 14 18 22 26 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65

Աղյٳսակ 1.2: W (K2n)-ի գնահականները: Առաջին տողٳմ բերված են ստորին

գնահատականները ըստԹեորեմ 1.4.19-ի, երկրորդ տողٳմ հայտնի ճշգրիտ արժեքներն

են, իսկ երրորդ տողٳմ վերին գնահատականներն են ըստ Թեորեմ 1.4.17-ի:

1.5 Լրիվ բազմակողմանի գրաֆների միջակայքային ներկٳմներ

Այս պարագրաֆٳմ կամփոփենք լրիվ բազմակողմանի գրաֆների միջակայքային

ներկٳմների վերաբերյալ կատարված աշխատանքները և կապացٳցենք մի շարք

նոր արդյٳնքներ: Լրիվ բազմակողմանի գրաֆներից առաջինը մնասիրվելٳսٳ են

լրիվ երկկողմանի գրաֆները: Քամալյանին հաջողվել է լիարժեք պատասխանել այն

հարցին, թե երբ և որքան գٳյներով միջակայքային ներկٳմներ կարող են նենալٳ լրիվ

երկկողմանի գրաֆները [73]:

Թեորեմ 1.5.1. Km,n լրիվ երկկողմանի գրաֆը նիٳ միջակայքային t-ներկٳմ այն և միայն

դեպքٳմ, երբ m+ n− (m,n) ≤ t ≤ m+ n− 1:

Պետրոսյանը մٳ-[48] ստացել է որոշ արդյٳնքներ հավասարակշռված լրիվ

բազմակողմանի գրաֆների համար, երբ գրաֆի բոլոր կողմերٳմ գագաթների թիվը

նٳյնն է:

Թեորեմ 1.5.2. Եթե Kn,...,n լրիվ հավասարակշռված r-կողմանի գրաֆ է, ապա Kn,...,n ∈ N

այն և միայն այն դեպքٳմ, երբ nr-ը զٳյգ է: Ավելին, երբ nr-ը զٳյգ է, ապա w(Kn,...,n) =

n(r − 1) և W (Kn,...,n) ≥
(
3
2
r − 1

)
n− 1:

Եվս մեկ արդյٳնք ստացվել է Ֆենգի և Հٳանգի կողմից [25] լրիվ երեք կողմանի

գրաֆների մի ենթադասի համար:

Թեորեմ 1.5.3. Ցանկացած n ∈ N թվի համար, K1,1,n ∈ N այն և միայն դեպքٳմ, երբ n-ը

զٳյգ է:

Պետրոսյանը “Cycles and Colorings 2012” գիտաժողովٳմ առաջարկել էր վերոհիշյալ

թեորեմը ընդհանրացնող հետևյալ հիպոթեզը.
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Հիպոթեզ 1.3. Ցանկացած m,n ∈ N թվերի համար, K1,m,n ∈ N այն և միայն դեպքٳմ,

երբ (m+ 1, n+ 1) = 1:

Այս պարագրաֆٳմ կապացٳցենք այս հիպոթեզը, կստանանք մի շարք նոր

արդյٳնքներ լրիվ երեք կողմանի գրաֆների այլ ենթադասերի համար և կլավացնենք

Թեորեմ 1.5.2-ի գնահատականը:

Նախ, ապացٳցենք մի օժանդակ լեմմա լրիվ բազմակողմանի գրաֆների ընդհանٳր

դեպքի համար:

Լեմմա 1.5.4. Եթե Kn1,...,nr ∈ N, ապա կամայական d ∈ N թվի համար Kdn1,...,dnr ∈ N, ընդ

որٳմ w(Kdn1,...,dnr) ≤ d · w(Kn1,...,nr) և W (Kdn1,...,dnk
) ≥ d ·W (Kn1,...,nr) + d− 1:

Ապացٳյց. Kdn1,...,dnr գրաֆը կարելի է ստանալ Kn1,...,nr գրաֆից յٳրաքանչյٳր գագաթի

փոխարեն տեղադրելով d գագաթներ և յٳրաքանչյٳր կող փոխարինելով Kd,d լրիվ

երկկողմանի գրաֆի կողերով համապատասխան գագաթների d-յակների միջև: Դիցٳք,

V (Kn1,...,nr) =
{
uj
i : j = 1, . . . , r, i = 1, . . . , nj

}
,

V (Kdn1,...,dnr) =
{
vji,s : j = 1, . . . , r, i = 1, . . . , nj, s = 1, . . . , d

}
,

V (Kd,d) = {xs, ys : s = 1, . . . , d} :

Դիցٳք α-ն Kn1,...,nr գրաֆի որևէ միջակայքային tα ներկٳմ է, իսկ β-ն Kd,d-ի որևէ

սիմետրիկմիջակայքային tβ-ներկٳմ, այսինքն β(xsys′) = β(xs′ys) կամայական 1 ≤ s, s′ ≤

d թվերի համար: Կառٳցենք Kdn1,...,dnr-ի γ կողային ներկٳմը հետևյալ կերպ.

γ(vj1i1,s1v
j2
i2,s2

) = r(α(uj1
i1
uj2
i2
)− 1) + β(xs1ys2), որտեղ (1)

1 ≤ j1 ̸= j2 ≤ r, 1 ≤ i1 ≤ nj1 , 1 ≤ i2 ≤ nj2 , 1 ≤ s1, s2 ≤ d : (2)

Որպեսզի ցٳյց տանք, որ կառٳցված ներկٳմը միջակայքային կողային ներկٳմ է,

հաշվենք գագաթների սպեկտրները: Կամայական 1 ≤ j1 ≤ r, 1 ≤ i1 ≤ nj1 և 1 ≤ s1 ≤ d
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թվերի համար .նենքٳ

S
(
vj1i1,s1 , γ

)
=

∪
u
j2
i2
∈V (Kn1,...,nr )

u
j1
i1
u
j2
i2
∈E(Kn1,...,nr )

d∪
s2=1

γ
(
vj1i1,s1v

j2
i2,s2

)

=
∪

u
j2
i2
∈V (Kn1,...,nr )

u
j1
i1
u
j2
i2
∈E(Kn1,...,nr )

[
r(α(uj1

i1
uj2
i2
)− 1) + S(xs1 , β), d(α(u

j1
i1
uj2
i2
)− 1) + S(xs1 , β)

]

=
[
d(S(uj1

i1
, α)− 1) + S(xs1 , β), d(S(u

j1
i1
, α)− 1) + S(xs1 , β)

]
:

Դիցٳք Kn1,...,nr գրաֆٳմ 1 և tα գٳյները հասանելի են համապատասխանաբար

uj′

i′ և uj′′

i′′ գագաթների վրա, իսկ Kd,d գրաֆٳմ 1 և tβ գٳյները հասանելի են

համապատասխանաբար xs′ և xs′′ գագաթների վրա: Այդ դեպքٳմ 1 ∈ S
(
vj

′

i′,s′ , γ
)

և

dtα + tβ − d ∈ S
(
vj

′′

i′′,s′′ , γ
)
: Ստացված արդյٳնքը ճիշտ է կամայական α և β ներկٳմների

համար: Ուստի, եթե որպես α վերցնենք Kn1,...,nr-ի որևէ միջակայքային W (Kn1,...,nr)-

ներկٳմ, իսկ որպես β վերցնենք Kd,d-ի միջակայքային (2d − 1)-ներկٳմը (օրինակ՝

β(xs, yt) = s + t − 1 բանաձևով տրվող), ապա կստանանք, որ W (Kdn1,...,dnr) ≥ d ·

W (Kn1,...,nr)+d−1: Իսկ եթե որպես α վերցնենքKn1,...,nr-ի որևէմիջակայքայինw(Kn1,...,nr)-

ներկٳմ, իսկ որպես β վերցնենքKd,d-ի որևէմիջակայքային d-ներկٳմ, ապա կստանանք,

որ w(Kdn1,...,dnr) ≤ d · w(Kn1,...,nr):

Այժմ անցնենք լրիվ երեք կողմանի գրաֆների քննարկմանը:

Km,n երկկողմանի գրաֆի երկٳ կողմերը նշանակենք (U, V )-ով, որտեղ U =

{u0, u1, . . . , um−1} և V = {v0, v1, . . . , vn−1}: Km,n-ի αm,n միջակայքային կողային ներկٳմը

մաքսիմալ թվով գٳյներով ներկٳմը տրվٳմ է հետևյալ կերպ [73].

αm,n(uivj) = i+ j + 1, որտեղ 0 ≤ i ≤ m− 1, 0 ≤ j ≤ n− 1:

K1,m,n-ը լրիվ երեք կողմանի գրաֆ է, որը կարելի է դիտարկել որպես Km,n և նրան

ավելացված մեկ նոր գագաթ, որը միացած է մյٳս բոլոր գագաթներին: Այս հոդվածٳմ

մենք կապացٳցենք, որ եթե m + 1 և n + 1 թվերը փոխադարձաբար պարզ են, ապա

հնարավոր է Km,n-ի αm,n ներկٳմը լրացնել մինչև K1,m,n-ի միջակայքային ներկٳմ:

Այնٳհետև մենք կապացٳցենք, որ եթե (m+ 1, n+ 1) > 1, ապա K1,m,n-ը միջակայքային

ներկելի չէ:

αm,n ներկման ժամանակ գագաթների սպեկտրները հետևյալն են.
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Նկ. 1.12: K1,m,n գրաֆը և αm,n ներկٳմը

S(ui, αm,n) = [i+ 1, i+ n], 0 ≤ i ≤ m− 1

S(vj, αm,n) = [j + 1, j +m], 0 ≤ j ≤ n− 1

K1,m,n գրաֆը ստանանքKm,n-ին ավելացնելով w նոր գագաթը ևմիացնելով այն բոլոր

մյٳս գագաթների հետ:

V (K1,m,n) = V (Km,n) ∪ {w}

E(K1,m,n) = E(Km,n) ∪ {uiw : 0 ≤ i ≤ m− 1} ∪ {vjw : 0 ≤ j ≤ n− 1}

Թեորեմ 1.5.5. Եթե (m+1, n+1) = 1, ապաK1,m,n-ը նիմիջակայքայինٳ (m+n)-ներկٳմ:

Ապացٳյց. K1,m,n-ի uivj կողերը ներկենք ճիշտ այնպես, ինչպես αm,n-ٳմ: Թեորեմն

ապացٳցելٳ համար բավարար է ցٳյց տալ, որ մնացած կողերը հնարավոր է ներկել

այնպես, որ բավարարվեն հետևյալ պահանջները.

(1) ui և vj գագաթների սպեկտրները մնան ամբողջ թվերի միջակայքեր

(2) w գագաթի սպեկտրը ևս լինի ամբողջ թվերի միջակայք

Կառٳցենք օժանդակ H երկկողմանի գրաֆը, որի երկٳ կողմերն են (B,C), որտեղ

B-ն համապատասխանٳմ է uiw և vjw կողերին, իսկ C-ն համապատասխանٳմ է այն

գٳյներին, որոնք պետք է օգտագործվեն այդ կողերը ներկելٳ համար:
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.     .     .
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′ 𝑣𝑛−1
′

𝑐𝑛+1 𝑐𝑛+2 𝑐𝑚+𝑛

Նկ. 1.13: Թեորեմ մٳ-1.5.5 կառٳցված H օժանդակ գրաֆը

B = {u′
i : 0 ≤ i ≤ m− 1} ∪ {v′i : 0 ≤ i ≤ n− 1}

որտեղ u′
i-ն և v′j-ն համապատասխանٳմ են, համապատասխանաբար, uiw-ին և vjw-ին

E(K1,m,n)-ից:

C = {ck : 1 ≤ k ≤ m+ n}

որտեղ ck-ն համապատասխանٳմ է k գٳյնին: b ∈ B և ck ∈ C գագաթները միացնենք

կողով այն և միայն դեպքٳմ, երբ b-ին համապատասխանող կողի համար թٳյլատրելի է

k գٳյնը: Նկատենք, որ |B| = |C| = m+ n:

S(u0, αm,n) = [1, n], հետևաբար (1) պայմանը բավարարելٳ համար u0w կողը կարող է

ստանալ միայն n + 1 գٳյնը (մենք չենք մٳզٳ թٳյլատրել 0 գٳյնը): Նմանապես, v0w-ն

կարող է ներկվել միայն m + 1 գٳյնով: uiw (1 ≤ i ≤ m− 1) կողերի համար նենքٳ երկٳ

տարբերակ. i կամ i + n + 1: vjw (1 ≤ j ≤ n− 1) կողերի համար թٳյլատրٳմ ենք j կամ

j +m+ 1 գٳյները: Ուստի,

E(H) = {u′
ici : 1 ≤ i ≤ m− 1} ∪ {u′

ici+n+1 : 0 ≤ i ≤ m− 1}∪

∪
{
v′jcj : 1 ≤ j ≤ n− 1

}
∪
{
v′jcj+m+1 : 0 ≤ j ≤ n− 1

}
Ենթադրենք M -ը H-ٳմ զٳգակցٳմ է: Ցանկացած bck ∈ M կողի համար b գագաթին

համապատասխանողK1,m,n-ի կողը ներկենք k գٳյնով: ԵթեM -ը կատարյալ զٳգակցٳմ

է, ապա G-ի բոլոր չներկված կողերը կներկվեն և բոլոր գٳյները օգտագործված կլինեն:
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Հետևաբար, w գագաթի սպեկտրը կլինի [1,m+n], իսկ (2)պայմանը բավարարված կլինի:

(1) պայմանը բավարարված կլինի H գրաֆի կառٳցման շնորհիվ:

Այսպիսով, ապացٳյցն ավարտելٳ համար ցٳյց տանք, որ H-ը նիٳ կատարյալ

զٳգակցٳմ:

Առանց ընդհանրٳթյٳնը խախտելٳ կարող ենք ենթադրել, որ m < n: m = n դեպքը

բացառված է, քանի որ (n + 1, n + 1) ̸= 1: H գրաֆի կառٳցٳմից հետևٳմ է, որ բոլոր

գագաթների աստիճանը 2 է, բացի ճիշտ չորս գագաթներից, որոնց աստիճանը 1 է՝ u′
0, v

′
0,

cm և cn: Հետևաբար, H-ը բաղկացած է մի քանի զٳյգ ցիկլերից (քանի որ երկկողմանի

է) և 2 պարզ շղթաներից: H-ը կٳնենա կատարյալ զٳգակցٳմ այն և միայն դեպքٳմ,

երբ երկٳ շղթաներն էլ նենանٳ կենտ երկարٳթյٳն: Հետևաբար, u′
0-ն և v′0-ն պետք է

պատկանեն տարբեր շղթաների:

Ենթադրենք հակառակը, դիցٳք u′
0-ն և v′0-ն պատկանٳմ են միևնٳյն P շղթային:

Ներմٳծենք կոորդինատային համակարգ և պատկերենք H գրաֆը հետևյալ կերպ.

u′
i, v′i և ci գագաթները պատկերենք, համապատասխանաբար, (i, 1), (i,−1) և (i, 0)

կոորդինատներٳմ (Նկ. 1.13): P -ի կողերը տրոհենք երկٳ խմբի: Առաջին խٳմբը

պարٳնակٳմ է u′
ici+n+1 և v′ici տիպի կողերը, իսկ երկրորդ խٳմբը պարٳնակٳմ է

մնացած կողերը: Նկատենք, որ P շղթայի յٳրաքանչյٳր կող կից է միայն մյٳս խմբի

կողերին: Եթե շրջանցենք P շղթան սկսելով u′
0 գագաթից, մենք կշարժվենք դեպի

ներքև միայն ոչ ղղաձիգٳ կողերով և կշարժվենք դեպի վեր միայն ղղաձիգٳ կողերով:

Ենթադրենք u′
ici+n+1 տիպի կողերով շարժվել ենք a անգամ, ամեն քայլٳմ աբսցիսը

մեծացնելով n+ 1-ով, իսկ cj+m+1v
′
j տիպի կողերով շարժվել ենք b անգամ, ամեն քայլٳմ

փոքրացնելով աբսցիսը m+ 1-ով: Ուղղաձիգ կողերով շարժվելիս աբսցիսը չի փոխվٳմ:

Շղթայի վերջին գագաթը v′0-ն է, որի աբսցիսը 0 է, ստիٳ ստանٳմ ենք հետևյալ

հավասարٳթյٳնը.

a(n+ 1)− b(m+ 1) = 0

Նկատենք, որ a ≤ m և b ≤ n: Մյٳս կողմից, (m + 1, n + 1) = 1, հետևաբար ,նենքٳ որ

a = b = 0: P շղթան չٳնի կողեր, ինչը հակասٳթյٳն է:

Թեորեմ 1.5.6. Եթե (m+ 1, n+ 1) > 1, ապա K1,m,n-ն միջակայքային ներկելի չէ:

Ապացٳյց. Ենթադրենք հակառակը, որ (m + 1, n + 1) = d > 1 և β-ն K1,m,n-ի
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միջակայքային ներկٳմ է: e ∈ E(K1,m,n) կողը կանվանենք d-կող, եթե β(e) = dx որևէ

x ∈ Z թվի համար: D(v)-ով նշանակենք v ∈ V (K1,m,n) գագաթին կից d-կողերի քանակը:

Առանց ընդհանրٳթյٳնը խախտելٳ կարող ենք ենթադրել, որ S(w, β) = [1,m + n]

(հակառակ դեպքٳմ բոլոր կողերի գٳյները կշեղենք միևնٳյն չափով այնպես, որ w

գագաթի սպեկտրը սկսվի 1 գٳյնով): Հետևաբար,

D(w) =

⌊
m+ n

d

⌋
=

m+ n+ 2

d
− 1

|S(ui, β)| = n+1 բոլոր 0 ≤ i ≤ m−1 թվերի համար, իսկ |S(vj, β)| = m+1 բոլոր 0 ≤ j ≤ n−1

թվերի համար: Ուստի,

D(ui) =
n+ 1

d
, 0 ≤ i ≤ m− 1

D(vj) =
m+ 1

d
, 0 ≤ j ≤ n− 1

D(v) թվերի գٳմարը ըստ բոլոր v ∈ V (K1,m,n) գագաթների պետք է հավասար լինի

գրաֆٳմ d-կողերի թվի կրկնապատիկին:

D =
∑

v∈V (K1,m,n)

D(v) =
m+ n+ 2

d
− 1 +m

n+ 1

d
+ n

m+ 1

d
=

2(m+ 1)(n+ 1)

d
− 1

Սա հակասٳթյٳն է, քանի որ D-ն կենտ թիվ է:

Այժմ փորձենք գնահատել W (K1,m,n) պարամետրը, երբ K1,m,n գրաֆը նիٳ

միջակայքային ներկٳմ:

Թեորեմ 1.5.7. Եթե (m+ 1, n+ 1) = 1, ապա W (K1,m,n) ≤ m+ n+ 1:

Ապացٳյց. Ենթադրենք α-ն K1,m,n գրաֆի միջակայքային t-ներկٳմ է: Դիցٳք e-ն և e′-ը,

համապատասխանաբար, 1 և t գٳյներով ներկված կողերն են: Եթե e-ն և e′-ը կից են,

ապա t ≤ m+ n: Այժմ ենթադրենք, որ նրանք կից չեն: Դիտարկենք հետևյալ դեպքերը.

Դեպք 1. e կողը կից է w գագաթին: Առանց ընդհանրٳթյٳնը խախտելٳ կարող ենք

ենթադրել, որ e = wu0 և e′ = um−1vn−1 (այն դեպքը, երբ e-նմիացնٳմ է w-ն V -ի որևէ

գագաթի հետ, համանման է): Քանի որ α(e) = 1, ստանٳմ ենք, որ α(u0vn−1) ≤ n+1

և t = α(um−1vn−1) ≤ m + n + 1: Այժմ դիցٳք t = m + n + 1: Սրանից հետևٳմ է, որ

α(u0vn−1) = n+ 1 և α(u0vi) ≤ n բոլոր i = 0, . . . , n− 2 թվերի համար: Հետևաբար, vi

գագաթին կից ոչ մի կող, i = 0, . . . , n−2, չի կարող ներկված լինել m+n+1 գٳյնով:
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Նٳյնը վերաբերٳմ է նաև w-ին կից կողերին, քանի որ α(wu0) = 1: Այսինքն, e′-ը

m+ n+ 1 գٳյնով ներկված միակ կողն է:

Դեպք 2. e′ կողը կից է w գագաթին: Ապացٳյցը համանման է Դեպք 1-ին:

Դեպք 3. e-ը և e′-ը կից չեն w գագաթին: Առանց ընդհանրٳթյٳնը խախտելٳ կարող

ենք համարել, որ e = u0v0 և e′ = um−1vn−1: Առաջին դեպքի նման ստանٳմ ենք, որ

α(u0vn−1) ≤ n + 1 և t = α(um−1vn−1) ≤ m + n + 1: Այնٳհետև, եթե t = m + n + 1,

ստանٳմ ենք α(u0vn−1) = n+ 1 և α(um−1v0) = m+ 1: Հետևաբար, α(u0vi) ≤ n, երբ

i = 1, . . . , n − 2, և α(uiv0) ≤ m, երբ i = 1, . . . ,m − 2: Այսինքն, um−1vn−1-ից բացի

որևէ այլ կող ներկված չէ m+ n+ 1 գٳյնով:

α-ն K1,m,n-ի կամայական ներկٳմ է, ստիٳ ,նենքٳ որ W (K1,m,n) ≤ m+ n+ 1:

Պնդٳմ 1.5.8. Քանի որ w(K1,m,n) ≥ ∆(K1,m,n) = m + n, նախորդ թեորեմի ապացٳյցից

հետևٳմ է, որ եթե K1,m,n-ը նիٳ միջակայքային t-ներկٳմ, ապա կամ t = m + n, կամ

t = m+ n+ 1 և գոյٳթյٳն նիٳ առավելագٳյն գٳյնով ներկված միայն մեկ կող:

Հաջորդ թեորեմٳմ կստանանք W (K1,m,m+1)-ի ճշգրիտ արժեքը:

Թեորեմ 1.5.9. W (K1,m,m+1) = 2m+ 1:

Ապացٳյց. Քանի որ (m + 1,m + 2) = 1, Թեորեմ 1.5.7-ից հետևٳմ է, որ

W (K1,m,m+1) ≤ 2m+2: Դիցٳք α-ն K1,m,m+1-ի միջակայքային (2m+2)-ներկٳմ է: Առանց

ընդհանրٳթյٳնը խախտելٳ կարող ենք ենթադրել, որ S(w, α) = [1, 2m + 1]: Հակառակ

դեպքٳմ, երբ S(w,α) = [2, 2m + 2], կարող ենք կառٳցել նոր β ներկٳմ հետևյալ կերպ.

β(e) = 2m + 3 − α(e) բոլոր e ∈ E(K1,m,m+2) կողերի համար: Պնդٳմ 1.5.8-ի համաձայն

գոյٳթյٳն նիٳ 2m+ 2 գٳյնով ներկված միայն մեկ կող:

U բազմٳթյան կամայական գագաթի սպեկտրը [j, j + m + 2] է, որևէ j ∈ [1,m] թվի

համար: Հետևաբար, U -ի բոլոր գագաթների սպեկտրները պարٳնակٳմ ենm+1 գٳյնը:

ԴիցٳքM -ըm+1 գٳյնով ներկված կողերից կազմված զٳգակցٳմն է: Ենթադրենք wz-ը

w-ին կից այն կողն է, որը ներկված է m+ 1 գٳյնով: Հնարավոր է երկٳ դեպք.

Դեպք 1. z ∈ U : U\{z} բազմٳթյանմնացածm−1 գագաթներըM զٳգակցման կողերով

միացած են V -ի m − 1 իրարից տարբեր գագաթների: Հետևաբար, V -ի մնացած

2 գագաթները ծածկված չեն M -ով: Նրանց սպեկտրները կլինեն [m + 2, 2m + 2],
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հետևաբար գոյٳթյٳն նենٳ 2m + 2 գٳյնով ներկված երկٳ տարբեր կողեր, ինչը

հակասٳթյٳն է:

Դեպք 2. z ∈ V : U -ի բոլոր m գագաթները M զٳգակցման կողերով միացած են V \ {z}

բազմٳթյան m իրարից տարբեր գագաթների: Հետևաբար, V -ի բոլոր գագաթները

ծածկված են M -ով և նրանցից ոչ մեկի սպեկտրը չի կարող պարٳնակել 2m + 2

գٳյնը: Քանի որ 2m+2 գٳյնը բացակայٳմ է նաև w գագաթի սպեկտրٳմ, ստանٳմ

ենք հակասٳթյٳն:

Այժմ ապացٳցենք որոշ արդյٳնքներ Kl,m,n լրիվ երեք կողմանի գրաֆների համար,

երբ l > 1: Ցٳյց կտանք լրիվ երեք կողմանի գրաֆների երեք անվերջ ընտանիքներ,

որոնցից երկٳսի բոլոր գրաֆները միջակայքային ներկելի են, իսկ երրորդ ընտանիքի

գրաֆները ներկելի չեն:

Թեորեմ 1.5.10. Kl,m,l+m լրիվ երեք կողմանի գրաֆները միջակայքային ներկելի են:

Ապացٳյց. Դիցٳք Kl,m,n-ի երեք կողմերը հետևյալ բազմٳթյٳններն են. W =

{w0, w1, . . . , wl−1}, U = {u0, u1, . . . , um−1} և V = {v0, v1, . . . , vl+m−1}: ՍահմանենքKl,m,l+m-ի

կողերի α ներկٳմը հետևյալ կերպ.

(1) α(wiuj) = i+ j + 1, որտեղ i = 0, . . . , l − 1, j = 0, . . . ,m− 1:

(2) α(ujvk) = j + k + 1 + l, որտեղ j = 0, . . . ,m− 1, k = 0, . . . , l +m− 1:

(3) α(wivk) = i+ k + 1 + l +m, որտեղ i = 0, . . . , l +m− 1, k = 0, . . . ,m− l + 2i:

(4) α(wivk) = −i+ k + l, որտեղ i = 0, . . . , l − 1, k = m− l + 2i+ 1, . . . , l +m− 1:

Հեշտ է ստٳգել, որ գագաթների սպեկտրները հետևյալն են.

• S(wi, α) = [i+ 1, i+ l + 2m], երբ i = 0, . . . , l − 1, (1)-ի, (3)-ի և (4)-ի պատճառով,

• S(uj, α) = [j + 1, j + 2l +m], երբ j = 0, . . . ,m− 1, (1)-ի և (2)-ի պատճառով,

• S(vk, α) = [k + l + 1, k + 2l + 2m], երբ k = 0, . . . ,m− l − 1, (2)-ի և (3)-ի պատճառով,

• S(vk, α) = [
⌊
k
2

⌋
+m+ 1,

⌊
k
2

⌋
+ l+ 2m], երբ k = m− l, . . . , l+m− 1, (2)-ի, (3)-ի և (4)-ի

պատճառով:
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Հետևաբար, α-ն Kl,m,l+m-ի միջակայքային (2l + 2m− 1)-ներկٳմ է:

Թեորեմ 1.5.11. K2n,2n+1,2n+2 լրիվ երեք կողմանի գրաֆները միջակայքային ներկելի են և

w(K2n,2n+1,2n+2) = 8n+ 2:

Ապացٳյց. ԴիցٳքK2n,2n+1,2n+2 լրիվ երեք կողմանի գրաֆի կողմերն ենX = {x1, . . . , x2n},

Y = {y1, . . . , y2n+1} և Z = {z1, . . . , z2n+2}: Կառٳցենք K2n,2n+1,2n+2 գրաֆի կողային α

ներկٳմը հետևյալ կերպ.

α(x2i−1yj) = 4i+ 2j − 3, որտեղ i = 1, . . . , n և j = 1, . . . , 2n+ 1 (3)

α(x2iyj) = 4i+ 2j − 2, որտեղ i = 1, . . . , n և j = 1, . . . , 2n+ 1 (4)

α(x2i−1zk) = 4i+ 2k − 4, որտեղ i = 1, . . . , n և k = 1, . . . , 2n+ 2 (5)

α(x2izk) = 4i+ 2k − 3, որտեղ i = 1, . . . , n և k = 1, . . . , 2n+ 2 (6)

α(y2j−1z2k−1) = 4j + 4k − 7, որտեղ j = 1, . . . , n+ 1 և k = 1, . . . , n+ 1 (7)

α(y2j−1z2k) = 4j + 4k − 6, որտեղ j = 1, . . . , n+ 1 և k = 1, . . . , n+ 1 (8)

α(y2jz2k) = 4j + 4k − 5, որտեղ j = 1, . . . , n և k = 1, . . . , n+ 1 (9)

α(y2jz2k−1) = 4j + 4k − 4, որտեղ j = 1, . . . , n և k = 1, . . . , n+ 1 (10)

Կառٳցٳմից հետևٳմ է, որ գագաթների սպեկտրները կլինեն.

S(x2i−1, α) = [4i− 2, 4n+ 4i] որտեղ i = 1, . . . , n, ըստ (3), (5) կետերի

S(x2i, α) = [4i− 1, 4n+ 4i+ 1] որտեղ i = 1, . . . , n, ըստ (4), (6) կետերի

S(yj, α) = [2j − 1, 4n+ 2j] որտեղ j = 1, . . . , 2n+ 1, ըստ (3)− (10) կետերի

S(z2k−1, α) = [4k − 3, 4n+ 4k − 3] որտեղ k = 1, . . . , n+ 1, ըստ (5), (6), (7), (10) կետերի

S(z2k, α) = [4k − 2, 4n+ 4k − 2] որտեղ k = 1, . . . , n+ 1, ըստ (5), (6), (8), (9) կետերի

Ուստի, ստանٳմ ենք, որ α-ն միջակայքային (8n + 2)-ներկٳմ է: Մյٳս կողմից,

K2n,2n+1,2n+2 գրաֆը բավարարٳմ է Հետևանք 1.2.16-ի պայմաններին, հետևաբար

w(K2n,2n+1,2n+2) ≥ max {∆(K2n,2n+1,2n+2), 2δ(K2n,2n+1,2n+2)} = 8n+ 2: Ուստի ստանٳմ ենք,

որ w(K2n,2n+1,2n+2) = 8n+ 2:

Աղյٳսակ մٳ-1.3 ներկայացված է K4,5,6 գրաֆի Թեորեմ մٳ-1.5.11 առաջարկված

ներկٳմը:
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x1 x2 x3 x4 z1 z2 z3 z4 z5 z6

x1 2 4 6 8 10 12

x2 3 5 7 9 11 13

x3 6 8 10 12 14 16

x4 7 9 11 13 15 17

y1 3 4 7 8 1 2 5 6 9 10

y2 5 6 9 10 4 3 8 7 12 11

y3 7 8 11 12 5 6 9 10 13 14

y4 9 10 13 14 8 7 12 11 16 15

y5 11 12 15 16 9 10 13 14 17 18

Աղյٳսակ 1.3: K4,5,6 լրիվ երեք կողմանի գրաֆիմիջակայքային 18-ներկٳմը ըստԹեորեմ

1.5.11-ի:

Թեորեմ 1.5.12. Եթե l-ը, m-ը և n-ը կենտ են, ապա Kl,m,n /∈ N:

Ապացٳյց. Թեորեմի պայմաններից հետևٳմ է, որ Kl,m,n-ի բոլոր գագաթների

աստիճանները զٳյգ են: Հետևաբար, գրաֆը էյլերյան է: Գրաֆٳմ կողերի քանակը կենտ

է. |E(Kl,m,n)| = lm + mn + ln: Այսինքն, Kl,m,n գրաֆը բավարարٳմ է Հետևանք 1.1.4-ի

պայմաններին և միջակայքային ներկելի չէ:

Կամայական l,m, n թվերի համար Kl,m,n-ի ներկելիٳթյան վերաբերյալ առաջարկٳմ

ենք հետևյալ հիպոթեզը.

Հիպոթեզ 1.4. Kl,m,n գրաֆը, որտեղ l ≤ m ≤ n և n > l+m միջակայքային ներկելի է այն

և միայն դեպքٳմ, երբ Kl,m,n−l−m-ը միջակայքային ներկելի է:

Պարագրաֆի վերջٳմ ցٳյց տանք, որ լրիվ հավասարակշռված բազմակողմանի

գրաֆների միջակայքային ներկٳմներٳմ մասնակցող գٳյների քանակները կարելի

է գնահատել լրիվ գրաֆի միջակայքային ներկٳմներٳմ մասնակցող գٳյների

քանակներով:

Թեորեմ 1.5.13. Եթե n, r ∈ N և nr արտադրյալը զٳյգ է, ապա

W

(
Kn,...,n︸︷︷︸

r

)
≥

nW (Kr) + n− 1 երբ r-ը զٳյգ է,

n
2
W (K2r)− 1 երբ n-ը զٳյգ է:
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Ապացٳյց. Զٳյգ r-ի դեպքٳմ արդյٳնքը ստացվٳմ է Լեմմա 1.5.4-ից՝ վերցնելով n1 =

. . . = nr = 1 և d = n:

Զٳյգ n-ի դեպքٳմարդյٳնքը ստացվٳմ է Լեմմա 1.5.4-ից՝ վերցնելով n1 = . . . = nr = 2

և d = n
2
: Նկատենք, որ K2,...,2︸︷︷︸

r

գրաֆը իզոմորֆ է K2r լրիվ գրաֆից հանածմեկ կատարյալ

զٳգակցմանը: Մյٳս կողմից, ըստ Թեորեմ 1.4.6-ի, W (K2,...,2︸︷︷︸
r

) ≥ W (K2r)− 1: Ուստի երբ

n-ը զٳյգ է, W (Kn,...,n︸︷︷︸
k

) ≥ n
2
(W (K2r)− 1) + n

2
− 1 = n

2
W (K2r)− 1:

Այս թեորեմը թٳյլ է տալիս W (K2n)-ի ստորին գնահատականները օգտագործել լրիվ

հավասարակշռված բազմակողմանիների մեծ թվով գٳյներով ներկٳմներ կառٳցելٳ

համար: Նկատենք, որ եթե այս թեորեմٳմտեղադրենքW (K2r) ≥ 3r−2 գնահատականը,

ապա կստանանք Թեորեմ մٳ-1.5.2 ստացված ստորին գնահատականը: Սակայն

Թեորեմ 1.4.19-ի միջոցով հնարավոր է էապես լավացնել այդ գնահատականները:

Հետևանք 1.5.14. Եթե n, r ∈ N, r =
π(r)∏
i=1

pαi
i , որտեղ pi-ն i-րդ պարզ թիվն է, π(r)-ը՝ r-ը

չգերազանցող պարզ թվերի քանակը, αi ∈ Z≥0, իսկ nr արտադրյալը զٳյգ է, ապա

W

(
Kn,...,n︸︷︷︸

r

)
≥

 2nr − n− nAr − 1 երբ r-ն զٳյգ է,

2nr − n− n
2
(Ar + 1)− 1 երբ n-ը զٳյգ է,

որտեղ Ar = α1 + 2α2 + 3α3 + 4α4 + 4α5 +
1
2

π(r)∑
i=6

αi(pi + 1):

Ապացٳյց. Զٳյգ n-ի դեպքٳմ գնահատականը ստացվٳմ է Թեորեմ մٳ-1.5.13 W (K2r)-

ի փոխարեն Թեորեմ 1.4.19-ի գնահատականը դնելով: Զٳյգ r-ի դեպքٳմ անհրաժեշտ

է նաև հաշվի առնել, որ A r
2

= Ar − 1, քանի որ r և r
2
թվերի պարզ արտադրիչների

վերլٳծٳթյٳնները տարբերվٳմ են միայն 2-ի ցٳցիչով:

Նկատենք, որ ստացված ստորին գնահատականները հեռٳ չեն Թեորեմ 1.2.5-ից

ստացվող W

(
Kn,...,n︸︷︷︸

r

)
≤ 2nr − 3 վերին գնահատականից:
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2 Գրաֆների դեկարտյան արտադրյալների

միջակայքային ներկٳմներ

2.1 Գրաֆների դեկարտյան արտադրյալի միջակայքային

ներկելիٳթյٳնը

Գրաֆների դեկարտյան արտադրյալների միջակայքային ներկٳմները առաջին անգամ

դիտարկել են Գիառոն և Կٳբալը 1997թ. [30]: Մասնավորապես, հեղինակները ստացել

էին որոշ արդյٳնքներ ցանցային տիպի գրաֆների վերաբերյալ: Առաջին ընդհանٳր

բնٳյթի արդյٳնքը ևս ստացել են նٳյն հեղինակները [31, 43].

Թեորեմ 2.1.1. Եթե G,H ∈ N, ապա G□H ∈ N. Ընդ որٳմ,

w(G□H) ≤ w(G) + w(H) և W (G□H) ≥ W (G) +W (H):

Պետրոսյանը [47] ցٳյց է տվել, որ համասեռ գրաֆների դեպքٳմ միայն մի

արտադրիչի միջակայքային ներկելիٳթյٳնը բավարար է արտադրյալի միջակայքային

ներկելիٳթյան համար.

Թեորեմ 2.1.2. Եթե G և H գրաֆները համասեռ են և տեղի նիٳ հետևյալ պայմաններից

գոնե մեկը.

1. G-ն և H-ը նենٳ կատարյալ զٳգակցٳմ,

2. G ∈ N,

3. H ∈ N,

ապա G□H ∈ N:

Մենք ցٳյց կտանք, որ ոչ համասեռ գրաֆների դեպքٳմ այս պնդٳմը միշտ չէ, որ

տեղի :նիٳ Նախ նկատենք հետևյալ փաստը.

Լեմմա 2.1.3. Եթե G-ն էյլերյան գրաֆ է, նիٳ զٳյգ թվով կողեր և կենտ թվով գագաթներ,

իսկH-ը կենտ թվով կողերٳնեցող էյլերյան գրաֆ է, ապաG□H արտադրյալը ևս էյլերյան

է և նիٳ կենտ թվով կողեր:
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Ապացٳյց. G□H գրաֆը ակնհայտորեն էյլերյան է: Իսկ արտադրյալի կողերի քանակը՝

|E(G□H)| = |E(H)||V (G)|+ |E(G)||V (H)|, կենտ է, քանի որ |E(G)|-ն զٳյգ է, իսկ |E(H)|-ը

և |V (G)|-ն՝ կենտ:

Եթե վերցնենք կամայական էյլերյան գրաֆի երկٳ օրինակ և մի օրինակի որևէ

գագաթ նٳյնացնենք մյٳս օրինակի որևէ գագաթի հետ, ապա ստացված գրաֆը կարելի

է վերցնել որպես լեմմայի G գրաֆ: Մասնավորապես, այսպիսի գրաֆի օրինակ է թիթեռ

գրաֆը, որն նիٳ միջակայքային ներկٳմ (Աղ. 2.1): Որպես լեմմայի H գրաֆ կարելի է

վերցնել օրինակK3 եռանկյٳնը, որըմիջակայքային ներկելի չէ: Այսպիսով թիթեռ գրաֆի

և եռանկյան դեկարտյան արտադրյալը, ըստ Լեմմա 2.1.3-ի, էյլերյան է և նիٳ կենտ թվով

կողեր, ,ստիٳ ըստ Հետևանք 1.1.4-ի, չٳնի միջակայքային ներկٳմ:

Երկٳ միջակայքային չներկվող գրաֆների դեկարտյան արտադրյալը կարող է լինել

ինչպես միջակայքային ներկելի, այնպես էլ չներկվող: Մասնավորապես, P10 Պետերսենի

գրաֆը չի բավարարٳմ Թեորեմ 1.1.1-ի պայմանին, ստիٳ միջակայքային ներկելի չէ,

սակայն երկٳ այդպիսի գրաֆների արտադրյալը P10□P10 ներկելի է ըստ Թեորեմ 2.1.2-

ի առաջին կետի: Մյٳս կողմից, C2n+1 կենտ երկարٳթյան ցիկլը, ինչպես նաև երկٳ

այդպիսի ցիկլերի արտադրյալը չեն բավարարٳմ Թեորեմ 1.1.1-ի պայմանին, ստիٳ չեն

կարող նենալٳ միջակայքային ներկٳմ:

G□H ∈ N G□H /∈ N

G ∈ N, H ∈ N G = H = K2 հնարավոր չէ

G ∈ N, H /∈ N G = K2, H = K3 G = , H = K3

G /∈ N, H /∈ N G = H = P10 G = H = K3

Աղյٳսակ 2.1: Գրաֆների դեկարտյան արտադրյալների միջակայքային ներկելիٳթյան

հարաբերٳթյٳնը առանձին բաղադրիչների միջակայքային ներկելիٳթյան հետ՝

օրինակներով:

2.2 Համասեռ գրաֆների դեկարտյան արտադրյալներ

Այս պարագրաֆٳմ ցٳյց կտանք, որ միջակայքային ներկելի գրաֆների դեկարտյան

արտադրյալիմիջակայքային ներկմանմեջ մասնակցող առավելագٳյն գٳյների քանակի
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համար Թեորեմ 2.1.1-ի գնահատականը կարելի է էապես լավացնել, եթե գրաֆներից

մեկը համասեռ է: Նաև կապացٳցենք, որ այդ գնահատականները էլ ավելի կլավացվեն,

եթե արտադրյալٳմ մասնակցող բաղադրիչներից մեկի ներկٳմը բավարարի լրացٳցիչ

պայմանների:

Թեորեմ 2.2.1. Եթե G,H ∈ N, ընդ որٳմ H-ը r-համասեռ է, ապա.

W (G□H) ≥ W (G) +W (H) + r:

Ապացٳյց. Դիցٳք α-նG գրաֆի կողայինմիջակայքային tG-ներկٳմ է, իսկ β-նH գրաֆի

միջակայքային tH-ներկٳմ է: Թեորեմնապացٳցելٳ համար բավական է կառٳցել G□H

գրաֆի համար γ միջակայքային ներկٳմ՝ tG + tH + r գٳյներով:

Առանց ընդհանրٳթյٳնը խախտելٳ կարող ենք ենթադրել, որ S(u1, α) = 1, S(v1, β) =

1, S(um, α) = tG և S(vn, β) = tH : γ ներկٳմը սահմանենք հետևյալ կերպ.

(1) γ ((ui, x)(ui, y)) = β(xy) + S(ui, α)− 1, որտեղ xy ∈ E(H) և i = 1, . . . ,m− 1,

(2) γ ((x, vj)(y, vj)) = α(xy) + S(vj, β), որտեղ xy ∈ E(G) և j = 1, . . . , n,

(3) γ ((um, x)(um, y)) = β(xy) + S(um, α) + r, որտեղ xy ∈ E(H):

Այսպիսի ներկման դեպքٳմ արտադրյալ գրաֆի գագաթների սպեկտրները կլինեն.

S ((ui, vj)) =
[
S(vj, β) + S(ui, α)− 1, S(vj, β) + S(ui, α)− 1

]
∪

∪
[
S(ui, α) + S(vj, β), S(ui, α) + S(vj, β)

]
=

=
[
S(vj, β) + S(ui, α)− 1, S(ui, α) + S(vj, β)

]
,

i = 1, . . . ,m− 1, j = 1, . . . , n :

S ((um, vj)) =
[
S(um, α) + S(vj, β), S(um, α) + S(vj, β)

]
∪

∪
[
S(vj, β) + S(um, α) + r, S(vj, β) + S(um, α) + r

]
=

=
[
S(um, α) + S(vj, β), S(vj, β) + S(um, α) + r

]
,

j = 1, . . . , n :

Վերջին հավասարٳթյٳնը տեղի ,նիٳ քանի որ H գրաֆի համասեռٳթյٳնից՝ S(vj, β)−

S(vj, β) = r − 1: Նկատենք, որ S(u1, v1) = S(v1, β) + S(u1, α) − 1 = 1 և S(um, vn) =

S(vn, β) + S(um, α) + r = tG + tH + r: Հետևաբար, Լեմմա 0.0.1-ից՝ γ-ն G□H գրաֆի

միջակայքային (tG + tH + r)-ներկٳմ է:
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N0(x)

N1(x)
E1(x)

N2(x)
E2(x)

Eϵ(x)(x)
Nϵ(x)(x)

x

Նկ. 2.1: Գագաթների և կողերի տրոհٳմը ըստ x գագաթից նեցածٳ հեռավորٳթյան

Հետևանք 2.2.2. Եթե G,H ∈ N, ընդ որٳմ G-ն r-համասեռ է, իսկ H-ը՝ r′-համասեռ,

ապա W (G□H) ≥ W (G) +W (H) +max {r, r′}:

Քանի որ համասեռ գրաֆների դեկարտյան արտադրյալը ևս համասեռ է,

հաջորդաբար կիրառելով Հետևանք 2.2.2-ը, կստանանք գնահատական k հատ

համասեռ գրաֆների դեկարտյան արտադրյալի համար.

Հետևանք 2.2.3. Դիցٳք G1, G2, . . . , Gk ∈ N, Gi-ն ri-համասեռ է, i = 1, . . . , k, ընդ որٳմ

r1 ≥ r2 ≥ . . . ≥ rk: Այդ դեպքٳմ,

W (G1□G2□ . . .□Gk) ≥
k∑

i=1

W (Gi) +
k−1∑
i=1

i∑
j=1

rj:

Թեորեմ 2.2.1-ի գնահատականը կարելի է էլ ավելի լավացնել, եթե խստացնենք

պայմանները G գրաֆի ներկման վրա: Կատարենք որոշ նշանակٳմներ: Ֆիքսված x ∈

V (G) գագաթի համար G կապակցված գրաֆի գագաթների և կողերի բազմٳթյٳնները

տրոհենք մակարդակների՝ ըստ x գագաթից նեցածٳ հեռավորٳթյան (Նկ. 2.1): Այսպես.

V (G) =
ϵ(x)∪
i=0

Ni(x), որտեղ

Ni(x) = {v ∈ V (G) : d(v, x) = i}, i = 0, . . . , ϵ(x):

E(G) =
ϵ(x)∪
i=1

Ei(G), որտեղ

Ei(G) = {uv ∈ E(G) : u ∈ Ni−1(x) ∪Ni(x), v ∈ Ni(x)} , i = 1, . . . , ϵ(x):
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Բոլոր v ∈ Ni(G) (i = 1, . . . , ϵ(x)) գագաթների սպեկտրները տրոհենք երկٳ մասի (Նկ.

2.2).

S(v, α) = S−
x (v, α) ∪ S+

x (v, α), որտեղ

S−
x (v, α) = {α(vu) : u ∈ Ni−1(x) ∪Ni(x)} ,

S+
x (v, α) = {α(vu) : u ∈ Ni+1(x)} :

S−
x (v, α)-ն անվանենք v գագաթի ստորին սպեկտր, իսկ S+

x (v, α)-ն՝ վերին սպեկտր:

Կասենք, որG կապակցված գրաֆի α ներկման համար v ∈ V (G) գագաթըանջատող է

x գագաթի նկատմամբ, եթե maxS−
x (v, α) < minS+

x (v, α): Այն դեպքٳմ, երբ S−
x (v, α) = ∅,

կհամարենք, որ maxS−
x (v, α) = −∞, իսկ երբ S+

x (v, α) = ∅, կհամարենք, որ minS+
x (v, α) =

+∞: Նկատենք, որ S−
x (x, α) = ∅, հետևաբար այն գագաթը, որի նկատմամբ գրաֆի

գագաթները տրոհվٳմ են մակարդակների, միշտ անջատող է:

Կասենք, որ G կապակցված գրաֆի α միջակայքային ներկٳմը սեպարաբել է x

գագաթի նկատմամբ, եթե այդ ներկման համար ∀v ∈ V (G) գագաթ անջատող է x-ի

նկատմամբ:

Թեորեմ 2.2.4. Դիցٳք G կապակցված գրաֆը նիٳ սեպարաբել միջակայքային tG-

ներկٳմ որևէ x ∈ V (G) գագաթի նկատմամբ, ընդ որٳմ գոյٳթյٳն նիٳ y ∈ Nϵ(x)(x)

գագաթ, որի սպեկտրը պարٳնակٳմ է tG գٳյնը, իսկ 1 ∈ S(x, α): Եթե H գրաֆը r-

համասեռ է և նիٳ միջակայքային tH-ներկٳմ, ապա

W (G□H) ≥ tG + tH + ϵ(x)r:

Ապացٳյց. Դիցٳք α-ն G-ի սեպարաբել միջակայքային tG-ներկٳմ է x ∈ V (G) գագաթի

նկատմամբ, β-ն H-ի միջակայքային tH-ներկٳմ է: G□H գրաֆի համար սահմանենք γ

ներկٳմը հետևյալ կերպ.

Ni−1(x)

Ni(x)

Ni+1(x)

v

S(v, α)

v

S−
x (v, α)

v

S+
x (v, α)

Նկ. 2.2: Գագաթի ստորին և վերին սպեկտրները
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Ni−1(x)

Ni(x)

Ni+1(x)

Ni−1(x)

Ni(x)

Ni+1(x)

(u−, v1)

(u′, v1)

(u, v1)

(u+, v1)

(u−, v)

(u′, v)

(u, v)

(u+, v)

(u−, v2)

(u′, v2)

(u, v2)

(u+, v2)

S((u, v), γ)

(u−, v)

(u′, v)

(u, v)

(u+, v)

(u, v2)(u, v1)

S0
x((u, v), γ)

(u−, v)

(u′, v)

(u, v)

(u+, v)

(u, v2)(u, v1)

S−
x ((u, v), γ)

(u−, v)

(u′, v)

(u, v)

(u+, v)

(u, v2)(u, v1)

S+
x ((u, v), γ)

Նկ. 2.3: Դեկարտյան արտադրյալի (u, v) գագաթի սպեկտրի տրոհٳմը

(1) γ((x, v)(x, v′)) = β(vv′), որտեղ vv′ ∈ E(H),

(2) γ((u, v)(u, v′)) = β(vv′) +maxS−
x (u, α) + ir,

որտեղ u ∈ Ni(x), vv
′ ∈ E(H) և i = 0, . . . , ϵ(x),

(3) γ((u, v)(u′, v)) = α(uu′) + S(v, β) + ir − r,

որտեղ uu′ ∈ Ei(x), v ∈ V (H) և i = 1, . . . , ϵ(x):

Ցٳյց տանք, որ այս ներկման դեպքٳմ բոլոր գագաթների սպեկտրները միջակայքեր

են: Յٳրաքանչյٳր գագաթի սպեկտր տրոհենք 3 չհատվող բազմٳթյٳնների (Նկ. 2.3).

S((u, v), γ) = S−
x ((u, v), γ) ∪ S0

x((u, v), γ) ∪ S+
x ((u, v), γ), որտեղ

S0
x((u, v), γ) = {γ((u, v)(u, v′)) : vv′ ∈ E(H)} ,

S+
x ((u, v), γ) = {γ((u, v)(u′, v)) : uu′ ∈ Ei+1(x)} ,

S−
x ((u, v), γ) = {γ((u, v)(u′, v)) : uu′ ∈ Ei(x)} ,

u ∈ Ni(x), i = 0, 1, . . . , ϵ(x) :

Երբ u ∈ Nϵ(x)(x), համարենք, որ S+
x ((u, v), γ) = ∅, իսկ S−

x ((x, v), γ) = ∅:
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Հաշվի առնելով, որ β-ն H-ի միջակայքային ներկٳմ է, ըստ γ ներկման կառٳցման

կստանանք.

S0
x((x, v), γ) = {β(vv′)|vv′ ∈ E(H)} = [S(v, β), S(v, β)],

S0
x((u, v), γ) =

{
β(vv′) +maxS−

x (u, α) + ir : vv′ ∈ E(H)
}

= [S(v, β) +maxS−
x (u, α) + ir, S(v, β) +maxS−

x (u, α) + ir] :

Քանի որ α-ն G-ի սեպարաբել միջակայքային ներկٳմ է x-ի նկատմամբ՝

S+
x ((u, v), γ) =

{
α(uu′) + S(v, β) + (i+ 1)r − r : uu′ ∈ Ei+1(x)

}
= [minS+

x (u, α) + S(v, β) + ir,maxS+
x (u, α) + S(v, β) + ir],

S−
x ((u, v), γ) =

{
α(uu′) + S(v, β) + ir − r : uu′ ∈ Ei(x)

}
= [minS−

x (u, α) + S(v, β) + ir − r,maxS−
x (u, α) + S(v, β) + ir − r] :

Ըստ թեորեմի պայմանի, 1 ∈ S(x, α): Ուստի՝ minS+
x (x, α) = 1, և ∀v ∈ V (H) գագաթի

համար‘

S((x, v), γ) = [S(v, β),maxS+
x (x, α) + S(v, β)]:

Քանի որ S(v, β) − (S(v, β) − r) = 1 և minS+
x (u, α) − maxS−

x (u, α) = 1, ստացվٳմ է, որ

∀u ∈ V (G), u ̸= x, և ∀v ∈ V (H) գագաթի համար‘

S((u, v), γ) = [minS−
x (u, α) + S(v, β) + ir − r,maxS+

x (u, α) + S(v, β) + ir]:

Այսպիսով, G□H գրաֆի բոլոր գագաթների սպեկտրները միջակայքեր են: Քանի որ β-ն

H-ի միջակայքային tH-ներկٳմ է, ∃v′, v′′ ∈ V (H) այնպիսիք, որ 1 ∈ S(v′, β), tH ∈ S(v′′, β):

Մյٳս կողմից, ըստ թեորեմի պայմանների՝ 1 ∈ S(x, α) և tG ∈ S(y, α), որտեղ y ∈ Nϵ(x)(x):

Հետևաբար՝

1 ∈ S((x, v′), γ) և tG + tH + ϵ(x)r ∈ S((y, v′′), γ):

Ըստ Լեմմա 0.0.1-ի՝ γ-ն G գրաֆի միջակայքային կողային (tG + tH + ϵ(x)r)-ներկٳմ է:

Հետևանք 2.2.5. ԴիցٳքG-ն հանդիսանٳմ է զٳյգ երկարٳթյամբ ցիկլ, շղթա, n-չափանի

խորանարդ, թրթٳրածառ կամ լրիվ երկկողմանի գրաֆ, իսկ H-ը միջակայքային ներկելի

r-համասեռ գրաֆ է: Այդ դեպքٳմ.
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W (G□H) ≥ W (G) +W (H) + diam(G)r:

Մասնավորապես՝

W (C2n□H) ≥ n(r + 1) +W (H) + 1,

W (Pn□H) ≥ (n− 1)(r + 1) +W (H),

W (Qn□H) ≥ n(n+ 2r + 1)

2
+W (H),

W (T□H) ≥ |E(T )|+W (H) + diam(T )r,

W (Km,n□H) ≥ m+ n+ 2r +W (H)− 1 :

Ապացٳյց. Այս հետևանքն ապացٳցելٳ համար բավական է ստٳգել, որ նշված

դասերին պատկանող գրաֆները նենٳ առավելագٳյն թվով գٳյներով այնպիսի

ներկٳմներ, որոնք բավարարٳմ են Թեորեմ 2.2.4-ի պայմաններին:

1. G = C2n

Դիցٳք, V (C2n) = {x, v1, . . . , vn−1, y, un−1, . . . , u1}: Այս գրաֆիW (C2n)-ներկٳմըտրվٳմ

է հետևյալ կերպ.

α(xv1) = 1 α(xu1) = 2

α(vivi+1) = i+ 1 α(uiui+1) = i+ 2 որտեղ i = 1, . . . , n− 2

α(vn−1y) = n α(un−1y) = n+ 1

Այս դեպքٳմ, եթե գագաթները տրոհենք մակարդակների ըստ x գագաթից նեցածٳ

հեռավորٳթյան, ստորին և վերին սպեկտրները կլինեն.

S−
x (vi, α) = {i} S+

x (vi, α) = {i+ 1} որտեղ i = 1, . . . , n− 2

S−
x (ui, α) = {i+ 1} S+

x (ui, α) = {i+ 2} որտեղ i = 1, . . . , n− 2

Այսպիսով,

i = maxS−
x (vi, α) < minS+

x (vi, α) = i+ 1 որտեղ i = 1, . . . , n− 2

i+ 1 = maxS−
x (ui, α) < minS+

x (ui, α) = i+ 2 որտեղ i = 1, . . . , n− 2

S+
x (y, α) = ∅

Փաստորեն, α ներկման համար բոլոր գագաթները անջատող են, այսինքն՝ α-ն C2n-ի

սեպարաբել ներկٳմ է: Մյٳս կողմից, 1 ∈ S(x, α), W (C2n) = n+ 1 ∈ S(y, α), իսկ d(x, y) =

ϵ(x) = diam(C2n) = n: Ուստի, Թեորեմ 2.2.4-ի բոլոր պայմանները բավարարված են:
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1

2

3

4

2

3

4

5

x

u1

u2

u3

v1

v2

v3

y

C8

1

3 2

6 4 5

9 7 8

10

x = u0

u1

u2 v12

u3 v13 v23

u4 v14 v24

y = u5

T

1 2 3

2 3 4 5

4 5 6

x = (0, 0, 0)

y = (1, 1, 1)

Q3

1 2 3

2 3 4 5

x = u1

v1 v2 v3

u2 y = u3

K3,3

Նկ. 2.4: C8-ի, թրթٳրածառի, Q3-ի և K3,3-ի սեպարաբել ներկٳմները

2. G = T, T -ն թրթٳրածառ է

Դիցٳք T -ի գագաթների բազմٳթյٳնը հետևյալն է.

V (T ) =
{
u0, u1, v

1
1, . . . , v

k1
1 , u2, v

1
2, . . . , v

k2
2 , . . . , un−1, v

1
n−1, . . . , v

kn
n−1, un

}
որտեղ n ≥ 1, ki ≥ 0, i = 1, . . . , n− 1: Թրթٳրածառի կողերի բազմٳթյٳնը կլինի՝

E(T ) = {uiui+1 : i = 0, . . . , n− 1} ∪
{
uiv

j
i : i = 1, . . . , n− 1, j = 1, . . . , ki

}
T -ի β միջակայքային կողային ներկٳմը տրվٳմ է հետևյալ կերպ.

β(uiui+1) =
i∑

s=1

ks + i+ 1 որտեղ i = 0, . . . , n− 1

β(uiv
j
i ) =

i−1∑
s=1

ks + i+ j որտեղ i = 1, . . . , n− 1, j = 1, . . . , ki

Տրոհենք T -ի գագաթներն ٳ կողերը մակարդակների ըստ u0 գագաթից նեցածٳ

հեռավորٳթյան: Այս դեպքٳմ վերին և ստորին սպեկտրները կլինեն.

S−
u0
(ui, β) =

{
i∑

s=1

ks + i+ 1

}
որտեղ i = 1, . . . , n

S+
u0
(ui, β) =

[
i−1∑
s=1

ks + i+ 1,
i∑

s=1

ks + i+ 1

]
որտեղ i = 0, . . . , n− 1

S−
u0
(vji , β) =

{
i−1∑
s=1

ks + i+ j

}
որտեղ i = 0, . . . , n− 1, j = 1, . . . , ki

S+
u0
(vji , β) = ∅, S+

u0
(un, β) = ∅
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Ուստի, բոլոր գագաթները անջատող են u0 գագաթի նկատմամբ: Մյٳս կողմից՝

1 ∈ S(u0, β)
n−1∑
s=1

ks + n = |E(T )| = W (T ) ∈ S(un, β)

dT (u0, un) = n = diam(T )

Հետևաբար, բավարարված են Թեորեմ 2.2.4-ի բոլոր պայմանները:

3. G = Pn

Նկատենք, որ Pn շղթան թրթٳրածառի մասնավոր դեպքն է, երբ

k1 = . . . = kn−1 = 0:

Ուստի այս դեպքի ապացٳյցը բխٳմ է նախորդ կետից:

4. G = Km,n

V (Km,n) = {u1, . . . , um, v1, . . . , vn}

E(Km,n) = {uivj : i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n}

Km,n-ի γ միջակայքային ներկٳմը տրվٳմ է հետևյալ կերպ.

γ(uivj) = i+ j − 1

Գագաթների և կողերի բազմٳթյٳնները տրոհենք ըստ u1 գագաթից նեցածٳ

հեռավորٳթյան: Գագաթների ստորին և վերին սպեկտրները կլինեն՝

S−
u1
(vj, γ) = {γ(u1vj)} = {j} որտեղ j = 1, . . . , n

S+
u1
(vj, γ) = {γ(vjui)|i = 2, . . . ,m} = [j + 1, j +m− 1] որտեղ j = 1, . . . , n

S+
u1
(ui, γ) = ∅ որտեղ i = 2, . . . ,m

Այսպիսով, բոլոր գագաթները անջատող են u1-ի նկատմամբ և

1 ∈ S(u1, γ)

m+ n− 1 = W (Km,n) ∈ S(um, γ)

dKm,n(u1, um) = 2 = diam(Km,n)

Թեորեմ 2.2.4-ի բոլոր պայմանները բավարարված են:

5. G = Qn

V (Qn) = {(b1, . . . , bn)|bi ∈ {0, 1}}
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n-չափանի խորանարդի α միջակայքային 1
2
n(n + 1)-ներկٳմը տրվել է ,մٳ-[46] իսկ [57,

մٳ-[56 ապացٳցվել է, որ ավելի շատ գٳյներ օգտագործող ներկٳմ գոյٳթյٳն չٳնի:

Այդ ներկման կառٳցման ալգորիթմից հետևٳմ է, որ այն սեպարաբել է, ընդ որٳմ՝

1 ∈ S((0, . . . , 0), α)

1
2
n(n+ 1) = W (Qn) ∈ S((1, . . . , 1), α)

dQn((0, . . . , 0), (1, . . . , 1)) = n = diam(Qn)

Ուստի Թեորեմ 2.2.4-ի բոլոր պայմանները այս դեպքٳմ ևս բավարարվٳմ են:

2.3 Երկկողմանի գրաֆների դեկարտյան արտադրյալներ

Այս պարագրաֆٳմ կդիտարկենք այնպիսի դեկարտյան արտադրյալներ, որոնց

արտադրիչներից մեկը երկկողմանի գրաֆ է: Հայտնի է, որ երկկողմանի գրաֆների

միջակայքային ներկելիٳթյٳնը պարզելը NP-լրիվ խնդիր է [79]: Մինչ այժմ բաց

է մնٳմ 4 առավելագٳյն աստիճան նեցողٳ երկկողմանի գրաֆների միջակայքային

ներկելիٳթյան հարցը [40, 63]: Այս պարագրաֆٳմ ցٳյց կտանք, որ փոքրառավելագٳյն

աստիճանով երկկողմանի գրաֆների որոշ դասերի դեկարտյան արտադրյալները K2

գրաֆի հետ նենٳ միջակայքային ներկٳմներ:

Նախ ցٳյց տանք, որ h-չափանի խորանարդի մասնակցٳթյամբ դեկարտյան

արտադրյալների ներկٳմները կապված են գրաֆների միջակայքային (t, h)-ներկٳմների

հետ:

Թեորեմ 2.3.1. G ∈ Nh այն և միայն այն դեպքٳմ, երբ G□Qh ∈ N:

Ապացٳյց. Դիցٳք α-ն G-ի միջակայքային (t, h)-ներկٳմ է: Կառٳցենք G□Qh գրաֆի

β ներկٳմը հետևյալ կերպ: Նախ G□Qh-ի յٳրաքանչյٳր G-շերտ ներկենք α ներկման

համաձայն: Այնٳհետև, կամայական u ∈ V (G) գագաթի համար, ներկենք G□Qh-ի

համապատասխան Qh-շերտը օգտագործելով S (u, α) բազմٳթյٳնից h գٳյներ: Պարզ

է, որ ցանկացած (u, v) ∈ V (G□Qh) գագաթի համար, S ((u, v), β) = S (u, α) ∪ S (u, α) =

[S (u, α) , S (u, α) + dG(u) + h− 1]: Այստեղից հետևٳմ է G□Qh ∈ N:

Դիցٳք γ-ն G□Qh-ի միջակայքային t′-ներկٳմ է: Այս կողային ներկման

սահմանափակٳմը G□Qh-ի որևէ G-շերտի կողերի վրա կարող է ձևափոխվել G-ի

միջակայքային (t′′, h)-ներկման, որտեղ t′′ ≤ t′:
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Այս թեորեմից հետևٳմ է, որ G գրաֆի միջակայքային h-անցք-ներկելիٳթյան

վերաբերյալ կամայական արդյٳնք կարելի է վերածել G□Qh գրաֆի միջակայքային

ներկելիٳթյան մասին արդյٳնքի: Ավելին, եթե G-ն երկկողմանի է, ապա G□Qh-ը ևս

երկկողմանի է:

Այժմ դիտարկենք 4 առավելագٳյն աստիճան նեցողٳ երկկողմանի գրաֆների

դեկարտյան արտադրյալները:

Թեորեմ 2.3.2. Եթե G-ն երկկողմանի գրաֆ է, որի համար ∆(G) = 4, ապա G ∈ N1 և

w1(G) = 4:

Ապացٳյց. Դիցٳք G-ն երկկողմանի գրաֆ է 4 առավելագٳյն աստիճանով: Հայտնի

է, որ եթե G-ն չٳնի 3 աստիճանով գագաթ, ապա այն նիٳ միջակայքային 4-ներկٳմ

[28]: Ուստի, G ∈ N1 և w1(G) = 4: Այժմ ենթադրենք, որ G-ն նիٳ 3 աստիճանով որոշ

գագաթներ: Կառٳցենք նոր G⋆ գրաֆը հետևյալ կերպ. G-ի յٳրաքանչյٳր 3 աստիճան

նեցողٳ գագաթին ավելացնենք կախված կող: Հեշտ է տեսնել, որ G⋆-ը երկկողմանի

գրաֆ է 4 առավելագٳյն աստիճանով և չٳնի 3 աստիճանով գագաթներ, ,ստիٳ այն

ևս նիٳ միջակայքային 4-ներկٳմ: Այժմ դիտարկենք այս միջակայքային 4-ներկման

սահմանափակٳմըG-ի կողերի վրա: Պարզ է, որ այս ներկٳմըG-իմիջակայքային (4, 1)-

ներկٳմ է:

Թեորեմներ 2.3.1-ի և 2.3.2-ի համաձայն ստանٳմ ենք հետևյալ արդյٳնքը.

Հետևանք 2.3.3. Եթե G-ն երկկողմանի գրաֆ է, որի համար ∆(G) ≤ 4, ապա G□K2 ∈ N:

մٳ-[17] հեղինակները ցٳյց են տվել, որ բոլոր (5, 3)-երկհամասեռ երկկողմանի

գրաֆները միջակայքային 1-անցք-ներկելի են: Այժմ դիտարկենք բոլոր երկկողմանի

գրաֆները, որոնց առավելագٳյն աստիճանը 5 է:

Թեորեմ 2.3.4. Եթե G-ն երկկողմանի գրաֆ է, որի համար ∆(G) = 5 և չٳնի 3 աստիճան

նեցողٳ գագաթ, ապա G ∈ N1 և w1(G) = 5:

Ապացٳյց. Դիցٳք G-ն երկկողմանի գրաֆ է, որի առավելագٳյն աստիճանը 5 է, բայց

չٳնի 3 աստիճան նեցողٳ գագաթ: Ըստ Հոլլի թեորեմի, G-ն նիٳ առավելագٳյն

աստիճան նեցողٳ գագաթները ծածկող զٳգակցٳմ: Դիցٳք M -ը G-ի այդպիսի

զٳգակցٳմ է: Դիտարկենք G′ = G − M գրաֆը: Պարզ է, որ G′-ը երկկողմանի գրաֆ
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է, որի համար ∆(G′) = 4: Ինչպես Թեորեմ 2.3.2-ի ապացٳյցٳմ, կարող ենք ցٳյց

տալ, որ G′-ը նիٳ α միջակայքային (4, 1)-ներկٳմ այնպիսին, որ կամայական v ∈ V (G′)

գագաթի համար, որի համար dG′(v) ∈ {1, 2, 4}, S(v, α)-ն ամբողջ թվերի միջակայք է:

Այժմ կառٳցենք G′-ի նոր β ներկٳմը վերցնելով α ներկման գٳյները և փոխարինելով 3

և 4 գٳյները համապատասխանաբար 4-ով և 5-ով: Այսպիսով, ամեն v ∈ V (G′) գագաթի

համար կٳնենանք, որ

• եթե dG′(v) = 4, ապա S(v, β) = {1, 2, 4, 5},

• եթե dG′(v) = 3, ապա S(v, β) ∈ {{1, 2, 4}, {1, 2, 5}, {1, 4, 5}, {2, 4, 5}},

• եթե dG′(v) = 2, ապա S(v, β) ∈ {{1, 2}, {2, 4}, {4, 5}},

• եթե dG′(v) = 1, ապա S(v, β) ∈ {{1}, {2}, {4}, {5}}:

Այժմ սահմանենք G-ի γ կողային ներկٳմը հետևյալ կերպ.

1) կամայական e ∈ E(G′) կողի համար γ(e) = β(e),

2) կամայական e ∈ M կողի համար γ(e) = 3:

Քանի որ G-ն չٳնի 3 աստիճան նեցողٳ գագաթ, ապա կամայական v ∈ V (G)

գագաթի համար ստանٳմ ենք, որ

• եթե dG(v) = 5, ապա S(v, γ) = [1, 5],

• եթե dG(v) = 4, ապա S(v, γ) ∈ {[1, 4], [2, 5], {1, 2, 3, 5}, {1, 2, 4, 5}, {1, 3, 4, 5}},

• եթե dG(v) = 2, ապա S(v, γ) ∈ {{1, 2}, {2, 4}, {4, 5}, {1, 3}, {2, 3}, {3, 4}, {3, 5}},

• եթե dG(v) = 1, ապա S(v, γ) ∈ {{1}, {2}, {3}, {4}, {5}}:

Այստեղից հետևٳմ է, որ γ-ն G-ի միջակայքային (5, 1)-ներկٳմ է:

Հետևանք 2.3.5. Եթե G-ն երկկողմանի գրաֆ է, որի համար ∆(G) = 5, և չٳնի 3

աստիճան նեցողٳ գագաթ, ապա G□K2 ∈ N:

Նախորդ թեորեմٳմ երեք աստիճան նեցողٳ գագաթների գոյٳթյٳն չٳնենալٳ

պայմանը կարող ենք փոխարինել կատարյալ զٳգակցման գոյٳթյան պայմանով:

Թեորեմ 2.3.6. Եթե G-ն կատարյալ զٳգակցٳմ նեցողٳ երկկողմանի գրաֆ է, որի

համար ∆(G) = 5, ապա G ∈ N1 և w1(G) = 5:

Ապացٳյց. Դիտարկենք G′ = G −M գրաֆը, որտեղ M -ը G-ٳմ առկա որևէ կատարյալ

զٳգակցٳմ է: Թեորեմ 2.3.4-ի ապացٳյցٳմ նկարագրված եղանակով կարելի է

կառٳցել G′-ի β ճիշտ կողային ներկٳմ 1, 2, 4, 5 գٳյներով այնպես, որ ցանկացած v ∈

V (G′) գագաթի համար կٳնենանք հետևյալը.
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• եթե dG′(v) = 4, ապա S(v, β) = {1, 2, 4, 5},

• եթե dG′(v) = 3, ապա S(v, β) ∈ {{1, 2, 4}, {1, 2, 5}, {1, 4, 5}, {2, 4, 5}},

• եթե dG′(v) = 2, ապա S(v, β) ∈ {{1, 2}, {2, 4}, {4, 5}},

• եթե dG′(v) = 1, ապա S(v, β) ∈ {{1}, {2}, {4}, {5}}:

G գրաֆի γ ներկٳմը կստացվի β ներկٳմից՝ M կատարյալ զٳգակցման կողերը 3

գٳյնով ներկելով: Քանի որM -ը ծածկٳմ էր G-ի բոլոր գագաթները, γ ներկման դեպքٳմ

գագաթների սպեկտրները կբավարարեն հետևյալ պայմաններին.

• եթե dG′(v) = 5, ապա S(v, β) = [1, 5],

• եթե dG′(v) = 4, ապա S(v, β) ∈ {[1, 4], {1, 2, 3, 5}, {1, 3, 4, 5}, [2, 5]},

• եթե dG′(v) = 3, ապա S(v, β) ∈ {[1, 3], [2, 4], [3, 5]},

• եթե dG′(v) = 2, ապա S(v, β) ∈ {{1, 3}, {2, 3}, {3, 4}, {3, 5}},

• եթե dG′(v) = 1, ապա S(v, β) = {3}:

Այսպիսով, γ-ն G-ի միջակայքային (5, 1)-ներկٳմ է և w1(G) = 5:

Հետևանք 2.3.7. Եթե G-ն կատարյալ զٳգակցٳմ նեցողٳ երկկողմանի գրաֆ է, որի

համար ∆(G) = 5, ապա G□K2 ∈ N:

մٳ-[17] հեղինակները ցٳյց են տվել, որ բոլոր (6, 4)-երկհամասեռ երկկողմանի

գրաֆները միջակայքային 1-անցք-ներկելի են: Մեր հաջորդ արդյٳնքը վերաբերٳմ է 6

առավելագٳյն աստիճանով երկկողմանի գրաֆներին: Գրաֆի 2-համասեռ կմախքային

ենթագրաֆը կանվանենք 2-ֆակտոր:

Թեորեմ 2.3.8. Եթե G-ն երկկողմանի գրաֆ է, որի համար ∆(G) = 6 և որն նիٳ 2-

ֆակտոր, ապա G ∈ N1 և w1(G) = 6:

Ապացٳյց. Դիցٳք G-ն 6 առավելագٳյն աստիճանով երկկողմանի գրաֆ է: Դիցٳք F -ը

G-ի 2-ֆակտոր է: Դիտարկենք G′ = G − E(F ) գրաֆը: Պարզ է, որ G′-ը երկկողմանի

գրաֆ է, որի համար ∆(G′) = 4: Թեորեմ 2.3.2-ի ապացٳյցի նման կարող ենք ցٳյց

տալ, որ G′-ը նիٳ α միջակայքային (4, 1)-ներկٳմ այնպիսին, որ կամայական v ∈ V (G′)

գագաթի համար, որի համար dG′(v) ∈ {1, 2, 4}, S(v, α)-ն ամբողջ թվերի միջակայք է:

Այժմ կառٳցենք G′-ի նոր β ներկٳմը վերցնելով α ներկման գٳյները և փոխարինելով 3

և 4 գٳյները համապատասխանաբար 5-ով և 6-ով: Պարզ է, որ ցանկացած v ∈ V (G′)

գագաթի համար ,նենքٳ որ
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• եթե dG′(v) = 4, ապա S(v, β) = {1, 2, 5, 6},

• եթե dG′(v) = 3, ապա S(v, β) ∈ {{1, 2, 5}, {1, 2, 6}, {1, 5, 6}, {2, 5, 6}},

• եթե dG′(v) = 2, ապա S(v, β) ∈ {{1, 2}, {2, 5}, {5, 6}},

• եթե dG′(v) = 1, ապա S(v, β) ∈ {{1}, {2}, {5}, {6}}:

Այժմ սահմանենք G-ի γ ներկٳմը հետևյալ կերպ.

1) ցանկացած e ∈ E(G′) կողի համար γ(e) = β(e),

2) քանի որ F -ը G-ٳմ իրենից ներկայացնٳմ է զٳյգ ցիկլերի միավորٳմ, ներկենք F -ի

կողերը հերթականորեն 3 և 4 գٳյներով:

Քանի որ G-ն նիٳ 2-ֆակտոր, կամայական v ∈ V (G) գագաթի համար ստանٳմ ենք,

որ

• եթե dG(v) = 6, ապա S(v, γ) = [1, 6],

• եթե dG(v) = 5, ապա S(v, γ) ∈ {[1, 5], [2, 6], {1, 2, 3, 4, 6}, {1, 3, 4, 5, 6}},

• եթե dG(v) = 4, ապա S(v, γ) ∈ {[1, 4], [2, 5], [3, 6]},

• եթե dG(v) = 3, ապա S(v, γ) ∈ {[2, 4], [3, 5], {1, 3, 4}, {3, 4, 6}},

• եթե dG(v) = 2, ապա S(v, γ) = {3, 4}:

Այստեղից հետևٳմ է, որ γ-ն G-ի միջակայքային (6, 1)-ներկٳմ է:

Հետևանք 2.3.9. Եթե G-ն երկկողմանի գրաֆ է, որի համար ∆(G) = 6 և նիٳ 2-ֆակտոր,

ապա G□K2 ∈ N:

2.4 Հարթ դեկարտյան արտադրյալներ

Առանձին հետաքրքրٳթյٳն են ներկայացնٳմ այն դեկարտյան արտադրյալները,

որոնք նաև հարթ գրաֆներ են: Հարթ դեկարտյան արտադրյալների միջակայքային

ներկٳմներին անդրադառնալٳ համար կատարենք մի քանի նշանակٳմներ: k-

չափանի ցանցը՝ G(n1, n2, . . . , nk), ni ∈ N, շղթաների դեկարտյան արտադրյալն է՝

Pn1□Pn2□ · · ·□Pnk
: Գլանը՝ C(n1, n2), շղթայի և ցիկլի՝ Pn1□Cn2, իսկ k-չափանի տոռը՝

T (n1, n2, . . . , nk), ցիկլերի դեկարտյան արտադրյալն է՝ Cn1□Cn2□ · · ·□Cnk
:

Բեհզադը և Մահմٳդիանը [10] տվել են հարթ դեկարտյան արտադրյալների հետևյալ

նկարագրٳթյٳնը.

Լեմմա 2.4.1. G□H դեկարտյան արտադրյալը հարթ է այն և միայն դեպքٳմ, եթե
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1. G□H ∼= G(m,n),

2. G□H ∼= C(m,n) կամ

3. G ∼= K2, իսկ H-ը արտաքին հարթ գրաֆ է:

Այս պարագրաֆٳմ հերթով կանդրադառնանք վերը նշված լեմմայٳմ նկարագրված

գրաֆների երեք դասերին: Հարթ դեկարտյան արտադրյալների միջակայքային

ներկٳմների վերաբերյալ առաջին արդյٳնքը ստացել են Գիառոն և Կٳբալը [30]:

Մասնավորապես, նրանք ցٳյց են տվել, որ k-չափանի ցանցերը, երկٳ չափանի տոռերը

և այն գլանները, որոնց մեջ մասնակցող ցիկլը զٳյգ է, նենٳ միջակայքային ներկٳմ:

Թեորեմ 2.4.2. Եթե G = G(n1, n2, . . . , nk) կամ G = C(m, 2n), m ∈ N, n ≥ 2, կամ G =

T (2m, 2n), m,n ≥ 2, ապա G ∈ N և w(G) = ∆(G):

Դիտարկենք ցանցերը: Հեշտ է տեսնել, որ W (G(2, n)) = 2n − 1 ցանկացած n ∈ N-ի

համար: Ստանանք ստորին գնահատական W (G(m,n))-ի համար, երբ m,n ≥ 2.

Թեորեմ 2.4.3. Ցանկացած m,n ≥ 2 թվերի համար

W (G(m,n)) ≥ 2(m+ n− 3):

Ապացٳյց. Թեորեմնապացٳցելٳ համար կառٳցենքG(m,n) գրաֆի այնպիսի ներկٳմ,

որ կբավարարի նշված պայմաններին:

Դիցٳք

V (G(m,n)) =
{
v
(i)
j : 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n

}
E(G(m,n)) =

m∪
i=1

Ei ∪
n∪

j=1

Ej,

որտեղ

Ei =
{
v
(i)
j v

(i)
j+1 : 1 ≤ j ≤ n− 1

}
և Ej =

{
v
(i)
j v

(i+1)
j : 1 ≤ i ≤ m− 1

}
.

Սահմանենք G(m,n)-ի α կողային ներկٳմ հետևյալ կերպ.

(1) α
(
v
(i)
j v

(i+1)
j

)
= 2(i+ j)− 3 որտեղ i = 1, . . . ,m− 1, j = 1, . . . , n− 1

(2) α
(
v
(i)
n v

(i+1)
n

)
= 2(n+ i)− 5 որտեղ i = 1, . . . ,m− 1
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Նկ. 2.5: G(4, 7) գրաֆի միջակայքային 16-ներկٳմը

(3) α
(
v
(1)
j v

(1)
j+1

)
= 2j որտեղ j = 1, . . . , n− 1

(4) α
(
v
(i)
j v

(i)
j+1

)
= 2(i+ j)− 4 որտեղ i = 2, . . . ,m, j = 1, . . . , n− 1

Հեշտ է տեսնել, որ α-ն G(m,n)-ի միջակայքային (2(m+ n− 3))-ներկٳմ է, երբ m,n ≥

2:

Հարկ է նշել, որ Թեորեմ մٳ-2.4.3 ստացված գնահատականը հեռٳ չէ W (G(m,n))-

ի վերին գնահատականից: Քանի որ G(m,n)-ը երկկողմանի է, 2 ≤ ∆(G(m,n)) ≤ 4 և

diam (G(m,n)) = m + n − 2, ապա Թեորեմ 1.2.6-ից ստանٳմ ենք W (G(m,n)) ≤ 3(m +

n− 2) + 1:

Թեորեմ 2.1.1-ից և Թեորեմ 2.4.3-ից ստանٳմ ենք.

Հետևանք 2.4.4. Եթե n1 ≥ · · · ≥ n2k ≥ 2 (k ∈ N), ապա

W (G(n1, n2, . . . , n2k)) ≥ 2
∑2k

i=1 ni − 6k,

իսկ եթե n1 ≥ · · · ≥ n2k+1 ≥ 2 (k ∈ N), ապա

W (G(n1, n2, . . . , n2k+1)) ≥ 2
∑2k

i=1 ni + n2k+1 − 6k − 1.

Այժմ դիտարկենք գլանները: Խչոյանը [81] ապացٳցել է հետևյալը.

Թեորեմ 2.4.5. Ցանկացած n ≥ 3 թվի համար

80



(1) C(2, n) ∈ N,

(2) w (C(2, n)) = 3,

(3) W (C(2, n)) = n+ 2,

(4) Եթե w (C(2, n)) ≤ t ≤ W (C(2, n)), ապա C(2, n)-ը նիٳ միջակայքային t-ներկٳմ:

Մեզ հաջողվել է ստանալ գլանների համար ավելի ընդհանٳր արդյٳնք.

Թեորեմ 2.4.6. Եթե m ≥ 3, n ∈ N, ապա C(m, 2n+ 1) ∈ N և

w (C(m, 2n+ 1)) =

 4, երբ m-ը զٳյգ է,

6, երբ m-ը կենտ է:

Ապացٳյց. Դիցٳք

V (C(m, 2n+ 1)) =
{
v
(i)
j : 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ 2n+ 1

}
,

E(C(m, 2n+ 1)) =
m∪
i=1

Ei ∪
2n+1∪
j=1

Ej, որտեղ

Ei =
{
v
(i)
j v

(i)
j+1 : 1 ≤ j ≤ 2n

}
∪
{
v
(i)
1 v

(i)
2n+1

}
,

Ej =
{
v
(i)
j v

(i+1)
j : 1 ≤ i ≤ m− 1

}
:

Նախ ցٳյց տանք, որ եթե m-ը զٳյգ է, ապա C(m, 2n + 1)-ը նիٳ միջակայքային 4-

ներկٳմ: Բոլոր 1 ≤ i ≤ m
2
թվերի համար սահմանենք C(m, 2n+1) գրաֆի Ci ենթագրաֆը

հետևյալ կերպ.

Ci =
(
V 2i−1 ∪ V 2i, E2i−1 ∪ E2i ∪

{
v
(2i−1)
j v

(2i)
j : 1 ≤ j ≤ 2n+ 1

})
:

Ci-ն իզոմորֆ էC(2, 2n+1) բոլոր 1 ≤ i ≤ m
2
թվերի համար. Թեորեմ 2.4.5-ի համաձայն,

C(2, 2n + 1) ∈ N և գոյٳթյٳն նիٳ C(2, 2n + 1) գրաֆի α միջակայքային 3-ներկٳմ:

C(m, 2n+1)-ի համար կայٳցենք β ներկٳմը: Նախ C i (1 ≤ i ≤ m
2
) ենթագրաֆերի կողերը

ներկենք համաձայն α ներկման: Այնٳհետև v
(2i)
j v

(2i+1)
j ∈ Ej կողերը ներկենք 4 գٳյնով

բոլոր 1 ≤ i ≤ m
2
− 1, 1 ≤ j ≤ 2n+ 1 թվերի համար: Հեշտ է տեսնել, որ β-ն C(m, 2n+ 1)-ի

համար միջակայքային 4-ներկٳմ է: Այսպիսով, C(m, 2n + 1) ∈ N և w(C(m, 2n + 1)) ≤ 4:

Մյٳս կողմից՝ w(C(m, 2n + 1)) ≥ ∆(C(m, 2n + 1)) = 4, հետևաբար՝ w(C(m, 2n + 1)) = 4,

երբ m-ը զٳյգ է:

Այժմ ենթադրենք m-ը կենտ է: Սկզբٳմ ցٳյց տանք, որ C(3, 2n + 1)-ը նիٳ

միջակայքային 6-ներկٳմ: Սահմանենք C(3, 2n+1)-ի γ կողային ներկٳմը հետևյալ կերպ.
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(1) γ
(
v
(1)
1 v

(2)
1

)
= 6, γ

(
v
(1)
j v

(2)
j

)
= 4, որտեղ j = 2, . . . , 2

⌊
n+1
2

⌋
,

(2) γ

(
v
(1)

2⌊n+1
2 ⌋+1

v
(2)

2⌊n+1
2 ⌋+1

)
= 2, γ

(
v
(1)
j v

(2)
j

)
= 3, որտեղ j = 2

⌊
n+1
2

⌋
+ 2, . . . , 2n+ 1,

(3) γ
(
v
(2)
1 v

(3)
1

)
= 3, γ

(
v
(2)
j v

(3)
j

)
= 2, որտեղ j = 2, . . . , 2

⌊
n+1
2

⌋
,

(4) γ
(
v
(2)
j v

(3)
j

)
= 1, որտեղ j = 2

⌊
n+1
2

⌋
+ 1, . . . , 2n+ 1,

(5) γ
(
v
(1)
2j−1v

(1)
2j

)
= γ

(
v
(2)
2j−1v

(2)
2j

)
= 5 և γ

(
v
(1)
2j v

(1)
2j+1

)
= γ

(
v
(2)
2j v

(2)
2j+1

)
= 3,

որտեղ j = 1, . . . ,
⌊
n+1
2

⌋
,

(6) γ
(
v
(1)
2j−1v

(1)
2j

)
= γ

(
v
(2)
2j−1v

(2)
2j

)
= 4 և γ

(
v
(1)
1 v

(1)
2n+1

)
= γ

(
v
(2)
1 v

(2)
2n+1

)
= 4,

որտեղ j =
⌊
n+1
2

⌋
+ 1, . . . , n,

(7) γ
(
v
(1)
2j v

(1)
2j+1

)
= γ

(
v
(2)
2j v

(2)
2j+1

)
= 2, որտեղ j =

⌊
n+1
2

⌋
+ 1, . . . , n,

(8) γ
(
v
(3)
2j−1v

(3)
2j

)
= 1 և γ

(
v
(3)
2j v

(3)
2j+1

)
= 3, որտեղ j = 1, . . . ,

⌊
n+1
2

⌋
,

Նկ. 2.6: C(m, 2n+ 1) գրաֆի միջակայքային 6-ներկٳմը, երբ n-ը զٳյգ է (ձախից) և երբ

n-ը կենտ է (աջից)
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(9) γ
(
v
(3)
2j−1v

(3)
2j

)
= 2 և γ

(
v
(3)
1 v

(3)
2n+1

)
= 2, որտեղ j =

⌊
n+1
2

⌋
+ 1, . . . , n,

(10) γ
(
v
(3)
2j v

(3)
2j+1

)
= 3, որտեղ j =

⌊
n+1
2

⌋
+ 1, . . . , n:

Դժվար չէ տեսնել, որ γ-ն C(3, 2n + 1)-ի միջակայքային 6-ներկٳմ է, ընդ որٳմ՝

S(v
(3)
j , γ) = [1, 3] բոլոր 1 ≤ j ≤ 2n+ 1 թվերի համար:

Այնٳհետև կառٳցենք ϕ ներկٳմը C(m, 2n + 1) գրաֆի համար: Նախ ներկենք

C(m, 2n + 1)-ի C(3, 2n + 1) ենթագրաֆի կողերը՝ համաձայն γ ներկման: Մնացած

C(m − 3, 2n + 1) ենթագրաֆը ներկենք համաձայն β ներկման: Վերջապես, v
(3)
j v

(4)
j ∈ Ej

(1 ≤ j ≤ 2n + 1) կողերը ներկենք 4 գٳյնով: Հեշտ է տեսնել, որ ϕ-ն C(m, 2n + 1)-ի

միջակայքային 6-ներկٳմ է: Փաստորեն, C(m, 2n+ 1) ∈ N և w(C(m, 2n+ 1)) ≤ 6.

Քանի որ կենտm-երի դեպքٳմ G = C(m, 2n+1) գրաֆը չٳնի կատարյալ զٳգակցٳմ,

իսկ δ(G) = 3, ∆(G) = 4, ըստ Հետևանք 1.2.16-ի՝ w(C(m, 2n + 1)) ≥ max {∆(G), 2δ(G)} =

6:

Այսպիսով, մեզ հաջողվեց կառٳցել միջակայքային ներկٳմներ ինչպես ցանցերի,

այնպես էլ գլանների համար: Ունենալով այդ ներկٳմները և հաշվի առնելով Լեմմա 2.4.1-

ը, կարող ենք ձևակերպել հետևյալ պնդٳմը.

Թեորեմ 2.4.7. ԵթեG□H դեկարտյանարտադրյալը հարթ է, ընդ որٳմ 2արտադրիչներն

էլ նենٳ առնվազն 3 գագաթ, ապա G□H ∈ N և w(G□H) ≤ 6:

Գլանի ներկման համար անհրաժեշտ գٳյների առավելագٳյն քանակի համար

Պետրոսյանը և Կարապետյանը [52] ստացել են ստորին գնահատական այն դեպքٳմ,

երբ գլանի բաղադրիչ ցիկլի երկարٳթյٳնը զٳյգ է.

Թեորեմ 2.4.8. Ցանկացած m ∈ N, n ≥ 2 թվերի համար

W (C(m, 2n)) ≥ 3m+ n− 2:

Մեզ հաջողվել ստանալ գնահատական այն դեպքٳմ, երբ գլանի բաղադրիչ շղթայի

երկարٳթյٳնն է զٳյգ:

Թեորեմ 2.4.9. Երբ m ∈ N, n ≥ 2,

W (C(2m, 2n)) ≥ 4m+ 2n− 2,

իսկ երբ m,n ∈ N,
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W (C(2m, 2n+ 1)) ≥ 4m+ 2n− 1:

Ապացٳյց. Թեորեմն ապացٳցելٳ համար բավական է կառٳցել համապատասխան

պայմաններին բավարարող ներկٳմներ: Դիցٳք,

V (C(2m, 2n)) =
{
v
(i)
j : 1 ≤ i ≤ 2m, 1 ≤ j ≤ 2n

}
,

V (C(2m, 2n+ 1)) =
{
u
(i)
j : 1 ≤ i ≤ 2m, 1 ≤ j ≤ 2n+ 1

}
,

E(C(2m, 2n)) =
2m∪
i=1

Ei ∪
2n∪
j=1

Ej,

E(C(2m, 2n+ 1)) =
2m∪
i=1

Êi ∪
2n+1∪
j=1

Êj,

որտեղ

Ei =
{
v
(i)
j v

(i)
j+1 : 1 ≤ j ≤ 2n− 1,

}
∪
{
v
(i)
1 v

(i)
2n

}
, Ej =

{
v
(i)
j v

(i+1)
j : 1 ≤ i ≤ 2m− 1

}
,

Êi =
{
u
(i)
j u

(i)
j+1 : 1 ≤ j ≤ 2n,

}
∪
{
u
(i)
1 u

(i)
2n+1

}
, Êj =

{
u
(i)
j u

(i+1)
j : 1 ≤ i ≤ 2m− 1

}
:

Նախ կառٳցենք α միջակայքային ներկٳմը C(2m, 2n) գրաֆի համար, որտեղ m ∈

N, n ≥ 2:

(1) α
(
v
(2i−1)
j v

(2i−1)
j+1

)
= α

(
v
(2i)
j v

(2i)
j+1

)
= 4i+ 2j − 4, որտեղ i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,

(2) α
(
v
(2i−1)
j v

(2i−1)
j+1

)
= α

(
v
(2i)
j v

(2i)
j+1

)
= 4i−2j+4n−1, որտեղ i = 1, . . . ,m, j = n+1, . . . , 2n−

1,

(3) α
(
v
(2i−1)
1 v

(2i−1)
2n

)
= α

(
v
(2i)
1 v

(2i)
2n

)
= 4i− 1, որտեղ i = 1, . . . ,m,

(4) α
(
v
(2i−1)
j v

(2i)
j

)
= 4i+ 2j − 5, որտեղ i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,

(5) α
(
v
(2i−1)
j v

(2i)
j

)
= 4i− 2j + 4n, որտեղ i = 1, . . . ,m, j = n+ 1, . . . , 2n,

(6) α
(
v
(2i)
j v

(2i+1)
j

)
= 4i+ 2j − 3, որտեղ i = 1, . . . ,m− 1, j = 2, . . . , n+ 1,

(7) α
(
v
(2i)
j v

(2i+1)
j

)
= 4i− 2j + 4n+ 2, որտեղ i = 1, . . . ,m− 1, j = n+ 2, . . . , 2n,

(8) α
(
v
(2i)
1 v

(2i+1)
1

)
= 4i, որտեղ i = 1, . . . ,m− 1:

Այժմ կառٳցենք β ներկٳմը C(2m, 2n+ 1) գրաֆի համար, որտեղ m,n ∈ N:
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(1) β
(
u
(2i−1)
j u

(2i−1)
j+1

)
= β

(
u
(2i)
j u

(2i)
j+1

)
= 4i+ 2j − 4, որտեղ i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n+ 1,

(2) β
(
u
(2i−1)
j u

(2i−1)
j+1

)
= β

(
u
(2i)
j u

(2i)
j+1

)
= 4i−2j+4n+1, որտեղ i = 1, . . . ,m, j = n+2, . . . , 2n,

(3) β
(
u
(2i−1)
1 u

(2i−1)
2n+1

)
= β

(
u
(2i)
1 u

(2i)
2n+1

)
= 4i− 1, որտեղ i = 1, . . . ,m,

(4) β
(
u
(2i−1)
j u

(2i)
j

)
= 4i+ 2j − 5, որտեղ i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n+ 2,

(5) β
(
u
(2i−1)
j u

(2i)
j

)
= 4i− 2j + 4n+ 2, որտեղ i = 1, . . . ,m, j = n+ 3, . . . , 2n+ 1,

(6) β
(
u
(2i)
j u

(2i+1)
j

)
= 4i+ 2j − 3, որտեղ i = 1, . . . ,m− 1, j = 2, . . . , n+ 1,

(7) β
(
u
(2i)
j u

(2i+1)
j

)
= 4i− 2j + 4n+ 4, որտեղ i = 1, . . . ,m− 1, j = n+ 2, . . . , 2n+ 1,

(8) β
(
u
(2i)
1 u

(2i+1)
1

)
= 4i, որտեղ i = 1, . . . ,m− 1:

Դժվար չէ ստٳգել, որ α-ն C(2m, 2n)-ի միջակայքային (4m + 2n − 2)-ներկٳմ է, երբ

m ∈ N, n ≥ 2, իսկ β-ն C(2m, 2n + 1)-ի միջակայքային (4m + 2n − 1)-ներկٳմ է, երբ

m,n ∈ N:

Նկատենք, որ երբ գլանի երկٳ բաղադրիչներն էլ նենٳ զٳյգ թվով գագաթներ,

2.4.8 և 2.4.9 թեորեմները տալիս են տարբեր ստորին գնահատականներ W (C(2m, 2n))-

ի համար: Երբ n > 2m, Թեորեմ 2.4.9-ի գնահատականը ավելի լավն է: Երբ n = 2m,

երկٳ թեորեմներն էլ տալիս են նٳյն գնահատականը: Իսկ երբ n < 2m ավելի լավն է

Թեորեմ 2.4.8-ի գնահատականը:

Թեորեմ 2.4.9-ի ստորին գնահատականները հեռٳ չեն W (C(2m,n))-ի համար

հայտնի վերին գնահատականներից: Այսպես, քանի որ C(2m, 2n)-ը երկկողմանի է, ընդ

որٳմ 3 ≤ ∆(C(2m, 2n)) ≤ 4 և diam (C(2m, 2n)) = 2m + n − 1, ապա Թեորեմ 1.2.6-ից՝

W (C(2m, 2n)) ≤ 3(2m + n − 1) + 1: Նմանապես, քանի որ 3 ≤ ∆(C(2m, 2n+ 1)) ≤ 4

և diam (C(2m, 2n+ 1)) = 2m + n − 1, ապա Թեորեմ 1.2.5-ից՝ W (C(2m, 2n+ 1)) ≤

3(2m+ n) + 1:

2.4.1 Արտաքին հարթ գրաֆների ներկٳմներ

Ինչպես տեսանք, G□H դեկարտյան արտադրյալը հարթ է նաև այն դեպքٳմ, երբ

G = K2, իսկ H գրաֆը արտաքին հարթ է: Մյٳս կողմից, ըստ Թեորեմ 2.3.1-ի,

G□H արտադրյալը նիٳ միջակայքային ներկٳմ այն և միայն դեպքٳմ, երբ H-ը նիٳ
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Նկ. 2.7: Արտաքին հարթ տրիանգٳլյացիա, որը միջակայքային ներկելի չէ:

Պատկերված ներկման դեֆիցիտը 1 է:

միջակայքային մեկ անցքով ներկٳմ: Այս պարագրաֆٳմ կնկարագրենք արտաքին

հարթ գրաֆների հատٳկ տիպի ներկման կառٳցման ալգորիթմ, որի շնորհիվ ցٳյց

կտրվի, որ արտաքին հարթ գրաֆները բավարարٳմ են Հիպոթեզ 2.1-ին, իսկ եռանկյٳն

չպարٳնակող արտաքին գրաֆները նաև միջակայքային 1-անցք-ներկելի են:

Ֆիորինին [26] նկարագրել է բոլոր արտաքին հարթ գրաֆների քրոմատիկ դասը.

Թեորեմ 2.4.10. Եթե G-ն արտաքին հարթ գրաֆ է, ապա χ′(G) = ∆(G) + 1 այն և միայն

այն դեպքٳմ, երբ G-ն կենտ ցիկլ է:

Թեորեմ 1.1.1-ից անմիջապես հետևٳմ է, որ կենտ ցիկլերը միջակայքային ներկելի

չեն: Սակայն գոյٳթյٳն նենٳ բազմաթիվ այլ արտաքին հարթ գրաֆներ, որոնց

դեֆիցիտը դրական է: Օրինակ, Նկ. մٳ-2.7 պատկերված գրաֆը էյլերյան է, նիٳ կենտ

թվով կողեր, և համաձայն Հետևանք 1.1.4-ի՝ չի կարող նենալٳ միջակայքային ներկٳմ:

Մյٳս կողմից, հեշտ է տեսնել, որ այդ գրաֆն նիٳ 1 դեֆիցիտով ներկٳմ:

Հայտնի է, որ արտաքին հարթ գրաֆների որոշ ենթադասեր միջակայքային ներկելի

են: Արտաքին հարթ գրաֆը կոչվٳմ է արտաքին հարթ տրիանգٳլյացիա, եթե այն

կարելի է պատկերել հարթٳթյան վրա այնպես, որ բոլոր սահմանափակ նիստերը լինեն

եռանկյٳն: Հարթٳթյան վրա պատկերված արտաքին հարթ գրաֆի եռանկյٳն նիստը

կոչվٳմ է բաժանող եռանկյٳն, եթե նրա կողմերից ոչ մեկը չի պատկանٳմ անվերջ

նիստին: Աքսենովիչը [9] ապացٳցել է հետևյալ թեորեմը.

Թեորեմ 2.4.11. Եթե G-ն առնվազն չորս գագաթ պարٳնակող արտաքին հարթ

տրիանգٳլյացիա է և չٳնի բաժանող եռանկյٳն, ապա այն միջակայքային ներկելի է:

Նկ. մٳ-2.7 պատկերված գրաֆը բաժանող եռանկյٳն պարٳնակող արտաքին հարթ

տրիանգٳլյացիա է և չٳնի միջակայքային ներկٳմ:
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Հետագայٳմ, Գիառոն և Կٳբալեն [31] նկարագրել են արտաքին հարթ գրաֆների

միջակայքային ներկելի ևս մեկ ենթադաս.

Թեորեմ 2.4.12. Եթե G-ն երկկողմանի արտաքին հարթ գրաֆ է, ապա այն

միջակայքային ներկելի է:

Վերջապես, Պետրոսյանը [50] ստացել է հետևյալ արդյٳնքը.

Թեորեմ 2.4.13. Եթե G-ն կապակցված ենթախորանարդ արտաքին հարթ գրաֆ է, բացի

կենտ ցիկլից, ապա այն միջակայքային ներկելի է:

Այս պարագրաֆٳմ մենք կդիտարկենք բոլոր արտաքին հարթ գրաֆների դեֆիցիտը

և կընդհանրացնենք Թեորեմ 2.4.12-ը:

fi(G)-ով նշանակենք հարթٳթյան վրա պատկերված G արտաքին հարթ գրաֆٳմ i

կողեր նեցողٳ սահմանափակ նիստերի քանակը, որտեղ i = 3, 4, . . . , |V (G)|:

Լեմմա 2.4.14. Եթե G-ն համիլտոնյան արտաքին հարթ գրաֆ է, իսկ w0 ∈ V (G)-ն այդ

գրաֆի որևէ ֆիքսված գագաթ, ապա գոյٳթյٳն նիٳ G-ի α ճիշտ կողային ներկٳմ

այնպիսին, որ.

• def(w0, α) = 0,

• def(G,α) =
∑
i≥3

կենտ i

fi(G),

• gn(G,α) ≤ f3(G) +min

1,
∑
i≥5

կենտ i

fi(G)]

:
Ապացٳյց. Այս լեմմայի ապացٳյցը ընդլայնٳմ է [21]-ի Պնդٳմ մٳ-3.1 և [31]-ի Թեորեմ

մٳ-2.3 մշակված մեթոդը:

Դիցٳք |V (G)| = n և G-ն պատկերված է հարթٳթյան վրա այնպես, որ

բոլոր գագաթները պատկանٳմ են անվերջ նիստին: α ներկٳմը կառٳցելٳ ենք

զٳգահեռաբար ներկելով և նշելով G-ի կողերը: Կողերի նշٳմների ֆٳնկցիան

նշանակենք λ-ով. λ : E(G) → {l,u,m}: Ալգորիթմի յٳրաքանչյٳր քայլٳմ դիտարկվٳմ

է G-ի մեկ նիստ և, նիստին պատկանող կողերից մեկի նախապես որոշված գٳյնի

և նշման հիման վրա միարժեքորեն որոշվٳմ են մյٳս կողերի գٳյները և նշٳմները:

Նիստերի դիտարկման հերթականٳթյٳնը որոշվٳմ է ըստ G-ի T թٳյլ երկակի գրաֆի:
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T -ի գագաթները համապատասխանٳմ են G-ի սահմանափակ նիստերին և երկٳ

գագաթներ միացած են կողով այն և միայն դեպքٳմ, երբ համապատասխան նիստերը

G-ٳմ նենٳ ընդհանٳր կող: Հայտնի է, որ արտաքին հարթի թٳյլ երկակի գրաֆը

անտառ է [37]: Մեր դեպքٳմ G-ն համիլտոնյան է, ստիٳ 2-կապակցված է, հետևաբար

թٳյլ երկակի գրաֆը ծառ է: Ստորև տրված է α-ն և λ-ն կառٳցող ալգորիթմի

նկարագրٳթյٳնը:

1. Պատկերենք G գրաֆը հարթٳթյան վրա առանց խաչٳմների այնպես, որ բոլոր

գագաթները պատկանեն անվերջ նիստին: Անվերջ նիստի կողերը կազմٳմ են

համիլտոնյան ցիկլ: Գրաֆի գագաթաները համակարալենք սկսած w0-ից այդ ցիկլի

երկայնքով ժամացٳյցի սլաքի .թյամբٳղղٳ w0, w1, . . . , wn−1:

2. Կառٳցենք G-ի T թٳյլ երկակի գրաֆը:

3. Վերցնենք G-ի այն նիստը, որը պարٳնակٳմ է w0wn−1 կողը: Դիցٳք t0 ∈ V (T )

գագաթը համապատասխանٳմ է այդ նիստին: Նկատենք, որ այս նիստը միարժեք

է որոշվٳմ, քանի որ հակառակ դեպքٳմ w0wn−1 կողը չէր պատկանի անվերջ

նիստին: Դիցٳք այդ նիստին պատկանող գագաթներն են w0 = v1, v2, . . . , vr = wn−1

(ժամացٳյցի սլաքի :(թյամբٳղղٳ

4. Վերցնենք α(v1vr) = 1 և λ(v1vr) = u:

5. Լայնٳթյամբ շրջանցենք T ծառը՝ սկսելով t0 գագաթից: Դիցٳք F -ը G-ի այն նիստն

է, որը համապատասխանٳմ է տվյալ պահին դիտարկվող t ∈ V (T ) գագաթին:

Ալգորիթմը երաշխավորٳմ է, որ F -ի կողերից մեկը նախորդ քայլերից մեկٳմ

արդեն ներկվել և նշվել է: Դիցٳք V (F ) = {v1, v2, . . . , vr} (ժամացٳյցի սլաքի

,(թյամբٳղղٳ որտեղ v1vr-ը նախորդ քայլերից մեկٳմ նշված կողն է և α(v1vr) = k:

Մնացած կողերի գٳյներն ٳ նշٳմները որոշվٳմ են կախված r-ից և λ(v1vr) նշٳմից

(Նկ. 2.8):

(a) Եթե λ(v1vr) = l, ապա ալգորիթմը երաշխավորٳմ է, որ S(v1, α) = S(vr, α) =

k, ստիٳ ներկٳմը կմնա ճիշտ, եթե նոր կողերին վերագրենք ավելի փոքր

գٳյներ:
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i. Եթե r = 3, ապա վերցնենք α(v1v2) = k − 1, α(v2v3) = k − 2, λ(v1v2) = m

և λ(v2v3) = l: Նկատենք, որ k − 1 գٳյնը բացակայٳմ է v3 գագաթի

սպեկտրից և ալգորիթմի հաջորդ քայլերի ընթացքٳմ ևս այդ գٳյնը չի

օգտագործվի:

ii. Եթե r = 2s, s ≥ 2, ապա v1v2, v2v3, ..., v2s−1v2s կողերը ներկենք

հերթականորեն k− 1 և k գٳյներով և նշենք հերթականորեն l-ով և u-ով:

iii. Եթե r = 2s + 1, s ≥ 2, ապա վերցնենք α(v1v2) = k − 1, α(v2v3) =

k − 2, λ(v1v2) = m, λ(v2v3) = l, իսկ v3v4, v4v5, ..., v2sv2s+1 կողերը ներկենք

հերթականորեն k և k − 1 գٳյներով և նշենք հերթականորեն u-ով և l-ով:

Նկատենք, որ v3 գագաթի սպեկտրից կբացակայի k − 1 գٳյնը:

(b) Եթե λ(v1vr) = u, ապաալգորիթմը երաշխավորٳմ է, որ S(v1, α) = S(vr, α) = k,

ստիٳ ներկٳմը կմնա ճիշտ, եթե նոր կողերի վրա օգտագործենք ավելի մեծ

գٳյներ:

i. Եթե r = 3, ապա վերցնենք α(v1v2) = k + 1, α(v2v3) = k + 2, λ(v1v2) = m

և λ(v2v3) = u: Նկատենք, որ v3 գագաթի սպեկտրից կբացակայի k + 1

գٳյնը:

ii. Եթե r = 2s, s ≥ 2, ապա v1v2, v2v3, ..., v2s−1v2s կողերը ներկենք

հերթականորեն k− 1 և k գٳյներով և նշենք հերթականորեն u-ով և l-ով:

iii. Եթե r = 2s + 1, s ≥ 2, ապա վերցնենք α(v1v2) = k + 1, α(v2v3) = k + 2,

λ(v1v2) = m, λ(v2v3) = u, իսկ v3v4, v4v5, ..., v2sv2s+1 կողերը ներկենք

հերթականորեն k և k + 1 գٳյներով և նշենք հերթականորեն l-ով և u-ով:

Նկատենք, որ v3 գագաթի սպեկտրٳմ չի մասնակցի k + 1 գٳյնը:

(c) Եթե λ(v1vr) = m, ապա ալգորիթմը երաշխատվորٳմ է, որ կա՛մ S(v1, α) =

S(vr, α) = k, կա՛մ S(v1, α) = S(vr, α) = k:

i. Եթե S(v1, α) = S(vr, α) = k, ապա F նիստի գագաթները

վերահամարակալենք ժամացٳյցի սլաքի հակառակ թյամբ՝ٳղղٳ

այսպիսով երաշխավորելով, որ S(v1, α) = S(vr, α) = k:

ii. Եթե r = 3, ապա վերցնենք α(v1v2) = k + 1, α(v2v3) = k − 1, λ(v1v2) = u և

λ(v2v3) = l: Նկատենք, որ v2 գագաթի սպեկտրٳմ չի մասնակցի k գٳյնը:
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iii. Եթե r = 2s, s ≥ 2, ապա վերցնենք α(v1v2) = k + 1, αv2v3 = k,

λ(v1v2) = u և λ(v2v3) = m: Այնٳհետև v3v4, v4v5, ..., v2s−1v2s կողերը ներկենք

հերթականորեն k− 1 և k գٳյներով և նշենք հերթականորեն u-ով և l-ով:

iv. Եթե r = 2s + 1, s ≥ 2, ապա վերցնենք α(v1v2) = k + 1, λ(v1v2) = u, իսկ

v2v3, v3v4, ..., v2sv2s+1 կողերը ներկենք հերթականորեն k − 1 և k գٳյներով

և նշենք հերթականորեն l-ով և u-ով:

6. Եթե mine∈E(G) α(e) = c0 ̸= 1, ապա բոլոր կողերի գٳյները շեղենք համաձայն α(e) =

α(e)− c0 + 1 (e ∈ E(G)), բանաձևի:

Ապացٳյցն ավարտելٳ համար անհրաժեշտ է ստٳգել լեմմայի երեք պնդٳմները:

Նախ, նկատենք, որ ալգորիթմը կենտ թվով կողեր նեցողٳ յٳրաքանչյٳր նիստի

գագաթներից մեկի սպեկտրٳմ ավելացնٳմ է ճիշտ մեկ չօգտագործված գٳյն (5(a)i,

5(b)i, 5(c)ii, 5(a)iii, 5(b)iii և 5(c)iv քայլերٳմ): Ավելին, ալգորիթմը չի ավելացնٳմ նոր

չօգտագործված գٳյն զٳյգ թվով կողեր նեցողٳ նիստի գագաթներٳմ (5(a)ii, 5(b)ii, 5(c)iii

քայլերٳմ): Այստեղից հետևٳմ է, որ բոլոր գագաթների սպեկտրներٳմ բացակայող

գٳյների քանակը հավասար է կենտ կողեր նեցողٳ նիստերի քանակին. def(G,α) =∑
i≥3,կենտ i fi(G):

Այնٳհետև, կարևոր է նկատել, որ որևէ գագաթի դեֆիցիտը մեկից մեծ կլինի միայն

այն դեպքٳմ, երբ ալգորիթմը այդ գագաթٳմ բացակայող գٳյն ավելացնի այդ գագաթը

պարٳնակող մեկից ավելի իրարից տարբեր նիստեր դիտարկելٳ ընթացքٳմ: Երբ r ≥ 5

(5(a)iii, 5(b)iii և 5(c)iv քայլեր) կամ երբ r = 3 և λ(v1v3) = m (Քայլ 5(c)ii), բացակայող

գٳյնը ավելացվٳմ է այնպիսի գագաթներٳմ, որոնք նախորդ քայլերٳմ չեն դիտարկվել:

Ուստի գագաթի դեֆիցիտը կարող է դառնալ մեկից ավել միայն 5(a)i և 5(b)i քայլերի

դեպքٳմ (r = 3, և λ(v1vr) = l կամ λ(v1vr) = u): Այսպիսով, կամայական գագաթի

դեֆիցիտը չի կարող լինել G-ٳմ եռանկյٳնների քանակին գٳմարած մեկ թվից, այն

դեպքٳմ, երբ այն պատկանٳմ է նաև ավելի մեծ կենտ ցիկլի: Հետևաբար, gn(G,α) =

maxv∈V (G) {def(v, α)} ≤ f3(G) + min
{
1,
∑

i≥5,կենտ i fi(G)
}
: Այստեղ հավասարٳթյٳնը

դառնٳմ է հասանելի, երբ G-ն հովհար գրաֆ է:

Վերջապես պետք է ցٳյց տալ, որ def(w0, α) = 0: Ենթադրենք այս գագաթը

պատկանٳմ է թվով k ≥ 1 տարբեր նիստերի: Այս նիստերը դիտարկվٳմ են T ծառի

լայնական շրջանցմամբ որոշվող հերթականٳթյամբ: 4 քայլից հետո յٳրաքանչյٳր
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Նկ. 2.8: Լեմմա մٳ-2.4.15 նկարագրված ալգորիթմի Քայլ 5-ի նկարագրٳթյٳնը:

Աղյٳսակի տողերը համապատասխանٳմ են v1vr կողի նշմանը: Սյٳները

համապատասխանٳմ են հերթական F նիստի կողերի քանակին: Օղակներով նշված

գագաթները (ի տարբերٳթյٳն շրջաններով նշվածների) ցٳյց են տալիս, որ ալգորիթմի

տվյալ քայլի արդյٳնքٳմ այդ գագաթի սպեկտրներٳմ չօգտագործված գٳյների

քանակը (դեֆիցիտը) կավելանա մեկով:
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անգամ, երբ դիտարկվٳմ է այս k նիստերից մեկը, w0 գագաթը պատկանٳմ է արդեն

ներկված կողին և նշանակվٳմ է v1-ով: Միակ բացառٳթյٳնը 5(c)i քայլն է, երբ λ(v1vr) =

m և w0 գագաթը կարող է նշանակված լինել vr-ով: Նկատենք, որ անկախ դիտարկվող

նիստի r երկարٳթյٳնից և λ(v1vr) նշٳմից, v1 գագաթٳմ նոր բացակայող գٳյն չի

ավելանٳմ:

Հաջորդ թեորեմը ապացٳցելٳ համար անհրաժեշտ է բլոկների ևմիակցման կետերի

ծառի գաղափարը: Բլոկը մաքսիմալ 2-կապակցված ենթագրաֆն է: Միակցման կետը

այնպիսի գագաթ է, որը հանելٳ դեպքٳմ գրաֆի կապակցվածٳթյան բաղադրիչների

քանակը ավելանٳմ է: Տրված G գրաֆի համար B-ով նշանակենք իր բլոկների

բազմٳթյٳնը, իսկ C-ով՝ իր միակցման կետերի բազմٳթյٳնը: Նկատենք, որ

կամայական միակցման կետ պատկանٳմ է առնվազն երկٳ բլոկի: Կառٳցենք bc(G)

գրաֆը հետևյալ կերպ. V (bc(G)) = B ∪ C, իսկ b ∈ B և c ∈ C գագաթները միացվٳմ

են կողով այն և միայն այն դեպքٳմ, երբ G գրաֆٳմ c գագաթը պատկանٳմ է b բլոկին:

Հայտնի է, որ bc(G)-ն ծառ է [36]: bc(G)-ն կոչվٳմ է G-ի բլոկների և միակցման կետերի

գրաֆ:

Թեորեմ 2.4.15. Եթե G-ն արտաքին հարթ գրաֆ է, ապա

def(G) ≤
∑
i≥3

կենտ i

fi(G) և gn(G) ≤ f3(G) +min

1,
∑
i≥5

կենտ i

fi(G)

:
Ապացٳյց. Դիցٳք bc(G)-ն G-ի բլոկների և միակցման կետերի գրաֆն է: G-ի բլոկները

նշանակենք B1, B2, . . . , Bm, m ≥ 1, իսկ միակցման կետերը՝ c1, . . . cn, n ≥ 0: Բլոկները

կա՛մ իզոմորֆ են K2-ին, կա՛մ համիլտոնյան արտաքին հարթ գրաֆներ են: G-ի

β ներկٳմը կառٳցենք բլոկների ներկٳմների հիման վրա: Սկսենք B1 գագաթին

համապատասխանող բլոկից: Եթե B1-ը իզոմորֆ է K2-ին, ապա իր միակ կողը ներկենք

1 գٳյնով: Եթե այն համիլտոնյան արտաքին հարթ գրաֆ է, ապա վերցնենք β(e) = α1(e),

բոլոր e ∈ E(B1) կողերի համար, որտեղ α1-ը B1-ի ներկٳմն է ըստ Լեմմա 2.4.14-ի:

Այնٳհետև, կատարենք bc(G) ծառի լայնական շրջանցٳմ: Ենթադրենք հասել ենք

Bi ∈ V (bc(G)) բլոկին: bc(G) ծառٳմ այս բլոկի ծնողը որևէ ck միակցման կետ է, որի

ծնողը իր հերթին որևէ այլ Bj բլոկ է, որն ալգորիթմի նախորդ քայլերٳմ արդեն ներկվել

է: Ենթադրենք այդ պահին S(ck, β) = t: Կառٳցենք Bi բլոկի αi ներկٳմը: Եթե Bi-ն

իզոմորֆ է K2-ին, ապա նրա միակ կողը ներկենք 1 գٳյնով: Հակառակ դեպքٳմ, որպես
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αi վերցնենք Bi բլոկի ներկٳմը համաձայն Լեմմա 2.4.14-ի՝ վերցնելով w0 = ck, որպեսզի

երաշխավորվի, որ def(ck, αi) = 0: G-ի համապատասխան կողերը ներկենք հետևյալ

բանաձևով. β(e) = αi(e) + t, բոլոր e ∈ E(Bi) կողերի համար: Այսպես կերաշխավորվի,

որ Bi բլոկը ներկելٳց հետո def(ck, β) դեֆիցիտը կմնա հավասար def(ck, αj)-ին:

Հեշտ է տեսնել, որ

def(G, β) =
∑
k

def(G,αk) =
∑
k

∑
i≥3

կենտ i

fi(Bk) =
∑
i≥3

կենտ i

fi(G),

gn(G, β) = max
k

gn(G,αk) ≤ max
k

f3(Bk) +min

1,
∑
i≥5

կենտ i

fi(Bk)


 ≤

≤ f3(G) +min

1,
∑
i≥5

կենտ i

fi(G)

 :

Հետևանք 2.4.16. Եթե G-ն երկկողմանի արտաքին հարթ գրաֆ է, ապա այն

միջակայքային ներկելի է:

Հետևանք 2.4.17. Եթե G-ն եռանկյٳն չպարٳնակող արտաքին հարթ գրաֆ է, ապա այն

միջակայքային 1-անցք-ներկելի է:

Հետևանք 2.4.18. Եթե G-ն արտաքին հարթ գրաֆ է, ապա

def(G) ≤ |V (G)|−2
og(G)−2

,

որտեղ og(G)-ն G-ի կարճագٳյն կենտ ցիկլի երկարٳթյٳնն է:

Ապացٳյց. Կամայական համիլտոնյան արտաքին հարթ գրաֆ կարելի է կառٳցել

սկսելով K2-ից և իտերատիվ կերպով ավելացնելով սահմանափակ նիստեր:

Յٳրաքանչյٳր ավելացված սահմանափակ նիստ, որն նիٳ m կող, ավելացնٳմ է

ճիշտ m− 2 գագաթներ: Այսպիսով, երբ G-ն համիլտոնյան է, |V (G)| = 2+
∑
i≥3

fi(G)(i− 2):

Ընդհանٳր դեպքٳմ, երբ B1, . . . , Bk, k ≥ 1, հանդիսանٳմ են G-ի բլոկները, ,նենքٳ որ

|V (G)| ≥ 1 +
k∑

j=1

(|V (Bj)| − 1) ≥ 1 +
k∑

j=1

(
2 +

∑
i≥3

fi(Bj)(i− 2)− 1

)

≥ 2 +
∑
i≥3

fi(G)(i− 2) ≥ 2 +
∑
i≥3

կենտ i

fi(G)(i− 2) ≥ 2 +
∑
i≥3

կենտ i

fi(G)(og(G)− 2) :
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Վերջին անհավասարٳթյٳնը տեղի ,նիٳ քանի որ կամայական կենտ կողեր նեցողٳ

նիստ նիٳ առնվազն og(G) կող: Հաշվի առնելով Թեորեմ 2.4.15-ը, ստանٳմ ենք, որ

def(G) ≤
∑
i≥3

կենտ i

fi(G) ≤ |V (G)|−2
og(G)−2

:

Գիառոն, Կٳբալը և Մալաֆիյսկին ցٳյց են տվել, որ գոյٳթյٳն նիٳ գրաֆների {Gn}

հաջորդականٳթյٳն այնպես, որ limn→∞
def(Gn)
|V (Gn)| = 1 [32]: Մյٳս կողմից՝ հայտնի չեն

գրաֆներ, որոնց դեֆիցիտը գագաթների թվիցմեծ է: Գրաֆների դեֆիցիտի վերաբերյալ

կարևորագٳյն բաց խնդիրներից է հետևյալ հիպոթեզը.

Հիպոթեզ 2.1. Ցանկացած G գրաֆի համար def(G) ≤ |V (G)|:

Հիպոթեզը ակնհայտորեն ճիշտ է միջակայքային 1-անցք-ներկելի գրաֆների համար,

այդ թվٳմ՝ համասեռ գրաֆների համար: Մյٳս կողմից, հայտնի է, որ կամայական h թվի

համար գոյٳթյٳն նիٳ գրաֆ, որը միջակայքային h-անցք-ներկելի չէ [53]: Հետևանք

2.4.18-ից հետևٳմ է, որ արտաքին հարթ գրաֆները բավարարٳմ են Հիպոթեզ 2.1-ին:

2.5 Տոռերի միջակայքային ներկٳմներ

Այժմ դիտարկենք այն G□H կապակցված դեկարտյան արտադրյալները, որոնց

արտադրիչներից յٳրաքանչյٳրի առավելագٳյն աստիճանը չի գերազանցٳմ երկٳսը:

Այսպիսի արտադրյալների մի մասը հարթ գրաֆներ են, որոնց միջակայքային

ներկٳմները արդեն դիտարկվել են նախորդ պարագրաֆٳմ: Այսպիսի արտադրյալները

կլինեն ոչ հարթ այն և միայն այն դեպքٳմ, երբ երկٳ արտադրիչներն էլ հանդիսանٳմ

են ցիկլեր: Այս պարագրաֆٳմ կդիտարկենք տոռերի միջակայքային ներկٳմները:

Պետրոսյանը [47] ցٳյց է տվել, որ տոռը T (m,n) ∈ N այն և միայն դեպքٳմ, երբ mn-ը

զٳյգ է: Քանի որ T (m,n)-ը 4-համասեռ է, Թեորեմ 1.1.2-ից հետևٳմ է, որ w(T (m,n)) = 4

երբ mn-ը զٳյգ է: Այն դեպքի համար, երբ երկٳ արտադրիչներն էլ զٳյգ երկարٳթյամբ

ցիկլեր են, Պետրոսյանն ٳ Կարապետյանը [52] ստացել են այսպիսի գնահատական.

Թեորեմ 2.5.1. Ցանկացած m,n ≥ 2 թվերի համար

W (T (2m, 2n)) ≥ max{3m+ n, 3n+m}.

Մեզ հաջողվել է փոքր ինչ ժեղացնելٳ այս արդյٳնքը և ստանալ համանման արդյٳնք

այն դեպքٳմ, երբ արտադրիչներից մեկը կենտ երկարٳթյամբ ցիկլ է:
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Թեորեմ 2.5.2. Ցանկացած m,n ≥ 2 թվերի համար

W (T (2m, 2n)) ≥ max{3m+ n+ 2, 3n+m+ 2},

իսկ ցանկացած m ≥ 2, n ∈ N թվերի համար

W (T (2m, 2n+ 1)) ≥

 2m+ 2n+ 2, երբ m-ը կենտ է,

2m+ 2n+ 3, երբ m-ը զٳյգ է:

Ապացٳյց. W (T (2m, 2n))-ի ստորին գնահատականը (m,n ≥ 2) հետևٳմ է Հետևանք

2.2.5-ից: Թեորեմի երկրորդ կեսը ապացٳցելٳ համար բավական է կառٳցել T (2m, 2n+

1)-ի միջակայքային կողային ներկٳմներ, որ կբավարարեն նշված պայմաններին:

Դիցٳք,

V (T (2m, 2n+ 1)) =
{
v
(i)
j : 1 ≤ i ≤ 2m, 1 ≤ j ≤ 2n+ 1

}
,

E(T (2m, 2n+ 1)) =
2m∪
i=1

Ei ∪
2n+1∪
j=1

Ej, որտեղ

Ei =
{
v
(i)
j v

(i)
j+1 : 1 ≤ j ≤ 2n

}
∪
{
v
(i)
1 v

(i)
2n+1

}
,

Ej =
{
v
(i)
j v

(i+1)
j : 1 ≤ i ≤ 2m− 1

}
∪
{
v
(1)
j v

(2m)
j

}
:

T (2m, 2n+ 1)-ի α կողային ներկٳմը սահմանենք հետևյալ կերպ.

(1) α
(
v
(1)
j v

(1)
j+1

)
= α

(
v
(2m)
j v

(2m)
j+1

)
= 2j,

որտեղ j = 1, . . . , n+ 1,

(2) α
(
v
(1)
j v

(1)
j+1

)
= α

(
v
(2m)
j v

(2m)
j+1

)
= 2(2n+ 1− j) + 3 և

α
(
v
(1)
1 v

(1)
2n+1

)
= α

(
v
(2m)
1 v

(2m)
2n+1

)
= 3,

որտեղ j = n+ 2, . . . , 2n,

(3) α
(
v
(1)
j v

(2m)
j

)
= 2j − 1,

որտեղ j = 1, . . . , n+ 2,

(4) α
(
v
(1)
j v

(2m)
j

)
= 2(2n+ 3− j),

որտեղ j = n+ 3, . . . , 2n+ 1,

(5) α
(
v
(2i)
j v

(2i)
j+1

)
= α

(
v
(2i+1)
j v

(2i+1)
j+1

)
= α

(
v
(2m−2i)
j v

(2m−2i)
j+1

)
=

α
(
v
(2m−2i+1)
j v

(2m−2i+1)
j+1

)
= 4i+ 2j,

որտեղ i = 1, . . . ,
⌊
m
2

⌋
, j = 1, . . . , n+ 1,
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(6) α
(
v
(2i)
j v

(2i)
j+1

)
= α

(
v
(2i+1)
j v

(2i+1)
j+1

)
= α

(
v
(2m−2i)
j v

(2m−2i)
j+1

)
=

α
(
v
(2m−2i+1)
j v

(2m−2i+1)
j+1

)
= 4i+ 2(2n+ 1− j) + 3 և

α
(
v
(2i)
1 v

(2i)
2n+1

)
= α

(
v
(2i+1)
1 v

(2i+1)
2n+1

)
= α

(
v
(2m−2i)
1 v

(2m−2i)
2n+1

)
=

α
(
v
(2m−2i+1)
1 v

(2m−2i+1)
2n+1

)
= 4i+ 3,

որտեղ i = 1, . . . ,
⌊
m
2

⌋
, j = n+ 2, . . . , 2n,

(7) α
(
v
(2i−1)
j v

(2i)
j

)
= α

(
v
(2m−2i+1)
j v

(2m−2i+2)
j

)
= 4i+ 2j − 3,

որտեղ i = 1, . . . ,
⌈
m
2

⌉
, j = 2, . . . , n+ 1,

(8) α
(
v
(2i−1)
j v

(2i)
j

)
= α

(
v
(2m−2i+1)
j v

(2m−2i+2)
j

)
= 4(n+ 1 + i)− 2j,

որտեղ i = 1, . . . ,
⌈
m
2

⌉
, j = n+ 2, . . . , 2n+ 1,

(9) α
(
v
(2i−1)
1 v

(2i)
1

)
= α

(
v
(2m−2i+1)
1 v

(2m−2i+2)
1

)
= 4i,

որտեղ i = 1, . . . ,
⌈
m
2

⌉
,

(10) α
(
v
(2i)
j v

(2i+1)
j

)
= α

(
v
(2m−2i)
j v

(2m−2i+1)
j

)
= 4i+ 2j − 1,

որտեղ i = 1, . . . ,
⌊
m
2

⌋
, j = 1, . . . , n+ 2,

(11) α
(
v
(2i)
j v

(2i+1)
j

)
= α

(
v
(2m−2i)
j v

(2m−2i+1)
j

)
= 4i+ 2(2n+ 3− j),

որտեղ i = 1, . . . ,
⌊
m
2

⌋
, j = n+ 3, . . . , 2n+ 1:

Դժվար չէ տեսնել, որ α-ն իրոք T (2m, 2n + 1)-ի միջակայքային (2m + 2n + 3)-ներկٳմ է,

երբ m-ը զٳյգ է և միջակայքային-(2m+ 2n+ 2)-ներկٳմ է, երբ m-ը կենտ է:

Թեորեմ մٳ-2.5.2 ստացված ստորին գնահատականները հեռٳ չեն W (T (m,n))-ի

վերին գնահատականից: Այսպես, քանի որ T (2m, 2n)-ը երկկողմանի է, ∆(T (2m, 2n)) = 4

և diam (C(2m, 2n)) = m+n, Թեորեմ 1.2.6-ից ստանٳմ ենք W (T (2m, 2n)) ≤ 3(m+n)+1:

Նմանապես, ∆(T (2m, 2n+ 1)) = 4 և diam (T (2m, 2n+ 1)) = m + n, Թեորեմ 1.2.5-ից

ստանٳմ ենք W (T (2m, 2n+ 1)) ≤ 3(m+ n+ 1) + 1:

Այսպիսով, 1.1.2, 2.4.2 և 2.5.2 Թեորեմներից ստանٳմ ենք.

Հետևանք 2.5.3. Եթե G = T (2m, 2n) (m,n ≥ 2) և 4 ≤ t ≤ max{3m + n + 2, 3n +m + 2},

ապա G-ն նիٳ միջակայքային t-ներկٳմ: Երբ H = T (2m, 2n + 1) (m ≥ 2, n ∈ N), m-

ը կենտ է, իսկ 4 ≤ t ≤ 2m + 2n + 2, ապա H-ը նիٳ միջակայքային t-ներկٳմ, և երբ

H = T (2m, 2n + 1) (m ≥ 2, n ∈ N), m-ը զٳյգ է, իսկ 4 ≤ t ≤ 2m + 2n + 3, ապա H-ը նիٳ

միջակայքային t-ներկٳմ:
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Անդրադառնանք k-չափանի տոռերին: Հայտնի է, որ T (n1, n2, . . . , nk) ∈ N այն և

միայն այն դեպքٳմ, երբ արտադրիչներից գոնե մեկը նիٳ զٳյգ թվով գագաթներ:

Ընդ որٳմ, Թեորեմ 1.1.2-ից՝ այդ պայմանի դեպքٳմ w (T (n1, n2, . . . , nk)) = 2k:

Օգտվելով ապացٳցած թեորեմներից կարելի է ստանալ ստորին գնահատական

W (T (n1, n2, . . . , nk))-ի համար որոշ մասնավոր դեպքերٳմ:

Թեորեմ 2.5.4. Դիցٳք տոռի բաղադրիչների առնվազն կեսը նենٳ զٳյգ թվով

գագաթներ:

(1) Երբ 2 ≤ n1 ≤ n2 ≤ . . . ≤ nk,

W (T (2n1, 2n2, . . . , 2nk)) ≥ k +
k∑

i=1

ni(2i− 1),

(2) Երբ 2 ≤ m1 ≤ m2 ≤ . . . ≤ mk, 2 ≤ n1 ≤ n2 ≤ . . . ≤ nk+s, որտեղ s ≥ 0,

W (T (2n1, . . . , 2nk+s, 2m1 + 1, . . . , 2mk + 1)) ≥ s + 2k2 + 2
k∑

i=1

(mi + ni) +

s∑
j=1

nk+j(4k + 2j − 1):

Ապացٳյց. Թեորեմի առաջին պնդٳմը ապացٳցելٳ համար կատարենք

մաթեմատիկական ինդٳկցիա ըստ k-ի: k = 1 դեպքը ակնհայտ է. W (C2n1) = n1 + 1:

Ենթադրենք պնդٳմը ճիշտ է k − 1 չափանի տոռի համար՝

W (T (2n1, 2n2, . . . , 2nk−1)) ≥ k − 1 +
k−1∑
i=1

ni(2i− 1):

Նկատենք, որ T (2n1, 2n3, . . . , 2nk−1) գրաֆը (2k−2)-համասեռ է, իսկ T (2n1, 2n2, . . . , 2nk) =

C2nk
□T (2n1, 2n2, . . . , 2nk−1): Հետևաբար, օգտվելով Հետևանք 2.2.5-ից ստանٳմ ենք.

W (T (2n1, 2n2, . . . , 2nk)) ≥ nk + 1 + (k − 1 +
k−1∑
i=1

ni(2i− 1)) + nk(2k − 2) = k +
k∑

i=1

ni(2i− 1):

Երկրորդ պնդٳմը ապացٳցելٳ համար հիշենք, որ գրաֆների դեկարտյան արտադրյալ

գործողٳթյٳնը կոմٳտատիվ և ասոցիատիվ է, հետևաբար կարող ենք գրել.

T (2n1, . . . , 2nk+s, 2m1 + 1, . . . , 2mk + 1) ∼= C2nk+s
□ . . .□C2nk+1

□H,

որտեղ H = T1□T2□ . . .□Tk, իսկ Ti = C2ni
□C2mi+1, i = 1, . . . , k: Թեորեմ 2.5.2-ից՝

W (Ti) ≥ 2mi + 2ni + 2: Քանի որ ∆(Ti) = 4, Թեորեմ 2.2.3-ից՝

W (H) = W (T1□T2□ . . .□Tk) ≥ 2k +
k∑

i=1

(2mi + 2ni) + 2k(k − 1) = 2k2 + 2
k∑

i=1

(mi + ni):

Ապացٳյցն ավարտելٳ համար կատարենք մաթեմատիկական ինդٳկցիա ըստ s

փոփոխականի: Նշանակենք Gs = T (2n1, . . . , 2nk+s, 2m1 + 1, . . . , 2mk + 1): s = 0 դեպքٳմ

W (G0) = W (H) ≥ 2k2 + 2
k∑

i=1

(mi + ni): Ենթադրենք, պնդٳմը ճիշտ է (s− 1)-ի համար՝
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W (Gs−1) ≥ s− 1 + 2k2 + 2
k∑

i=1

(mi + ni) +
s−1∑
j=1

nk+j(4k + 2j − 1):

Քանի որ Gs = C2nk+s
□Gs−1, իսկ Gs-ը (4k + 2s)-համասեռ է, Հետևանք 2.2.5-ից

կստանանք.

W (Gs) ≥ nk+s + 1 +

(
s− 1 + 2k2 + 2

k∑
i=1

(mi + ni) +
s−1∑
j=1

nk+j(4k + 2j − 1)

)
+

+ nk+s(4k + 2s− 2) = s+ 2k2 + 2
k∑

i=1

(mi + ni) +
s∑

j=1

nk+j(4k + 2j − 1) :

2.6 Հեմմինգի գրաֆների միջակայքային ներկٳմներ

Երկրորդ գլٳխն ավարտենք Հեմմինգի գրաֆների միջակայքային ներկٳմների

:թյամբٳմնասիրٳսٳ k լրիվ գրաֆների դեկարտյան արտադրյալը կոչվٳմ է Հեմմինգի

գրաֆ.

H(n1, n2, . . . , nk) = Kn1□Kn2□ . . .□Knk
,

Hk
n = Kn□ . . .□Kn︸ ︷︷ ︸

k

:

Պետրոսյանը [47] ցٳյց է տվել, որ Հեմմինգի գրաֆները նենմիջակայքայինٳ ներկٳմ

այն և միայն այն դեպքٳմ, երբ բաղադրիչներից գոնե մեկը զٳյգ գագաթանի լրիվ գրաֆ

է: Թեորեմ 1.1.2-ից՝ երբ H(n1, . . . , nk) ∈ N

w(H(n1, . . . , nk)) = ∆(H(n1, . . . , nk)) =
k∑

i=1

ni − k:

Այն դեպքի համար, երբ Հեմմինգի գրաֆի բոլոր բաղադրիչները 2n գագաթներով լրիվ

գրաֆներ են, Պետրոսյանը [47] ստացել էր այսպիսի գնահատական.

Թեորեմ 2.6.1. Երբ n = p2q, որտեղ p-ն կենտ է, q ≥ 0,

W (Hk
2n) ≥ (4n− 2− p− q)k:

Օգտվելով Թեորեմ 2.2.3-ից, Հեմմինգի գրաֆի միջակայքային ներկٳմներٳմ

մասնակցող գٳյների առավելագٳյն թիվը կարելի է գնահատել լրիվ գրաֆների

միջակայքային ներկٳմներٳմ մասնակցող գٳյների թվերով, երբ Հեմմինգի գրաֆի

բոլոր բաղադրիչները նենٳ զٳյգ թվով գագաթներ:
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Թեորեմ 2.6.2. Եթե G = H(2n1, . . . , 2nk), որտեղ n1, . . . , nk ∈ N, ապա

W (G) ≥
k∑

i=1

W (K2ni
) +

k−1∑
i=1

i (2ni − 1):

Մասնավորապես, երբ Հեմմինգի գրաֆների բոլոր բաղադրիչները իրար հավասար

են, Թեորեմ 1.4.19-ը հնարավորٳթյٳն է տալիս ստանալ այսպիսի գնահատական.

Հետևանք 2.6.3. Եթե n =
π(n)∏
i=1

pαi
i , որտեղ pi-ն i-րդ պարզ թիվն է, π(n)-ը՝ n-ը

չգերազանցող պարզ թվերի քանակը, իսկ αi ∈ Z≥0, ապա

W (Hk
2n) ≥ (4n− 3− An)k + 1

2
k(k − 1)(2n− 1),

որտեղ An = α1 + 2α2 + 3α3 + 4α4 + 4α5 +
1
2

π(n)∑
i=6

αi(pi + 1):

Նկատենք, որ այս արդյٳնքը էապես լավացնٳմ է Թեորեմ 2.6.1-ի գնահատականը:

Այս հետևանքից և Թեորեմ 1.1.2-ից ստանٳմ ենք հետևյալ պնդٳմը.

Հետևանք 2.6.4. Եթե n =
∞∏
i=1

pαi
i , որտեղ pi-ն i-րդ պարզ թիվն է, αi ∈ Z≥0, իսկ k(2n−1) ≤

t ≤ (4n−3−An)k+
1
2
k(k−1)(2n−1), որտեղ An = α1+2α2+3α3+4α4+4α5+

1
2

∞∑
i=6

αi(pi + 1),

ապա Hk
2n գրաֆը նիٳ միջակայքային t-ներկٳմ:

Այժմ Հեմմինգի գրաֆի միջակայքային ներկٳմներٳմ մասնակցող գٳյների

առավելագٳյն թիվը գնահատենք վերևից:

Թեորեմ 2.6.5. Եթե G = H(2n1, . . . , 2nk), որտեղ n1, n2, . . . , nk ∈ N, ապա

W (G) ≤ 1
2
(k + 1)

k∑
i=1

(4ni − 3):

Ապացٳյց. Դիտարկենք G = H(2n1, . . . , 2nk) գրաֆի որևէ α միջակայքային W (G)-

ներկٳմ: Կամայական երկٳ e և e′ կողերի համար նշանակենք spα(e, e
′) = |α(e)− α(e′)|:

Նշանակենք spα,m = max
d(e,e′)=m

spα(e, e
′): Փորձենք գնահատել այս մեծٳթյٳնը: Պարզ է, որ

spα,0 = ∆(G)− 1:

Ենթադրենք, որ m ≥ 1, և ֆիքսենք e և e′ կողեր, որոնց հեռավորٳթյٳնը m է:

Գոյٳթյٳն նենٳ u և v գագաթներ, որոնք հանդիսանٳմ են, համապատասխանաբար, e-

ի և e′-ի ծայրակետ, և որոնց հեռավորٳթյٳնը m է: Առանց ընդհանրٳթյٳնը խախտելٳ

կարող ենք համարել, որ α(e) ≥ α(e′): Հեմմինգի գրաֆի հատկٳթյٳններից հետևٳմ է,

որ գոյٳթյٳն նենٳ u և v գագաթները միացնող գագաթներով չհատվող m շղթաներ:
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Հետևաբար գոյٳթյٳն նենٳ v1, . . . , vm գագաթներ այնպես, որ vvi ∈ E(G) և d(vi, u) =

m− 1, i = 1, . . . ,m: Այդ կողերից ամենափոքր գٳյնով ներկված կողը նշանակենք e′′-ով:

Պարզ է, որ α(e′′) ≤ α(e′) + ∆(G)−m: Հետևաբար՝

spα(e, e
′) = |α(e)− α(e′)| ≤ |α(e)− α(e′′) + ∆(G)−m| ≤

≤ |α(e)− α(e′′)|+∆(G)−m ≤ spα,m−1 +∆(G)−m :

Քանի որ e և e′ կողերի ընտրٳթյٳնը պատահական էր, կարող ենք պնդել, որ spα,m ≤

spα,m−1 +∆(G)−m: Կատարելով մաթեմատիկական ինդٳկցիա ըստ m-ի՝ կստանանք.

spα,m ≤ (m+ 1)∆(G)− 1
2
m(m+ 1)− 1:

Նկատենք, որ G = H(2n1, . . . , 2nk) գրաֆٳմ երկٳ կողերի հեռավորٳթյٳնը չի կարող

գերազացնել k-ն: Դիցٳք e1, eW ∈ E(G) կողերը ներկված են, համապատասխանաբար,

1 և W (G) գٳյներով, իսկ d(e1, eW ) = m0 ≤ k: Ունենք, որ

W (G)− 1 = spα(e1, eW ) ≤ (m0 + 1)
(
∆(G)− m0

2

)
− 1 ≤ (k + 1)

(
∆(G)− k

2

)
− 1,

W (G) ≤ (k + 1)

(
k∑

i=1

(2ni − 1)− k

2

)
=

1

2
(k + 1)

k∑
i=1

(4ni − 3) :

Հետևանք 2.6.6. Եթե n ∈ N, ապա W (Hk
2n) ≤ 1

2
k(k + 1)(4n− 3):

Հեմմինգի գրաֆների մասնավոր դեպքն են հանդիսանٳմ n-չափանի

խորանարդները՝ Qn = Hn
2 : Այս գրաֆների համար Հետևանքներ մٳ-2.6.3 և 2.6.6-

մٳ ստացված ստորին և վերին գնահատականները համընկնٳմ են և տալիս են

W (Qn)-ի ճշգրիտ արժեքը.

Հետևանք 2.6.7. Եթե n ∈ N, ապա W (Qn) =
n(n+1)

2
:

Այս արժեքը որպես ստորին գնահատական առաջին անգամ ստացվել էր ,մٳ-[46] իսկ

որպես ճշգրիտ արժեք՝ [55, :մٳ-[56
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3 Միջակայքային ներկٳմ չٳնեցող գրաֆներ և

գրաֆների դեֆիցիտ

Այս գլٳխը նվիրված է միջակայքային ներկٳմ չٳնեցող մٳլտիգրաֆներին: Առաջին

մասٳմ կտրվեն նվազագٳյն դեֆիցիտով ներկٳմներٳմ մասնակցող գٳյների

քանակների տարբեր բնٳյթի գնահատականներ: Երկրորդ մասը նվիրված է որոշ

գրաֆների դեֆիցիտի ճշգրիտ արժեքների որոշմանը, մասնավորապես Բորովիցկա-

Օլշեվսկայի, Դրգաշ-Բٳրչարդտի և Հալٳշչակի հիպոթեզի ապացٳցմանը: Երրորդ

մասը վերաբերٳմ է միջակայքային ներկٳմ չٳնեցող փոքրագٳյն երկկողմանի

գրաֆների և մٳլտիգրաֆների որոնմանը:

3.1 wdef(G) և Wdef(G) պարամետրերի գնահատականներ

Միջակայքային ներկٳմ չٳնեցող գրաֆների համար հետաքրքիր խնդիր է նրանց

նվազագٳյն դեֆիցիտով ներկٳմներٳմ մասնակցող գٳյների քանակը գնահատելը: Այս

թյամբٳղղٳ առաջին արդյٳնքները ստացել են Ալտինակարը, Կապորոսսին և Հերցը

[1]: Մասնավորապես, նրանք ցٳյց են տվել, որ եթե G-ն նիٳ առնվազն երեք գագաթ,

ապա Wdef (G) ≤ 2|V (G)| − 4 + def(G): Այս պարագրաֆٳմ կապացٳցենք կապակցված,

եռանկյٳն չպարٳնակող և հարթ գրաֆների wdef (G) և Wdef (G) պարամետրերի համար

մի քանի այլ գնահատականներ կախված գագաթների թվից, աստիճաններից և

տրամագծից:

Թեորեմ 3.1.1. Դիցٳք f : N → Z, իսկ C-ն գրաֆների որևէ փակ դաս է կախված կող

ավելացնելٳ գործողٳթյան նկատմամբ: Եթե W (G′) ≤ f(|V (G′)|) պայմանը տեղի նիٳ

կամայական G′ ∈ C ∩N գրաֆի համար, ապա ցանկացած G ∈ C գրաֆի համար նենքٳ

Wdef (G) ≤ f (|V (G)|+ def(G))

Ապացٳյց. Դիցٳք G ∈ C և α-ն G-ի ճիշտ կողային ներկٳմ է Wdef (G) գٳյներով, ընդ

որٳմ def(G,α) = def(G):

Սահմանենք G′ օժանդակ գրաֆը հետևյալ կերպ. կամայական v ∈ V (G) գագաթի

համար, որի համար def(v, α) > 0, v գագաթից կախենք թվով def(v, α) նոր կողեր: Պարզ

է, որ G′ ∈ C և |V (G′)| = |V (G)| + def(G): Այնٳհետև, շարٳնակենք G-ի α Wdef (G)
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գٳյներով ճիշտ կողային ներկٳմը մինչև G′-ի β ճիշտ կողային Wdef (G)-ներկٳմ հետևյալ

կերպ. կամայական v ∈ V (G) գագաթի համար, որի համար def(v, α) > 0, ներկենք v-

ին նոր ավելացված կողերը
[
S (v, α) , S (v, α)

]
\ S(v, α) բազմٳթյան տարբեր գٳյներով:

β-ի սահմանման և G′-ի կառٳցման համաձայն կստանանք, որ G′-ը նիٳ միջակայքային

Wdef (G)-ներկٳմ: Քանի որ G′ ∈ C ∩N, ,նենքٳ որ

Wdef (G) ≤ W (G′) ≤ f(|V (G′)|) = f (|V (G)|+ def(G)):

Քանի որ եռանկյٳն չպարٳնակող գրաֆների դասը փակ է կախված կող ավելացնելٳ

գործողٳթյան նկատմամբ, ըստ Թեորեմներ 1.2.1-ի և 3.1.1-ի ստանٳմ ենք հետևյալ

արդյٳնքները.

Հետևանք 3.1.2. Եթե G-ն եռանկյٳն չպարٳնակող գրաֆ է, ապա Wdef (G) ≤ |V (G)| +

def(G)− 1:

Հետևանք 3.1.3. Եթե G-ն երկկողմանի գրաֆ է, ապա Wdef (G) ≤ |V (G)|+ def(G)− 1:

Թեորեմ 1.5.1-ից ,նենքٳ որ Wdef (Km,n) = m + n − 1 (m,n ∈ N), ստիٳ այս վերջին

գնահատականը հասանելի է այն G գրաֆների համար, որոնց def(G) = 0: Այժմ

դիտարկենք այնպիսի G գրաֆներ, որոնց համար def(G) = 1: Դիցٳք, K ′
n,n գրաֆը

ստացվٳմ է Kn,n լրիվ երկկողմանի գրաֆից՝ մեկ կողի տրոհմամբ.

V
(
K ′

n,n

)
= {u1, . . . , un, v1, . . . , vn, w}

E
(
K ′

n,n

)
= ({uivj : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n} \ {unvn}) ∪ {unw,wvn}

Հայտնի է, որ χ′ (K ′
n,n

)
= n + 1 [11, 70], ստիٳ ըստ Թեորեմ 1.1.1-ի, K ′

n,n /∈ N:

Հետևաբար, def
(
K ′

n,n

)
≥ 1: Մյٳս կողմից, սահմանենք K ′

n,n-ի α կողային ներկٳմը

հետևյալ կերպ. ցանկացած e ∈ E
(
K ′

n,n

)
կողի համար

α (e) =


i+ j − 1, երբ e = uivj,

2n− 1, երբ e = unw,

2n, երբ e = wvn :

Դժվար չէ տեսնել, որ α-ն K ′
n,n-ի ճիշտ ներկٳմ է 2n գٳյներով և def(K ′

n,n, α) = 1

դեֆիցիտով: Հետևաբար, def(K ′
n,n) = 1 և 2n ≤ Wdef (K

′
n,n) ≤ 2n+ 1:

102



Քանի որ հարթ գրաֆների դասը փակ է կախված կող ավելացնելٳ գործողٳթյան

նկատմամբ, ըստ Թեորեմներ 1.2.7-ի և 3.1.1-ի կստանանք հետևյալ արդյٳնքը.

Հետևանք 3.1.4. Եթե G-ն հարթ գրաֆ է, ապա Wdef (G) ≤ 11
6
(|V (G)|+ def(G)):

Այժմ ապացٳցենք Wdef (G)-ի որոշ վերին գնահատականներ՝ կախված G

կապակցված գրաֆի գագաթների աստիճաններից և տրամագծից:

Թեորեմ 3.1.5. Եթե G-ն կապակցված գրաֆ է, ապա

Wdef (G) ≤ 1 + def(G) +max
P∈P

∑
v∈V (P )

(dG(v)− 1),

որտեղ P-ն G-ի բոլոր կարճագٳյն շղթաների բազմٳթյٳնն է:

Ապացٳյց. Ապացٳյցٳմ կհետևենք մٳ-[5] Թեորեմ 2-ի ապացٳյցի սխեմային: Դիցٳք

α-ն G-ի ճիշտ ներկٳմ է Wdef (G) գٳյներով, ընդ որٳմ def(G,α) = def(G):

Թեորեմ 3.1.1-ի ապացٳյցին համանման սահմանենք H օժանդակ գրաֆը H հետևյալ

կերպ. ցանկացած v ∈ V (G) գագաթի համար, որի համար def(v, α) > 0, v գագաթին

ավելացնենք թվով def(v, α) կախված կողեր: Պարզ է, որ H-ը կապակցված գրաֆ է: G-ի

α ճիշտ ներկٳմը Wdef (G) գٳյներով շարٳնակենք մինչև H-ի β ճիշտ Wdef (G)-ներկٳմ

հետևյալ կերպ. կամայական v ∈ V (G) գագաթի համար, որի համար def(v, α) > 0,

v-ին կից ավելացված կողերը ներկենք
[
S (v, α) , S (v, α)

]
\ S(v, α) բազմٳթյան տարբեր

գٳյներով: Ըստ β-ի սահմանման և H-ի կառٳցման ստանٳմ ենք, որ H-ը նիٳ

միջակայքային Wdef (G)-ներկٳմ: H-ի β ներկմանմեջ դիտարկենք 1 և Wdef (G) գٳյներով

ներկված կողերը: Դիցٳք, e = u1u2, e
′ = w1w2 և β(e) = 1, β(e′) = Wdef (G): Առանց

ընդհանրٳթյٳնը խախտելٳ, կարող ենք ենթադրել, որ e-ն և e′-ըմիացնող P կարճագٳյն

շղթանմիացնٳմ է u1 և w1 գագաթները, որտեղ P = v0e1v1 . . . vi−1eivi . . . vk−1ekvk և v0 = u1,

vk = w1:

Քանի որ β-ն H-ի միջակայքային Wdef (G)-ներկٳմ է, ,նենքٳ որ

β(e1) ≤ dH(v0),

β(e2) ≤ β(e1) + dH(v1)− 1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

β(ei) ≤ β(ei−1) + dH(vi−1)− 1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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β(ek) ≤ β(ek−1) + dH(vk−1)− 1,

β(e′) ≤ β(ek) + dH(vk)− 1.

Գٳմարելով այս անհավասարٳթյٳնները, կստանանք.

β(e′) ≤ 1 +
k∑

j=0

(dH(vj)− 1):

Այստեղից ստանٳմ ենք, որ

Wdef (G) = β(e′) ≤ 1 +
k∑

j=0

(dH(vj)− 1) ≤ 1 + def(G) +
k∑

j=0

(dG(vj)− 1)

≤ 1 + def(G) +max
P∈P

∑
v∈V (P )

(dG(v)− 1) :

Հետևանք 3.1.6. Եթե G-ն կապակցված գրաֆ է, ապա

Wdef (G) ≤ 1 + def(G) + (diam(G) + 1) (∆(G)− 1):

Հայտնի է, որ Թեորեմ 3.1.5-ի վերին գնահատականը հասանելի է ծառերի համար

[73, 74]: Նկատենք, որ որոշ գրաֆների համար Հետևանք 3.1.6-ի վերին գնահատականը

հեռٳ չէ ճշգրիտ արժեքից: Մասնավորապես, կենտ ցիկլերի դեպքٳմ def (C2n+1) = 1,

diam (C2n+1) = n, իսկ Wdef (C2n+1) = n+ 2 (n ∈ N):

Այժմ ապացٳցենք կատարյալ զٳգակցٳմ չٳնեցող գրաֆների wdef (G)-ի համար

ստորին գնահատական, որն ընդհանրացնٳմ է Հետևանք 1.2.16-ը:

Թեորեմ 3.1.7. Եթե G-ն չٳնի կատարյալ զٳգակցٳմ, ապա wdef (G) ≥ 2δ(G)− def(G):

Ապացٳյց. Այս թեորեմիապացٳյցٳմմենք հետևٳմ ենք [15]-ի Պնդٳմ 2-ի ապացٳյցին:

Դիցٳք α-ն G-ի ճիշտ ներկٳմ է wdef (G) գٳյներով և def(G,α) = def(G):

Հեշտ է տեսնել, որ ցանկացած v ∈ V (G) գագաթի համար ,նենքٳ որ

1 ≤ S (v, α) ≤ wdef (G)− δ(G) + 1:

Ենթադրենք, որ wdef (G) − δ(G) + 1 ≤ δ(G) (հակառակ դեպքٳմ՝ wdef (G) ≥ 2δ(G) ≥

2δ(G)− def(G)):

Քանի որ G-ն չٳնի կատարյալ զٳգակցٳմ, կամայական c ∈ [wdef (G)− δ(G) + 1, δ(G)]

գٳյնի համար գոյٳթյٳն նիٳ առնվազն մեկ գագաթ vc այնպիսին, որ c /∈ S (vc, α) և

S (vc, α) < c < S (vc, α): Այստեղից հետևٳմ է, որ առնվազն 2δ(G) − wdef (G) գٳյներ

բացակայٳմ են G-ի գագաթներից: Ուստի, def(G) ≥ 2δ(G)− wdef (G):
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Այս թեորեմը ընդհանրացնٳմ է [15] աշխատանքٳմ ստացված հետևյալ երկٳ

արդյٳնքները.

Հետևանք 3.1.8. [15] Եթե G-ն կենտ թվով գագաթներ նեցողٳ գրաֆ է, ապա wdef (G) ≥

2δ(G)− def(G):

Հետևանք 3.1.9. [15] Եթե G-ն կենտ թվով գագաթներ նեցողٳ r-համասեռ գրաֆ է և

def(G) = r
2
, ապա wdef (G) ≥ 3r

2
:

Գիառոն, Կٳբալեն և Մալաֆիյսկին մٳ-[33] որոշել են K2n+1-ի դեֆիցիտը և ցٳյց են

տվել, որ def(K2n+1) = n (n ∈ N): Թեորեմ 3.1.7-ի ստորին գնահատականը հասանելի

է K2n+1-ի համար, քանի որ δ(K2n+1) = 2n և մٳ-[15] ապացٳցվել է, որ wdef (K2n+1) =

3n (n ∈ N): Հաջորդ պարագրաֆٳմ կապացٳցենք, որ այս ստորին գնահատականը

հասանելի է նաև գրեթե լրիվ գրաֆների համար:

Այժմ դիտարկենք Wdef (G) − wdef (G) տարբերٳթյٳնը: մٳ-[74] Քամալյանը

ապացٳցել էր, որ կամայական l ∈ N թվի համար գոյٳթյٳն նիٳ G գրաֆ այնպիսին, որ

G ∈ N և W (G)− w(G) ≥ l: Հաջորդ թեորեմը ընդհանրացնٳմ է այս արդյٳնքը դրական

դեֆիցիտով գրաֆների համար:

Թեորեմ 3.1.10. Ցանկացած l ∈ N թվի համար գոյٳթյٳն նիٳ G գրաֆ այնպիսին, որ

def(G) > 0 և Wdef (G)− wdef (G) ≥ l:

Ապացٳյց. Դիցٳք p = 2l + 1 և G = K2p+1: Քանի որ def(G) = p > 0 և wdef (G) = 3p,

ապա ապացٳյցը ավարտելٳ համար բավարար է ցٳյց տալ, որ Wdef (G) ≥ 3p + p−1
2

=

3p + l: Մենք կապացٳցենք փոքր ինչ ավելի ընդհանٳր արդյٳնք բոլոր կենտ թվով

գագաթներով լրիվ գրաֆների համար: Ցٳյց կտանք, որ եթե n = p2q, որտեղ p-ն կենտ

է, իսկ q ∈ Z≥0, ապա

Wdef (K2n+1) ≥ 3n+ p−1
2
:

Kp2q+1+1-ի ϕ կողային ներկٳմը կառٳցենք օգտագործելով տարբեր գրաֆների երեք

ներկٳմներ:

1. Մեզ հարկավոր է Թեորեմ մٳ-1.3.2 նկարագրված Kp+1-ի α միջակայքային(
3
2
(p+ 1)− 2

)
-ներկٳմը: Kp+1-ի գագաթները նշանակենք հետևյալ կերպ.

V (Kp+1) = {ui : i = 0, . . . , p}: α ներկٳմը նիٳ մի կարևոր հատկٳթյٳն, որ

S(ui, α) = ⌊ i
2
⌋+ 1 կամայական i = 0, . . . , p թվի համար:
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.
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Նկ. 3.1: Kp2q+1+1 գրաֆի գագաթները բաժանٳմ ենք 2q+1 խմբերի այպես, որ կամայական

երկٳ խմբի հատٳմը v0 գագաթն է:

2. Այնٳհետև, մեզ պետք է Kp,p-ի հատٳկ տիպի ներկٳմ, որը կնշանակենք β-ով:

Դիցٳք, Kp,p-ի գագաթներն են. V (Kp,p) = {xi, yi : i = 1, . . . , p}: β ներկٳմը պետք

է բավարարի հետևյալ պայմանին. կամայական i = 1, . . . , p թվի համար S(xi, β) =

S(yi, β) =
⌊
i
2

⌋
+1: Այս պայմանին բավարարողKp,p-ի ներկման գոյٳթյٳնը հետևٳմ

է [65] աշխատանքի Լեմմա 4-ից:

3. Վերջապես, մեզ պետք է K2q+1+1 գրաֆի որևէ γ ներկٳմ 3 · 2q գٳյներով:

Գրաֆի գագաթները նշանակենք V (K2q+1+1) = {wj : j = 0, . . . , 2q+1}: γ-ն պետք

է բավարարի հետևյալ պայմանին. def(K2q+1+1, γ) = def(w0, γ) = 2q: Այսպիսի

հատկանիշներով ներկٳմներ նկարագրված են [33]-ի Թեորեմ մٳ-4.2 և [58]-ի

Թեորեմ :մٳ-29

Kp2q+1+1 գրաֆի գագաթները նշանակենք հետևյալ կերպ (Նկ. 3.1).

V (Kp2q+1+1) = {v0} ∪
{
vji : i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , 2q+1

}
.
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Կառٳցենք նրա ϕ ներկٳմը հետևյալ կերպ.

ϕ
(
vji1v

j
i2

)
= α(ui1ui2) + p

(
γ(w0wj)− 1

)
, 0 ≤ i1 < i2 ≤ p, 1 ≤ j ≤ 2q+1,

ϕ
(
vj1i1 v

j2
i2

)
= β(xi1yi2) + p

(
γ(wj1wj2)− 1

)
, 1 ≤ i1, i2 ≤ p, 1 ≤ j1 < j2 ≤ 2q+1 :

Վերևٳմ բերված բանաձևերٳմ vj0 սիմվոլները վերաբերվٳմ են միևնٳյն v0

գագաթին, կամայական j = 1, . . . , 2q+1 թվի համար: Առաջին բանաձևի միջոցով

ներկվٳմ են այն կողերը, որոնց ծայրակետերը պատկանٳմ են Նկ. մٳ-3.1 միևնٳյն

խմբին, մինչդեռ երկրորդ բանաձևի միջոցով ներկվٳմ են այն կողերը, որոնք միացնٳմ

են տարբեր խմբերին պատկանող գագաթները: Ցٳյց տանք, որ vji , i = 1, . . . , p, j =

1, . . . , 2q+1, գագաթների սպեկտրները միջակայքեր են:

S
(
vji , ϕ

)
=
[
S(ui, α) + p

(
γ(w0wj)− 1

)
, S(ui, α) + p

(
γ(w0wj)− 1

)]
∪

∪
j′∈[1,2q+1]\{j}

[
S(xi, β) + p

(
γ(wjwj′)− 1

)
, S(xi, β) + p

(
γ(wjwj′)− 1

)]
.

Ունենք, որ S(ui, α) = S(xi, β) = ⌊ i
2
⌋+1 կամայական i = 1, . . . , p թվի համար: Ուստի վերը

նշված արտահայտٳթյٳնը դառնٳմ է.

S
(
vji , ϕ

)
=

[⌊
i

2

⌋
+ 1 + p

(
γ(w0wj)− 1

)
,

⌊
i

2

⌋
+ p+ p

(
γ(w0wj)− 1

)]
∪

∪
j′∈[1,2q+1]\{j}

[⌊
i

2

⌋
+ 1 + p

(
γ(wjwj′)− 1

)
,

⌊
i

2

⌋
+ p+ p

(
γ(wjwj′)− 1

)]

=
∪

j′∈[0,2q+1]\{j}

[⌊
i

2

⌋
+ 1 + p

(
γ(wjwj′)− 1

)
,

⌊
i

2

⌋
+ p+ p

(
γ(wjwj′)− 1

)]

=

[⌊
i

2

⌋
+ 1 + p

(
S(wj, γ)− 1

)
,

⌊
i

2

⌋
+ p+ p

(
S(wj, γ)− 1

)]
:

Վերջին հավասարٳթյٳնը տեղի ,նիٳ քանի որ S (wj, γ) սպեկտրը միջակայք է բոլոր

j = 1, . . . , 2q+1 թվերի համար: Վերջապես, v0-ի սպեկտրը և ϕ ներկման դեֆիցիտը v0

գագաթٳմ կլինեն.

S (v0, ϕ) =
∪

j′∈[1,2q+1]

[
S(u0, α) + p

(
γ(w0wj′)− 1

)
, S(u0, α) + p

(
γ(w0wj′)− 1

)]
=

∪
j′∈[1,2q+1]

[
1 + p · γ(w0wj′)− p, p · γ(w0wj′)

]
,

def(v0, ϕ) = S(v0, ϕ)− S(v0, ϕ)− dK2n+1(v0) + 1

= p · S(w0, γ)− (1 + p · S(w0, γ)− p)− p · 2q+1 + 1

= p
(
S(w0, γ)− S(w0, γ)− dK2q+1+1

(w0) + 1
)
= p · def(w0, γ) = p2q = n :
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Դիցٳք wj և wj K2q+1+1-ի այն գագաթներն են, որոնց համար S
(
wj, γ

)
= 1 և

S
(
wj, γ

)
= 3 · 2q: Հեշտ է տեսնել, որ S

(
v
j

1, ϕ
)
= 1 և S

(
vjp, ϕ

)
=
⌊
p
2

⌋
+ p + p (3 · 2q − 1) =

3n + p−1
2
: Ուստի, ϕ-ն K2n+1-ի ճիշտ կողային ներկٳմ է 3n + p−1

2
գٳյներով, ընդ որٳմ

def(K2n+1, ϕ) = def (v0, ϕ) = n:

Թեորեմ 1.1.2-ի երկրորդ կետը պնդٳմ է, որ եթե G-ն համասեռ մٳլտիգրաֆ է, իսկ

w(G) ≤ t ≤ W (G), ապաG-ն նիմիջակայքայինٳ t-ներկٳմ: Հաջորդ թեորեմը ընդլայնٳմ

է այս արդյٳնքը դրական դեֆիցիտով մٳլտիգրաֆների համար:

Թեորեմ 3.1.11. Դիցٳք α0-ն G համասեռ մٳլտիգրաֆի ճիշտ t0-ներկٳմ է, իսկ D ⊆ V (G)

նրա գագաթների որևէ ենթաբազմٳթյٳն է: Եթե կամայական v ∈ V (G) \ D գագաթի

համար def(v, α0) = 0, ապա ցանկացած t թվի համար, S(D,α0) − S(D,α0) + 1 ≤ t ≤ t0,

G-ն նիٳ α ճիշտ t-ներկٳմ այնպես, որ def(v, α) = def(v, α0) կամայական v ∈ V (G)

գագաթի համար:

Ապացٳյց. Դիցٳք a = S(D,α0) − 1 և b = t0 − S(D,α0): Փաստացի [S(D,α0), S(D,α0)]

միջակայքից դٳրս նենքٳ a + b գٳյներ, և պետք է ազատվել դրանցից (t0 − t)-

ից: Կառٳցենք G-ի α ճիշտ կողային ներկٳմը՝ վերցնելով բոլոր կողերի գٳյները α0

ներկٳմից և ապա փոփոխելով դրանց մի մասը: Նախ կփորձենք ազատվել S(D,α0)-

ից մեծ գٳյներից, և եթե դա բավարար չլինի, կազատվենք S(D,α0)-ից փոքր գٳյներից:

Եթե t0−t ≤ b, ապա կամայական e ∈ E(G) կողի համար, որի համար α0(e) ∈ [t+ 1, t0],

նշանակենք α(e) = α0(e)−∆(G):

Եթե t0 − t > b, ապա կամայական e ∈ E(G) կողի համար, որի համար α0(e) ∈[
S(D,α0) + 1, t0

]
, նշանակենք α(e) = α0(e) − ∆(G): Այնٳհետև, կամայական e ∈ E(G)

կողի համար, որի համար α0(e) ∈ [1, t0 − t− b], նշանակենք α(e) = α0(e) + ∆(G): Երկٳ

դեպքերٳմ էլ D բազմٳթյան գագաթների սպեկտրները չեն փոփոխվٳմ, իսկ մյٳս

գագաթների սպեկտրներըմնٳմ ենմիջակայքեր: Եթե S(V (G), α) > 1, ապա վերջնական

ներկٳմը ստանալٳ համար բոլոր կողերի գٳյներից հանٳմ ենք S(V (G), α)− 1:

Նշենք, որ Թեորեմ 1.1.2-ի երկրորդ պնդٳմը կստացվի, եթե վերը նշված թեորեմը

կիրառենք միջակայքային ներկելի համասեռ G մٳլտիգրաֆի համար՝ որպես α0

վերցնելով նրա միջակայքային W (G)-ներկٳմը, իսկ որպես D վերցնելով մեկ գագաթ

պարٳնակող որևէ բազմٳթյٳն:
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Թեորեմ 3.1.10-ի ապացٳյցից և Թեորեմ 3.1.11-ից հետևٳմ է կենտ գագաթանի լրիվ

գրաֆների նվազագٳյն դեֆիցիտով ներկٳմների հետևյալ նկարագրٳթյٳնը:

Հետևանք 3.1.12. Դիցٳք n = p2q, որտեղ p-ն կենտ է, իսկ q ∈ Z≥0: Կամայական t թվի

համար, 3n ≤ t ≤ 3n+ p−1
2
, K2n+1-ը նիٳ α ճիշտ t-ներկٳմ այնպես, որ def(K2n+1, α) = n:

Ապացٳյց. Բավական է վերցնել Թեորեմ 3.1.10-ի ապացٳյցٳմ նկարագրվածK2n+1-ի α0

ճիշտ կողային ներկٳմը
(
3n+ p−1

2

)
գٳյներով, վերցնել D = {v0}, որտեղ v0 ∈ V (K2n+1) և

def(v0, α0) = def(K2n+1, α0) = n, և հաշվի առնել, որ S(D,α0)− S(D,α0) + 1 = S(v0, α0)−

S(v0, α0) + 1 = def(v0, α0) + dK2n+1(v0) = n+ 2n = 3n:

3.2 Որոշ գրաֆների դեֆիցիտի ճշգրիտ արժեքներ

Այս պարագրաֆը նվիրված է լրիվ գրաֆներին մոտ գրաֆների և որոշ լրիվ երեք կողմանի

գրաֆների դեիֆիցիտներին: Նախ կդիտարկենք լրիվ գրաֆներին մոտ գրաֆները:

Կենտ թվով գագաթ նեցրողٳ գրաֆների դեֆիցիտի համար հայտնի է հետևյալ ստորին

գնահատականը.

Թեորեմ 3.2.1. [14] Եթե G-ն կենտ թվով գագաթ նեցողٳ գրաֆ է, ապա

def(G) ≥ 2|E(G)|−(|V (G)|−1)∆(G)
2

:

Հետևանք 3.2.2. [14] Ցանկացած n,m ∈ N թվերի համար

def(K2n+1 −mK2) ≥ n−m, որտեղ 1 ≤ m ≤ n:

Ընդհանٳր դեպքٳմ, def(K2n+1 − mK2) (1 ≤ m ≤ n) գնահատականը ոչ միշտ է

հասանելի, քանի որK2n+1-ի կամայականM առավելագٳյն զٳգակցման համար (n ≥ 2),

K2n+1 −M /∈ N [46], ստիٳ def(K2n+1 − nK2) > 0: Սակայն այս ստորին գնահատականը

հասանելի է K2n+1 − e գրաֆի համար, ինչպես առաջարկվել էր մٳ-[14] հիպոթեզٳմ:

Թեորեմ 3.2.3. Եթե n ∈ N, ապա def(K2n+1 − e) = n− 1:

Ապացٳյց. Հետևանք 3.2.2-ից ,նենքٳ որ def(K2n+1 − e) ≥ n− 1 կամայական n ∈ N թվի

համար: Ապացٳյցի համար բավարար է կառٳցել K2n+1 − e-ի β ճիշտ կողային ներկٳմ,

որի դեֆիցիտը կլինի def(K2n+1 − e, β) = n − 1: Դիցٳք V (K2n+1 − e) = {v0, v1, . . . , v2n}:

Առանց ընդհանրٳթյٳնը խախտելٳ կարող ենք ենթադրել, որ e = v1v2n:
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Սահմանենք K2n+1 − e-ի β կողային ներկٳմը: Կամայական vivj ∈ E(K2n+1) կողի

համար, որտեղ i < j և (i, j) ̸= (1, 2n), β (vivj) գٳյնը որոշենք հետևյալ կերպ.

β (vivj) =



1, երբ i = 0, j = 1,

2n+ 1, երբ i = 0, j = 2,

j − 1, երբ i = 0, 3 ≤ j ≤ n,

n+ 1 + j, երբ i = 0, n+ 1 ≤ j ≤ 2n− 2,

n, երբ i = 0, j = 2n− 1,

2n, երբ i = 0, j = 2n,

i+ j − 1, երբ 1 ≤ i ≤
⌊
n
2

⌋
, 2 ≤ j ≤ n, i+ j ≤ n+ 1,

i+ j + n− 2, երբ 2 ≤ i ≤ n− 1,
⌊
n
2

⌋
+ 2 ≤ j ≤ n, i+ j ≥ n+ 2,

n+ 1 + j − i, երբ 3 ≤ i ≤ n, n+ 1 ≤ j ≤ 2n− 2, j − i ≤ n− 2,

j − i+ 1, երբ 1 ≤ i ≤ n, n+ 1 ≤ j ≤ 2n, j − i ≥ n,

2i− 1, երբ 2 ≤ i ≤ 1 +
⌊
n−1
2

⌋
, n+ 1 ≤ j ≤ n+

⌊
n−1
2

⌋
, j − i = n− 1,

i+ j − 1, երբ
⌊
n−1
2

⌋
+ 2 ≤ i ≤ n, n+ 1 +

⌊
n−1
2

⌋
≤ j ≤ 2n− 1, j − i = n− 1,

i+ j − 2n+ 1, երբ n+ 1 ≤ i ≤ n+
⌊
n
2

⌋
− 1, n+ 2 ≤ j ≤ 2n− 2, i+ j ≤ 3n− 1,

i+ j − n, երբ n+ 1 ≤ i ≤ 2n− 1, n+
⌊
n
2

⌋
+ 1 ≤ j ≤ 2n, i+ j ≥ 3n:

Ապացٳցենք, որ β-նK2n+1−e-ի ճիշտ ներկٳմ է (3n−1) գٳյներով և def(K2n+1−e, β) =

n− 1 դեֆիցիտով:

Դիցٳք G-ն K2n+1− e-ի ենթագրաֆն է ծնված {v1, . . . , v2n} գագաթներով: Պարզ է, որ

G-ն իզոմորֆ է K2n− e գրաֆին: K2n+1− e-ի այս β ներկٳմը հիմնված է Թեորեմ մٳ-1.3.2

կառٳցված K2n-ի միջակայքային (3n − 2)-ներկման վրա (այդ ներկٳմը նկարագրված է

[46] աշխատանքի Թեորեմ 4-ի ապացٳյցٳմ): Վերցնٳմ ենք K2n-ի այս միջակայքային

(3n − 2)-ներկٳմը և G-ի բոլոր կողերի գٳյները շեղٳմ ենք մեկով: Դիցٳք α-ն G-ի

ստացված ներկٳմն է: Օգտվելով այս ներկման հատկٳթյٳնից, որը նկարագրված է

[46]-ի Հետևանք ,մٳ-6 ստանٳմ ենք

1) S (v1, α) = [2, 2n− 1] և S (v2, α) = [2, 2n],

2) S (vi, α) = S (vn+i−2, α) = [i, 2n− 2 + i] երբ 3 ≤ i ≤ n,

3) S (v2n−1, α) = [n+ 1, 3n− 1] և S (v2n, α) = [n+ 1, 3n− 1] \ {2n}:

110



1
1 7

7

2

2

8
83

3

6

6

2

2

3

3

4 4

5

5

6

6

3

3

4 4

5

5

5

5

7

7

4 4

6

6

7

7
8

8

v0

v1

v2

v3

v4

v5

v6

Նկ. 3.2: K7−e գրաֆի β ճիշտ կողային ներկٳմը 8 գٳյներով, որտեղ def(v0, β) = def(K7−

e) = 2:

Այժմ, ըստ β-ի սահմանման, նենքٳ

1) S (v0, β) = [1, n] ∪ [2n, 3n− 1],

2) S (v1, β) = [1, 2n− 1] և S (v2, β) = [2, 2n+ 1],

3) S (vi, β) = [i− 1, 2n− 2 + i] և S (vn+i−2, β) = [i, 2n− 1 + i] երբ 3 ≤ i ≤ n,

4) S (v2n−1, β) = [n, 3n− 1] և S (v2n, β) = [n+ 1, 3n− 1]:

Սա ցٳյց է տալիս, որ β-ն K2n+1−e գրաֆի ճիշտ կողային ներկٳմ է (3n−1) գٳյներով

և def(K2n+1 − e, β) = n− 1 դեֆիցիտով: Ուստի, def(K2n+1 − e) = n− 1 (Նկ. 3.2):

Թեորեմ 3.2.4. Եթե n ∈ N, ապա wdef (K2n+1 − e) = 3n− 1:

Ապացٳյց. Թեորեմ 3.2.3-ի ապացٳյցից ,նենքٳ որ K2n+1 − e գրաֆը նիٳ α ճիշտ

կողային (3n − 1)-ներկٳմ և def(K2n+1 − e, α) = def(K2n+1 − e) = n − 1 դեֆիցիտով:

Այստեղից հետևٳմ է, որ wdef (K2n+1−e) ≤ 3n−1: Մյٳս կողմից, քանի որK2n+1−e գրաֆը
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չٳնի կատարյալ զٳգակցٳմ, δ(K2n+1 − e) = 2n − 1 և def(K2n+1 − e) = n − 1, Թեորեմ

3.1.7-ի համաձայն ստանٳմ ենք, որ wdef (K2n+1 − e) ≥ 2(2n− 1)− n+ 1 = 3n− 1:

մٳ-[25] ցٳյց է տրվել, որ def (K1,1,n) = 0, երբ n-ը զٳյգ է, իսկ def (K1,1,n) = 1, երբ

n-ը կենտ է: Այստեղ մենք կընդհանրացնենք այս արդյٳնքը և կորոշենք K1,m,n գրաֆի

դեֆիցիտը բոլոր m,n ∈ N թվերի համար:

Թեորեմ 3.2.5. Կամայական m,n ∈ N թվերի համար

def (K1,m,n) =

 0, երբ (m+ 1, n+ 1) = 1,

1, հակառակ դեպքٳմ:

Ապացٳյց. ԸստԹեորեմներ 1.5.5-ի և 1.5.6-ի, K1,m,n ∈ Nայն ևմիայն դեպքٳմ, երբ (m+

1, n+1) = 1 կամայական m,n ∈ N թվերի համար: Այստեղից հետևٳմ է, որ def (K1,m,n) =

0, երբ (m + 1, n + 1) = 1, և def (K1,m,n) ≥ 1, երբ (m + 1, n + 1) > 1: Այժմ ցٳյց տանք, որ

def (K1,m,n) ≤ 1: Դիցٳք.

V (K1,m,n) = {u1, . . . , um, v1, . . . , vn, w}

E (K1,m,n) = {uivj : 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} ∪ {wui : 1 ≤ i ≤ m} ∪ {wvj : 1 ≤ j ≤ n} :

Սահմանենք K1,m,n-ի α կողային ներկٳմը հետևյալ կերպ.

(1) երբ 1 ≤ i ≤ m և 1 ≤ j ≤ n, α (uivj) = i+ j,

(2) երբ 1 ≤ i ≤ m, α (wui) = i,

(3) երբ 1 ≤ j ≤ n, α (wvj) = m+ 1 + j:

Ապացٳցենք, որ α-ն K1,m,n-ի ճիշտ կողային ներկٳմ է m + n + 1 գٳյներով և

def (K1,m,n, α) = 1 դեֆիցիտով: Ըստ α-ի սահմանման ,նենքٳ որ

1) երբ 1 ≤ i ≤ m,

S (ui, α) = [i+ 1, n+ i] ∪ {i} = [i, n+ i] համաձայն (1)-ի և (2)-ի,

2) երբ 1 ≤ j ≤ n,

S (vj, α) = [j + 1,m+ j] ∪ {m+ 1 + j} = [j + 1,m+ 1 + j] համաձայն (1)-ի և (3)-ի,

3) S (w,α) = [1,m] ∪ [m+ 2,m+ n+ 1] համաձայն (2)-ի և (3)-ի:

Այստեղից հետևٳմ է, որ α-ն K1,m,n-ի ճիշտ կողային ներկٳմ է m+ n+ 1 գٳյներով և

def (K1,m,n, α) = 1 դեֆիցիտով (m,n ∈ N), ստիٳ def (K1,m,n) ≤ 1 երբ (m+1, n+1) > 1:
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3.3 Միջակայքային ներկٳմ չٳնեցող երկկողմանի գրաֆների

ընտանիքներ

Այս պարագրաֆը նվիրված է այնպիսի երկկողմանի գրաֆների կառٳցմանը, որոնք

չٳնեն միջակայքային ներկٳմներ: Սեվաստյանովը [79] ցٳյց է տվել, որ երկկողմանի

գրաֆի միջակայքային ներկելիٳթյան խնդիրը NP -լրիվ է: Փոքրաթիվ գագաթներով

երկկողմանի գրաֆների ներկելիٳթյան հարցը դիտարկել է Գիառոն [29]: Նրան

համակարգչային ծրագրի օգնٳթյամբ հաջողվել է ստանալ հետևյալ արդյٳնքը.

Թեորեմ 3.3.1. Բոլոր երկկողմանի գրաֆները, որոնք նենٳ առավելագٳյնը 14 գագաթ

միջակայքային ներկելի են:

Մի շարք հետազոտողներ դիտարկել են փոքր առավելագٳյն աստիճանով

երկկողմանի գրաֆների միջակայքային ներկելիٳթյան հարցը: Հանսենը ապացٳցել է

հետևյալ պնդٳմը ենթախորանարդ երկկողմանիների համար.

Թեորեմ 3.3.2. [38] Եթե G-ն երկկողմանի գրաֆ է, որի համար ∆(G) ≤ 3, ապա G ∈ N և

w(G) ≤ 4:

4 առավելագٳյն աստիճանով երկկողմանի գրաֆների համար Գիառոն ստացել է

հետևյալ երկٳ արդյٳնքները.

Թեորեմ 3.3.3. [28]. Եթե G-ն երկկողմանի գրաֆ է, ∆(G) = 4 և այն չٳնի 3 աստիճան

նեցողٳ գագաթ, ապա G ∈ N և w(G) = 4:

Թեորեմ 3.3.4. [28]. G երկկողմանի գրաֆի համար միջակայքային ∆(G)-ներկման

գոյٳթյٳնը կարելի է պարզել բազմանդամային ժամանակٳմ, երբ ∆(G) ≤ 4, և NP -լրիվ

է, եթե ∆(G) ≥ 5:

Այն երկկողմանի գրաֆների համար, որոնց մի կողմٳմ գագաթների քանակը փոքր

է, ապացٳցվել է հետևյալ թեորեմը.

Թեորեմ 3.3.5. [32] Եթե G-ն երկկողմանի գրաֆ է (X,Y ) կողմերով, իսկ min{|X|, |Y |} ≤

3, ապա G ∈ N:

Հայտնի են երկկողմանի դասերի մի շարք դասեր, որոնք միջակայքային ներկելի

են, մասնավորապես, բոլոր համասեռ երկկողմանի գրաֆները [68, 5], երկٳռٳցիկ
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երկկողմանի գրաֆները [6, 74], ցանցերը [30], արտաքին հարթ երկկողմանիները [31],

(2, b)-երկհամասեռ երկկողմանիները [35, 76], (3, 5)-երկհամասեռ երկկողմանիների [16]

և (3, 4)-երկհամասեռ երկկողմանիների որոշ դասեր [8, 59, 67]: Սակայն հայտնի են

նաև երկկողմանի գրաֆներ, որոնք չٳնեն միջակայքային ներկٳմ: Այդպիսի առաջին

օրինակը կառٳցվել է Միրٳմյանի կողմից 1989-ին, որը սակայն չի տպագրվել: Այդ

գրաֆը ներٳ 19 գագաթ և 15 առավելագٳյն աստիճան (Նկ. 3.4): Առաջին տպագրված

օրինակը Սեվաստյանովինն է [79], որն ներٳ 28 գագաթ և 21 առավելագٳյն աստիճան

(Նկ. 3.3): Այլ օրինակներ կառٳցվել են Էրդյոշի (27 գագաթ և 13 առավելագٳյն

աստիճան), Հերցի և դե Վերրայի (21 գագաթ և 14 առավելագٳյն աստիճան) և

Մալաֆիյսկٳ կողմից (19 գագաթ և 15 առավելագٳյն աստիճան): Ջենսենը և Տոֆտը

մٳ-[40] (հետագայٳմ՝ նաև (մٳ-[63] առաջարկել են հետևյալ խնդիրը.

Նկ. 3.3: Սեվաստյանովի գրաֆը

Խնդիր 3.1. Գոյٳթյٳն նի՞ٳ G երկկողմանի գրաֆ, որի համար 4 ≤ ∆(G) ≤ 12 և G /∈ N:

Այս պարագրաֆٳմ մենք ներկայացնٳմ ենք միջակայքային ներկٳմ չٳնեցող

երկկողմանի գրաֆների կառٳցման մի քանի մեթոդներ: Մասնավորապես, այդ

մեթոդներով հաջողվել է կառٳցել երկٳ երկկողմանի գրաֆներ G և H, որտեղ ∆(G) =
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11, ∆(H) = 12, որոնք չٳնեն միջակայքային ներկٳմ, այդպիսով մասնակիորեն

պատասխանելով Ջենսենի և Տոֆտի հարցադրմանը:

3.3.1 Շեննոնի գրաֆներով հակաօրինակներ

1949 թ. Շեննոնը [61] ցٳյց է տվել, որ χ′(G) ≤
⌊
3
2
∆(G)

⌋
ցանկացած G մٳլտիգրաֆի

համար: Նա նաև ցٳյց է տվել, որ այդ գնահատականը հասանելի է հատٳկ տիպի

մٳլտիգրաֆների վրա, որոնք հետագայٳմ կոչվեցին Շեննոնի գրաֆներ: Շեննոնի

գրաֆը երեք գագաթ նեցողٳ մٳլտիգրաֆ է՝ x, y, z, որոնցից յٳրաքանաչյٳր երկٳսի

միջև կան r կողեր՝ µ(xy) = µ(yz) = µ(xz) = r: Մենք կօգտագործենք Շեննոնի գրաֆները

միջակայքային ներկٳմ չٳնեցող երկկողմանի գրաֆներ կառٳցելٳ համար: Նկատենք,

որ Շեննոնի գրաֆի բոլոր կողերը տրոհելٳց առաջացած գրաֆը երկկողմանի է: Ավելին,

այն կմնա երկկողմանի, եթե տրոհٳմից առաջացած գագաթները միացնենք մի նոր

գագաթի: Այսպես, սահմանենք ∆r,s,t (1 ≤ r ≤ s ≤ t) գրաֆը հետևյալ կերպ.

V (∆r,s,t) = {v, x, y, z} ∪ {a1, . . . , ar, b1, . . . , bs, c1, . . . , ct},

E(∆r,s,t) = {vai, xai, yai : 1 ≤ i ≤ r} ∪ {vbj, xbj, zbj : 1 ≤ j ≤ s} ∪ {vck, yck, zck : 1 ≤ k ≤ t} :

∆r,s,t-ն կապակցված երկկողմանի գրաֆ է, որի համար |V (∆r,s,t)| = r + s + t + 4,

d(x) = r + s, d(y) = r + t, d(z) = s + t, և ∆(∆r,s,t) = r + s + t: Նկատենք, որ ∆r,s,t

գրաֆները ընդհանրացնٳմ են մٳ-[32] սահմանված Մալաֆիյսկٳ վարդերը Mk, քանի

որ Mk
∼= ∆k,k,k, ցանկացած k-ի համար, k ∈ N:

Թեորեմ 3.3.6. Եթե r ≥ 5, ապա ∆r,s,t /∈ N:

Ապացٳյց. Ենթադրենք հակառակը՝∆r,s,t գրաֆը նիٳ αմիջակայքային q-ներկٳմ ինչ որ

q-ի համար, q ≥ r + s+ t:

Դիտարկենք v գագաթը: Ենթադրենք u-ն և w-ն v-ին հարևան այն գագաթներն են,

որոնց համար α(vu) = S(v, α) = p և α(vw) = S(v, α) = p+ r+ s+ t−1: ∆r,s,t-ի կառٳցման

համաձայն ∆r,s,t − v գրաֆٳմ գոյٳթյٳն նիٳ երկٳ երկարٳթյամբ P (u,w) շղթա, որը

միացնٳմ է u-ն w-ին, որտեղ

P (u,w) = (u, uv′, v′, v′w,w):

Քանի որ d(u) = 3 և d(v′) ≤ s+ t, ,նենքٳ որ
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α(uv′) ≤ p+ d(u)− 1 = p+ 2, ստիٳ

α(v′w) ≤ p+ 2 + d(v′)− 1 = p+ 1 + s+ t:

Մյٳս կողմից, քանի որ d(w) = 3, ,նենքٳ որ

p+ r + s+ t− 1 = α(vw) = S(v, α) ≤ p+ 1 + s+ t+ d(w)− 1 = p+ s+ t+ 3:

Այսպիսով, ստացանք, որ r ≤ 4, ինչը հակասٳթյٳն է:

Նկ. 3.4: ∆5,5,5 գրաֆը

Թեորեմ 3.3.6-ից հետևٳմ է, որ Նկ. մٳ-3.4 պատկերված ∆5,5,5 գրաֆը, որի համար

|V (∆5,5,5)| = 19 և ∆(∆5,5,5) = 15 չٳնի միջակայքային ներկٳմ: Իրականٳմ սա այն

երկկողմանի գրաֆն է, որն առաջին անգամ կառٳցվել էր Միրٳմյանի կողմից: Այն

առաջին անգամ տպագրվել է մٳ-[6] և ,մٳ-[32] և այժմ հայտնի է որպես Մալաֆիյսկٳ

վարդ M5:

Հետևանք 3.3.7. Ցանկացած ∆ բնական թվի համար, ∆ ≥ 15, գոյٳթյٳն նիٳ

կապակցված երկկողմանի գրաֆ G, այնպես, որ G /∈ N և ∆(G) = ∆:
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3.3.2 Վերջավոր պրոյեկտիվ երկրաչափٳթյٳններով հակաօրինակներ

Այս պարագրաֆٳմ կառٳցենք միջակայքային ներկٳմ չٳնեցող երկկողմանի գրաֆներ

օգտվելով վերջավոր պրոյեկտիվ հարթٳթյٳններից: n-րդ կարգի (n ≥ 2) վերջավոր

պրոյեկտիվ հարթٳթյٳնը՝ π(n), նիٳ n2 + n + 1 կետեր և n2 + n + 1 ,ղիղներٳ որոնք

բավարարٳմ են հետևյալ հատկٳթյٳններին.

Հ1 յٳրաքանչյٳր երկٳ կետ որոշٳմ են ,ղիղٳ

Հ2 յٳրաքանչյٳր երկٳ ղիղٳ որոշٳմ են կետ,

Հ3 յٳրաքանչյٳր կետ պատկանٳմ է n+ 1 ,ղիղներիٳ

Հ4 յٳրաքանչյٳր ղղիٳ պատկանٳմ են n+ 1 կետեր:

Ենթադրենք {1, . . . , n2 + n+ 1}-ը π(n)-ի կետերի բազմٳթյٳնն է, իսկ L-ը՝ :ղիղներիٳ

Սահմանենք Erd(r1, . . . , rn2+n+1) գրաֆը (r1 ≥ . . . ≥ rn2+n+1 ≥ 1) հետևյալ կերպ.

V (Erd(r1, . . . , rn2+n+1)) = {u} ∪ {1, . . . , n2 + n+ 1}∪

∪
{
v
(li)
1 , . . . , v(li)ri

: li ∈ L, 1 ≤ i ≤ n2 + n+ 1
}
,

E(Erd(r1, . . . , rn2+n+1)) =
{
uv

(li)
1 , . . . , uv(li)ri

: li ∈ L, 1 ≤ i ≤ n2 + n+ 1
}
∪

∪
n2+n+1∪

i=1

{
v
(li)
1 k, . . . , v(li)ri

k : li ∈ L, k ∈ li, 1 ≤ k ≤ n2 + n+ 1
}
:

Erd(r1, . . . , rn2+n+1)-ը կապակցված երկկողմանի գրաֆ է, որի համար

∆(Erd(r1, . . . , rn2+n+1)) =
n2+n+1∑

i=1

ri, իսկ |V (Erd(r1, . . . , rn2+n+1))| =
n2+n+1∑

i=1

ri + n2 + n + 2:

Նկատենք, որ Erd(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) գրաֆը (Նկ. 3.5) նկարագրվել էր Էրդյոշի

կողմից դեռևս 1991թ. [40]: Այս գրաֆն նիٳ 27 գագաթ, իսկ առավելագٳյն աստիճանը

13 է:

Թեորեմ 3.3.8. Եթե
n2+n+1∑
i=n+2

ri > 2(n+ 1), ապա Erd(r1, . . . , rn2+n+1) /∈ N.

Ապացٳյց. Ենթադրենք հակառակը. Erd(r1, . . . , rn2+n+1) գրաֆը նիٳ α միջակայքային

t-ներկٳմ ինչ որ t-ի համար, t ≥
n2+n+1∑

i=1

ri:

Դիտարկենք u գագաթը: Դիցٳք v
(li0 )
p -ն և v

(lj0 )
q -ն u-ին հարևան այն գագաթներն են,

որոնց համար α
(
uv

(li0 )
p

)
= S(u, α) = s և α

(
uv

(lj0 )
q

)
= S(u, α) = s+

n2+n+1∑
i=1

ri − 1:

117



Նկ. 3.5: Erd(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) գրաֆը:

Եթե li0 = lj0, ապա, ըստ Erd(r1, . . . , rn2+n+1)-ի կառٳցման, գոյٳթյٳն նիٳ k0

այնպիսին, որ k0v
(li0 )
p , k0v

(lj0 )
q ∈ E(Erd(r1, . . . , rn2+n+1)): Եթե li0 ̸= lj0, ապա, ըստ

Erd(r1, . . . , rn2+n+1)-ի կառٳցման և Հ2 հատկٳթյան, գոյٳթյٳն նիٳ k0 այնպիսին, որ

k0v
(li0 )
p , k0v

(lj0 )
q ∈ E(Erd(r1, . . . , rn2+n+1)):

Erd(r1, . . . , rn2+n+1)-ի կառٳցման համաձայն, ինչպես նաև Հ3 և Հ4

հատկٳթյٳններից ելնելով ,նենքٳ որ d
(
v
(li0 )
p

)
= d

(
v
(lj0 )
q

)
= n+ 2 և

α
(
k0v

(li0 )
p

)
≤ s+ d

(
v
(li0 )
p

)
− 1 = s+ n+ 1, ստիٳ

α
(
k0v

(lj0 )
q

)
≤ s+ n+ 1 + d(k0)− 1 ≤ s+ n+

n+1∑
i=1

ri:

Հետևաբար,

s+
n2+n+1∑

i=1

ri − 1 = α
(
uv

(lj0 )
q

)
= S(u, α) ≤ s+ n+

n+1∑
i=1

ri + d
(
v
(lj0 )
q

)
− 1 = s+ 2n+ 1 +

n+1∑
i=1

ri:

Այսպիսով ստանٳմ ենք, որ
n2+n+1∑
i=n+2

ri ≤ 2(n+ 1), ինչը հակասٳթյٳն է:

Հետևանք 3.3.9. Ցանկացած բնական∆-ի համար,∆ ≥ 13, գոյٳթյٳն նիٳ կապակցված

երկկողմանի գրաֆ G, այնպես, որ G /∈ N և ∆(G) = ∆:

Թեորեմ 3.3.8-ից հետևٳմ է, որ Նկ. մٳ-3.6 պատկերված Erd(2, 2, 2, 2, 2, 2, 1)

գրաֆը, որի համար |V (Erd(2, 2, 2, 2, 2, 2, 1))| = 21 և ∆(Erd(2, 2, 2, 2, 2, 2, 1)) = 13, չٳնի
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Նկ. 3.6: Erd(2, 2, 2, 2, 2, 2, 1) գրաֆը:

միջակայքային ներկٳմ: Թեորեմ 3.3.8-ից նաև հետևٳմ է, որErd(2, 2, 2, 2, 2, 2, 2) գրաֆը,

որի համար |V (Erd(2, 2, 2, 2, 2, 2, 2))| = 22 և ∆(Erd(2, 2, 2, 2, 2, 2, 1)) = 14, ևս չٳնի

միջակայքային ներկٳմ: Հաջորդ հատվածٳմ կկառٳցենք կապակցված երկկողմանի

գրաֆ 21 գագաթներով և 14 առավելագٳյն աստիճանով, որը չٳնի միջակայքային

ներկٳմ:

3.3.3 Ծառերով հակաօրինակներ

Դիցٳք T -ն ծառ է, V (T ) = {v1, . . . , vn}, n ≥ 2: Նշանակենք F (T ) = {v : v ∈ V (T )∧dT (v) =

1}: Ցանկացած պարզ P (vi, vj) շղթայի համար սահմանենք LP (vi, vj) հետևյալ կերպ.

LP (vi, vj) = |EP (vi, vj)|+ |{vw : vw ∈ E(T ), v ∈ V P (vi, vj), w /∈ V P (vi, vj)}|:

Տանք ևս մեկ սահմանٳմ.

M(T ) = max1≤i≤n,1≤j≤nLP (vi, vj):

Այժմ սահմանենք T̃ գրաֆը հետևյալ կերպ.

V (T̃ ) = V (T ) ∪ {u}, u /∈ V (T ), E(T̃ ) = E(T ) ∪ {uv : v ∈ F (T )}:
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T̃ -ը կապակցված գրաֆ է, որի համար ∆(T̃ ) = |F (T )|: Ավելին, եթե T ծառը այնպիսին

է, որ նրա ցանկացած երկٳ կախված գագաթների միջև հեռավորٳթյٳնը զٳյգ է, ապա

T̃ -ն նաև երկկողմանի է:

Քամալյանը [73, 74] ապացٳցել է հետևյալ թեորեմը:

Թեորեմ 3.3.10. Եթե T -ն ծառ է, ապա T -ն նիٳ միջակայքային t-ներկٳմ այն և միայն

այն դեպքٳմ ∆(T ) ≤ t ≤ M(T ):

Թեորեմ 3.3.11. Եթե T -ն ծառ է, իսկ |F (T )| > M(T ) + 2, ապա T̃ /∈ N:

Ապացٳյց. Ենթադրենք հակառակը, T̃ -ն նիٳ α միջակայքային t-ներկٳմ ինչ որ t-ի

համար, t ≥ |F (T )|:

Դիտարկենք u գագաթը: Դիցٳք v-ն և v′-ը u-ի հարևան այն երկٳ գագաթներն են,

որոնց համար α(uv) = S(u, α) = s և α(uv′) = S(u, α) = s + |F (T )| − 1: Քանտի որ T̃ − u

գրաֆը ծառ է, այնտեղ գոյٳթյٳն նիٳ միակ շղթա P (v, v′), որը միացնٳմ է v-ն և v′-ը,

որտեղ

P (v, v′) = (x1, e1, x2, . . . , xi, ei, xi+1, . . . , xk, ek, xk+1), x1 = v, xk+1 = v′:

Նկատենք, որ.

α(xixi+1) ≤ s+ 1 +
i∑

j=1

(dT (xj)− 1), երբ 1 ≤ i ≤ k:

Ստանٳմ ենք, որ

α(xkxk+1) = α(xkv
′) ≤ s+ 1 +

k∑
j=1

(dT (xj)− 1) = s+ LP (v, v′) ≤ s+M(T ):

Այսպիսով,

s+ |F (T )| − 1 = S(u, α) = α(uv′) ≤ s+ 1 +M(T ), ստիٳ |F (T )| ≤ M(T ) + 2,

ինչը հակասٳթյٳն է:

Հետևանք 3.3.12. Եթե T -ն այնպիսի ծառ է, որի ցանկացած երկٳ կախված գագաթների

միջև հեռավորٳթյٳնը զٳյգ է և |F (T )| > M(T ) + 2, ապա T̃ երկկողմանի գրաֆը չٳնի

միջակայքային ներկٳմ:

Դիտարկենք Նկ. մٳ-3.7 պատկերված T ծառը:

Քանի որ M(T ) = 11 և |F (T )| = 14, T̃ երկկողմանի գրաֆը, որի համար |V (T̃ )| = 21

և ∆(T̃ ) = 14 չٳնի միջակայքային ներկٳմ: Ծառերի միջոցով մեր կողմից նկարագրված
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Նկ. 3.7: T ծառը

կառٳցٳմը ընդհանրացնٳմ է Hp,q Հերցի գրաֆները, որոնք սահմանված են :մٳ-[32]

Ավելին, վերոհիշյալ օրինակը ավելի փոքր է, քան միջակայքային ներկٳմ չٳնեցող

ամենափոքր Հերցի գրաֆը՝ H7,2:

3.3.4 Ենթատրոհٳմներով հակաօրինակներ

Դիցٳք G-ն գրաֆ է, V (G) = {v1, . . . , vn}: Սահմանենք S(G) և Ĝ գրաֆները հետևյալ

կերպ.

V (S(G)) = {v1, . . . , vn} ∪ {wij : vivj ∈ E(G)},

E(S(G)) = {viwij, vjwij : vivj ∈ E(G)},

V (Ĝ) = V (S(G)) ∪ {u}, որտեղ u /∈ V (S(G)),

E(Ĝ) = E(S(G)) ∪ {uwij : vivj ∈ E(G)} :

Այլ կերպ ասած, S(G)-ն, որին կանվանենք G-ի ենթատրոհٳմ, ստացվٳմ է G-ից

նրա բոլոր կողերը տրոհելով, իսկ Ĝ-ը ստացվٳմ է S(G)-ից՝ միացնելով տրոհٳմից

առաջացած բոլոր գագաթները մի նոր u գագաթի: S(G)-ն և Ĝ-ն երկկողմանի գրաֆներ

են:

Պնդٳմ 3.3.13. Եթե G-ն երկկողմանի գրաֆ է և G ∈ N, ապա S(G) ∈ N:

Ապացٳյց. Դիցٳք G-ն երկկողմանի գրաֆ է (X,Y ) կողմերով, որտեղ X = {x1, . . . , xr},

Y = {y1, . . . , ys}, իսկ α-ն G-ի միջակայքային t-ներկٳմ է:

Սահմանենք S(G)-ի β միջակայքային ներկٳմը հետևյալ կերպ.

β(xiwij) = α(xiyj) և β(yjwij) = α(xiyj) + 1, ցանկացած xiyj ∈ E(G)-ի համար:
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Հեշտ է համոզվել, որ β-ն S(G)-ի միջակայքային (t+ 1)-ներկٳմ է:

[35, մٳ-[76 ապացٳցվել է, որ եթե G-ն համասեռ գրաֆ է, ապա S(G) ∈ N:

Հետաքրքրٳթյٳն է ներկայացնٳմ այս պնդման ընդհանրացٳմը ոչ երկկողմանի

գրաֆների համար: Մեր կողմից 2014-ին [54] առաջարկվել էր հետևյալ հիպոթեզը.

Հիպոթեզ 3.1. Եթե G ∈ N, ապա S(G) ∈ N:

Այս հիպոթեզը հաստատվել է Պյատկինի կողմից [78]:

Թեորեմ 3.3.14. Եթե G-ն կապացված գրաֆ է, և

|E(G)| > 1 +max
P∈P

∑
v∈V (P )

(
dĜ(v)− 1

)
,

որտեղ P-ն S(G)-ٳմ wij գագաթները միացնող ամենակարճ շղթաների բազմٳթյٳնն է,

ապա Ĝ /∈ N:

Ապացٳյց. Ենթադրենք հակառակը, α-ն Ĝ-ի միջակայքային t-ներկٳմ է ինչ որ t-ի

համար, t ≥ |E(G)|:

Դիտարկենք u գագաթը: Դիցٳք w-ն և w′-ը u-ին հարևան այն երկٳ գագաթներն

են, որոնց համար α(uw) = S(u, α) = s և α(uw′) = S(u, α) = s + |E(G)| − 1: Քանի որ

Ĝ − u = S(G) և Ĝ − u գրաֆները կապակցված են, գոյٳթյٳն նիٳ w-ն և w′-ը միացնող

կարճագٳյն P (w,w′) շղթա Ĝ− u գրաֆٳմ, որտեղ

P (w,w′) = (x1, e1, x2, . . . , xi, ei, xi+1, . . . , xk, ek, xk+1), x1 = w, xk+1 = w′:

Նկատենք, որ

α(xixi+1) ≤ s+
i∑

j=1

(dĜ(xj)− 1), երբ 1 ≤ i ≤ k,

և

α(xk+1u) = α(w′u) ≤ s+
k+1∑
j=1

(dĜ(xj)− 1):

Հետևաբար,

s+ |E(G)| − 1 = S(u, α) = α(uw′) ≤ s+
k+1∑
j=1

(dĜ(xj)− 1) ≤ s+max
P∈P

∑
v∈V (P )

(
dĜ(v)− 1

)
,

ստի՝ٳ

|E(G)| ≤ 1 +max
P∈P

∑
v∈V (P )

(
dĜ(v)− 1

)
,
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ինչը հակասٳթյٳն է:

Հետևանք 3.3.15. Եթե n ≥ 7, ապա K̂n /∈ N:

Հետևանք 3.3.16. Եթե mn−m− n > 5, ապա K̂m,n /∈ N:

Նկ. 3.8: K̂3,4 գրաֆը:

Այժմ ապացٳցենք, որ Նկ. մٳ-3.8 պատկերված K̂3,4 գրաֆը չٳնի միջակայքային

ներկٳմ:

Թեորեմ 3.3.17. K̂3,4 /∈ N:

Ապացٳյց. Դիցٳք V (K̂3,4) = {u, v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7} ∪ {wij : 1 ≤ i ≤ 3, 4 ≤ j ≤ 7}, իսկ

E(K̂3,4) = {viwij, vjwij, uwij : 1 ≤ i ≤ 3, 4 ≤ j ≤ 7}:

Ենթադրենք, որ α-ն K̂3,4-ի միջակայքային t-ներկٳմ է ինչ որ t-ի համար, t ≥ 12:

Դիտարկենք u գագաթը: Դիցٳք wi0j0-ն և wi1j1-ն u-ին հարևան այն գագաթներն են,

որոնց համար α(uwi0j0) = S(u, α) = s և α(uwi1j1) = S(u, α) = s + 11: Դիտարկենք երկٳ

դեպք:

Դեպք 1. i0 = i1 կամ j0 = j1:

Եթե i0 = i1, ապա vi0wi0j0 , vi0wi0j1 ∈ E(K̂3,4): Հետևաբար,

α(vi0wi0j0) ≤ s+ 2 և α(vi0wi0j1) ≤ s+ 5:
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Ուստի,

s+ 11 = S(u, α) = α(uwi0j1) ≤ s+ 7,

ինչը հնարավոր չէ:

Եթե j0 = j1, ապա vj0wi0j0 , vj0wi1j0 ∈ E(K̂3,4): Հետևաբար,

α(vj0wi0j0) ≤ s+ 2 և α(vj0wi1j0) ≤ s+ 4:

Ուստի,

s+ 11 = S(u, α) = α(uwi1j0) ≤ s+ 6,

ինչը նٳյնպես հնարավոր չէ:

Դեպք 2. i0 ̸= i1 և j0 ̸= j1:

Այս դեպքٳմ vi0vj0 և vi1vj1 կողերը անկախ են K3,4-ٳմ: Իսկ K3,4-ٳմ ցանկացած երկٳ

անկախ կող ընկած են 4 երկարٳթյամբ ցիկլի վրա: Այսինքն, K̂3,4-ٳմ գոյٳթյٳն նիٳ

ցիկլ C = wi0j0vj0wi1j0vi1wi1j1vj1wi0j1vi0wi0j0, որը բաղկացած է P և Q շղթաներից, որտեղ

P = (wi0j0 , vj0wi0j0 , vj0 , vj0wi1j0 , wi1j0 , vi1wi1j0 , vi1 , vi1wi1j1 , wi1j1) և

Q = (wi0j0 , vi0wi0j0 , vi0 , vi0wi0j1 , wi0j1 , vj1wi0j1 , vj1 , vj1wi1j1 , wi1j1):

Եթե α(vj0wi0j0) ≤ s+1, ապա դիտարկելով P շղթան ստանٳմ ենք, որ α(vi1wi1j1) ≤ s+8

և S(wi1j1 , α) ≤ s+ 10, ինչը հակասٳթյٳն է:

Եթե α(vi0wi0j0) ≤ s+1, ապա դիտարկելովQ շղթան ստանٳմ ենք, որ α(vj1wi1j1) ≤ s+8

և S(wi1j1 , α) ≤ s+ 10, ինչը ևս հակասٳթյٳն է:

Ուստի, α(vj0wi0j0) ≥ s+ 2 և α(vi0wi0j0) ≥ s+ 2, ինչը կրկին հակասٳթյٳն է:

Նկատենք, որ K̂3,4 գրաֆը նիٳ 20 գագաթ և 12 առավելագٳյն աստիճան: Այժմ ցٳյց

տանք, որ գոյٳթյٳն նիٳ G երկկողմանի կապակցված գրաֆ, որի համար |V (G)| = 19

և ∆(G) = 12 և որը չٳնի միջակայքային ներկٳմ: Դիցٳք K2,2,2-ը լրիվ 3-կողմանի

գրաֆն է, որն նիٳ երկٳական գագաթ յٳրաքանչյٳր կողմٳմ: Դիտարկենք Նկ. մٳ-3.9

պատկերված K̂2,2,2 գրաֆը:

Թեորեմ 3.3.18. K̂2,2,2 /∈ N:
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Նկ. 3.9: K̂2,2,2 գրաֆը:

Ապացٳյց. Դիցٳք

V (K̂2,2,2) = {u, v1, v2, v3, v4, v5, v6} ∪ {wij : 1 ≤ i < j ≤ 6, (i, j) /∈ {(1, 2), (3, 4), (5, 6)}}

E(K̂2,2,2) = {viwij, vjwij, uwij : 1 ≤ i < j ≤ 6, (i, j) /∈ {(1, 2), (3, 4), (5, 6)}}

Ենթադրենք α-ն K̂2,2,2-ի միջակայքային t-ներկٳմ է ինչ որ t-ի համար, t ≥ 12:

Դիտարենք u գագաթը: Դիցٳք, wi0j0-ն և wi1j1-ը u-ին հարևան այն երկٳ գագաթներն

են, որոնց համար α(uwi0j0) = S(u, α) = s և α(uwi1j1) = S(u, α) = s + 11: K̂2,2,2 գրաֆի

սիմետրիայի համաձայն կարող ենք ենթադրել, որ (i0, j0) = (1, 6): Դիտարկենք երկٳ

դեպք:

Դեպք 1. v1v6 և vi1vj1 հարևան են K2,2,2-ٳմ:

K̂2,2,2 գրաֆի սիմետրիայից ելնելով բավական է դիտարկել այն դեպքը, երբ (i1, j1) =

(1, 4) և (i1, j1) = (1, 5):

Եթե α(uw14) = s+ 11 կամ α(uw15) = s+ 11, ապա α(v1w16) ≤ s+ 2 և α(v1w1j1) ≤ s+ 5:

Ուստի, α(uw1j1) ≤ s+ 7, ինչը հնարավոր չէ:

Դեպք 2. v1v6 և vi1vj1 անկախ են K2,2,2-ٳմ:

Հաշվի առնելով K̂2,2,2 գրաֆի սիմետրիան, բավական է դիտարկել այն դեպքը, երբ

(i1, j1) = (4, 5) և (i1, j1) = (2, 5):

Եթե α(uw45) = s + 11, ապա կամ α(v1w16) = s + 1 կամ α(v1w16) = s + 2, և երկٳ

դեպքերٳմ էլ C = w16v1w15v5w45v4w46v6w16 ցիկլի վրա գտնվող կողերի գٳյները որոշվٳմ
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են միարժեքորեն: Հետևաբար, α(v1w14) ≤ s+4 և α(v4w14) ≥ s+7, ինչը հակասٳթյٳն է:

Եթե α(uw25) = s + 11, ապա հաշվի առնելով K̂2,2,2 գրաֆի սիմետրիան կարող ենք

համարել, որ α(v1w16) = s + 1: Այս դեպքٳմ C = w16v1w15v5w25v2w26v6w16 ցիկլի վրա

գտնվող բոլոր կողերի գٳյները որոշվٳմ են միարժեքորեն: Հետևաբար, α(uw26) = s+6:

K̂2,2,2 գրաֆի սիմետրիան հաշվի առնելով կարող ենք համարել, որ α(v1w13) = s + 2 և

α(v1w14) = s+3: Այժմ ցٳյց տանք, որ α(uw13) = s+1: Քանի որ S(u, α) = [s, s+11], պետք

է գոյٳթյٳն նենաٳ կող uwi′j′ որի համար α (uwi′j′) = s + 1: Քանի որ α(v2w25) = s + 10,

ստանٳմ ենք, որ i′, j′ ̸= 2, 5: Եթե (i′, j′) ∈ {(1, 4), (4, 6)}, ապա α(uw24) = s + 6, ինչը

հնարավոր չէ, քանի որ α(uw26) = s + 6: Մյٳս կողմից, եթե (i′, j′) = (3, 6), ապա հաշվի

առնելով, որ α(v6w36) > s+2, ստանٳմ ենք, որ α(uw23) = s+6, ինչը նٳյնպես հնարավոր

չէ, քանի որ α(uw26) = s + 6: Ուստի, ստանٳմ ենք, որ (i′, j′) = (1, 3): Հետևաբար,

α(v3w13) = s+3 և հաշվի առնելով, որ α(v2w25) = s+10, ստանٳմ ենք, որ α(v3w23) = s+6:

Սրանից հետևٳմ է, որ α(v3w35) ≤ s+5: Մյٳս կողմից, քանի որ α(v5w25) = s+9, ,նենքٳ

որ α(v5w35) ≥ s+ 7, տսիٳ α(uw35) = s+ 6 = α(uw26), ինչը հակասٳթյٳն է:

K̂ ′
3,4-ով նշանակենք այն գրաֆը, որը ստացվٳմ է K̂3,4 գրաֆից առավելագٳյն

աստիճան նեցողٳ u գագաթին կից կողերից մեկը հեռացնելٳց հետո: Այն նիٳ 20

գագաթ և 11 առավելագٳյն աստիճան: Ապացٳցենք, որ այն ևս չٳնի միջակայքային

ներկٳմ:

Թեորեմ 3.3.19. K̂ ′
3,4 /∈ N:

Ապացٳյց. Դիցٳք V (K̂ ′
3,4) = V (K̂3,4) և E(K̂ ′

3,4) = E(K̂3,4) \ {uwl0m0}:

Ենթադրենք α-ն K̂ ′
3,4-ի միջակայքային t-ներկٳմ է ինչ որ t-ի համար, t ≥ 11:

Դիտարկենք u գագաթը: Դիցٳք, wi0j0-ն և wi1j1-ը u-ին հարևան այն գագաթներն են,

որոնց համար α(uwi0j0) = S(u, α) = s և α(uwi1j1) = S(u, α) = s+ 10:

Դիցٳք S(wl0m0 , α) = {c, c + 1}: K̂ ′
3,4 գրաֆին ավելացնենք uwl0m0 կողը և ներկենք

այն c + 2 գٳյնով: Արդյٳնքٳմ ստանٳմ ենք K̂3,4 գրաֆի ներկٳմ 1, . . . , t′ գٳյներով,

(t′ ≥ t): Այս ներկٳմը նշանակենք β-ով: Նկատենք, որ ցանկացած v գագաթի համար,

v ∈ V (K̂3,4) \ {u}, S(v, β)-ն ամբողջ թվերի միջակայք է, իսկ S(u, β) = [s, s+10]∪{c+2}-ն

ընդհանٳր դեպքٳմ մٳլտիբազմٳթյٳն է:

Թեորեմ 3.3.17-ի Դեպք 1-ի ապացٳյցի նման կարելի է ցٳյց տալ, որ i0 ̸= i1 և j0 ̸= j1:

vi0vj0 և vi1vj1 կողերը անկախ են K3,4: Հաշվի առնելով K̂3,4 գրաֆի սիմետրիան կարելի է
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համարել, որ (i0, j0) = (1, 4) և (i1, j1) = (3, 7):

Դիտարկենք v1w14 կողը: Այն պետք է ներկված կլինի կամ β(v1w14) = s + 1 գٳյնով

կամ β(v1w14) = s + 2: Եթե β(v1w14) = s + 1, ապա C = w14v1w17v7w37v3w34v4w14 ցիկլի

վրա գտնվող բոլոր կողերի գٳյները միարժեք որոշվٳմ են: Արդյٳնքٳմ ստացվٳմ է, որ

β(uw17) = β(uw34) = s + 5: Հետևաբար c + 2 ավելացված գٳյնը հավասար է s + 5, ինչը

սակայն հնարավոր չէ, քանի որ S(w17, β) = S(w34, β) = [s + 4, s + 6] և երկٳ դեպքٳմ էլ

s+ 5-ը S(w17, β) և S(w34, β) բազմٳթյٳնների միջին գٳյնն է:

Այժմ ենթադրենք, որ β(v1w14) = s+2: Այդ դեպքٳմ C = w14v1w17v7w37v3w34v4w14 ցիկլի

վրա գտնվող բոլոր կողերի գٳյները հայտնի են: K̂3,4 գրաֆի սիմետրիայի համաձայն

կարող ենք համարել, որ β(v1w15) = s + 3 և β(v1w16) = s + 4: Քանի որ β(v7w27) = s + 8,

,նենքٳ որ S(v2, β) ≥ s + 3. Մյٳս կողմից, քանի որ β(v4w24) = s + 2, ստանٳմ ենք, որ

S(v2, β) ≤ s+ 4: Քննարկենք երկٳ դեպք:

Դեպք 1. S(v2, β) = s+ 3:

Ապացٳցենք, որ β(uw36) = s + 9: Քանի որ S(u, α) = [s, s + 10], պետք է գոյٳթյٳն

նենաٳ uwi′j′ կող, որի համար β (uwi′j′) = s+9: Քանի որ S(v1, β) = s+5 և S(v2, β) = s+6,

,նենքٳ որ i′ ̸= 1, 2, ստիٳ i′ = 3: Քանի որ β(v3w37) = s + 8 և i′ = 3, ստանٳմ ենք, որ

β(v3w3j′) = s + 7, β(vj′w3j′) = s + 8 և β(v1w1j′) ≥ s + 4: Այսպիսով, ,նենքٳ որ j′ = 6

և (i′, j′) = (3, 6): Հետևաբար, β(v6w26) = s + 7: Քանի որ β(v7w27) = s + 8, ,նենքٳ որ

β(v2w26) ≤ s + 5, ստիٳ β(uw26) = s + 6: Մյٳս կողմից ,նենքٳ որ β(uw17) = s + 6, ինչը

հնարավոր չէ, քանի որ S(w17, β) = S(w26, β) = [s + 5, s + 7] և երկٳ դեպքերٳմ էլ s + 6

գٳյնը (c+ 2 ավելացված գٳյնը) S(w17, β) և S(w26, β) բազմٳթյٳների միջին գٳյնն է:

Դեպք 2. S(v2, β) = s+ 4:

Այս դեպքٳմ β(uw24) = s + 3 և β(v2w24) = s + 4: Հետևաբար, β(v2w25) ≥ s + 5: Այժմ

ցٳյց տանք, որ β(uw15) = s+ 1: Քանի որ S(u, α) = [s, s+ 10], պետք է գոյٳթյٳն նենաٳ

կող uwi′j′, որի համար β (uwi′j′) = s + 1: Քանի նոր S(v2, β) = s + 4 և S(v3, β) = s + 5,

,նենքٳ որ i′ ̸= 2, 3, ստիٳ i′ = 1: Քանի որ β(v1w16) = s + 4 և i′ = 1, ստանٳմ ենք, որ

j′ = 5 և (i′, j′) = (1, 5): Սրանից հետևٳմ է, որ β(v5w15) = s+2: Քանի որ β(v3w35) ≥ s+6,

,նենքٳ որ β(v5w35) = s+4 և β(v5w25) = s+3: Հետևաբար, β(uw25) = s+4: Մյٳս կողմից,

β(uw34) = s+ 4, ինչը հնարավոր չէ, քանի որ S(w34, β) = S(w25, β) = [s+ 3, s+ 5] և երկٳ

դեպքերٳմ էլ s+4 գٳյնը (c+2 ավելացված գٳյնը) S(w34, β) և S(w25, β) բազմٳթյٳնների

միջին գٳյնն է:
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3.4 Փոքրաթիվ գագաթներով երկկողմանի գրաֆների

միջակայքային ներկٳմներ

Նախորդ պարագրաֆٳմ ցٳյց տրվեց, որ գոյٳթյٳն նենٳ 19 գագաթանի երկկողմանի

գրաֆներ, որոնք միջակայքային ներկելի չեն: Սակայն նվազագٳյն թվով գագաթներով

միջակայքային ներկٳմ չٳնեցող երկկողմանի գրաֆները մնٳմ են անհայտ: Այս

պարագրաֆٳմ ցٳյց կտանք, որ երկկողմանի գրաֆների որոշ ենթադասերին

պատկանող բոլոր գրաֆները միջակայքային ներկելի են:

Այս պարագրաֆի հիմնական արդյٳնքները ստանալٳ համար կիրառվել են

համակարգչային որոնման մեթոդներ: Ընդհանٳր սկզբٳնքը հետևյալն է. տրված

գրաֆների ենթադասի համար գեներացվٳմ են այդ ենթադասի բոլոր այն գրաֆները,

որոնց միջակայքային ներկելիٳթյٳնը չի հետևٳմ հայտնի թեորեմներից, ապա

բաշխված համակարգչային համակարգի միջոցով կառٳցվٳմ են այդ գրաֆների

ներկٳմները և կատարվٳմ է կառٳցված ներկٳմների լրացٳցիչ ստٳգٳմ՝ հնարավոր

տեխնիկական սխալները բացառելٳ համար:

Գրաֆները գեներացնելٳ համար օգտագործել ենք nauty համակարգը [45]: Այդ

համակարգին պատկանող genbg ծրագիրը հնարավորٳթյٳն է տալիս կառٳցել

տրված կողմերի հարաբերٳթյամբ բոլոր երկկողմանի գրաֆները: Ավելին, այն

հնարավորٳթյٳն է տալիս որոշել գրաֆների նվազագٳյն և առավելագٳյն

աստիճանները, կապակցվածٳթյٳնը և մի շարք այլ հատկանիշներ:

Գեներացված գրաֆների ներկٳմները կառٳցելٳ համար կիրառել ենք բաշխված

հաշվարկների համակարգեր: Արդյٳնքների մի մասը ստացվել են CrowdProcess

համացանցٳմ աշխատող գործիքի միջոցով [18]: CrowdProcess-ը տրամադրٳմ է

REST API, որի միջոցով հնարավոր է JavaScript լեզվով գրված ծրագիրը և խնդիրների

(տվյալ դեպքٳմ՝ գրաֆների) ցٳցակ պարٳնակող JSON ֆայլը փոխանցել համակարգին:

Համակարգը բաշխٳմ է ծրագիրը և խնդիրները մեծ թվով համակարգիչների միջև (մեր

փորձերի ժամանակ համակարգիչների թիվը տատանվٳմ էր 1000-ի և 5000-ի միջև),

արդյٳնքները հավաքٳմ է և վերադարձնٳմ է API-ի միջոցով: Քանի որ գրաֆների

մեծ մասը ներկվٳմ են մեկ միլիվայրկյանից ավելի քիչ ժամանակٳմ, յٳրաքանչյٳր

համակարգչին մٳղարկվٳ էին շٳրջ 200 գրաֆներ: Մեր աշխատանքների ընթացքٳմ

CrowdProcess համակարգը դադարեց աշխատել և մենք անցٳմ կատարեցինք
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Մամիկոնյան Տիգրանի մշակած համանման համակարգին [82]:

Տրված երկկողմանի գրաֆի որևէ միջակաքային ներկٳմ կառٳցելٳ համար կիրառել

ենք հատարկման ալգորիթմ: (X,Y ) կողմերով G երկկողմանի գրաֆը և իր ներկٳմը

ներկայացվٳմ է երկկցٳթյան B(G) = (bij)n×m մատրիցով, որտեղ |X| = n և |Y | =

m: Այստեղ bij-ն X-ի i-րդ գագաթը Y -ի j-րդ գագաթին միացնող կողի գٳյնն է, եթե

այդ կողը գոյٳթյٳն ,նիٳ և 0 է հակառակ դեպքٳմ: Մատրիցի գٳյները որոշելٳ

համար կիրառٳմ ենք ղղորդվածٳ հատարկٳմ (backtracking): Յٳրաքանչյٳր քայլٳմ

որոշվٳմ է մատրիցի տվյալ վանդակի համար թٳյլատրելի գٳյների բազմٳթյٳնը

(հաշվի առնելով արդեն ներկված կողերը): Կողը ներկվٳմ է թٳյլատրելի գٳյների

բազմٳթյٳնից պատահականորեն ընտրված գٳյնով և անցٳմ է կատարվٳմ մատրիցի

հաջորդ վանդակին: Եթե որևէ կողի համար թٳյլատրելի գٳյների բազմٳթյٳնը

դատարկ է, ապա ալգորիթմը վերադառնٳմ է նախորդ կողին և փոխٳմ է գٳյնը (եթե

թٳյլատրելի գٳյների բազմٳթյան մեջ դեռ գոյٳթյٳն նիٳ նախորդ քայլերին չընտրված

գٳյն): Ալգորիթմն ավարտٳմ է աշխատանքը, երբ բոլոր կողերը ներկված են, կամ

երբ բոլոր հնարավորٳթյٳնները փորձարկվել են և գրաֆը միջակայքային ներկٳմ

չٳնի: Ալգորիթմի իրականացٳմը JavaScript լեզվով կարելի է գտնել աշխատանքի

Հավելվածٳմ:

Կառٳցված ներկٳմները առցանց բաշխված համակարգերից ներբեռնելٳց հետո

իրականացվել է ներկٳմների ստٳգٳմ C++ ծրագրով: Մենք հայտնաբերել ենք մի քանի

դեպքեր, երբ CrowdProcess-ից վերադարձված ներկٳմը պարٳնակٳմ էր սխալ: Այս

սխալները հայտնաբերվել են ստٳգող ծրագրի կողմից և նٳյն գրաֆները ևս մեկ անգամ

ղարկվելٳ են մշակման:

Ստացված արդյٳնքները ձևակերպելٳ համար կատարենք որոշ նշանակٳմներ:

Դիցٳք F-ը երկկողմանի գրաֆների որևէ բազմٳթյٳն է: C(F)-ով նշանակենք F-ի բոլոր

կապակցված գրաֆների բազմٳթյٳնը, որոնց նվազագٳյն աստիճանը առնվազն 2 Է

և կողմերից յٳրաքանչյٳրٳմ նենٳ առնվազն 4 գագաթ: M(F)-ով նշանակենք բոլոր

այն գրաֆները, որոնք ստացվٳմ են կամայական G ∈ F գրաֆից որոշ (առնվազն մեկ)

գագաթներ հանելով: Տեղի նիٳ հետևյալ լեմման:

Լեմմա 3.4.1. Եթե երկկողմանի գրաֆների որևէ F բազմٳթյան համար M(F) և C(F)

բազմٳթյٳնների բոլոր գրաֆներըմիջակայքային ներկելի են, ապա F բազմٳթյան բոլոր
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Գագաթների քանակ Գրաֆների քանակ Պրոցեսորային ժամեր

4 / 11 16 308 3.04

5 / 10 1 583 646 146.35

6 / 9 43 739 172 340.51

7 / 8 243 304 742 15537.42

Աղյٳսակ 3.1: Թեորեմ 3.4.2-ի ապացٳյցٳմ սահմանված C(F) բազմٳթյան 15

գագաթանի երկկողմանի գրաֆների ներկٳմների կառٳցման համար կատարված

հաշվարկների մանրամասներ: Պրոցեսորային ժամերը տրամադրվել են CrowdProcess-ի

կողմից:

գրաֆները ևս միջակայքային ներկելի են:

Ապացٳյց. Դիցٳք G-ն F բազմٳթյան որևէ երկկողմանի գրաֆ է: Եթե G ∈ C(F), ապա

այն միջակայքային ներկելի է: Հակառակ դեպքٳմ՝ այն կապակցված չէ, նվազագٳյն

աստիճանը 1 է, կամ կողմերից որևէ մեկٳմ նիٳ 4-ից քիչ գագաթներ: Եթե G-ն

կապակցված չէ, ապա նրա կապակցված բաղադրիչներից յٳրաքանչյٳրը պատկանٳմ

է M(F)-ին, ստիٳ G-ի ներկٳմը կստացվի կապակցված բաղադրիչների ներկٳմների

միավորմամբ: Եթե գոյٳթյٳն նիٳ uv ∈ E(G) կախված կող, որտեղ dG(v) = 1, ապա

կվերցնենք G − v գրաֆի (որը պատկանٳմ է M(F)-ին) α ներկٳմը և uv կողը կներկենք

S(u, α) + 1 գٳյնով: Վերջապես, եթե G-ի կողմերից մեկٳմ գագաթների թիվը փոքր է

4-ից, ապա G-ն միջակայքային ներկելի է ըստ Թեորեմ 3.3.5-ի:

Թեորեմ 3.4.2. Բոլոր 15 գագաթٳնեցող երկկողմանի գրաֆներըմիջակայքային ներկելի

են:

Ապացٳյց. Դիցٳք F-ը 15 գագաթ նեցողٳ բոլոր երկկողմանի գրաֆների բազմٳթյٳնն

է: M(F) բազմٳթյան բոլոր գրաֆները միջակայքային ներկելի են ըստ Թեորեմ 3.3.1-ի:

Լեմմա 3.4.1-ի համաձայն, բավարար է ցٳյց տալ, որ C(F) բազմٳթյան բոլոր գրաֆները

միջակայքային ներկելի են: C(F) բազմٳթյան գրաֆների թիվը 288 643 868 է: Այս

գրաֆների ներկٳմները կառٳցվել են վերը նկարագրված համակարգչային ալգորիթմի
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Գագաթների քանակ Գրաֆների քանակ Պրոցեսորային ժամեր

4 / 12 29 515 4.96

4 / 13 51 616 19.19

4 / 14 87 609 96.95

4 / 15 144 766 N/A

Աղյٳսակ 3.2: 4 գագաթմի կողմٳմ և j (12 ≤ j ≤ 15) գագաթ մյٳս կողմٳմ պարٳնակող

երկկողմանի գրաֆների ներկٳմների կառٳցման համար կատարված հաշվարկների

մանրամասներ: Պրոցեսորային ժամերը տրամադրվել են CrowdProcess-ի կողմից:

միջոցով: Կատարված հաշվարկների վերաբերյալ որոշ մանրամասներ ներկայացված են

Աղյٳսակ :մٳ-3.1

Թեորեմ 3.4.3. Բոլոր այն երկկողմանի գրաֆները, որոնք նենٳ 4 գագաթ մի կողմٳմ

և ոչ ավել, քան 15 գագաթ մյٳս կողմٳմ, միջակայքային ներկելի են, բացի նախորդ

պարագրաֆٳմ նկարագրված ∆5,5,5 գրաֆից (Նկ. 3.4):

Ապացٳյց. Դիցٳք Fi,j-ն (X,Y ) կողմերով երկկողմանի գրաֆների բազմٳթյٳնն է,

որտեղ |X| = i և |Y | = j, i, j ∈ N: Նկատենք, որ M(Fi,j) =
i−1∪
k=1

Fk,j ∪
j−1∪
k=1

Fi,k,

ցանկացած i, j > 1 թվերի համար: Պետք է ապացٳցել, որ F4,j, 12 ≤ j ≤ 15,

բազմٳթյٳնների բոլոր գրաֆները միջակայքային ներկելի են, բացի Նկ. մٳ-3.4

պատկերված ∆5,5,5 գրաֆից: Նկատենք, որ Fi,j, i = 1, 2, 3, j ∈ N, բազմٳթյٳնների բոլոր

գրաֆները միջակայքային ներկելի են համաձայն Թեորեմ 3.3.5-ի: F4,11 բազմٳթյան

բոլոր գրաֆները միջակայքային ներկելի են ըստ Թեորեմ 3.4.2-ի: C(F4,j), 12 ≤

j ≤ 15, բազմٳթյٳնների բոլոր գրաֆները (բացառٳթյամբ ∆5,5,5 գրաֆի) ներկելٳ

համար կիրառٳմ ենք վերը նկարագրված համակարգչային ծրագիրը: Հաշվարկների

վերաբերյալ որոշ մանրամասներ ներկայացված են Աղյٳսակ :մٳ-3.2 Ապացٳյցն

ավարտելٳ համար հերթականորեն կիրառٳմ ենք Լեմմա 3.4.1-ը F4,j, j = 12, 13, 14, 15,

բազմٳթյٳնների համար:
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Գագաթների քանակ Գրաֆների քանակ

4 / 12 29 515

5 / 11 5 158 975

6 / 10 291 917 907

7 / 9 3 604 370 591

8 / 8 8 420 890 828

Աղյٳսակ 3.3: Թեորեմ 3.4.4-ի ապացٳյցٳմ սահմանված C(F) բազմٳթյան 16

գագաթանի երկկողմանի գրաֆների վիճակագրٳթյٳնը: Հաշվարկները կատարվել

են [82] համակարգի միջոցով, որը չի տրամադրٳմ պրոցեսորային ժամերի մասին

տեղեկٳթյٳններ:

Թեորեմ 3.4.4. Բոլոր 16 գագաթ նեցողٳ երկկողմանի գրաֆները միջակայքային

ներկելի են:

Ապացٳյց. Ապացٳյցը կրկնٳմ է Թեորեմ 3.4.2-ի դատողٳթյٳնները: Դիցٳք F-ը 16

գագաթ նեցողٳ բոլոր երկկողմանի գրաֆների բազմٳթյٳնն է: M(F) բազմٳթյան բոլոր

գրաֆները միջակայքային ներկելի են ըստ Թեորեմներ 3.3.1-ի և 3.4.2-ի: Լեմմա 3.4.1-ի

համաձայն, բավարար է ցٳյց տալ, որ C(F) բազմٳթյան բոլոր գրաֆներըմիջակայքային

ներկելի են: C(F) բազմٳթյան գրաֆների թիվը 12 322 367 816 է: Այս գրաֆների

ներկٳմները կառٳցվել են վերը նկարագրված համակարգչային ալգորիթմի միջոցով:

(Աղյٳսակ 3.3)

Ստացված արդյٳնքներից հետևٳմ է, որ նվազագٳյն թվով գագաթներով

միջակայքային ներկٳմ չٳնեցող երկկողմանի գրաֆի գագաթների քանակը կարող է

լինել 17, 18 կամ 19:

3.5 Միջակայքային ներկٳմ չٳնեցող երկկողմանի մٳլտիգրաֆներ

Աշխատանքի վերջին պարագրաֆٳմ քննարկենք միջակայքային ներկٳմ

չٳնեցող երկկողմանի մٳլտիգրաֆները: Սահմանենք Par(r1, . . . , rn) օդապարիկ

132



մٳլտիգրաֆները (r1 ≥ · · · ≥ rn ≥ 1) հետևյալ կերպ (Նկ. 3.10).

V (Par(r1, . . . , rn)) = {u,w, v1, . . . , vn},

E(Par(r1, . . . , rn)) = {uvi : µ(uvi) = ri, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {vjw : 1 ≤ j ≤ n} :

Նկ. 3.10: Երկկողմանի մٳլտիգրաֆ Par(3, 3, 3):

Par(r1, . . . , rn)-ը կապակցված երկկողմանի մٳլտիգրաֆ է, որի համար

|V (Par(r1, . . . , rn))| = n + 2, ∆(Par(r1, . . . , rn)) = d(u) =
n∑

i=1

ri, և d(w) = n, d(vi) = ri + 1,

i = 1, 2, . . . , n:

Թեորեմ 3.5.1. Եթե
n∑

i=3

ri ≥ n+ 1 (n ≥ 3), ապա Par(r1, . . . , rn) /∈ N.

Ապացٳյց. Ենթադրենք հակառակը՝ α-ն Par(r1, . . . , rn) մٳլտիգրաֆի միջակայքային t-

ներկٳմ է ինչ որ t-ի համար. t ≥
n∑

i=1

ri:

Դիտարկենք u գագաթը: Ենթադրենք vi0-ը և vi1-ը u-ին հարևան այն գագաթներն են,

որոնց համար α(uvi0) = S(u, α) = s և α(uvi1) = S(u, α) = s +
n∑

i=1

ri − 1: Քանի որ n ≥ 3,

,նենքٳ որ i0 ̸= i1, և ըստ Par(r1, . . . , rn) մٳլտիգրաֆի սահմանման ստանٳմ ենք

α(vi0w) ≤ s+ d(vi0)− 1 = s+ ri0, ստիٳ

α(vi1w) ≤ s+ ri0 + d(w)− 1 = s+ ri0 + n− 1.

Հետևաբար՝
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s+
n∑

i=1

ri − 1 = α(uvi1) = S(u, α) ≤ s+ ri0 + n− 1 + d(vi1)− 1 = s+ ri0 + ri1 + n− 1:

Փաստորեն ստացվٳմ է, որ

n∑
i=3

ri ≤
n∑

i=1

ri − (ri0 + ri1) ≤ n,

ինչը հակասٳթյٳն է:

Նկատենք, որ Par(3, 3, 3) մٳլտիգրաֆը չի բավարարٳմ վերը նշված թեորեմի

պայմաններին, սակայն այն ևս չٳնի միջակայքային ներկٳմ:

Պնդٳմ 3.5.2. Par(3, 3, 3) /∈ N

Ապացٳյց. Ցٳյց տանք, որ չնայած Նկ. մٳ-3.10 պատկերված Par(3, 3, 3) մٳլտիգրաֆը

չի բավարարٳմ Թեորեմ 3.5.1-ի պայմաններին, այն ևս միջակայքային ներկٳմ չٳնի:

Ենթադրենք հակառակը, դիցٳք α-ն Par(3, 3, 3)-ի որևէ միջակայքային ներկٳմ է:

Պահպանենք նախորդ թեորեմٳմ ներմٳծված գագաթների նշանակٳմները:

Դիցٳք S(u, α) = [a, a+8]: Առանց ընդհանրٳթյٳնը խախտելٳ կարող ենք համարել,

որ a ∈ S(v1, α), իսկ a+ 8 ∈ S(v3, α): v1, w, v3 գագաթների սպեկտրների միջակայք լինելը

հնարավոր է ապահովելմիայն այն դեպքٳմ, երբ S(v1, α) = [a, a+3], S(w, α) = [a+3, a+5],

իսկ S(v3, α) = [a + 5, a + 8]: Սակայն այդ դեպքٳմ մի կողմից ստանٳմ ենք, որ α(uv2) =

5, իսկ մյٳս կողմից՝ 5 գٳյնը պետք է օգտագործվի նաև uv2 կողերից մեկի վրա, ինչը

հակասٳթյٳն է:

Հաջորդ թեորեմից հետևٳմ է, որ Par(3, 3, 3) մٳլտիգրաֆից ավելի փոքր թվով

գագաթներով միջակայքային ներկٳմ չٳնեցող երկկողմանի մٳլտիգրաֆ գոյٳթյٳն

չٳնի:

Թեորեմ 3.5.3. Եթե G-ն կապակցված երկկողմանի մٳլտիգրաֆ է, ընդ որٳմ |V (G)| ≤ 4,

ապա G ∈ N: Մյٳս կողմից՝ ցանկացած դրական n ≥ 5 թվի համար գոյٳթյٳն նիٳ G

կապակցված երկկողմանի մٳլտիգրաֆ, որի համար |V (G)| = n և G /∈ N:

Ապացٳյց. Այն դեպքերը, երբ |V (G)| ≤ 3 ակնհայտ են: Ենթադրենք |V (G)| = 4. Եթե

G-ի հիմքٳմ ընկած գրաֆը ծառ է, ապացٳյցը նորից ակնհայտ է: Ուստի, ենթադրենք

V (G) = {u, v, w, z} և E(G) = E(uv)∪E(vw)∪E(wz)∪E(uz), որտեղ µ(uv) = a, µ(vw) = b,

µ(wz) = c, µ(uz) = d: Առանց ընդհանրٳթյٳնը խախտելٳ կարող ենք ենթադրել, որ
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max{a, b, c, d} = d. Ներկենք E(uv) կողերը d + 1, . . . , d + a գٳյներով, E(vw) կողերը՝

d− b+ 1, . . . , d, E(wz) կողերը՝ d+ 1, . . . , d+ c, իսկ E(uz) կողերը՝ 1, . . . , d գٳյներով: Եթե

a < c, ապա ստացվածը G մٳլտիգրաֆի միջակայքային (d + c)-ներկٳմ է: Հակառակ

դեպքٳմ, ստացվածը G մٳլտիգրաֆի միջակայքային (d+ a)-ներկٳմ է:

Թեորեմի երկրորդ մասը ցٳյց տալٳ համար նկատենք, որ ըստ Թեորեմ 3.5.1-ի‘

ցանկացած n ≥ 3 թվի համար Gn = Par(n+ 1, . . . , n+ 1︸ ︷︷ ︸
n

) երկկողմանի մٳլտիգրաֆը

միջակայքային ներկٳմ չٳնի, ընդ որٳմ՝ |V (Gn)| = n+ 2:

Պարագրաֆի վերջٳմ ցٳյց տանք, որ բոլոր ենթախորանարդ երկկողմանի

մٳլտիգրաֆները միջակայքային ներկվող են:

Թեորեմ 3.5.4. Եթե G-ն երկկողմանի մٳլտիգրաֆ է, որի համար ∆(G) ≤ 3, ապա G ∈ N

և w(G) ≤ 4: Մյٳս կողմից՝ ցանկացած դրական ∆ ≥ 9 թվի համար գոյٳթյٳն նիٳ G

կապակցված երկկողմանի մٳլտիգրաֆ, որի համար ∆(G) = ∆ և G /∈ N:

Ապացٳյց. Ցٳյց տանք, որ եթե G-ն երկկողմանի մٳլտիգրաֆ է, ընդ որٳմ ∆(G) ≤ 3,

ապա G-ն նիٳ միջակայքային ներկٳմ ոչ ավել քան չորս գٳյներով:

Ապացٳյցը կատարենք ինդٳկցիայով ըստ |E(G)|-ի: Պնդٳմն ակնհայտ է, երբ

|E(G)| ≤ 4: Ենթադրենք, որ |E(G)| ≥ 5 և պնդٳմը ճիշտ է բոլոր այնպիսի G′ երկկողմանի

մٳլտիգրաֆների համար, որոնց համար ∆(G′) ≤ 3 և |E(G′)| < |E(G)|:

Դիտարկենք G մٳլտիգրաֆը: Այն կապակցված է: Եթե ∆(G) ≤ 2, ապա G ∈ N և

w(G) ≤ 2. Ենթադրենք, որ ∆(G) = 3. Եթե G-ն չٳնի պատիկ կողեր, ապա պնդٳմը

հետևٳմ է Թեորեմ 3.3.2-ից: Ուստի ենթադրենք, որ G-ն նիٳ պատիկ կողեր:

Դիցٳք uv ∈ E(G) և µ(uv) ≥ 2. Եթե µ(uv) = 3, ապա G-ն բաղկացած է միայն u և

v գագաթներից և uv երեք պատիկ կողերից, ստիٳ այն նիٳ միջակայքային 3-ներկٳմ:

Այժմ ենթադրենք, որ µ(uv) = 2: Դիտարկենք երկٳ դեպք.

Դեպք 1. dG(v) = 2 և dG(u) = ∆(G) = 3:

Այս դեպքٳմ գոյٳթյٳնٳնի uw կող, որը հանդիսանٳմ է կամٳրջG-ٳմ: Դիտարկենք

G′ = G − E(uv) մٳլտիգրաֆը, որտեղ E(uv) = {e1, e2}. Ինդٳկցիոն ենթադրٳթյան

համաձայն, G′-ը նիٳ α միջակայքային ներկٳմ ոչ ավել քան չորս գٳյներով: Առանց

ընդհանրٳթյٳնը խախտելٳ կարող ենք համարել, որ α(uw) ≤ 2 (հակառակ դեպքٳմ

կդիտարկենք β(e) = 4 − α(e) կամ β(e) = 5 − α(e) ներկٳմը ցանկացած e ∈ E(G′)
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կողի համար): Այժմ ներկենք ei կողը α(uw) + i, գٳյնով, i = 1, 2: Դժվար չէ համոզվել,

որ ստացված ներկٳմը G մٳլտիգրաֆի միջակայքային ներկٳմ է ոչ ավել քան չորս

գٳյներով:

Դեպք 2. dG(u) = dG(v) = ∆(G) = 3:

Այս դեպքٳմ G-ٳմ գոյٳթյٳն նենٳ x, y գագաթներ (x ̸= y), այնպես, որ ux ∈ E(G) և

vy ∈ E(G): Դիտարկենք G′ = (G− E(uv)− ux− vy) + xy մٳլտիգրաֆը, որտեղ E(uv) =

{e1, e2}: Ինդٳկցիոն ենթադրٳթյան համաձայն, G′-ը նիٳ α միջակայքային ներկٳմ ոչ

ավել քան չորս գٳյներով: Առանց ընդհանրٳթյٳնը խախտելٳ կարող ենք համարել, որ

α(xy) ≤ 2 (հակառակ դեպքٳմ կդիտարկենք β(e) = 4−α(e) կամ β(e) = 5−α(e) ներկٳմը

ցանկացած e ∈ E(G′) կողի համար): Այնٳհետև ջնջենք xy կողը և ներկենք ux և vy

կողերը α(xy) գٳյնով, իսկ ei կողը՝ α(xy)+i գٳյնով, i = 1, 2: Հեշտ է տեսնել, որ ստացված

ներկٳմը G մٳլտիգրաֆի միջակայքային ներկٳմ է ոչ ավել քան չորս գٳյներով:

Թեորեմի երկրորդ մասի ապացٳյցը անմիջապես հետևٳմ է Պնդٳմ 3.5.2-ից և

Թեորեմ 3.5.1-ից:
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Եզրակացٳթյٳն

Կարգացٳցակների կառٳցման բազմաթիվ խնդիրներ բերվٳմ են տարաբնٳյթ

պայմաններով գրաֆների կողային ներկٳմների խնդիրների :թյանըٳմնասիրٳսٳ

Մասնավորապես, «պատٳհան» չٳնեցող դասացٳցակների գոյٳթյան և կառٳցման

խնդիրները մոդելավորվٳմ են գրաֆների (մٳլտիգրաֆների) միջակայքային կողային

ներկٳմների միջոցով: Այս աշխատանքը նվիրված է այդպիսի ներկٳմների և նրանց

տարբեր բնٳյթի ընդհանրացٳմների հետազոտմանը:

G մٳլտիգրաֆի գագաթների և կողերի բազմٳթյٳնը նշանակենք,

համապատասխանաբար, V (G)-ով և E(G)-ով: ∆(G)-ով նշանակենք գրաֆի

առավելագٳյն աստիճանը: α : E(G) → N ֆٳնկցիան կոչվٳմ է G մٳլտիգրաֆի

ճիշտ կողային ներկٳմ, եթե ցանկացած v ∈ V (G) գագաթին կից կողերը ներկված

են զٳյգ առ զٳյգ տարբեր գٳյներով: Եթե α-ն ճիշտ կողային ներկٳմ է, S(v, α)-ով

նշանակٳմ ենք v գագաթին կից կողերի գٳյների բազմٳթյٳնը, իսկ S(v, α)-ով և

S(v, α)-ով՝ այդ բազմٳթյան փոքրագٳյն և մեծագٳյն գٳյները:

α : E(G) → {1, . . . , t} ճիշտ կողային ներկٳմը կոչվٳմ է G մٳլտիգրաֆի

միջակայքային t-ներկٳմ, եթե կամայական i թվի համար, i = 1, . . . , t, գոյٳթյٳն նիٳ

e կող, որ α(e) = i, իսկ կամայական v ∈ V (G) գագաթի համար S(v, α) բազմٳթյٳնը

հանդիսանٳմ է բնական թվերի միջակայք:

Nt-ով նշանակենք այն մٳլտիգրաֆների բազմٳթյٳնը, որոնք նենٳ միջակայքային

կողային t-ներկٳմ, իսկ N-ով՝ N =
∪
t≥1

Nt, բոլոր միջակայքային կողային ներկելի

գրաֆների բազմٳթյٳնը: Եթե G ∈ N, w(G)-ով և W (G)-ով նշանակենք t-ի փոքրագٳյն

և մեծագٳյն արժեքները, որոնց դեպքٳմ G-ն նիٳ միջակայքային կողային t-ներկٳմ:

Քանի որ ոչ բոլոր մٳլտիգրաֆները նենٳ միջակայքային ներկٳմներ, դիտարկվٳմ

են միջակայքային կողային ներկٳմների ընդհանրացٳմներ: Կամայական G

մٳլտիգրաֆի α կողային ներկման համար սահմանվٳմ է այդ ներկման դեֆիցիտը՝

def(G,α) =
∑

v∈V (G)

(
S(v, α)− S(v, α)− |S(v, α)|+ 1

)
: G մٳլտիգրաֆի դեֆիցիտը՝ def(G)-

ն, G-ի բոլոր ճիշտ կողային ներկٳմների դեֆիցիտներից նվազագٳյնն է: wdef (G)-ով և

Wdef (G)-ով նշանակٳմ ենք t-ի փոքրագٳյն և մեծագٳյն արժեքները, որոնց համար G-ն

նիٳ t գٳյներով և def(G) դեֆիցիտով ճիշտ կողային ներկٳմ:
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G և H գրաֆների G□H դեկարտյան արտադրյալը սահմանվٳմ է հետևյալ կերպ.

V (G□H) = V (G)× V (H)

E(G□H) = {(u1, v1)(u2, v2) : (u1 = u2 և v1v2 ∈ E(H)) կամ (v1 = v2 և u1u2 ∈ E(G)}

Այս աշխատանքٳմ դիտարկվել են մٳլտիգրաֆների տարբեր դասերի՝ N դասին

պատկանելٳ խնդիրներ, այդ դասին պատկանող մٳլտիգրաֆների համար՝ w(G)

և W (G) պարամետրերի գնահատման և ճշգրիտ արժեքների որոշման խնդիրներ,

միջակայքային ներկٳմներٳմ մասնակցող գٳյների հնարավոր քանակի որոշման

խնդիրներ, գրաֆների տարբեր գործողٳթյٳնների նկատմամբ միջակայքային

ներկելիٳթյան կայٳնٳթյան խնդիրներ, ինչպես նաև մնասիրվելٳսٳ են միջակայքային

ներկٳմ չٳնեցող գրաֆների դեֆիցիտը և wdef (G) ٳ Wdef (G) պարամետրերը:

Աշխատանքٳմ ստացվել են հետևյալ արդյٳնքները:

1) Միջակայքային ներկٳմներ նեցողٳ գրաֆների և մٳլտիգրաֆների w(G) և W (G)

պարամետրերի, ինչպես նաև միջակայքային ներկٳմ չٳնեցող գրաֆների wdef (G) և

Wdef (G) պարամետրերի համար տրվել են հասանելի գնահատականներ,

2) K2n լրիվ գրաֆների միջակայքային կողային ներկٳմների և այդ գրաֆների

հատٳկ տիպի ֆակտորիզացիաների համարժեքٳթյան հիման վրա ստացվել ենW (K2n)

պարամետրի նոր ստորին և վերին գնահատականներ, գտնվել են այդ պարամետրի

ճշգրիտ արժեքները n ≤ 12 արժեքների համար,

3) Ստացվել են լրիվ բազմակողմանի գրաֆների, արտաքին հարթ գրաֆների,

ցանցերի, գլանների, տոռերի և Հեմինգի գրաֆների միջակայքային կողային

ներկٳմների գոյٳթյան վերաբերյալ արդյٳնքներ, w(G) և W (G) պարամետրերի

գնահատականներ, որոշ դեպքերٳմ՝ նաև ճշգրիտ արժեքներ,

4) Ցٳյց է տրվել գրաֆների միջակայքային ներկելիٳթյան կապը այդ գրաֆների

մասնակցٳթյամբ դեկարտյան արտադրյալների միջակայքային ներկելիٳթյٳն

հետ, էապես ժեղացվելٳ են համասեռ գրաֆների մասնակցٳթյամբ դեկարտյան

արտադրյալների համար W (G□H) պարամետրի հայտնի գնահատականները,

ապացٳցվել է երկկողմանի գրաֆների մասնակցٳթյամբ դեկարտյան արտադրյալների

մի շարք դասերի միջակայքային ներկելիٳթյٳնը,

5) Գտնվել են որոշ գրաֆների դեֆիցիտի ճշգրիտ արժեքները, հաստատվել է

Բորովիցկա-Օլշեվսկայի, Դրգաշ-Բٳրչարդտի և Հալٳշչակի հիպոթեզը, ցٳյց է տրվել, որ
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արտաքին հարթ գրաֆները բավարարٳմ են դեֆիցիտի մասին հիպոթեզին, համաձայն

որի ցանկացած G գրաֆի համար def(G) ≤ |V (G)|,

6) Մասնակի լٳծٳմ է տրվել միջակայքային ներկٳմ չٳնեցող փոքրագٳյն

երկկողմանի գրաֆների մասին Ջենսեն-Տոֆտի խնդրին, կառٳցվել են այդպիսի

գրաֆների և մٳլտիգրաֆների հայտնի փոքրագٳյն օրինակները, համակարգչային

հաշվարկների միջոցով ցٳյց է տրվել, որ ոչ ավել, քան 16 գագաթ պարٳնակող բոլոր

երկկողմանի գրաֆները նենٳ միջակայքային ներկٳմներ:
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Հավելված

Ստորև ներկայացնٳմ ենք այն ծրագիրը, որի օգնٳթյամբ կառٳցվել են փոքրաթիվ

գագաթներով երկկողմանի գրաֆների միջակայքային ներկٳմները (Թեորեմներ 3.4.2,

3.4.3 և 3.4.4):

1 var colorBipartiteGraph = function (b, m, n, timelimit) {
2 // the main coloring function
3 // b is the biadjacency matrix of size m x n
4 var E;
5 var arrCol;
6 var arrRow;
7

8 var degRow;
9 var degCol;
10

11 var i, j, k;
12

13 var iter = 0, finish = false;
14

15 var setColor = function (row, col, x) {
16 // x is the color
17 E[row][col] = x;
18 for (i = row + 1; i < m; i++)
19 arrCol[i][col] |= 1 << x;
20 for (j = col + 1; j < n; j++)
21 arrRow[row][j] |= 1 << x;
22 };
23 var removeColor = function (row, col) {
24 var x = E[row][col];
25 for (i = row + 1; i < m; i++)
26 arrCol[i][col] &= ~(1 << x);
27 for (j = col + 1; j < n; j++)
28 arrRow[row][j] &= ~(1 << x);
29 };
30

31 var maxBit = function (n) {
32 // if n==0, x will stay undefined.
33 // But it never happens for connected graphs.
34 var sh = 0, x;
35 while (n != 0) {
36 if (n & 1)
37 x = sh;
38 sh++;
39 n >>= 1;
40 }
41 return x;
42 };
43 var minBit = function (n) {
44 if (n == 0) {



45 alert("n is 0, there are no 1 bits"); // this never happens
46 return -1;
47 }
48

49 var x = 0;
50 while ((n & 1) == 0) {
51 n >>= 1;
52 x++;
53 }
54 return x;
55 };
56

57 var nextNumbers = function (row, col) {
58 // returns the set of possible colors for the given matrix cell
59 // the colors used on the same row/column will not be added to the set
60 var TAB = [], TABcount;
61 var downLimit = 1;
62

63 var isArrCol = arrCol[row][col] != 0;
64 var isArrRow = arrRow[row][col] != 0;
65

66 var x;
67 if (isArrCol) {
68 x = maxBit(arrCol[row][col]) - degCol[col] + 1;
69 if (downLimit < x)
70 downLimit = x;
71 }
72

73 if (isArrRow) {
74 x = maxBit(arrRow[row][col]) - degRow[row] + 1;
75 if (downLimit < x)
76 downLimit = x;
77 }
78

79 var upLimit = 100;
80 if (isArrCol)
81 upLimit = minBit(arrCol[row][col]) + degCol[col] - 1;
82 if (isArrRow) {
83 x = minBit(arrRow[row][col]) + degRow[row] - 1;
84 if (upLimit > x)
85 upLimit = x;
86 }
87

88 // collect all 1 bits (from rows and columns)
89 var bits = arrRow[row][col] | arrCol[row][col];
90 // first downLimit bits are not important
91 bits >>= downLimit;
92

93 for (i = downLimit; i <= upLimit; i++) {
94 if (!(bits & 1))
95 TAB.push(i);
96 bits >>= 1;
97 }
98



99 shuffle(TAB);
100

101 return TAB;
102 };
103

104 var recurse = function (ii, jj) {
105 iter++;
106 if (iter > timelimit) {
107 finish = true;
108 return false;
109 }
110

111 if (jj == n)
112 return true; // coloring is there
113 if (b[ii][jj] == 0)
114 return recurse(ii == m - 1 ? 0 : ii + 1, jj + (ii == m - 1)); //

jump to the next empty cell
115

116 var TAB = nextNumbers(ii, jj);
117 // shuffling the set significantly improves the average speed of the

algorithm
118 TAB = shuffle(TAB);
119 var TABcount = TAB.length;
120

121 var c = 0;
122 var B;
123 do {
124 if (c >= TABcount)
125 return false;
126 setColor(ii, jj, TAB[c++]);
127 B = recurse(ii == m - 1 ? 0 : ii + 1, jj + (ii == m - 1));
128

129 if (finish) return false; // no coloring found
130

131 if (!B)
132 removeColor(ii, jj); // remove the color and try another one
133 } while (!B);
134

135 return true;
136 };
137

138 var shuffle = function (o) {
139 for (var j, x, i = o.length; i; j = Math.floor(Math.random() * i), x = o

[--i], o[i] = o[j], o[j] = x);
140 return o;
141 };
142

143 var findColoring = function (corner) {
144 // corner is the color of the first cell
145 corner = corner || 1;
146 // precompute the degrees
147 degRow = [];
148 degCol = [];
149 for (i = 0; i < m; i++)



150 degRow[i] = 0;
151 for (j = 0; j < n; j++)
152 degCol[j] = 0;
153

154 E = [];
155 arrRow = [];
156 arrCol = [];
157 for (i = 0; i < m; i++) {
158 E[i] = [];
159 arrCol[i] = [];
160 arrRow[i] = [];
161 for (j = 0; j < n; j++) {
162 if (b[i][j]) {
163 arrCol[i][j] = 0;
164 arrRow[i][j] = 0;
165 degRow[i]++;
166 degCol[j]++;
167 }
168 E[i][j] = 0;
169 }
170 }
171

172 // set the first color (this will not be changed later)
173 setColor(0, 0, corner);
174

175 var B = recurse(1, 0);
176

177 if (finish) return false;
178

179 if (!B) {
180 if (corner == 5) {
181 return false;
182 }
183 return findColoring(corner + 1);
184 }
185 return E;
186 };
187

188 return findColoring(15); // use large enough number
189 };
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