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Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ îïåðàòîðîâ áåðãìàíîâñêîãî òèïà â ðàç-

ëè÷íûõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ èëè ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, çà-

äàííûõ â åäèíè÷íîì øàðå èç Cn. Äîêàçàíà îãðàíè÷åííîñòü òàêèõ îïåðàòîðîâ â ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ÷òî äàëî âîçìîæíîñòü íàéòè ñîïðÿæåííûå ïðîñòðàíñòâà

íåêîòîðûõ ðàññìàòðèâàåìûõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ðàññìîòðåíû â íàñòîÿùåé ðàáîòå, â ïðèíöè-

ïå âîçíèêëè è ðàçâèëèñü èç êëàññè÷åñêîé òåîðèè êëàññîâ Õàðäè Hp. Îñíîâîïîëîæíèêè

ýòîé òåîðèè, Õàðäè è Ô. Ðèññ â 1910-20-õ ãîäàõ çàìåòèëè, ÷òî åñëè f(z)� àíàëèòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ â åäèíè÷íîì êðóãå D, òî åå èíòåãðàëüíîå ñðåäíåå ïîðÿäêà p > 0 ïî îêðóæíîñòè

|z| = r

Mp(f ; r) :=

(
1

2π

∫ π

−π
|f(reiθ)|pdθ

)1/p

, 0 ≤ r < 1, (0.1)

îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî ìàêñèìóì ìîäóëÿ

M∞(f ; r) := max
|z|=r

|f(z)|, 0 ≤ r < 1,

îíè âîçðàñòàþùèå ôóíêöèè ïî r. Ô. Ðèññ ïðåäëîæèë ââåñòè êëàññ Hp àíàëèòè÷åñêèõ

â åäèíè÷íîì êðóãå D ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà (0.1) îãðàíè÷åíà. Îòíîñèòåëüíî

íîðìû

∥f∥Hp := sup
0<r<1

Mp(f ; r) (0.2)

êëàññû Hp ñòàíîâÿòñÿ áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè ïðè 1 ≤ p ≤ ∞ , à ïðè 0 < p < 1

êëàññû Hp ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ëèíåéíûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè îòíîñèòåëüíî

èíâàðèàíòíîé ìåòðèêè ∥f − g∥pHp .

Îñíîâîïîëàãàþùèå ðàáîòû Õàðäè, Ëèòòëâóäà, Ô. Ðèññà, Ì. Ðèññà, Ñåã�å, Ñìèðíîâà,

Ïðèâàëîâà, Áåðãìàíà, Íåâàíëèííû è èõ ïîñëåäîâàòåëåé âûÿâèëè òó âàæíóþ ðîëü,
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êàêóþ èãðàþò êëàññû Õàðäè è èõ îáîáùåíèÿ â ðàçëè÷íûõ âîïðîñàõ ãàðìîíè÷åñêîãî

àíàëèçà, ãðàíè÷íûõ ñâîéñòâ ôóíêöèé, òåîðèè ñòåïåííûõ ðÿäîâ è ðÿäîâ Ôóðüå, ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ, ýêñòðåìàëüíûõ è àïïðîêñèìàöèîííûõ çàäà÷.

Â 1920-30-õ ãîäàõ â ðàáîòàõ Áåðãìàíà [19], Õàðäè, Ëèòòëâóäà [28], [29], Çèãìóíäà

[6] è äðóãèõ âîçíèêëè àíàëîãè è îáîáùåíèÿ êëàññîâ Õàðäè, â êîòîðûõ ðàâíîìåðíàÿ

íîðìà â (0.2) çàìåíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé íîðìîé, îáû÷íî ñ íåêîòîðûì âåñîì. Âîçíèêàþò

ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà è ïðîñòðàíñòâà ñî ñìåøàííîé íîðìîé. Â Àðìåíèè èññëåäîâàíèå

è ðàçâèòèå òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà è äðóãèõ ñìåæíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ

íà÷àëîñü ñ ðàáîò Ì.Ì. Äæðáàøÿíà (ñì. [4], [5]), êîòîðûé, â ÷àñòíîñòè, âûâåë èíòåãðàëü-

íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ Õàðäè ïîíèìàåòñÿ â øèðîêîì ñìûñëå è

îáúåäèíÿåò ðÿä äàëåêèõ äðóã îò äðóãà îáëàñòåé êëàññè÷åñêîãî è ñîâðåìåííîãî àíàëèçà.

Ñêàæåì, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ â êðóãå D ôóíêöèÿ f(z) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

H(p, q, α) (0 < p, q ≤ ∞, α > 0) ñî ñìåøàííîé íîðìîé, åñëè äëÿ f(z) êîíå÷íà (êâàçè)íîðìà

∥f∥p,q,α :=

(∫ 1

0

(1− r)αq−1M q
p (f ; r)dr

)1/q

, q <∞,

∥f∥p,∞,α := sup
0<r<1

(1− r)αMp(f ; r), q = ∞.

Åñëè (1 − r)αMp(f ; r) = o(1) ïðè r → 1−, òî ãîâîðÿò, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

f(z) ïðèíàäëåæèò ìàëîìó ïðîñòðàíñòâó H0(p,∞, α).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå p = q êëàññû H(p, p, α) = Apαp−1 ñâîäÿòñÿ ê âåñîâûì ïðîñòðàíñòâàì

Áåðãìàíà, à ïðè q = ∞ ïîëó÷àþùèåñÿ êëàññûH(p,∞, α) íàçûâàþò âåñîâûìè ïðîñòðàíñò-

âàìè Õàðäè. Ó÷àñòâóþùèå çäåñü ñòàíäàðòíûå ñòåïåííûå âåñîâûå ôóíêöèè âèäà (1−r)β

ìîæíî çàìåíèòü íà áîëåå îáùèå, òàê íàçûâàåìûå íîðìàëüíûå âåñîâûå ôóíêöèè. Òàêîå

îáîáùåíèå áûëî ïðåäëîæåíî Øèëäñîì è Âèëüÿìñîì [39], [40], â ÷àñòíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ

ïðîáëåì äâîéñòâåííîñòè.

Òåìàòèêà ïîäîáíûõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ àíàëèòè÷åñêèõ èëè èíûõ ôóíêöèé øèðîêî

ïðåäñòàâëåíà â íåñêîëüêèõ ìîíîãðàôèÿõ, êîòîðûå ïîñëóæèëè áàçîé äëÿ íàøåãî èññëå-

äîâàíèÿ. Ñìîòðè ìîíîãðàôèè òàêèõ àâòîðîâ êàê Áåðãìàí [20], Äþðåí [23], Ðóäèí [9],

Ãàðíåòò [2], À.Ý. Äæðáàøÿí, Ô.À. Øàìîÿí [22], Õåäåíìàëüì, Êîðåíáëþì, Æó [32],
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Äþðåí, Øóñòåð [24], Æó [43], à òàêæå îáçîðû Àëåêñàíäðîâà [1] è Øâåäåíêî [15].

Íàñ èíòåðåñóþò ãëàâíûì îáðàçîì ìíîãîìåðíûå àíàëîãè îïèñàííûõ âûøå êëàññîâ,

çàäàííûå â åäèíè÷íîì øàðå èç Cn. Ïóñòü B = Bn � îòêðûòûé åäèíè÷íûé øàð â Cn,

è S := ∂B � åãî ãðàíèöà, åäèíè÷íàÿ ñôåðà. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Cn îáîçíà÷èì

÷åðåç ⟨z, w⟩ := z1w1 + · · · + znwn, z, w ∈ Cn. Áóäåì ïîëàãàòü z = rζ, w = ρη ∈ B, 0 ≤

r, ρ < 1, ζ, η ∈ S, r = |z| =
√
⟨z, z⟩.

Ñèìâîëû C(α, β, . . . ), cα,M0,M1 è ò.ï. áóäóò îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå,

ðàçëè÷íûå â ðàçíûõ ìåñòàõ è çàâèñÿùèå òîëüêî îò óêàçàííûõ èíäåêñîâ α, β, . . . . ×åðåç

dV îáîçíà÷èì ëåáåãîâó ìåðó íà B, íîðìèðîâàííóþ òàê, ÷òî V (B) = 1. Â ïîëÿðíûõ

êîîðäèíàòàõ áóäåì èìåòü dV (z) = 2n r2n−1drdσ(ζ). ×åðåç H(B) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

âñåõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â øàðå B.

Âìåñòî ñòàíäàðòíûõ ñòåïåííûõ âåñîâûõ ôóíêöèé Øèëäñ è Âèëüÿìñ [39] âïåðâûå

ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü áîëåå îáùèå íîðìàëüíûå âåñîâûå ôóíêöèè. Ôàêòè÷åñêè, ýòî

òå âåñîâûå ôóíêöèè, êîòîðûå èìåþò ñòåïåííûå ìèíîðàíòû è ìàæîðàíòû ñ ïîëîæèòåëü-

íûìè ïîêàçàòåëÿìè.

Îïðåäåëåíèå 0.1. (Íîðìàëüíàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, [39], [41])

Ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ φ(r), 0 ≤ r < 1, íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé,

åñëè íàéäóòñÿ ïîñòîÿííûå 0 < a < b è 0 ≤ r0 < 1 òàêèå, ÷òî èìåþò ìåñòî

φ(r)

(1− r)a
↘ 0 è

φ(r)

(1− r)b
↗ +∞ ïðè r → 1−, r0 ≤ r < 1. (0.3)

Çäåñü è äàëåå ìîíîòîííîñòü ôóíêöèé âñåãäà áóäåì ïîäðàçóìåâàòü â øèðîêîì, íå-

ñòðîãîì ñìûñëå. Êðîìå òîãî, â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîíîòîííîñòü â (0.3) çàìåíÿåòñÿ íà

áîëåå îáùåå ïîíÿòèå "ïî÷òè ìîíîòîííîñòè". Èíäåêñû a è b äëÿ íîðìàëüíîé ôóíêöèè

φ îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî.

Òèïè÷íûìè è ïðîñòûìè ïðèìåðàìè íîðìàëüíûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè âèäà

φc,d(r) := (1− r)c
(
log

e

1− r

)d
, c > 0, d ∈ R,

ïðè÷åì ïðè c = 0 ôóíêöèÿ φ0,d(r) =
(
log e

1−r

)d
óæå íå áóäåò íîðìàëüíîé.

Íîðìàëüíûå âåñîâûå ôóíêöèè òàêæå áëèçêî ñîîòíîñÿòñÿ, à â íåêîòîðîì ñìûñëå

ýêâèâàëåíòíû ïðàâèëüíî ìåíÿþùèìñÿ ôóíêöèÿì è ôóíêöèÿì êëàññà RO, ñì. [10].
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Ôóíêöèè êëàññà RO â êà÷åñòâå âåñîâûõ ôóíêöèé äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ

ôóíêöèé øèðîêî ïðèìåíÿëèñü â ñåðèè ðàáîò Ô.À. Øàìîÿíà, ñì., íàïðèìåð, [13], [14],

à òàêæå [30], [31].

Îïðåäåëåíèå 0.2. (Íîðìàëüíàÿ ïàðà, [39])

Ñêàæåì, ÷òî ïàðà ôóíêöèé {φ, ψ} ñîñòàâëÿåò íîðìàëüíóþ ïàðó, åñëè ôóíêöèÿ φ

íîðìàëüíà, è ñóùåñòâóåò ÷èñëî α > b− 1 (èíäåêñ ïàðû) òàêîå, ÷òî

φ(r)ψ(r) = (1− r2)α, 0 ≤ r < 1. (0.4)

Ââèäó óñëîâèÿ α > b − 1 ôóíêöèÿ ψ áóäåò èíòåãðèðóåìîé íà èíòåðâàëå (0, 1). Êàê

ïîêàçàíî â [39], äëÿ íîðìàëüíîé ôóíêöèè φ âñåãäà íàéäåòñÿ åå íîðìàëüíàÿ ïàðà, à ïðè

áîëåå ñòðîãîì óñëîâèè α > b ôóíêöèÿ ψ ñàìà òàêæå áóäåò íîðìàëüíîé ñ èíäåêñàìè

α − b è α − a. Ðàñøèðèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ òàêèõ ðàäèàëüíûõ âåñîâûõ ôóíêöèé äî

øàðà B, ïîëîæèâ φ(z) := φ(|z|) = φ(r), ψ(z) := ψ(|z|) = ψ(r).

Â Ãëàâå 1 íàéäåíî óñëîâèå íà èíäåêñû íîðìàëüíîé âåñîâîé ôóíêöèè è íîðìàëüíîé

ïàðû, ïðè êîòîðîì âåñîâîé îïåðàòîð òèïà Áåðãìàíà ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïðîåêòîðîì

â íåâåñîâîì ëåáåãîâîì ïðîñòðàíñòâå Lp(B).

Äëÿ 0 < p < ∞, α > −1 îïðåäåëèì âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà ãîëîìîðôíûõ

ôóíêöèé:

Ap(ψ) =

{
f ∈ H(B) : ∥f∥p,ψ =

(∫
B

|f(z)ψ(z)|p dV (z)

)1/p

<∞

}
,

Apα =

{
f ∈ H(B) : ∥f∥p,α =

(∫
B

|f(z)|p (1− |z|2)αdV (z)

)1/p

<∞

}
.

Òàêèì îáðàçîì, Apα ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì Ap(ψ), êîãäà ψ � ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ

âèäà ψ(z) = (1− |z|2)α/p. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå p = ∞ îïðåäåëÿåì êëàññû A∞(ψ) è

ñîîòâåòñòâóþùèå ìàëûå êëàññû A∞
0 (ψ),

A∞(ψ) =

{
f ∈ H(B) : ∥f∥∞,ψ = sup

z∈D
|f(z)ψ(z)| <∞

}
,

A∞
0 (ψ) =

{
f ∈ H(B) : lim

|z|→1
f(z)ψ(z) = 0

}
.

Øèëäñ è Âèëüÿìñ [39] ïîñðåäñòâîì íîðìàëüíûõ âåñîâûõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì

êðóãå D = B1 ïðåäëîæèëè îáîáùåíèÿ îïåðàòîðîâ Áåðãìàíà, êîòîðûå äëÿ øàðà B
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îïðåäåëåíû â ðàáîòàõ À.È. Ïåòðîñÿíà [8], [45] â âèäå

Qφ,ψ(f)(z) :=

∫
B

ψ(z)φ(w)

(1− ⟨z, w⟩)n+1+α
f(w) dV (w), z ∈ B, (0.5)

Q̃φ,ψ(f)(z) :=

∫
B

ψ(z)φ(w)

|1− ⟨z, w⟩|n+1+α
f(w) dV (w), z ∈ B. (0.6)

Èìåííî òàêèå îïåðàòîðû èçó÷àþòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå φ(r) =

(1− r2)α, ψ ≡ 1 îïåðàòîðû (0.5), (0.6) ñâîäÿòñÿ ê êëàññè÷åñêèì ïðîåêòîðàì Áåðãìàíà,

ñì. [9], [22], [27], [32], [37], [38], [43].

Â ñëó÷àå φ(r) = (1− r2)c, ψ(r) = (1− r2)d, c+d = α îïåðàòîðû òèïà Áåðãìàíà (0.5),

(0.6) òàêæå õîðîøî èçâåñòíû, ñì. [18], [27], [37], [38], [43].

Â ìîíîãðàôèèÆó [43, Theorem 2.10] äîêàçàíà òåîðåìà îá îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðîâ

òèïà (0.5), (0.6), íî ñ îáû÷íûìè ñòåïåííûìè âåñàìè.

Òåîðåìà B. Äëÿ äâóõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a > −1 è b > 0 îïðåäåëèì äâà èíòåãðàëüíûõ

îïåðàòîðà:

(Qf)(z) =
(
1− |z|2

)a ∫
B

(1− |w|2)b(
1− ⟨z, w⟩

)n+1+a+b
f(w) dV (w)

è

(Q̃f)(z) =
(
1− |z|2

)a ∫
B

(1− |w|2)b∣∣1− ⟨z, w⟩
∣∣n+1+a+b

f(w) dV (w).

Äëÿ 1 6 p <∞ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) Q îãðàíè÷åí ïî íîðìå â Lp(B);

(b) Q̃ îãðàíè÷åí ïî íîðìå â Lp(B);

(c) −pa < 1.

Êàê âèäèì, íàéäåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ îãðàíè÷åííîñòè îïåðà-

òîðîâ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì Ãëàâû 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, â êîòîðîé ðàññìîòðåíû

áîëåå îáùèå âåñîâûå ôóíêöèè (à èìåííî íîðìàëüíûå), îäíàêî äëÿ îãðàíè÷åííîñòè

îïåðàòîðîâ íàéäåíî ëèøü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå.

Òåîðåìà 0.1. Ïóñòü {φ, ψ} � íîðìàëüíàÿ ïàðà ôóíêöèé ñ èíäåêñàìè a è b (0 < a < b)

è ñ èíäåêñîì ïàðû α (α > b− 1) â ñìûñëå Îïðåäåëåíèé 0.1�0.2.
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Ïðè âñåõ 1 6 p <∞, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

p(b− α) < 1, (0.7)

èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû Qφ,ψ è Q̃φ,ψ, ñì. (0.5), (0.6), ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè îïå-

ðàòîðàìè â Lp(B).

Áîëåå òîãî, îïåðàòîð Qφ,ψ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïðîåêòîðîì èç ïðîñòðàíñòâà

Lp(B) íà åãî ïîäïðîñòðàíñòâî ψ · Ap(ψ).

Â Ãëàâå 2 ìû ðàññìàòðèâàåì áîëåå îáùèå ïðîñòðàíñòâà L(p, q, β) ñî ñìåøàííîé

íîðìîé è äîêàçûâàåì, ÷òî âåñîâûå îïåðàòîðû òèïà Áåðãìàíà îãðàíè÷åíû íà L(p, q, β)

ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå èíäåêñîâ.

Äëÿ ôóíêöèè f(z) = f(rζ), çàäàííîé â øàðå B, åå èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå ïîðÿäêà p

íà ñôåðå |z| = r îáîçíà÷åíû êàê îáû÷íî, ÷åðåç

Mp(f ; r) =
∥∥f(r·)∥∥

Lp(S;dσ)
, 0 ≤ r < 1, 0 < p ≤ ∞,

ãäå dσ � (2n − 1)-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà ñôåðå S, íîðìèðîâàííàÿ òàê,

÷òî σ(S) = 1. Êëàññ ôóíêöèé f ∈ H(B) ñ "íîðìîé" ∥f∥Hp = sup
0<r<1

Mp(f ; r) åñòü îáû÷íîå

ïðîñòðàíñòâî Õàðäè Hp(B) â åäèíè÷íîì øàðå B.

Îïðåäåëåíèå 0.3. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî L(p, q, β)
(
0 < p, q ≤ ∞, β ∈ R

)
ñî ñìå-

øàííîé íîðìîé êàê ïðîñòðàíñòâî òåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé f(z) = f(rζ) â øàðå B,

äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà êâàçèíîðìà

∥f∥L(p,q,β) = ∥f∥p,q,β :=


(∫ 1

0

(1− r)βq−1M q
p (f ; r) dr

)1/q

, 0 < q <∞,

ess sup
0<r<1

(1− r)βMp(f ; r), q = ∞.

Ïîäïðîñòðàíñòâà L(p, q, β), ñîñòîÿùèå èç ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, îáîçíà÷èì ÷åðåç

H(p, q, β) := H(B) ∩ L(p, q, β), β > 0.

Åñëè 1 ≤ p, q ≤ ∞, òî L(p, q, β), H(p, q, β) ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè ñ

íîðìîé ∥ · ∥p,q,β. Ïðè p = q <∞ ïðîñòðàíñòâà H(p, p, β) = Apβp−1 ñîâïàäàþò ñ âåñîâûìè

êëàññàìè Áåðãìàíà, à ïðè q = ∞ èõ ÷àñòî íàçûâàþò âåñîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè Õàðäè.



10

Ïðîñòðàíñòâà ñî ñìåøàííîé íîðìîé äëÿ ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé

áûëè ââåäåíû Õàðäè è Ëèòòëâóäîì â [28], [29] è ðàçâèòû â äàëüíåéøåì Ôëåòòîì [25].

Ñìîòðè òàêæå ìîíîãðàôèè [9], [22], [24], [32], [43], ãäå ìîæíî íàéòè ïîäðîáíîå îïèñàíèå

âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà H(p, p, β) = Apβp−1 â åäèíè÷íîì êðóãå èëè øàðå.

Ìíîãî ðàáîò ïîñâÿùåíî ïðîñòðàíñòâàì L(p, q, β) ñî ñìåøàííîé íîðìîé èëè èõ ïîä-

ïðîñòðàíñòâàì, ñîñòîÿùèì èç ãîëîìîðôíûõ, ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ èëè ãàðìîíè÷åñêèõ

ôóíêöèé â êðóãå, øàðå èçCn èëèRn. Ïðîñòðàíñòâà L(p, q, β) äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé

â åäèíè÷íîì øàðå B ⊂ Cn è áåðãìàíîâñêèå îïåðàòîðû íà íèõ ïîäðîáíî èññëåäîâàíû,

íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [9], [43], [27], [37], [38], äëÿ ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ñìîòðè

[42], [33], à äëÿ ãîëîìîðôíûõ è n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïîëèäèñêå èç Cn ñìîòðè,

íàïðèìåð, â [18].

Â Ãëàâå 2 ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà β, ïðè êîòîðûõ

îáùèå áåðãìàíîâñêèå îïåðàòîðû (0.5), (0.6) îãðàíè÷åíû íà ïðîñòðàíñòâàõ L(p, q, β) ñî

ñìåøàííîé íîðìîé â øàðå B.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì Ãëàâû 2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 0.2. Ïóñòü 1 ≤ p, q ≤ ∞, β ∈ R, {φ, ψ} � íîðìàëüíàÿ ïàðà ôóíêöèé ñ

èíäåêñàìè a è b (0 < a < b) è ñ èíäåêñîì ïàðû α (α > b − 1) â ñìûñëå Îïðåäåëåíèé

0.1�0.2.

Åñëè b − α < β < 1 + a, òî îïåðàòîðû Qφ,ψ è Q̃φ,ψ îãðàíè÷åííî äåéñòâóþò èç

ïðîñòðàíñòâà L(p, q, β) â ñåáÿ, ò.å.

Qφ,ψ : L(p, q, β) −→ L(p, q, β), (0.8)

Q̃φ,ψ : L(p, q, β) −→ L(p, q, β). (0.9)

Åñëè â Òåîðåìå 0.1 äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ 1 ≤ p = q = 1/β < ∞, ò.å. äëÿ íåâåñîâîãî

êëàññà L(p, p, 1/p) = Lp(B), ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí â [8], [45] ìåòîäîì òàê íàçûâàåìîãî

òåñòà Øóðà ([9], [22], [32], [43]), òî â Òåîðåìå 0.2 ìåòîä òåñòà Øóðà íå ïîäõîäèò. Ïîýòîìó

ìû ïðèìåíÿåì íîâûé ìåòîä � âíà÷àëå îáîáùàåì èçâåñòíûå íåðàâåíñòâà Õàðäè ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì íîðìàëüíûõ ôóíêöèé, à çàòåì ïðèìåíÿåì èõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ

èíòåãðàëüíûõ îöåíîê. Áîëåå ÷àñòíûå ñëó÷àè îïåðàòîðîâ Áåðãìàíà ñî ñòåïåííûìè âåñàìè
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èçó÷åíû â [9], [27], [32], [37], [38], [43].

Ôàêòè÷åñêè, â Òåîðåìå 0.2 ìû îáîáùàåì Òåîðåìó 0.1 è ðåçóëüòàò èç [8] â òðåõ

íàïðàâëåíèÿõ: âî-ïåðâûõ, ïðåäïîëàãàåì âñå çíà÷åíèÿ 1 ≤ p ≤ ∞, âî-âòîðûõ, ðàññìàòðèâàåì

âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà, â-òðåòüèõ, âìåñòî ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà ðàññìàòðèâàåì áîëåå

îáùèå ïðîñòðàíñòâà L(p, q, β) ñî ñìåøàííîé íîðìîé. Ïðè ýòîì âìåñòî íåïîäõîäÿùåãî

òåñòà Øóðà ìû ïðèìåíÿåì îáîáùåíèÿ íåðàâåíñòâà Õàðäè.

Â Ãëàâå 3 ìû ïåðåõîäèì ê íàõîæäåíèþ è èçó÷åíèþ ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ

íåêîòîðûõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì øàðå èç

Cn. Äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì êðóãå D èëè â åäèíè÷íîì øàðå B èç Cn

õîðîøî èçâåñòíû ñîîòíîøåíèÿ äâîéñòâåííîñòè ïî øêàëå âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà

Apα.

Êëàññ Áëîõà B àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå D ôóíêöèé f(z) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

B =

{
f(z) ∈ H(D) : ∥f∥B = sup

z∈D
(1− |z|2)|f ′(z)| < +∞

}
.

Êëàññ Áëîõà ñòàíîâèòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî íîðìû

∥f∥B∞ := |f(0)|+ ∥f∥B = |f(0)|+ sup
z∈D

(1− |z|2)|f ′(z)|.

Îïðåäåëèì ìàëûé êëàññ Áëîõà B0 êàê

B0 =

{
f(z) ∈ H(D) : lim

|z|→1
(1− |z|2)|f ′(z)| = 0

}
.

Êëàññ Áëîõà B â íåêîòîðîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Áåðãìàíà Apα ïðè p → ∞, à òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ A1
α. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ìàëûé êëàññ Áëîõà B0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ

A1
α, ñì. [21], [16], (

B0

)∗ ∼= A1
α,

(
A1
α

)∗ ∼= B. (0.10)

Áîëåå òîãî, ìîæíî îáîáùèòü ñîîòíîøåíèÿ (0.10) ñ ó÷àñòèåì íîðìàëüíîé ïàðû âåñîâûõ

ôóíêöèé, ñì. [39], [40],(
A∞

0 (φ)
)∗ ∼= A1(ψ),

(
A1(ψ)

)∗ ∼= A∞(φ). (0.11)

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ ãàðìîíè÷åñêèõ

ôóíêöèé, ñì. [40], [36].
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Â Ãëàâå 3 ìû îáîáùàåì ñîîòíîøåíèÿ (0.11) è ðàñïðîñòðàíÿåì íà ïëþðèãàðìîíè÷åñêèå

ôóíêöèè â øàðå B èç Cn. Ñ ýòîé öåëüþ ìû ââîäèì íîâîå ïëþðèãàðìîíè÷åñêîå âîñïðî-

èçâîäÿùåå ÿäðî kw, êîòîðîå íå çàïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì êîíå÷íîì âèäå, ÷òî çàòðóäíÿåò

ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìûõ îöåíîê. Èñïîëüçóþòñÿ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ, à òàêæå h(B)

� âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ, ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ â B ôóíêöèé ñ

îáû÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è ïîòî÷å÷íûì ñëîæåíèåì.

Ïóñòü Φ(r) ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé ôóíêöèåé è ïóñòü η ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé ìåðîé. Äëÿ

ôóíêöèé u ∈ h(B) îïðåäåëèì íîðìû

∥u∥Φ = sup{|u(z)|Φ(z); z ∈ B} = sup{M∞(u, r)Φ(r); r < 1},

∥u∥η =
∫
S

∫ 1

0

|u(rξ)| dη(r)dσ(ξ) =
∫ 1

0

M1(u, r) dη(r),

ãäå M∞(u, r) = sup{|u(z)|; |z| = r }, M1(u, r) =

∫
S

|u(rξ)| dσ(ξ).

Òåïåðü îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé:

h∞(Φ) =
{
u ∈ h(B); ∥u∥Φ <∞

}
,

h0(Φ) =
{
u ∈ h(B); limr→1M∞(u, r)Φ(r) = 0

}
,

h1(η) =
{
u ∈ h(B); ∥u∥η <∞

}
.

Âñå ýòè ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íîðìèðîâàííûå, ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà.

Î÷åâèäíî, h0(Φ) ⊂ h∞(Φ), ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü íîðìó ∥u∥Φ íà h0(Φ).

Íàìè ðåøåíà ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà äëÿ ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé: äëÿ äàííîé

âåñîâîé ôóíêöèè Φ(r) ìû íàõîäèì êîíå÷íóþ, ïîëîæèòåëüíóþ áîðåëåâñêóþ ìåðó η íà

[0, 1) òàêóþ, ÷òî h0(Φ)
∗ ∼= h1(η) è h1(η)∗ ∼= h∞(Φ). Ââåäåì ìåðó dµ = Φdη è ìåðó µ′,

îïðåäåëåííóþ òàê, ÷òîáû èìåëî ìåñòî∫ 1

0

f(r) dµ′(r) =

∫ 1

0

f(r2) dµ(r), f ∈ C[0, 1].

Òåîðåìà 0.3. Ïóñòü
tm :=

∫ 1

0

rm dµ′(r) =

∫ 1

0

r2m dµ(r), m = 0, 1, 2, . . .

kw(z) :=
∞∑

|p|=0

t−1
|p| c(n, |p|)⟨w, z⟩

|p| +
∞∑

|p|=1

t−1
|p| c(n, |p|)⟨z, w⟩

|p|,
(0.12)
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ãäå ⟨z, w⟩ =
∑n

k=1 zkw̄k, z, w ∈ Cn,

c(n, |p|) := (n− 1 + |p|)!
(n− 1)!|p|!

è p ÿâëÿåòñÿ n-èíäåêñîì: p = (p1, p2, · · · , pn), p! =
∏n

k=1 pk!, |p| =
∑n

k=1 pk.

Îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèå

⟨u, v⟩h :=
∫
S

∫ 1

0

u(rξ)v(rξ̄)Φ(r) dη(r)dσ(ξ), u ∈ h∞(Φ), v ∈ h1(η). (0.13)

Òîãäà kw ÿâëÿåòñÿ ïëþðèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé â {z; |z| < |w|−1} è ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî, ñâÿçàííîå ñ áèëèíåéíîé ôîðìîé (0.13), ò.å.

u(w) = ⟨u, kw⟩h äëÿ ëþáîé u ∈ h∞(Φ),

v(w) = ⟨kw, v⟩h äëÿ ëþáîé v ∈ h1(η).

Çàìåòèì, ÷òî õîðîøî èçâåñòíû ïëþðèãàðìîíè÷åñêèå âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà òèïà

(0.12) â òîì ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà îíè îïðåäåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì ñòåïåííûõ âåñîâûõ

ôóíêöèé è àññîöèèðóþòñÿ ñ âåñîâûìè êëàññàìè ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ñî ñòå-

ïåííûìè âåñàìè, ñì. ðàáîòû Àíäåðññîíà [17] äëÿ øàðà è À. Êàðàïåòÿíà [33] äëÿ áîëåå

îáùèõ îáëàñòåé. Òàêèå ïëþðèãàðìîíè÷åñêèå ÿäðà ïðèîáðåòàþò êîíå÷íûé âèä è ÿâíî

çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

kα(z, w) =
2Γ(α+ n+ 1)

Γ(n) Γ(α+ 1)

[
1

(1− ⟨z, w⟩)α+n+1
+

1

(1− ⟨w, z⟩)α+n+1
− 1

]
, z, w ∈ B,

α > −1, ÷òî ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñîìíîæèòåëÿ) ñ ïëþðèãàðìîíè-

÷åñêèìè âîñïðîèçâîäÿùèìè ÿäðàìè èç [17], [33].

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì Ãëàâû 3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 0.4. Äîïóñòèì Φ ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé ôóíêöèåé, η ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé ìåðîé è

kw åñòü ñîîòâåòñòâóþùåå âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî (0.12). Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå èíòå-

ãðàëüíûå îïåðàòîðû âèäà

(Tf)(w) :=

∫
S

∫ 1

0

kw(rξ̄) f(rξ) dη(r)dσ(ξ), f ∈ L∞(B),

(Sν)(w) :=

∫
B

kw(z̄)Φ(z) dν(z) ν ∈M(B),

ãäå M(B) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîíå÷íûõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà B ñ íîðìîé ïîëíîé

âàðèàöèè. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó:



14

(i) ∥kw∥η ≤
C

Φ(w)
, w ∈ B.

(ii) T � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð èç L∞(B) â h∞(Φ).

(iii) S � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð èç M(B) â h1(η).

(iv) h1(η)∗ ∼= h∞(Φ).

(v) h0(Φ)
∗ ∼= h1(η).

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå íàñòîÿùåé ðàáîòû îïðåäåëåí êëàññ ïîëóàíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-

öèé â ïîëèäèñêå êàê îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè. Ñ. Áåðãìàí [20]

ïðåäëîæèë ñëåäóþùóþ èäåþ äëÿ ñëó÷àÿ n = 2: ëþáîé 2-ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ïî-

ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ f(z1, z2) = u(z1, z2) + iv(z1, z2)

òàêóþ, ÷òî

1) f(z1, z2) ãîëîìîðôíà ïî z1 äëÿ ôèêñèðîâàííîé z2;

2) v(0, z2) ≡ 0.

Ïîëó÷åííûé êëàññ ôóíêöèé Áåðãìàí íàçâàë "ðàñøèðåííûì êëàññîì êîìïëåêñíûõ

ôóíêöèé". Ýòè ôóíêöèè ìîãóò áûòü èçó÷åíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ òåîðèè ïîòåíöèàëîâ,

òàê êàê çàäà÷à Äèðèõëå ñî çíà÷åíèÿìè, çàäàííûìè íà îñòîâå T 2, âñåãäà èìååò ðåøåíèå

â êëàññå âñåõ 2-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îäíàêî ýòîò êëàññ íå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì

êëàññà ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, òàê êàê ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè íå îáÿçàòåëüíî óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèþ 2) äëÿ ìíèìîé ÷àñòè.

À.È. Ïåòðîñÿí [7], [34] ââåë â áèäèñêå ìîäèôèöèðîâàííóþ âåðñèþ ôóíêöèé Áåðãìàíà

(êëàññ ïîëóàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé), êîòîðûé èìååò ñëåäóþùåå ïðåèìóùåñòâî: â òîì

îñîáîì ñëó÷àå, êîãäà âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïîëóàíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ïëþðèãàðìîíè÷-

íàÿ, ñàìà ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíà. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ òàêæå

ïîëóàíàëèòè÷åñêàÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîíÿòèå ïîëóàíàëèòè÷íîñòè îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ

ôóíêöèé ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 0.4. Ôóíêöèÿ f(z) = f(z1, z2, . . . , zn), îïðåäåëåííàÿ â åäèíè÷íîì ïîëèäèñêå

Un, íàçûâàåòñÿ ïîëóàíàëèòè÷åñêîé, åñëè
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a) Ôóíêöèÿ Re f(z) n-ãàðìîíè÷åñêàÿ;

b) Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ zk+1, . . . , zn ôóíêöèè f(0, . . . , 0, zk, zk+1, . . . , zn) ÿâëÿþòñÿ ãîëî-

ìîðôíûìè â äèñêå |zk| < 1, k = 1, . . . , n.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (ò.å. n = 1) n-ãàðìîíè÷íîñòü åñòü

ïðîñòî ãàðìîíè÷íîñòü, à ïîëóàíàëèòè÷íîñòü ñîâïàäàåò ñ àíàëèòè÷íîñòüþ.

Äëÿ ïîëóàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íàìè äîêàçàí àíàëîã èçâåñòíîé ôîðìóëû Øâàðöà

äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 0.5. Ïóñòü f(z) ïîëóàíàëèòè÷åñêàÿ â åäèíè÷íîì ïîëèäèñêå Un ôóíêöèÿ, è

ïóñòü ρ1, . . . , ρn � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà èç èíòåðâàëà (0, 1). Òîãäà äëÿ ëþáîãî

z ∈ {z = (z1, . . . , zn) : |zk| < ρk, k = 1, . . . , n}

èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

f(z1, . . . , zn) = iv(0, . . . , 0)+
1

(2π)n

∫
Tn

Sn

(
z1
ρ1
e−iθ1 , . . . ,

zn
ρn
e−iθn

)
u
(
ρ1e

iθ1 , . . . , ρne
iθn
)
dθ1 · · · dθn,

ãäå

Sn(z1, . . . , zn) =
n∏
j=1

P (zj) + i

n∑
j=1

Q(zj)
n∏

k=j+1

P (zk) (0.14)

n-ìåðíûé àíàëîã ÿäðà Øâàðöà. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ n = 1 ôóíêöèÿ Sn(z1, . . . , zn)

ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì ÿäðîì Øâàðöà: Sn = S.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò î ìíèìîé ÷àñòè ïîëóàíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 0.6. Ìíèìàÿ ÷àñòü ïðîèçâîëüíîé ïîëóàíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f = u + iv

ÿâëÿåòñÿ n-ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [44]�[48].



Ãëàâà 1

Îãðàíè÷åííûå ïðîåêòîðû

íà ïðîñòðàíñòâàõ Lp(B)

â åäèíè÷íîì øàðå èç Cn

1.1 Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ñèìâîëû C(α, β, . . . ), cα,M1,M2 è ò.ï. âñþäó áóäóò îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûå ïîñòî-

ÿííûå, âîçìîæíî ðàçëè÷íûå â ðàçíûõ ìåñòàõ è çàâèñÿùèå òîëüêî îò óêàçàííûõ èíäåêñîâ

α, β, . . . .

Ñèìâîë A ≈ B îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå C1 è C2

(íåñóùåñòâåííûå ïî ñâîèì çíà÷åíèÿì è íåçàâèñèìûå îò ó÷àñòâóþùèõ ôóíêöèé è ïåðå-

ìåííûõ) òàêèå, ÷òî C1|A| ≤ |B| ≤ C2|A|.

Äëÿ ôóíêöèé f(z) è g(z) ñèìâîë f(z) ∼ g(z) ïðè z → z0 îçíà÷àåò, ÷òî lim
z→z0

f(z)

g(z)
= 1.

Âñþäó íèæå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè äëÿ Cn:

⟨z, w⟩ =
∑n

k=1 zkwk � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ òî÷åê z, w ∈ Cn;

|z| =
√
⟨z, z⟩ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîðìà;

B = {z ∈ Cn : |z| < 1} � îòêðûòûé åäèíè÷íûé øàð â Cn;

S = ∂B = {z ∈ Cn : |z| = 1} � åãî ãðàíèöà, ò.å. åäèíè÷íàÿ ñôåðà â Cn;

H(B) � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â B;
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dσ(ζ) � ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà ñôåðå S, íîðìèðîâàííàÿ òàê, ÷òî σ(S) = 1;

dν � íåíîðìèðîâàííàÿ îáúåìíàÿ ìåðà Ëåáåãà â Cn;

dV (z) � ìåðà Ëåáåãà â Cn, íîðìèðîâàííàÿ òàê, ÷òî V (B) = 1, è ïîýòîìó

dν(z) = ν(B) dV (z) = |B| dV (z),

à â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ áóäåì èìåòü

dV (z) = 2n r2n−1dr dσ(ζ), z = rζ, 0 ≤ r < 1, ζ ∈ S;

dVα(z) := γα(1 − |z|2)α dν(z) � âåñîâàÿ ìåðà Ëåáåãà, Vα(B) = 1, α > −1, ãäå γα :=

Γ(α+n+1)
Γ(n+1)Γ(α+1)

� íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà Lp(B) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ

èçìåðèìûõ ôóíêöèé f â B, äëÿ êîòîðûõ

∥f∥Lp(B) = ∥f∥p :=
(∫

B

|f(z)|p dV (z)

)1/p

< +∞, 0 < p <∞.

Ïîäïðîñòðàíñòâî Lp(B), ñîñòîÿùåå èç àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ap(B) := H(B) ∩ Lp(B).

Îáû÷íî Ap(B) íàçûâàþò (íåâåñîâûìè) êëàññàìè Áåðãìàíà â øàðå B.

Äàëåå áóäåì ðàáîòàòü ñ âåñîâûìè êëàññàìè Áåðãìàíà, ïðè÷åì âåñîâûìè ôóíêöèÿìè

áóäóò ãëàâíûì îáðàçîì òàê íàçûâàåìûå íîðìàëüíûå ôóíêöèè. Ïîíÿòèå íîðìàëüíîé

ôóíêöèè è íîðìàëüíîé ïàðû âåñîâûõ ôóíêöèé âïåðâûå áûëî ââåäåíî â ðàáîòå Øèëäñà

è Âèëüÿìñà [39], îíî îêàçàëîñü óäîáíûì äëÿ ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé, ñâÿçàííûõ ñ

îöåíêàìè èíòåãðàëîâ è äëÿ îïèñàíèÿ ïðîåêòîðîâ, çàäàííûõ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïîëîæèòåëüíàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà [0, 1) ôóíêöèÿ φ íàçûâàåòñÿ

íîðìàëüíîé, åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû 0 < ε < k è 0 ≤ r0 < 1, òàêèå, ÷òî

φ(r)

(1− r)ε
óáûâàåò ïðè r0 ≤ r < 1 è lim

r→1−

φ(r)

(1− r)ε
= 0,

φ(r)

(1− r)k
âîçðàñòàåò ïðè r0 ≤ r < 1 è lim

r→1−

φ(r)

(1− r)k
= ∞.

(1.1)

Èíîãäà ìîíîòîííîñòü â (1.1) áóäåì ïîíèìàòü â ñìûñëå áîëåå îáùåãî ïîíÿòèÿ "ïî÷òè

ìîíîòîííîñòè".
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Çàìåòèì, ÷òî èíäåêñû k è ε îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèåé φ íåîäíîçíà÷íî.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ñêàæåì, ÷òî ïàðà ôóíêöèé {φ, ψ} ñîñòàâëÿåò íîðìàëüíóþ ïàðó,

åñëè φ íîðìàëüíà è äëÿ íåêîòîðîãî k, óäîâëåòâîðÿþùåãî (1.1), ñóùåñòâóåò òàêîå

÷èñëî α > k − 1, ÷òî φ(r)ψ(r) = (1− r2)
α
, 0 ≤ r < 1.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå α > k − 1 îáåñïå÷èâàåò èíòåãðèðóåìîñòü ψ íà [0, 1). Åñëè æå

α > k, òî ôóíêöèÿ ψ òàêæå íîðìàëüíà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòåïåíÿìè α − k è α − ε,

ïðè÷åì âìåñòî óáûâàíèÿ ôóíêöèè
φ(r)

(1− r)α−k
áóäåì ïîíèìàòü åå "ïî÷òè óáûâàíèå".

1.2 Âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Ap
α, A

p(ψ)

Âñþäó íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî {φ, ψ}� íîðìàëüíàÿ ïàðà âåñîâûõ ôóíêöèé. Ïðîäîëæèì

ýòè ôóíêöèè â B, ïîëîæèâ φ(z) = φ(|z|), ψ(z) = ψ(|z|) è äëÿ 0 < p < ∞, α > −1

îïðåäåëèì âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé:

Ap(ψ) =
{
f ∈ H(B) : ∥f∥p,ψ =

(∫
B

|f(z)ψ(z)|p dV (z)

)1/p

<∞
}
,

Apα =
{
f ∈ H(B) : ∥f∥p,α =

(∫
B

|f(z)|p (1− |z|2)αdV (z)

)1/p

<∞
}
.

Òàêèì îáðàçîì, Apα ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì Ap(ψ), êîãäà ψ � ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ

âèäà ψ(z) = (1− |z|2)α/p.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïðîñòðàíñòâà Ap(ψ) ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè.

Äîêàçûâàåòñÿ òåì æå ìåòîäîì, ÷òî â [8], ãäå ðàññìîòðåí ñëó÷àé p = 1.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ Tp : A
p(ψ) 7→ Lp(B), 1 6 p < ∞, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñò-

âàìè Tp(g) = ψg. Î÷åâèäíî, îíè ÿâëÿþòñÿ èçîìåòðèÿìè. Îáëàñòè èõ çíà÷åíèé ÿâëÿþòñÿ

çàìêíóòûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè Lp(B), è äëÿ íèõ ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå: TAp =

Tp
(
Ap(ψ)

)
.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

(Qf)(z) = γα

∫
B

ψ(z)φ(w)

(1− ⟨z, w⟩)n+1+α f(w) dV (w), (1.2)
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ãäå

γα =
Γ(n+ α+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(α+ 1)
.

Â ðàáîòå [39] äîêàçàíà îãðàíè÷åííîñòü ýòîãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå L1(B) â

îäíîìåðíîì ñëó÷àå (n = 1). Â [8] ýòîò ðåçóëüòàò ðàñïðîñòðàíåí íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî

n, à èìåííî äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà A. Îïåðàòîð (1.2) îãðàíè÷åí â L1(B), áîëåå òîãî, îí ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì

ïðîåêòîðîì íà ïîäïðîñòðàíñòâî TA1.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ çàäà÷à: âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ p îïåðàòîð Q ÿâëÿåòñÿ îãðàíè-

÷åííûì ïðîåêòîðîì â Lp(B). Âûÿñíåíèþ ýòîãî âîïðîñà è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ãëàâà.

Åå îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ Òåîðåìà 1.2, ñì. íèæå. Îòìåòèì, ÷òî â íåé óñëîâèå

p(k − α) < 1 îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà Q ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì, íî íå íåîáõîäèìûì.

Ýòî è ïîíÿòíî, âåäü ÷èñëî k â îïðåäåëåíèè (1.1) íîðìàëüíîé ôóíêöèè íåîäíîçíà÷íî.

Â ñëó÷àå, êîãäà âåñîâûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñòåïåííûìè, óêàçàííîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ

òàêæå è íåîáõîäèìûì. Ïóñòü φ(r) = (1− r)b, ψ(r) = (1− r)a, a + b = α. Ïðîöèòèðóåì

èíòåðåñóþùèé íàñ ñëó÷àé èç [43, Theorem 2.10] â ñëåäóþùåì âèäå:

Òåîðåìà B. Äëÿ äâóõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a > −1 è b > 0 îïðåäåëèì äâà èíòåãðàëüíûõ

îïåðàòîðà:

(Qf)(z) =
(
1− |z|2

)a ∫
B

(1− |w|2)b

(1− ⟨z, w⟩)n+1+a+b
f(w) dV (w)

è

(Q̃f)(z) =
(
1− |z|2

)a ∫
B

(1− |w|2)b

|1− ⟨z, w⟩|n+1+a+b
f(w) dV (w).

Äëÿ 1 6 p <∞ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) Q îãðàíè÷åí â Lp(B).

(b) Q̃ îãðàíè÷åí â Lp(B).

(c) −pa < 1.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, â Òåîðåìå B ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ p > 1. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, â Òåîðåìå A ðàññìîòðåí ñëó÷àé îáùèõ âåñîâûõ ôóíêöèé, à íå òîëüêî ñòåïåííûõ,

õîòÿ è òîëüêî äëÿ p = 1.
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Íèæå â Ðàçäåëàõ 1.4 è 2.4 ìû îáîáùèì Òåîðåìû À è B íà îáùèå îïåðàòîðû òèïà

Áåðãìàíà è áîëåå îáùèå ïðîñòðàíñòâà.

1.3 Âñïîìîãàòåëüíûå èíòåãðàëüíûå îöåíêè

Íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî èçâåñòíûõ èíòåãðàëüíûõ ôîðìóë è îöåíîê, ïðåäñòàâëåííûõ

â ñëåäóþùèõ òðåõ ëåììàõ.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü m = (m1, . . . ,mn) ∈ Zn+ � ìóëüòèèíäåêñ ñ mj ≥ 0, mj ∈ Z,

α > −1. Òîãäà∫
S

∣∣ζm∣∣2 dσ(ζ) = ∫
S

|ζ1|2m1 · · · |ζn|2mn dσ(ζ) =
(n− 1)!m!

(n− 1 + |m|)!
, (1.3)∫

B

∣∣zm∣∣2 dVα(z) = γα

∫
B

∣∣zm∣∣2 (1− |z|2)α dν(z) =

= γα

∫
B

|z1|2m1 · · · |zn|2mn (1− |z|2)α dν(ζ) = m! Γ(α+ n+ 1)

Γ(α+ n+ |m|+ 1)
, (1.4)

ãäå γα := Γ(α+n+1)
Γ(n+1)Γ(α+1)

� íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü òàêîé, ÷òî Vα(B) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîæäåñòâëÿÿ Cn ∼= R2n, áóäåì âûñ÷èòûâàòü èíòåãðàë

I :=

∫
Cn

∣∣zm∣∣2 e−|z|2 dν(z)

äâóìÿ ðàçíûìè ìåòîäàìè. Ïåðâûì ìåòîäîì ïî òåîðåìå Ôóáèíè áóäåì èìåòü

I =

∫
Cn

∣∣zm∣∣2 e−|z|2 dν(z) =

∫
Cn

|z1|2m1 · · · |zn|2mn e−|z1|2−···−|zn|2 dν(z) =

=
n∏
k=1

∫
R2

|zk|2mk e−|zk|2 dν(zk) =
n∏
k=1

2π

∫ +∞

0

ρ2mk e−ρ
2

ρ dρ =

= πn
n∏
k=1

∫ +∞

0

rmk e−r dr = πn
n∏
k=1

Γ(mk + 1) = πn
n∏
k=1

mk! = πnm!.

Âòîðûì ìåòîäîì, íåìåäëåííî ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, ïîëó÷àåì

I =

∫
Cn

∣∣zm∣∣2 e−|z|2 dν(z) = 2n |B|
∫ ∞

0

[∫
S

∣∣zm∣∣2 e−|z|2 dσ(ζ)

]
r2n−1 dr =

= 2n |B|
∫ ∞

0

[∫
S

∣∣ζm∣∣2 dσ(ζ)] r2|m| e−r
2

r2n−1 dr =

= 2n |B|
[∫

S

∣∣ζm∣∣2 dσ(ζ)] [∫ ∞

0

r2|m|+2n−1 e−r
2

dr

]
=

= 2n |B|
[∫

S

∣∣ζm∣∣2 dσ(ζ)] [∫ ∞

0

r2|m|+2n−2 e−r
2

r dr

]
=
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= n |B|
[∫

S

∣∣ζm∣∣2 dσ(ζ)] [∫ ∞

0

r|m|+n−1 e−r dr

]
=

= n |B|Γ(|m|+ n)

[∫
S

∣∣ζm∣∣2 dσ(ζ)] = n |B| (|m|+ n− 1)!

∫
S

∣∣ζm∣∣2 dσ(ζ).
Ñðàâíèâàÿ îáà ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì

I = n |B| (|m|+ n− 1)!

∫
S

∣∣ζm∣∣2 dσ(ζ) = πnm!,

ò.å. ∫
S

∣∣ζm∣∣2 dσ(ζ) = πnm!

n |B| (|m|+ n− 1)!

×òîáû çàâåðøèòü ðàññ÷åò, ïîäñòàâèì ñþäàm = (0, 0, . . . , 0) è íàéäåì îáúåì |B| øàðà

B,

n |B| (n− 1)!

∫
S

dσ(ζ) = πn, |B| = πn

n!
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì äîêàçàííîé ôîðìóëó (1.3)∫
S

∣∣ζm∣∣2 dσ(ζ) = (n− 1)!m!

(|m|+ n− 1)!
.

×òîáû äîêàçàòü ôîðìóëó (1.4), âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåõîäîì ê ïîëÿðíûìè êîîð-

äèíàòàì,
∣∣zm∣∣ = r|m|

∣∣ζm∣∣, à çàòåì � äîêàçàííîé ôîðìóëîé (1.3),∫
B

∣∣zm∣∣2 dVα(z) = γα

∫
B

∣∣zm∣∣2 (1− |z|2)α dν(z) =

= 2n γα

∫ 1

0

[∫
S

∣∣ζm∣∣2 dσ(ζ)] (1− r2)α r2|m|+2n−1 dr =

= 2n γα
(n− 1)!m!

(|m|+ n− 1)!

∫ 1

0

(1− r2)α r2|m|+2n−1 dr =

= 2 γα
n!m!

(|m|+ n− 1)!

∫ 1

0

(1− r2)α r2|m|+2n−2 r dr =

= γα
n!m!

(|m|+ n− 1)!

∫ 1

0

(1− t)α t|m|+n−1 dt =

= γα
n!m!

(|m|+ n− 1)!
B(α+ 1, |m|+ n) =

= γα
n!m!

(|m|+ n− 1)!

Γ(α+ 1)Γ(|m|+ n)

Γ(α+ 1 + |m|+ n)
=

= γα n!m!
Γ(α+ 1)

Γ(α+ 1 + |m|+ n)
=

= n!m!
Γ(α+ n+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(α+ 1)

Γ(α+ 1)

Γ(α+ 1 + |m|+ n)
=

= n!m!
Γ(α+ n+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(α+ 1 + |m|+ n)
=

m! Γ(α+ n+ 1)

Γ(α+ 1 + |m|+ n)
,
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÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü. 2

Ëåììà 1.2. Ïóñòü α > −1, β ∈ R. Òîãäà èíòåãðàëû

Iβ(z) :=

∫
S

dσ(ζ)

|1− ⟨z, ζ⟩|n+β
, z ∈ B, (1.5)

Jα,β(z) :=

∫
B

(1− |w|2)α dV (w)

|1− ⟨z, w⟩|1+n+α+β
, z ∈ B, (1.6)

èìåþò ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè:

(i) Åñëè β < 0, òî Iβ(z) ≈ Jα,β(z) ≈ 1 â øàðå z ∈ B.

(ii) Åñëè β = 0, òî

Iβ(z) ≈ Jα,β(z) ≈ log
1

1− |z|2
, z ∈ B.

(iii) Åñëè β > 0, òî

Iβ(z) ≈ Jα,β(z) ≈
1

(1− |z|2)β
, z ∈ B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áèíîìèàëüíûé ðÿä

1

(1− t)λ
=

∞∑
k=0

Γ(k + λ)

Γ(k + 1)Γ(λ)
tk, t ∈ C, |t| < 1, λ ̸= 0,−1,−2, . . . ,

ñõîäèòñÿ â åäèíè÷íîì êðóãå D, åñëè òîëüêî λ íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì íåïîëîæèòåëüíûì

÷èñëîì. Âûáåðåì λ := 1
2
(n+ β). Òîãäà

1

|1− ⟨z, ζ⟩|n+β
=

1

|1− ⟨z, ζ⟩|2λ
=

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

Γ(k + λ)

Γ(k + 1)Γ(λ)
⟨z, ζ⟩k

∣∣∣∣∣
2

, z ∈ B, ζ ∈ S.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì z ∈ B, ôóíêöèè ⟨z, ζ⟩k è ⟨z, ζ⟩j îðòîãîíàëüíû â L2(S, dσ) ïðè

k ̸= m, ò.å.⟨
⟨z, ζ⟩k, ⟨z, ζ⟩m

⟩
L2(S,dσ)

=

∫
S

⟨z, ζ⟩k · ⟨z, ζ⟩m dσ(ζ) = 0, k ̸= m, k,m ≥ 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â ïðîèçâåäåíèè

⟨z, ζ⟩k · ⟨z, ζ⟩m =
(
z1ζ1 + · · ·+ znζn

)k (
z1ζ1 + · · ·+ znζn

)m
,

íè â êàêîì ñëàãàåìîì òèïà ζpi ζ
q
j ζ

s
ℓ ζ

κ

i ζ
λ

j ζ
γ

ℓ ñóììàðíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè íå áóäåò ðàâåí

íóëþ. Ýòîò ôàêò äàåò âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü èíòåãðàë Iβ(z) â âèäå

Iβ(z) =

∫
S

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

Γ(k + λ)

Γ(k + 1)Γ(λ)
⟨z, ζ⟩k

∣∣∣∣∣
2

dσ(ζ) =
∞∑
k=0

∣∣∣∣ Γ(k + λ)

Γ(k + 1)Γ(λ)

∣∣∣∣2 ∫
S

∣∣⟨z, ζ⟩∣∣2k dσ(ζ).
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Âû÷èñëèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z = re1 =

(r, 0, 0, . . . , 0). È òîãäà, î÷åâèäíî, ⟨z, ζ⟩ = rζ1 = |z|ζ1, ÷òî âëå÷åò ôîðìóëó∫
S

∣∣⟨z, ζ⟩∣∣2k dσ(ζ) = |z|2k
∫
S

|ζ1|2k dσ(ζ).

Äàëåå ïðèìåíèì Ëåììó 1.1, ôîðìóëó (1.3),∫
S

∣∣⟨z, ζ⟩∣∣2k dσ(ζ) = |z|2k
∫
S

|ζ1|2k dσ(ζ) =
(n− 1)! k!

(n− 1 + k)!
|z|2k = Γ(n) Γ(k + 1)

Γ(n+ k)
|z|2k.

Ïîäñòàâèì

Iβ(z) =
∞∑
k=0

∣∣∣∣ Γ(k + λ)

Γ(k + 1)Γ(λ)

∣∣∣∣2 ∫
S

∣∣⟨z, ζ⟩∣∣2k dσ(ζ) =
=

∞∑
k=0

∣∣∣∣ Γ(k + λ)

Γ(k + 1)Γ(λ)

∣∣∣∣2 Γ(n) Γ(k + 1)

Γ(n+ k)
|z|2k =

=
Γ(n)

Γ2(λ)

∞∑
k=0

Γ2(k + λ)

Γ(k + 1)Γ(n+ k)
|z|2k.

Âñïîìíèì àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà

Γ(1 + k) ∼
√
2πk

(
k

e

)k
∼

√
2π

kk+1/2

ek
≈ kk+1/2

ek
, k → +∞,

áëàãîäàðÿ êîòîðîé ïîëó÷àåì

Γ(n+ k + 1)

Γ(λ+ k + 1)
∼
√

2π(k + n)
(
k+n
e

)k+n√
2π(k + λ)

(
k+λ
e

)k+λ ∼ eλ−n
(k + n)k+n

(k + λ)k+λ
= eλ−n

(k + n)k

(k + λ)k
(k + n)n

(k + λ)λ
∼

∼ eλ−n
(k + n)k

(k + λ)k
kn−λ = eλ−n

(1 + n/k)k

(1 + λ/k)k
kn−λ ∼ eλ−n

en

eλ
kn−λ = kn−λ,

Γ(n+ k + 1)

Γ(λ+ k + 1)
∼ (k + 1)n−λ ∼ kn−λ èëè

Γ(n+ k)

Γ(λ+ k)
∼ kn−λ, k → +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè k → +∞

Γ2(k + λ)

Γ(k + 1)Γ(n+ k)
=

Γ(k + λ)

Γ(k + 1)

Γ(k + λ)

Γ(k + n)
∼ kλ−1 kλ−n = k2λ−n−1 = kn+β−n−1 = kβ−1.

Îòñþäà

Iβ(z) =
Γ(n)

Γ2(λ)

∞∑
k=0

Γ2(k + λ)

Γ(k + 1)Γ(n+ k)
|z|2k ∼ Γ(n)

Γ2(λ)

∞∑
k=0

kβ−1 |z|2k ≈
∞∑
k=0

(k + 1)β−1 |z|2k.

Òàêèì îáðàçîì,

Iβ(z) ≈
∞∑
k=0

(k + 1)β−1 |z|2k. (1.7)
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Åñëè β < 0, òî

Iβ(z) ≈
∞∑
k=0

(k + 1)β−1 |z|2k =
∞∑
k=0

|z|2k

(k + 1)1−β
≈

∞∑
k=0

1

(k + 1)1−β
≈ 1, |z| → 1−.

Åñëè β = 0, òî

I0(z) ≈
∞∑
k=0

(k + 1)−1 |z|2k =
∞∑
k=0

|z|2k

k + 1
=

1

|z|2
log

1

1− |z|2
∼ log

1

1− |z|2
, |z| → 1−.

Åñëè β > 0, òî âíîâü ïî àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå

Γ(k + β)

Γ(k + 1)
∼ (k + 1)β−1

è áèíîìèíàëüíîé ôîðìóëå áóäåì èìåòü

Iβ(z) ≈
∞∑
k=0

(k + 1)β−1 |z|2k ∼
∞∑
k=0

Γ(k + β)

Γ(k + 1)
|z|2k ≈

≈
∞∑
k=0

Γ(k + β)

Γ(β) Γ(k + 1)
|z|2k = 1

(1− |z|2)β
, |z| → 1−.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê îöåíêå èíòåãðàëà Jα,β(z). Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë â ïîëÿðíûõ êî-

îðäèíàòàõ, è çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì â ðÿä ïðåäûäóùåãî èíòåãðàëà Iβ(z),

Jα,β(z) =

∫
B

(1− |w|2)α dV (w)

|1− ⟨z, w⟩|1+n+α+β
=

= 2n

∫ 1

0

(1− ρ2)α
[∫

S

dσ(η)

|1− ⟨z, ρη⟩|1+n+α+β

]
ρ2n−1 dρ =

= 2n

∫ 1

0

(1− ρ2)α
[∫

S

dσ(η)

|1− ⟨ρz, η⟩|1+n+α+β

]
ρ2n−1 dρ =

= 2n

∫ 1

0

(1− ρ2)α I1+α+β(ρz) ρ
2n−1 dρ ≈

≈ 2n

∫ 1

0

(1− ρ2)α

[
∞∑
k=0

(k + 1)α+β ρ2k |z|2k
]
ρ2n−1 dρ =

= 2n
∞∑
k=0

(k + 1)α+β |z|2k
[∫ 1

0

(1− ρ2)α ρ2k+2n−1 dρ

]
=

= 2n
∞∑
k=0

(k + 1)α+β |z|2k
[∫ 1

0

(1− ρ2)α ρ2k+2n−2 ρ dρ

]
=

= n
∞∑
k=0

(k + 1)α+β |z|2k
[∫ 1

0

(1− t)α tk+n−1 dρ

]
=

= n

∞∑
k=0

Γ(α+ 1)Γ(n+ k)

Γ(1 + α+ k + n)
(k + 1)α+β |z|2k ∼
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∼ nΓ(α+ 1)
∞∑
k=0

(k + 1)α+β

(k + n)α+1
|z|2k ∼

∼ nΓ(α+ 1)
∞∑
k=0

(k + 1)β−1 |z|2k ≈
∞∑
k=0

(k + 1)β−1 |z|2k.

Òàêèì îáðàçîì,

Jα,β(z) ≈
∞∑
k=0

(k + 1)β−1 |z|2k. (1.8)

Ïîëó÷èëè ñîâïàäàþùåå ñ (1.7) ðàçëîæåíèå â ðÿä, ò.å. Iβ(z) ≈ Jα,β(z), ÷òî çàâåðøàåò

äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1.2. 2

Ëåììà 1.3. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå èíòåãðàëüíûå îöåíêè:

∫ 1

0

(1− t)α−1

(1− rt)β
dt ≈



1

(1− r)β−α
, β > α,

1, β < α,

log
e

1− r
, β = α,

0 ≤ r < 1, α > 0. (1.9)

Âî âñåõ îöåíêàõ íåÿâíî ó÷àñòâóþùèå ïîñòîÿííûå çàâèñÿò ëèøü îò α, β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî âñå îöåíêè (1.9), äîâîëüíî î÷åâèäíû, åñëè

áðàòü 0 ≤ r ≤ 1
2
. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü îöåíêè äëÿ 1

2
≤ r < 1.

Âíà÷àëå ïîëîæèì β > α > 0. Òîãäà∫ 1

0

(1− t)α−1

(1− rt)β
dt =

∫ r

0

(1− t)α−1

(1− rt)β
dt+

∫ 1

r

(1− t)α−1

(1− rt)β
dt ≤

≤
∫ r

0

(1− t)α−1

(1− t)β
dt+

1

(1− r)β

∫ 1

r

(1− t)α−1 dt =

=
−1

α− β

(
1

(1− r)β−α
− 1

)
+

1

α(1− r)β
(1− r)α ≤

≤
(

1

β − α
+

1

α

)
1

(1− r)β−α
.

Îáðàòíî, ∫ 1

0

(1− t)α−1

(1− rt)β
dt ≥

∫ 1

r

(1− t)α−1

(1− rt)β
dt ≥ 1

(1− r2)β

∫ 1

r

(1− t)α−1 dt =

=
1

α(1− r2)β
(1− r)α ≥ 1

α 2β
1

(1− r)β−α
.

Ñëó÷àé β > α > 0 äîêàçàí. Òåïåðü ïîëîæèì β < α. Òîãäà∫ 1

0

(1− t)α−1

(1− rt)β
dt ≤

∫ 1

0

(1− t)α−1

(1− t)β
dt =

1

α− β
,∫ 1

0

(1− t)α−1

(1− rt)β
dt ≥

∫ 1

0

(1− t)α−1 dt =
1

α
.
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Òåïåðü ïîëîæèì β = α. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó (1.9) ïðè r → 1−.

Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë ñ çàìåíîé ïåðåìåííîãî ôîðìóëîé 1−t
1−rt = x,∫ 1

0

(1− t)α−1

(1− rt)α
dt =

∫ 1

0

xα−1

1− rx
dx =

1

rα

∫ r

0

ηα−1

1− η
dη ∼ log

1

1− r
ïðè r → 1−,

õîòÿ áû ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ. Îöåíêè (1.9) ïîëíîñòüþ äîêàçàíû. 2

Çàìå÷àíèå 1.1. Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé îöåíêè ñâåðõó â (1.9) ìîæíî íàéòè â [39].

Â ñëåäóþùèõ äâóõ ëåììàõ ó÷àñòâóþò óæå íîðìàëüíûå âåñîâûå ôóíêöèè è íîð-

ìàëüíàÿ ïàðà.

Ëåììà 1.4. Åñëè

−(1 + ε) < qs < α− k, (1.10)

òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ M0, òàêàÿ ÷òî∫
B

(1− |w|2)qs φ(w)
|1− ⟨z, w⟩|n+1+α dV (w) 6M0

(1− |z|2)qs

ψ(z)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íîðìàëüíîé ïàðû ôóíêöèé, φ(r)ψ(r) =

(1− r2)α ïðè 0 6 r < 1, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî∫
B

φ(w) dV (w)

(1− |w|2)β/p |1− ⟨z, w⟩|n+1+α
6M0

φ(z)

(1− |z|2)(β/p)+α
.

Ïóñòü w = rζ, ãäå r = |w|, ζ ∈ S. Òàê êàê α + 1 > 0, òî ñîãëàñíî Ëåììå 1.2 ñóùåñòâóåò

ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî∫
S

dσ(ζ)

|1− ⟨z, rζ⟩|n+1+α 6 C

(1− |z|2r2)α+1
.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ýëåìåíòà íîðìèðîâàííîãî îáúåìà dV â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

dV (w) = 2n r2n−1 dr dσ(ζ), w = rζ, ãäå ζ ∈ S, (ñì. [43, Lemma 1.8]), ïîëó÷èì∫
B

(1− |w|2)qs φ(w)
|1− ⟨z, w⟩|n+1+α dV (w) =

= 2n

∫ 1

0

(
1− r2

)qs
φ(r)r2n−1

(∫
S

dσ(ζ)

|1− ⟨z, rζ⟩|n+1+α

)
dr 6

6 C

∫ 1

0

(1− r2)
qs
φ(r)

(1− (|z|r)2)α+1 dr 6 C1

∫ 1

0

(1− r)qs φ(r)

(1− |z|r)α+1 dr. (1.11)
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Íà ïîñëåäíåì øàãå ìû çàìåíèëè (1− r2) íà (1− r), è
(
1− (|z|r)2

)
íà (1− |z|r), ïîýòîìó

ïîñòîÿííàÿ C çàìåíèëàñü íà íåêîòîðîþ äðóãóþ ïîñòîÿííóþ C1.

Ðàçäåëèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë íà òðè ÷àñòè.∫ 1

0

(1− r)qs φ(r)

(1− |z|r)α+1 dr =

∫ r0

0

(1− r)qs φ(r)

(1− |z|r)α+1 dr+

+

∫ |z|

r0

(1− r)qs φ(r)

(1− |z|r)α+1 dr +

∫ 1

|z|

(1− r)qs φ(r)

(1− |z|r)α+1 dr =

= I1 + I2 + I3. (1.12)

Î÷åâèäíî, I1 îãðàíè÷åí ïðè âñåõ z. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C2 òàêàÿ,

÷òî

I1 6 C2φ(z)
(
1− |z|2

)qs−α 6M0
(1− |z|2)qs

ψ(z)
. (1.13)

(Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ñîãëàñíî óñëîâèþ ëåììû, qs− α + k < 0, ïîýòîìó

ïðàâàÿ ÷àñòü (3.18) îòãðàíè÷åíà îò íóëÿ, à òàêæå òåì, ÷òî φ(z)ψ(z) = (1− |z|2)α). Èç

îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîé ôóíêöèè (1.1) èìååì

φ(r)

(1− r)k
6 C

φ(z)

(1− |z|)k
ïðè r0 < r 6 |z|. (1.14)

Ñëåäîâàòåëüíî,

I2 =

∫ |z|

r0

(1− r)qs φ(r)

(1− |z|r)α+1 dr =

∫ |z|

r0

φ(r) (1− r)k+qs

(1− r)k(1− |z|r)α+1
dr 6

6 C
φ(z)

(1− |z|)k

∫ |z|

r0

(1− r)k+qs

(1− |z|r)α+1dr.

Èç óñëîâèé (1.10) ñëåäóåò k + qs > ε + qs > −1 è α + 1 > k + qs + 1, è ïðèìåíÿÿ

Ëåììó 1.3, áóäåì èìåòü∫ |z|

r0

(1− r)k+qs

(1− |z|r)α+1dr 6
∫ 1

0

(1− r)k+qs

(1− |z|r)α+1dr 6 C3 (1− |z|)k+qs−α ,

ãäå C3 � íåêàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

I2 6 C
φ(z)

(1− |z|)k

∫ |z|

r0

(1− r)k+qs

(1− |z|r)α+1dr 6

6 C
φ(z)

(1− |z|)k
(1− |z|)k+qs−α 6 C φ(z)

(
1− |z|2

)qs−α
= C

(1− |z|2)qs

ψ(z)
.
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê I3. Òàê êàê

φ(r)

(1− r)ε
6 C

φ(z)

(1− |z|)ε
ïðè |z| < r < 1, (1.15)

òî

I3 =

∫ 1

|z|

(1− r)qs φ(r)

(1− |z|r)α+1 dr =

∫ 1

|z|

φ(r) (1− r)ε+qs

(1− r)ε (1− |z|r)α+1
dr 6

6 C
φ(z)

(1− |z|)ε
∫ 1

|z|

(1− r)ε+qs

(1− |z|r)α+1 dr 6 C
φ(z)

(1− |z|)ε
∫ 1

0

(1− r)ε+qs

(1− |z|r)α+1 dr.

Èç óñëîâèé (1.10) ñëåäóåò ε+ qs > −1 è α+1 > k+ qs+1 > ε+ qs+1. Ñíîâà ïîëüçóÿñü

Ëåììîé 1.3, ïîëó÷àåì ∫ 1

0

(1− r)ε+qs

(1− |z|r)α+1 dr 6 C (1− |z|)ε+qs−α ,

îòêóäà èìååì

I3 6 C
φ(z)

(1− |z|)ε
∫ 1

0

(1− r)ε+qs

(1− |z|r)α+1 dr 6

6 C φ(z) (1− |z|)qs−α 6 C φ(z)
(
1− |z|2

)qs−α
, (1.16)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò z. Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû (1.11)�(1.16),

ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ M0 òàêàÿ, ÷òî∫
B

(1− |w|2)qs φ(w)
|1− ⟨z, w⟩|n+1+α dV (w) 6M0 φ(z)

(
1− |z|2

)qs−α
=M0

(1− |z|2)qs

ψ(z)

ïðè −(1 + ε) < qs < α− k. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.5. Ïóñòü

k − α− 1 < ps < ε. (1.17)

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ M1, òàêàÿ ÷òî∫
B

(1− |z|2)ps ψ(z)
|1− ⟨z, w⟩|n+1+α dV (z) 6M1

(1− |w|2)ps

φ(w)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì φ(z)ψ(z) = (1− |z|2)α. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû äîëæíû äîêàçàòü,

÷òî äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû M1∫
B

(1− |z|2)ps+α

φ(z) |1− ⟨z, w⟩|n+1+α dV (z) 6M1
(1− |w|2)ps

φ(w)
.
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Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé ëåììû, ïåðåõîäèì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì,

ïðèìåíÿåì Ëåììó 1.2, äåëèì ïîëó÷åííûé èíòåãðàë íà òðè ÷àñòè è îöåíèâàåì êàæäóþ

÷àñòü â îòäåëüíîñòè. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåì, ÷òî âìåñòî íåðàâåíñòâ (1.14) è (1.15) ñëåäóåò

èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâà

(1− r)ε

φ(r)
6 C

(1− |w|)ε

φ(w)
ïðè r0 < r 6 |w|,

(1− r)k

φ(r)
6 C

(1− |w|)k

φ(w)
ïðè |w| < r < 1.

Äàëüíåéøèå ïîäðîáíîñòè àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé ëåììû ñ íåçíà÷è-

òåëüíûìè èçìåíåíèÿìè, è ìû èõ îïóñêàåì.

1.4 Îãðàíè÷åííûå ïðîåêòîðû íà Lp(B)

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé óäîáíûé êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè Lp-îãðàíè÷åííîñòè îïå-

ðàòîðîâ, èçâåñòíûé ïîä íàçâàíèåì "êðèòåðèé (èëè òåñò)Øóðà", äîêàçàòåëüñòâî êîòîðî-

ãî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [32, Theorem 1.8] èëè â [43, Theorem 2.9].

Òåîðåìà 1.1 (Êðèòåðèé Øóðà). Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, 1 < p <∞ è

1

p
+
1

q
= 1. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíîãî ÿäðà H(x, y) ðàññìîòðèì ñëåäóþøèé èíòåãðàëüíûé

îïåðàòîð

(Tf)(x) =

∫
X

H(x, y)f(y)dµ(y).

Åñëè ñóùåñòâóþò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ h íà X è ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòî-

ÿííàÿ C òàêèå, ÷òî ∫
X

H(x, y)h(y)qdµ(y) 6 Ch(x)q

äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ X è ∫
X

H(x, y)h(x)pdµ(x) 6 Ch(y)p

äëÿ ïî÷òè âñåõ y ∈ X, òî îïåðàòîð T îãðàíè÷åí â Lp(X,µ) è ∥T∥ 6 C.

Âñïîìíèì âîñïðîèçâîäÿùóþ èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó äëÿ êëàññàA1
α(B), ñì., íàïðèìåð,

[22], [43],

f(z) =
(
Pαf

)
(z), z ∈ B, f ∈ A1

α(B), (1.18)
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ãäå

(Pαf)(z) :=
Γ(n+ α+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(α+ 1)

∫
B

(1− |w|2)α

(1− ⟨z, w⟩)n+1+α f(w) dV (w). (1.19)

Õîðîøî èçâåñòíî ([22], [43]), ÷òî îïåðàòîð Pα íåïðåðûâíî ïðîåêòèðóåò ëåáåãîâî ïðîñò-

ðàíñòâî Lp(B) íà åãî ãîëîìîðôíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Ap(B), 1 ≤ p < ∞. Â ñëåäóþùåé

òåîðåìå ìû îáîáùàåì è ðàñïðîñòðàíÿåì ýòîò ðåçóëüòàò íà îáùèå îïåðàòîðû òèïà Áåðã-

ìàíà ñ ó÷àñòèåì íîðìàëüíûõ âåñîâûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1.2. Ïðè âñåõ 1 6 p <∞, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

p(k − α) < 1, (1.20)

èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

(Qf)(z) =
Γ(n+ α+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(α+ 1)

∫
B

ψ(z)φ(w)

(1− ⟨z, w⟩)n+1+α f(w) dV (w) (1.21)

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïðîåêòîðîì â Lp(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòüQ. Ðàññìîòðèì ñïåðâà ñëó÷àé

1 < p <∞. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà

(Tf)(z) =

∫
B

ψ(z)φ(w)

|1− ⟨z, w⟩|n+1+α f(w) dV (w) (1.22)

ñ ïîëîæèòåëüíûì ÿäðîì, òàê êàê èç îãðàíè÷åííîñòè (1.22) î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò

îãðàíè÷åííîñòü (1.21). Ñîãëàñíî êðèòåðèþØóðà, äîñòàòî÷íî íàéòè ïîäõîäÿùóþ ôóíê-

öèþ h, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿëèñü áû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà∫
B

ψ(z)φ(w)

|1− ⟨z, w⟩|n+1+α h(w)
qdV (w) 6Mh(z)q,

∫
B

ψ(z)φ(w)

|1− ⟨z, w⟩|n+1+α h(z)
pdV (z) 6Mh(w)p.

Áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ h â âèäå h(z) = (1− |z|2)s. Òî åñòü, ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî∫
B

(1− |w|2)qs φ(w)
|1− ⟨z, w⟩|n+1+α dV (w) 6M

(1− |z|2)qs

ψ(z)
, (1.23)

∫
B

(1− |z|2)ps ψ(z)
|1− ⟨z, w⟩|n+1+α dV (z) 6M

(1− |w|2)ps

φ(w)
. (1.24)
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Ñîãëàñíî ëåììàì 1.4 è 1.5, íåðàâåíñòâà (1.23) è (1.24) ñïðàâåäëèâû ïðè óñëîâèÿõ

−1 + ε

q
< s <

α− k

q
è

k − α− 1

p
< s <

ε

p
.

Çäåñü M = max {M0,M1}. Îñòàåòñÿ âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ p ïåðåñå÷åíèå

èíòåðâàëîâ (
−1 + ε

q
,
α− k

q

)
è

(
k − α− 1

p
,
ε

p

)
íåïóñòî. Î÷åâèäíî, −1 + ε

q
<
ε

p
. Ïîýòîìó óêàçàííîå ïåðåñå÷åíèå íåïóñòî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, åñëè
k − α− 1

p
<
α− k

q
. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

1

q
= 1− 1

p
, èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

p(k−α) < 1. Òî åñòü, ïðè p(k−α) < 1 (1 < p <∞) îïåðàòîð (1.22) îãðàíè÷åí â Lp(B).

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ îñòàâøåãîñÿ ñëó÷àÿ p = 1 ñëåäóåò èç Òåîðåìû À. Â ñàìîì

äåëå, óñëîâèå (1.20) â ýòîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ α > k− 1 íîðìàëüíîñòè ïàðû

{φ, ψ} (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.3).

Äîêàæåì, ÷òî Q ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèîííûì îïåðàòîðîì èç ïðîñòðàíñòâà Lp(B) íà åãî

ïîäïðîñòðàíñòâî ψ · Ap(ψ). Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé Q ïðèíàäëåæèò ψ · Ap(ψ).

Ïîêàæåì, ÷òî íà ψ · Ap(ψ) îïåðàòîð Q ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì.

Ïóñòü f ∈ ψ · Ap(ψ). Òîãäà f = ψg, ãäå g ∈ Ap(ψ). Èìååì

Q(f) = Q(ψg) = ψPα(g) = ψg = f.

Ðàâåíñòâî Pα(g) = g ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Ap(ψ) ⊂ A1(ψ) ⊂ A1
α, à â ïðîñòðàíñòâå A1

α

ÿäðî Kα(z, w) ÿâëÿåòñÿ âîñïðîèçâîäÿùèì, ñì. (1.18).

Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé n = 1 Òåîðåìû 1.2 ðàññìîòðåí â [35].

Òåïåðü â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ÷àñòíîãî ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò

äëÿ êëàññè÷åñêîãî ïðîåêòîðà Áåðãìàíà Pα.

Ñëåäñòâèå 1.1. Ïðè âñåõ 1 6 p <∞, α > 0, èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Áåðãìàíà

(Pαf)(z) =
Γ(n+ α+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(α+ 1)

∫
B

(1− |w|2)α

(1− ⟨z, w⟩)n+1+α f(w) dV (w) (1.25)

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïðîåêòîðîì èç Lp(B) íà Ap(B).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà φ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé:

φ(r) = (1− r)α, ãäå α > 0 è ψ(r) ≡ 1. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð Q ïðèîáðåòàåò

âèä (1.25). Äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî 1 6 p < ∞ ÷èñëî k > α ìîæíî âçÿòü íàñòîëüêî

áëèçêèì ê α, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (1.20) Òåîðåìû 1.2.

Îòìåòèì åùå, ÷òî óòâåðæäåíèå Ñëåäñòâèÿ 1.1 âûòåêàåò è èç Òåîðåìû B ïðè a = 0,

à òàêæå èç òåîðåìû Ðóäèíà�Ôîðåëëè (ñì. [9, Òåîð. 7.1.4.]).



Ãëàâà 2

Îïåðàòîðû òèïà Áåðãìàíà íà

ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé

íîðìîé â øàðå èç Cn

2.1 Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü êàê è ðàíåå B = Bn � îòêðûòûé åäèíè÷íûé øàð â Cn, è S := ∂B � åãî ãðàíèöà,

åäèíè÷íàÿ ñôåðà. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Cn îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ⟨z, w⟩ := z1w1 +

· · · + znwn, z, w ∈ Cn. Áóäåì ïîëàãàòü z = rζ, w = ρη ∈ B, 0 ≤ r, ρ < 1, ζ, η ∈ S,

r = |z| =
√
⟨z, z⟩. Ìíîæåñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â øàðå B îáîçíà÷èì ÷åðåç

H(B). Äëÿ ôóíêöèè f(z) = f(rζ), çàäàííîé â øàðå B, åå èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå ïîðÿäêà

p íà ñôåðå |z| = r îáîçíà÷åíû êàê îáû÷íî, ÷åðåç

Mp(f ; r) =
∥∥f(r·)∥∥

Lp(S;dσ)
, 0 ≤ r < 1, 0 < p ≤ ∞,

ãäå dσ � (2n − 1)-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà ñôåðå S, íîðìèðîâàííàÿ òàê,

÷òî σ(S) = 1. Êëàññ ôóíêöèé f ∈ H(B) ñ "íîðìîé" ∥f∥Hp = sup
0<r<1

Mp(f ; r) åñòü îáû÷íîå

ïðîñòðàíñòâî Õàðäè Hp(B) â åäèíè÷íîì øàðå B.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî L(p, q, β)
(
0 < p, q ≤ ∞, β ∈ R

)
ñî ñìå-

øàííîé íîðìîé êàê ïðîñòðàíñòâî òåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé f(z) = f(rζ) â øàðå B,
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äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà êâàçèíîðìà

∥f∥L(p,q,β) = ∥f∥p,q,β :=


(∫ 1

0

(1− r)βq−1M q
p (f ; r) dr

)1/q

, 0 < q <∞,

ess sup
0<r<1

(1− r)βMp(f ; r), q = ∞.

Ïîäïðîñòðàíñòâà L(p, q, β), ñîñòîÿùèå èç ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, îáîçíà÷èì ÷åðåç

H(p, q, β) := H(B) ∩ L(p, q, β), β > 0.

Åñëè 1 ≤ p, q ≤ ∞, òî L(p, q, β), H(p, q, β) ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè ñ

íîðìîé ∥·∥p,q,β. Ïðè p = q <∞ ïðîñòðàíñòâà H(p, p, β) ñîâïàäàþò ñ âåñîâûìè êëàññàìè

Áåðãìàíà, à ïðè q = ∞ èõ ÷àñòî íàçûâàþò âåñîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè Õàðäè.

Ïðîñòðàíñòâà ñî ñìåøàííîé íîðìîé çíà÷èìû íå òîëüêî ñàìè ïî ñåáå, íî è òåì, ÷òî

îíè âåñüìà áëèçêè äðóãèì íå ìåíåå âàæíûì ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì òàêèì,

êàê âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Áåñîâà, Ñîáîëåâà, Áëîõà, Äèðèõëå, Çèãìóíäà, Õàðäè, Áåðã-

ìàíà, Íåâàíëèííû. Âïåðâûå ïðîñòðàíñòâà ñî ñìåøàííîé íîðìîé äëÿ ãîëîìîðôíûõ â

åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé áûëè ââåäåíû Õàðäè, Ëèòòëâóäîì, Ïýëè [28], [29] è ðàçâèòû â

äàëüíåéøåì Ôëåòòîì [25] è äðóãèìè àâòîðàìè. Ìû îòñûëàåì òàêæå ê ìîíîãðàôèÿì [22],

[24], [32], ïîñâÿùåííûì âåñîâûì ïðîñòðàíñòâàì Áåðãìàíà H(p, p, β) â åäèíè÷íîì êðóãå.

Õîðîøî èçó÷åíû òàêæå ïðîñòðàíñòâà L(p, q, β) ñî ñìåøàííîé íîðìîé è èõ ïîäïðîñòðàí-

ñòâà, ñîñòîÿùèå èç ãîëîìîðôíûõ, ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ èëè ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

â êðóãå, øàðå èç Cn èëè Rn. Ïðîñòðàíñòâà H(p, q, β) äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â

åäèíè÷íîì øàðå B ⊂ Cn è áåðãìàíîâñêèå îïåðàòîðû íà íèõ ïîäðîáíî èññëåäîâàíû,

íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [9], [43], [27], [37], [38], à äëÿ ãîëîìîðôíûõ è n-ãàðìîíè÷åñêèõ

ôóíêöèé â ïîëèäèñêå èç Cn ñìîòðè, íàïðèìåð, â [18].

Äëÿ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé îïðåäåëèì "ïî÷òè ìîíîòîííûå" ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Âåùåñòâåííóþ ôóíêöèþ g(t) íàçîâåì ïî÷òè óáûâàþùåé, åñëè ñó-

ùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî g(t1) ≥ Cg(t2) äëÿ ëþáûõ t1 < t2. Àíàëîãè÷íî,

óñëîâèåì g(t1) ≤ Cg(t2), t1 < t2, îïðåäåëÿåòñÿ ïî÷òè âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.

Âìåñòî ñòàíäàðòíûõ ñòåïåííûõ âåñîâûõ ôóíêöèé Øèëäñ è Âèëüÿìñ [39] âïåðâûå

ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü áîëåå îáùèå íîðìàëüíûå âåñîâûå ôóíêöèè. Ôàêòè÷åñêè ýòî
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òå âåñîâûå ôóíêöèè, êîòîðûå èìåþò ñòåïåííûå ìèíîðàíòû è ìàæîðàíòû ñ ïîëîæè-

òåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîé ôóíêöèè è íîðìàëüíîé

ïàðû.

Îïðåäåëåíèå 2.3. (Íîðìàëüíàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, [39], [41])

Ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ φ(r), 0 ≤ r < 1, íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé,

åñëè íàéäóòñÿ ïîñòîÿííûå 0 < a < b è 0 ≤ r0 < 1 òàêèå, ÷òî èìåþò ìåñòî

φ(r)

(1− r)a
↘ 0 è

φ(r)

(1− r)b
↗ +∞ ïðè r → 1−, r0 ≤ r < 1. (2.1)

Çäåñü è äàëåå ìîíîòîííîñòü ôóíêöèé âñåãäà áóäåì ïîäðàçóìåâàòü â øèðîêîì, íå-

ñòðîãîì ñìûñëå. Êðîìå òîãî, â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîíîòîííîñòü â (2.1) çàìåíÿåòñÿ íà

áîëåå îáùåå ïîíÿòèå "ïî÷òè ìîíîòîííîñòè". Èíäåêñû a è b äëÿ íîðìàëüíîé ôóíêöèè

φ îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî.

Òèïè÷íûìè è ïðîñòûìè ïðèìåðàìè íîðìàëüíûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè âèäà

φc,d(r) = (1− r)c
(
log

e

1− r

)d
, c > 0, d ∈ R,

ïðè÷åì ïðè c = 0 ôóíêöèÿ φ0,d(r) =
(
log e

1−r

)d
óæå íå áóäåò íîðìàëüíîé.

Îïðåäåëåíèå 2.4. (Íîðìàëüíàÿ ïàðà, [39])

Ñêàæåì, ÷òî ïàðà ôóíêöèé {φ, ψ} ñîñòàâëÿåò íîðìàëüíóþ ïàðó, åñëè ôóíêöèÿ φ

íîðìàëüíà, è ñóùåñòâóåò ÷èñëî α > b− 1 (èíäåêñ ïàðû) òàêîå, ÷òî

φ(r)ψ(r) = (1− r2)α, 0 ≤ r < 1. (2.2)

Ââèäó óñëîâèÿ α > b − 1 ôóíêöèÿ ψ áóäåò èíòåãðèðóåìîé íà èíòåðâàëå (0, 1). Êàê

ïîêàçàíî â [39], äëÿ íîðìàëüíîé ôóíêöèè φ âñåãäà íàéäåòñÿ åå íîðìàëüíàÿ ïàðà, à ïðè

áîëåå ñòðîãîì óñëîâèè α > b ôóíêöèÿ ψ ñàìà òàêæå áóäåò íîðìàëüíîé ñ èíäåêñàìè

α− b è α− a.

Ðàñøèðèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ òàêèõ ðàäèàëüíûõ âåñîâûõ ôóíêöèé äî øàðà B,

ïîëîæèâ φ(z) := φ(|z|) = φ(r), ψ(z) := ψ(|z|) = ψ(r).

Ïîñðåäñòâîì íîðìàëüíûõ âåñîâûõ ôóíêöèé Øèëäñ è Âèëüÿìñ [39] â åäèíè÷íîì

êðóãå D = B1 ïðåäëîæèëè îáîáùåíèÿ îïåðàòîðîâ Áåðãìàíà, êîòîðûå äëÿ øàðà B
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îïðåäåëåíû â ðàáîòàõ À.È. Ïåòðîñÿíà [8], [45] â âèäå

Qφ,ψ(f)(z) :=

∫
B

ψ(z)φ(w)

(1− ⟨z, w⟩)n+1+α
f(w) dV (w), z ∈ B, (2.3)

Q̃φ,ψ(f)(z) :=

∫
B

ψ(z)φ(w)

|1− ⟨z, w⟩|n+1+α
f(w) dV (w), z ∈ B. (2.4)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå φ(r) = (1−r2)α, ψ ≡ 1 îïåðàòîðû (2.3), (2.4) ñâîäÿòñÿ ê êëàññè÷åñêèì

ïðîåêòîðàì Áåðãìàíà, ñì. [9], [22], [27], [32], [37], [38], [43].

Â ñëó÷àå φ(r) = (1− r2)c, ψ(r) = (1− r2)d, c+d = α îïåðàòîðû òèïà Áåðãìàíà (2.3),

(2.4) òàêæå õîðîøî èçâåñòíû, ñì. [18], [27], [37], [38], [43].

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà β, ïðè

êîòîðûõ îáùèå îïåðàòîðû (2.3), (2.4) îãðàíè÷åíû íà ïðîñòðàíñòâàõ L(p, q, β) ñî ñìå-

øàííîé íîðìîé â øàðå B.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì Ãëàâû 2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé

ñîäåðæèòñÿ äàëåå â ïàðàãðàôå 2.4.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü 1 ≤ p, q ≤ ∞, β ∈ R, {φ, ψ} � íîðìàëüíàÿ ïàðà ôóíêöèé ñ

èíäåêñàìè a è b (0 < a < b) è ñ èíäåêñîì ïàðû α (α > b − 1) â ñìûñëå Îïðåäåëåíèé

2.3�2.4. Åñëè b− α < β < 1 + a, òî îïåðàòîðû Qφ,ψ è Q̃φ,ψ îãðàíè÷åííî äåéñòâóþò èç

ïðîñòðàíñòâà L(p, q, β) â ñåáÿ, ò.å.

Qφ,ψ : L(p, q, β) −→ L(p, q, β), (2.5)

Q̃φ,ψ : L(p, q, β) −→ L(p, q, β). (2.6)

Çàìå÷àíèå 2.1. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå 1 ≤ p = q = 1/β < ∞, ò.å. äëÿ íåâåñîâîãî êëàññà

L(p, p, 1/p), Òåîðåìà 2.1 óñòàíîâëåíà â [8], [45], íî äðóãèì ìåòîäîì ñ èñïîëüçîâàíèåì

òàê íàçûâàåìîãî òåñòà Øóðà ([9], [22], [32], [43]), êîòîðûé íå ïîäõîäèò â íàøåì

ñëó÷àå. Åùå áîëåå ÷àñòíûå ñëó÷àè îïåðàòîðîâ Áåðãìàíà ñî ñòåïåííûìè âåñàìè èçó÷åíû

â [9], [27], [32], [37], [38], [43].

Çàìå÷àíèå 2.2. Ôàêòè÷åñêè, â Òåîðåìå 2.1 ìû îáîáùàåì ðåçóëüòàò èç [8], [45] â

òðåõ íàïðàâëåíèÿõ: âî-ïåðâûõ, ïðåäïîëàãàåì âñå çíà÷åíèÿ 1 ≤ p ≤ ∞, âî-âòîðûõ,

ðàññìàòðèâàåì âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà, â-òðåòüèõ, âìåñòî ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà ðàñ-

ñìàòðèâàåì áîëåå îáùèå ïðîñòðàíñòâà L(p, q, β) ñî ñìåøàííîé íîðìîé. Ïðè ýòîì

âìåñòî íåïîäõîäÿùåãî òåñòà Øóðà ìû ïðèìåíÿåì îáîáùåíèÿ íåðàâåíñòâà Õàðäè.



37

2.2 Ïîòî÷å÷íûå îöåíêè è îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ

â ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé íîðìîé H(p, q, α)

Íà÷íåì ñ èçâåñòíîé ïîòî÷å÷íîé îöåíêè ôóíêöèè èç êëàññà Õàðäè Hp.

Ëåììà 2.1. Åñëè f ∈ Hp(B) äëÿ íåêîòîðîãî p, 0 < p ≤ ∞, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|f(z)| ≤ C(p, n) ∥f∥Hp

(1− |z|)n/p
, z ∈ B. (2.7)

Ïîêàçàòåëü n/p íàèëó÷øèé, ò.å. åãî óìåíüøèòü íåëüçÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ïîêàçàòåëü n/p íåëüçÿ çàìåíèòü íà ìåíüøèé.

Ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ

f(z) =
1

(1− z1)α
∈ Hp, 0 < α <

n

p
,

ïðèíàäëåæèò êëàññó Õàðäè Hp (ñì. Ëåììó 1.2 (i)) è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

|f(z)| = 1

|1− z1|α
≤ 1

(1− |z1|)α
=

(1 + |z1|)α

(1− |z1|)α(1 + |z1|)α
≤ 2α

(1− |z1|2)α
≤

≤ 2α

(1− |z1|2 − · · · − |zn|2)α
=

2α

(1− |z|2)α
≤ 2α

(1− |z|)α
<

2α

(1− |z|)n/p
.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî α < n/p ïðîèçâîëüíî è ìîæíî âûáðàòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê n/p,

òî çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîêàçàòåëü n/p íåëüçÿ çàìåíèòü íà ëþáîé ìåíüøèé n/p − ε, èáî

ïîòîì ìîæíî âûáðàòü n/p− ε < α < n/p.

Äîêàçàòåëüñòâî ñàìîé îöåíêè ëåãêî ñëåäóåò, åñëè îáðàòèòüñÿ ê ìåòîäó M-ãàðìîíè-

÷åñêîé ìàæîðàíòû è îöåíêå èíâàðèàíòíîãî ÿäðà Ïóàññîíà

P (z, ζ) =
(1− |z|2)n

|1− ⟨z, ζ⟩|2n
≤
(

1− |z|2

(1− |z|)2

)n
=

(
1 + |z|
1− |z|

)n
≤ 2n

(1− |z|)n
,

ñì. [9], [43]. 2

Ëåììà 2.2. Åñëè f ∈ H(B), 0 < p ≤ ∞, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

M∞(f ; r2) ≤ C(p, n)
Mp(f ; r)

(1− r2)n/p
, 0 ≤ r < 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàñòÿæåíèå fρ(z) := f(ρz), 0 < ρ < 1, ôóíêöèè f .

Î÷åâèäíî, ÷òî fρ(z) ∈ H(|z| < 1/ρ) ⊂ H(B) ⊂ Hp(B), è ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü

Ëåììó 2.1 ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè fρ,

|fρ(z)| ≤
C(p, n) ∥fρ∥Hp

(1− |z|2)n/p
, z ∈ B,

èëè

|f(ρz)| = |f(ρrζ)| ≤ C(p, n)
sup0<r<1Mp(f ; ρr)

(1− r2)n/p
= C(p, n)

Mp(f ; ρ)

(1− r2)n/p
, 0 < ρ, r < 1.

Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè r è ρ ìîæíî âçÿòü ρ = r è ïîëó÷èòü

|f(r2ζ)| ≤ C(p, n)
Mp(f ; r)

(1− r2)n/p
, 0 < r < 1,

èëè

M∞(f ; r2) ≤ C(p, n)
Mp(f ; r)

(1− r2)n/p
, 0 < r < 1,

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü. 2

Òåîðåìà 2.2. Åñëè f ∈ H(p, q, α) äëÿ íåêîòîðûõ 0 < p, q ≤ ∞, α > 0, òî ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

|f(z)| ≤ C(p, q, α, n)
∥f∥L(p,q,α)

(1− |z|)α+n/p
, z ∈ B.

Ïîêàçàòåëü α+ n/p íàèëó÷øèé, ò.å. åãî óìåíüøèòü íåëüçÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì âíà÷àëå 0 < q <∞. Òîãäà íåðàâåíñòâî èç Ñëåäñòâèÿ 2.2

M∞(f ; ρ) ≤ C(p, n)
Mp(f ;

√
ρ)

(1− ρ)n/p
, 0 ≤ ρ < 1,

âîçâåäåì â ñòåïåíü q,

(1− ρ)nq/pM q
∞(f ; ρ) ≤ CM q

p (f ;
√
ρ),

(1− ρ)αq−1 (1− ρ)nq/pM q
∞(f ; ρ) ≤ C (1− ρ)αq−1M q

p (f ;
√
ρ),

è ïðîèíòåãðèðóåì ñ âåñîì (1− ρ)αq−1 ïî èíòåðâàëó (r, 1),∫ 1

r

(1− ρ)nq/p+αq−1M q
∞(f ; ρ) dρ ≤ C

∫ 1

r

(1− ρ)αq−1M q
p (f ;

√
ρ) dρ ≤ C∥f∥qH(p,q,α).
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Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ìîíîòîííîñòüþ ñðåäíèõ M∞(f ; ρ) ïî ðàäèàëüíîé ïåðåìåííîé ρ,

èëè æå ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà äëÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè

∥f∥qH(p,q,α) ≥ C

∫ 1

r

(1− ρ)nq/p+αq−1M q
∞(f ; ρ) dρ ≥

≥ CM q
∞(f ; r)

∫ 1

r

(1− ρ)q(n/p+α)−1 dρ = CM q
∞(f ; r)

(1− ρ)q(n/p+α)

−q(n/p+ α)

∣∣∣∣∣
1

r

=

= CM q
∞(f ; r)

(1− r)q(n/p+α)

q(n/p+ α)
= C (1− r)q(n/p+α)M q

∞(f ; r),

èëè

(1− r)n/p+αM∞(f ; r) ≤ C∥f∥H(p,q,α), 0 ≤ r < 1,

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Òåïåðü ïîëîæèì q = ∞. Â íåðàâåíñòâå èç Ñëåäñòâèÿ 2.2

M∞(f ; ρ) ≤ C(p, n)
Mp(f ;

√
ρ)

(1− ρ)n/p
, 0 ≤ ρ < 1,

ïðîñòî âîçüìåì ñóïðåìóì ïî èíòåðâàëó (r, 1),

(1− ρ)α (1− ρ)n/pM∞(f ; ρ) ≤ C (1− ρ)αMp(f ;
√
ρ),

sup
r<ρ<1

(1− ρ)α+n/pM∞(f ; ρ) ≤ C sup
r<ρ<1

(1− ρ)αMp(f ;
√
ρ) ≤ C∥f∥H(p,∞,α).

Îòñþäà

∥f∥H(p,∞,α) ≥ C sup
r<ρ<1

(1− ρ)α+n/pM∞(f ; ρ) ≥

≥ CM∞(f ; r) sup
r<ρ<1

(1− ρ)α+n/p = C(1− r)α+n/pM∞(f ; r),

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Òåïåðü, çàìåòèì, ÷òî ïîêàçàòåëü α+n/p íåëüçÿ çàìåíèòü íà ìåíüøèé. Ãîëîìîðôíàÿ

ôóíêöèÿ

f(z) =
1

(1− z1)β
∈ H(p, q, α), 0 < β < α+

n

p
,

ïðèíàäëåæèò êëàññó H(p, q, α) (ñì. Ëåììó 1.2 (i)) è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

|f(z)| = 1

|1− z1|β
≤ 1

(1− |z1|)β
=

(1 + |z1|)β

(1− |z1|)β(1 + |z1|)β
≤ 2β

(1− |z1|2)β
≤

≤ 2β

(1− |z1|2 − · · · − |zn|2)β
=

2β

(1− |z|2)β
≤ 2β

(1− |z|)β
<

2β

(1− |z|)α+n/p
.
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Ïîñêîëüêó ÷èñëî β < α + n/p ïðîèçâîëüíî è ìîæíî âûáðàòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê

α + n/p, òî çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîêàçàòåëü α + n/p íåëüçÿ çàìåíèòü íà ëþáîé ìåíüøèé

α+ n/p− ε, èáî ïîòîì ìîæíî âûáðàòü α+ n/p− ε < β < α+ n/p. 2

Òåîðåìà 2.2 ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ B ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

z 7→ f(z), íàçûâàåìûé ”çíà÷åíèåì â òî÷êå” (point evaluation), íåïðåðûâåí íà H(p, q, α).

Ýòîò ôàêò, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H(p, q, α) çàìê-

íóòî â L(p, q, α).

Ëåììà 2.3. Åñëè 0 < p, q ≤ ∞, α > 0, òî H(p, q, α) � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî

ïðîñòðàíñòâà L(p, q, α), è ñëåäîâàòåëüíî ïðè 1 ≤ p, q ≤ ∞ H(p, q, α) áàíàõîâî ñ

íîðìîé ∥ · ∥L(p,q,α).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fj ∈ H(p, q, α) ⊂ L(p, q, α), j = 1, 2, . . . è fj −→ f, j → ∞ ïî

íîðìå ïðîñòðàíñòâà L(p, q, α), ò.å. ∥fj−f∥L(p,q,α) → 0 ïðè j → ∞. ßñíî, ÷òî f ∈ L(p, q, α).

Äîêàæåì, ÷òî f ∈ H(p, q, α), èëè æå, ôóíêöèÿ f ∈ L(p, q, α) ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé

ôóíêöèè èç H(p, q, α).

Èç ñõîäèìîñòè {fj} ïî íîðìå ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fjk},

ïî÷òè âñþäó ñõîäÿùàÿñÿ ïîòî÷å÷íî ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè f(z), ò.å fjk(z) −→ f(z) ï.â.

ïðè k → ∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî Òåîðåìå 2.2 äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ B

max
z∈K

|fj(z)− fi(z)| ≤ C(K, p, q, α, n) ∥fj − fi∥L(p,q,α), j, i ∈ N.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fj} ðàâíîìåðíî ôóíäàìåíòàëüíà (è çíà÷èò

ñõîäÿùàÿñÿ) íà êîìïàêòàõ âB, ñëåäîâàòåëüíî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ãîëîìîðôíîé ôóíê-

öèè g(z) ∈ H(B). Ïîýòîìó f(z) = g(z) äëÿ ïî÷òè âñåõ z ∈ B, ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ

f(z) ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè g(z), è ìîæåì îòîæäåñòâèòü f(z) = g(z)

äëÿ âñåõ z ∈ B, à çíà÷èò f ∈ H(B), f ∈ H(p, q, α), ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü. 2

Ñëåäñòâèå 2.1. Åñëè 0 < p < ∞, α > −1, òî Apα � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî

ïðîñòðàíñòâà Lpα, è ñëåäîâàòåëüíî ïðè 1 ≤ p <∞ Apα áàíàõîâî ñ íîðìîé ∥ · ∥Lp
α
.
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Òåïåðü ïåðåéäåì ê îïåðàòîðó ðàñòÿæåíèÿ â êëàññàõ Áåðãìàíà Apα(B), ñì. [43], [26],

è ïîêàæåì, ÷òî îí íåïðåðûâåí.

Ëåììà 2.4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(z) ∈ Apα(B), 0 < p < ∞, α > −1, è åå

ðàñòÿíóòîé ôóíêöèè fλ(z) := f(λz), 0 < λ < 1,

∥f − fλ∥Lp
α
−→ 0 ïðè λ→ 1−. (2.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì áåðãìàíîâñêóþ íîðìó ôóíêöèè f−fλ è îöåíèì, ðàñùåïëÿÿ

èíòåãðàë ïî øàðó Bδ ñ íåêîòîðûì ïðîèçâîëüíûì ðàäèóñîì δ, 0 < δ < 1, è îñòàëüíîé

÷àñòè øàðà B,

∥f − fλ∥pLp
α
=

∫
B

(1− |z|)α |f(z)− fλ(z)|p dV (z) =

=

∫
|z|<δ

(1− |z|)α |f(z)− fλ(z)|p dV (z) +

∫
δ<|z|<1

(1− |z|)α |f(z)− fλ(z)|p dV (z) ≤

≤
∫

|z|<δ

(1− |z|)α |f(z)− fλ(z)|p dV (z) + Cp

∫
δ<|z|<1

(1− |z|)α |f(z)|p dV (z). (2.9)

Çäåñü âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâîì ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ñðåäíèõMp(f ; r) îòíîñèòåëüíî

r. Äàëåå, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çàäàííîãî ε > 0 âûáåðåì δ = δ(ε), 0 < δ < 1, íàñòîëüêî

áëèçêèì ê åäèíèöå, ÷òîáû ïîñëåäíèé èíòåãðàë â (2.9) ñòàë ìåíüøå ε/2, à çàòåì óñòðåìëÿÿ

λ→ 1−, ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû è ïåðâûé èíòåãðàë â (2.9) ñòàë ìåíüøå ε/2. 2

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ðàñòÿæåíèÿ íåïðåðûâíû â êëàññàõ H(p, q, α), ñì. [26].

Ëåììà 2.5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(z) ∈ H(p, q, α), 0 < p ≤ ∞, 0 < q < ∞, α >

0, è åå ðàñòÿíóòîé ôóíêöèè fλ(z) := f(λz), 0 < λ < 1,

∥f − fλ∥L(p,q,α) −→ 0 ïðè λ→ 1−. (2.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ñðåäíèõ Mp(f ; r) îòíîñèòåëüíî

r ïîçâîëÿåò îöåíèòü

Mp
p (f − fλ; r) =

∫
S

|f(rζ)− f(λrζ)|p dσ(ζ) ≤

≤ max
{
2p−1, 1

}∫
S

(
|f(rζ)|p + |f(λrζ)|p

)
dσ(ζ) ≤

≤ 2max
{
2p−1, 1

}∫
S

|f(rζ)|p dσ(ζ) = CpM
p
p (f ; r), 0 < p <∞.
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Ïðè p = ∞, î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî òàêîå æå íåðàâåíñòâî, è ïîýòîìó

Mp(f − fλ; r) ≤ CpMp(f ; r) äëÿ âñåõ 0 < p ≤ ∞.

Òåïåðü çàïèøåì ñìåøàííóþ íîðìó ôóíêöèè f − fλ è îöåíèì, ðàñùåïëÿÿ èíòåãðàë ïî

èíòåðâàëó (0, 1) íåêîòîðûì ïðîèçâîëüíûì δ, 0 < δ < 1,

∥f − fλ∥qL(p,q,α) =
∫ 1

0

(1− r)αq−1M q
p (f − fλ; r) dr ≤

≤
∫ δ

0

(1− r)αq−1M q
p (f − fλ; r) dr + Cq

p

∫ 1

δ

(1− r)αq−1M q
p (f ; r) dr. (2.11)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çàäàííîãî ε > 0 âûáåðåì δ = δ(ε), 0 < δ < 1, íàñòîëüêî áëèçêèì ê

åäèíèöå, ÷òîáû ïîñëåäíèé èíòåãðàë â (2.11) ñòàë ìåíüøå ε/2, à çàòåì óñòðåìëÿÿ λ→ 1−,

ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû è ïåðâûé èíòåãðàë â (2.11) ñòàë ìåíüøå ε/2. 2

2.3 Íåðàâåíñòâà Õàðäè è äðóãèå

èíòåãðàëüíûå íåðàâåíñòâà

Øèðîêî èçâåñòíû êëàññè÷åñêèå íåðàâåíñòâà Õàðäè, ñì., íàïðèìåð, [11], [25],∫ 1

0

x−β−1

(∫ x

0

h(t) dt

)p
dx ≤ C(p, β)

∫ 1

0

xp−β−1 hp(x) dx, (2.12)∫ 1

0

(1− r)β−1

(∫ r

0

h(t) dt

)p
dr ≤ C(p, β)

∫ 1

0

(1− r)p+β−1 hp(r) dr, (2.13)∫ 1

0

(1− r)−β−1

(∫ 1

r

h(t) dt

)p
dr ≤ C(p, β)

∫ 1

0

(1− r)p−β−1 hp(r) dr, (2.14)

ãäå 1 ≤ p <∞, β > 0, h(r) ≥ 0.

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.14) âûâîäèòñÿ èç (2.12) ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ

èíòåãðèðîâàíèÿ.

Äëÿ ïîñëåäóþùèõ äîêàçàòåëüñòâ íàì ïîíàäîáÿòñÿ òàêæå îáîáùåíèÿ íåðàâåíñòâ (2.13)

è (2.14).

Ëåììà 2.6. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, γ > 0, h(r) ≥ 0. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîé íåïðåðûâíîé

ôóíêöèè φ(r), 0 ≤ r < 1, íàéäóòñÿ ïîñòîÿííûå b ∈ R, γ − pb > 0, è 0 ≤ r0 < 1

òàêèå, ÷òî

φ(r)

(1− r)b
↗ ïðè r0 ≤ r < 1. (2.15)
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Òîãäà ∫ 1

0

(1− r)γ−1

φp(r)

(∫ r

0

h(t) dt

)p
dr ≤ C(p, γ, b, r0)

∫ 1

0

(1− r)p+γ−1

φp(r)
hp(r) dr. (2.16)

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Õàðäè (2.13) ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè (1−r)b
φ(r)

h(r)

è ñ èíäåêñîì β = γ − pb > 0,∫ 1

0

(1− r)γ−pb−1

(∫ r

0

(1− t)b

φ(t)
h(t) dt

)p
dr ≤ C

∫ 1

0

(1− r)p+γ−pb−1

(
(1− r)b

φ(r)
h(r)

)p
dr,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò ëèøü îò p, γ, b. Ââèäó óñëîâèÿ (2.15), ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ

ôóíêöèè (1−r)b
φ(r)

íà èíòåðâàëå (r0, 1) è íåïðåðûâíîñòè íà [0, 1) ïîëó÷àåì∫ 1

0

(1− r)γ−pb−1 (1− r)pb

φp(r)

(∫ r

0

h(t) dt

)p
dr ≤ C(p, γ, b, r0)

∫ 1

0

(1− r)p+γ−1

φp(r)
hp(r) dr,

÷òî ñîâïàäàåò ñ (2.16). 2

Çàìå÷àíèå 2.3. Ñõîæåå ñ íåðàâåíñòâîì (2.16) äðóãîå íåðàâåíñòâî òèïà Õàðäè ñ

ó÷àñòèåì íîðìàëüíûõ âåñîâûõ ôóíêöèé ìîæíî íàéòè â [38].

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå äðóãàÿ ðàçíîâèäíîñòü íåðàâåíñòâà (2.16).

Ëåììà 2.7. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, h(r) ≥ 0. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

φ(r), 0 ≤ r < 1, íàéäóòñÿ ïîñòîÿííûå a ∈ R, γ − pa < 0, è 0 ≤ r0 < 1 òàêèå, ÷òî

φ(r)

(1− r)a
↘ ïðè r0 ≤ r < 1. (2.17)

Òîãäà ∫ 1

0

(1− r)γ−1

φp(r)

(∫ 1

r

h(t) dt

)p
dr ≤ C(p, γ, a, r0)

∫ 1

0

(1− r)p+γ−1

φp(r)
hp(r) dr. (2.18)

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Õàðäè (2.14) ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè (1−r)a
φ(r)

h(r)

è ñ èíäåêñîì −β = γ − pa < 0,∫ 1

0

(1− r)γ−pa−1

(∫ 1

r

(1− t)a

φ(t)
h(t) dt

)p
dr ≤ C

∫ 1

0

(1− r)p+γ−pa−1

(
(1− r)a

φ(r)
h(r)

)p
dr,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò ëèøü îò p, γ, a. Ââèäó óñëîâèÿ (2.17), ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ

ôóíêöèè (1−r)a
φ(r)

íà èíòåðâàëå (r0, 1) è íåïðåðûâíîñòè íà [0, 1) ïîëó÷àåì∫ 1

0

(1− r)γ−pa−1 (1− r)pa

φp(r)

(∫ 1

r

h(t) dt

)p
dr ≤ C(p, γ, a, r0)

∫ 1

0

(1− r)p+γ−1

φp(r)
hp(r) dr,

÷òî ñîâïàäàåò ñ (2.18). 2
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Çàìå÷àíèå 2.4. Óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè â Ëåììàõ 2.6 è 2.7 ìîæíî áåç êàêîãî-ëèáî

óùåðáà çàìåíèòü íà áîëåå ñëàáîå óñëîâèå ïî÷òè ìîíîòîííîñòè.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì ñõîæèõ îöåíîê èç [39], [37], [8], [45].

Ëåììà 2.8. Ïóñòü φ � íîðìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñ èíäåêñàìè a è b (0 < a < b) è ñ

èíäåêñîì ïàðû α (α > b− 1) â ñìûñëå Îïðåäåëåíèé 2.3�2.4.

Åñëè b− α < β < 1 + a, òî∫ 1

0

φ(ρ)

(1− rρ)1+α(1− ρ)β
dρ ≤ C(α, β, a, b, r0)

φ(r)

(1− r)α+β
, 0 ≤ r < 1. (2.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå β < 1+a îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà (2.19). Äîñòà-

òî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (2.19) äëÿ r, áëèçêèõ ê 1. Âîçüìåì r, r0 < r < 1, è ðàçîáüåì

èíòåãðàë (2.19) íà òðè ÷àñòè,

J :=

∫ 1

0

φ(ρ)

(1− rρ)1+α(1− ρ)β
dρ =

=

(∫ r0

0

+

∫ r

r0

+

∫ 1

r

)
φ(ρ)

(1− rρ)1+α(1− ρ)β
dρ =: J1 + J2 + J3.

Èíòåãðàë J1 îãðàíè÷åí íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C(α, β, r0). Äëÿ îöåíîê èíòåãðàëîâ J2 è

J3 èñïîëüçóåì óñëîâèÿ íîðìàëüíîñòè (2.1) è Ëåììó 1.3,

J2 =

∫ r

r0

φ(ρ)

(1− ρ)b
(1− ρ)b

(1− rρ)1+α(1− ρ)β
dρ ≤ C

φ(r)

(1− r)b

∫ r

r0

(1− ρ)b−β

(1− rρ)1+α
dρ ≤

≤ C(α, β, b)
φ(r)

(1− r)b
1

(1− r)α+β−b
= C(α, β, b)

φ(r)

(1− r)α+β
.

Ïîñêîëüêó β > b− α > a− α, òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì

J3 =

∫ 1

r

φ(ρ)

(1− ρ)a
(1− ρ)a

(1− rρ)1+α(1− ρ)β
dρ ≤ C

φ(r)

(1− r)a

∫ 1

r

(1− ρ)a−β

(1− rρ)1+α
dρ ≤

≤ C(α, β, a)
φ(r)

(1− r)a
1

(1− r)α+β−a
= C(α, β, a)

φ(r)

(1− r)α+β
,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. 2

2.4 Îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðîâ òèïà Áåðãìàíà íà

ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé íîðìîé H(p, q, α)

Äëÿ óñïåøíîé îöåíêè îïåðàòîðîâ òèïà Áåðãìàíà íà ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé íîðìîé

H(p, q, α) ñïåðâà ïîòðåáóþòñÿ îöåíêè èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ îïåðàòîðîâ Qφ,ψ è Q̃φ,ψ.
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Ëåììà 2.9. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞, α > −1, {φ, ψ} � ïàðà ïîëîæèòåëüíûõ âåñîâûõ

ôóíêöèé. Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

Mp

(
Q̃φ,ψ(f); r

)
≤ C(p, n, α)ψ(r)

∫ 1

0

φ(ρ)

(1− rρ)1+α
Mp(f ; ρ) dρ, 0 ≤ r < 1. (2.20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì â èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè

Q̃φ,ψ(f)(z),

∣∣Q̃φ,ψ(f)(z)
∣∣ ≤ ψ(z)

∫
B

φ(w)

|1− ⟨z, w⟩|n+1+α
|f(w)| dV (w) =

= 2nψ(z)

∫ 1

0

[∫
S

|f(ρη)|
|1− ⟨z, ρη⟩|n+1+α

dσ(η)

]
φ(ρ) ρ2n−1 dρ,

è ïåðåïèøåì åãî â âèäå

∣∣Q̃φ,ψ(f)(rζ)
∣∣ ≤ 2nψ(r)

∫ 1

0

[∫
S

|f(ρη)|
|1− ⟨rζ, ρη⟩|n+1+α

dσ(η)

]
φ(ρ) ρ2n−1 dρ = (2.21)

= 2nψ(r)

∫ 1

0

g(r, ρ, ζ)φ(ρ) ρ2n−1 dρ, (2.22)

ãäå îáîçíà÷åíî

g(r, ρ, ζ) :=

∫
S

|f(ρη)|
|1− ⟨rζ, ρη⟩|n+1+α

dσ(η).

Åñëè p = ∞, òî íåìåäëåííî ïîëó÷àåì èç (2.21) ïî Ëåììå 1.2,

M∞
(
Q̃φ,ψ(f); r

)
≤ 2nψ(r)

∫ 1

0

M∞(f ; ρ) sup
ζ∈S

[∫
S

dσ(η)

|1− ⟨rζ, ρη⟩|n+1+α

]
φ(ρ) ρ2n−1 dρ ≤

≤ C(n, α)ψ(r)

∫ 1

0

φ(ρ)

(1− rρ)1+α
M∞(f ; ρ) dρ.

Åñëè p = 1, òî èíòåãðèðîâàíèåì (2.21) íåìåäëåííî ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

(2.20), âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ôóáèíè è Ëåììîé 1.2.

Åñëè 1 < p <∞, òî ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà è Ëåììå 1.2

g(r, ρ, ζ) ≤
(∫

S

|f(ρη)|p dσ(η)
|1− ⟨rζ, ρη⟩|n+1+α

)1/p(∫
S

dσ(η)

|1− ⟨rζ, ρη⟩|n+1+α

)1/p′

≤

≤ C(p, n, α)

(1− rρ)(1+α)/p′

(∫
S

|f(ρη)|p dσ(η)
|1− ⟨rζ, ρη⟩|n+1+α

)1/p

,

ãäå p′ � ñîïðÿæåííûé èíäåêñ, 1/p+ 1/p′ = 1. Äàëåå, ïðîèíòåãðèðóåì ïî ïåðåìåííîé ζ
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íà ñôåðå S è âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 1.2,

∥∥g(r, ρ, ·)∥∥p
Lp(S;dσ)

≤ C(p, n, α)

(1− rρ)(1+α)p/p′

∫
S

(∫
S

dσ(ζ)

|1− ⟨rζ, ρη⟩|n+1+α

)
|f(ρη)|p dσ(η) ≤

≤ C(p, n, α)

(1− rρ)(1+α)p/p′(1− rρ)1+α

∫
S

|f(ρη)|p dσ(η) =

=
C(p, n, α)

(1− rρ)(1+α)p
Mp

p (f ; ρ),

èëè ∥∥g(r, ρ, ·)∥∥
Lp(S;dσ)

≤ C(p, n, α)

(1− rρ)1+α
Mp(f ; ρ). (2.23)

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê íåðàâåíñòâó (2.22) è ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, à çàòåì �

îöåíêó (2.23),

Mp

(
Q̃φ,ψ(f); r

)
≤ 2nψ(r)

∫ 1

0

∥∥g(r, ρ, ·)∥∥
Lp(S;dσ)

φ(ρ) ρ2n−1 dρ ≤

≤ C(p, n, α)ψ(r)

∫ 1

0

φ(ρ)

(1− rρ)1+α
Mp(f ; ρ) dρ,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. 2

Ïåðåéäåì ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîé òåîðåìû Ãëàâû 2.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.1. Ïîñêîëüêó
∣∣Qφ,ψ(f)(z)

∣∣ ≤ Q̃φ,ψ(|f |)(z), òî äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü ëèøü îãðàíè÷åííîñòü (2.6) îïåðàòîðà Q̃φ,ψ(|f |).

Âíà÷àëå ïîëîæèì 1 ≤ q <∞. Ïî Ëåììå 2.9 èìååì

Mp

(
Q̃φ,ψ(f); r

)
≤ C(p, n, α)ψ(r)

∫ 1

0

φ(ρ)

(1− rρ)1+α
Mp(f ; ρ) dρ, 0 ≤ r < 1. (2.24)

Ïðîèíòåãðèðóåì òåïåðü ïî ðàäèàëüíîé ïåðåìåííîé òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñìåøàííóþ

íîðìó,

∥∥Q̃φ,ψ(f)
∥∥q
L(p,q,β)

=

∫ 1

0

(1− r)βq−1M q
p

(
Q̃φ,ψ(f); r

)
dr ≤

≤ C

∫ 1

0

(1− r)βq−1 ψq(r)

[∫ 1

0

φ(ρ)

(1− rρ)1+α
Mp(f ; ρ) dρ

]q
dr.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì (2.2) Îïðåäåëåíèÿ 2.4 íîðìàëüíîé ïàðû, à çàòåì ðàçîáüåì

èíòåãðàë íà äâå ÷àñòè,

∥∥Q̃φ,ψ(f)
∥∥q
L(p,q,β)

≤ C

∫ 1

0

(1− r)αq+βq−1

φq(r)

[∫ 1

0

φ(ρ)

(1− rρ)1+α
Mp(f ; ρ) dρ

]q
dr =
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≤ C

∫ 1

0

(1− r)αq+βq−1

φq(r)

[(∫ r

0

+

∫ 1

r

)
φ(ρ)

(1− rρ)1+α
Mp(f ; ρ) dρ

]q
dr ≤

≤ I1 + I2. (2.25)

Èíòåãðàëû I1 è I2 îöåíèì ïî îòäåëüíîñòè, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè èç Ëåìì

2.6 è 2.7. Ïî îòíîøåíèþ ê èíòåãðàëó I1 ìîæíî ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî (2.16), èáî

óñëîâèå αq + βq − bq > 0 ðàâíîñèëüíî β > b− α,

I1 := C

∫ 1

0

(1− r)αq+βq−1

φq(r)

[∫ r

0

φ(ρ)

(1− rρ)1+α
Mp(f ; ρ) dρ

]q
dr ≤

≤ C

∫ 1

0

(1− r)αq+βq−1+q

φq(r)

[
φ(r)

(1− r2)1+α
Mp(f ; r)

]q
dr ≤

≤ C

∫ 1

0

(1− r)βq−1M q
p (f ; r) dr = C(n, p, q, β, α, b, r0) ∥f∥qL(p,q,β). (2.26)

Ïî îòíîøåíèþ ê èíòåãðàëó I2 ìîæíî ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî (2.18), èáî óñëîâèå

βq − q − aq < 0 ðàâíîñèëüíî β < 1 + a,

I2 := C

∫ 1

0

(1− r)αq+βq−1

φq(r)

[∫ 1

r

φ(ρ)

(1− rρ)1+α
Mp(f ; ρ) dρ

]q
dr ≤

≤ C

∫ 1

0

(1− r)βq−q−1

φq(r)

[∫ 1

r

φ(ρ)Mp(f ; ρ) dρ

]q
dr ≤

≤ C

∫ 1

0

(1− r)βq−q−1+q

φq(r)

[
φ(r)Mp(f ; r)

]q
dr =

= C

∫ 1

0

(1− r)βq−1M q
p (f ; r) dr = C(n, p, q, β, α, a, r0) ∥f∥qL(p,q,β). (2.27)

Íåðàâåíñòâà (2.25), (2.26), (2.27) âìåñòå äàþò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

∥∥Q̃φ,ψ(f)
∥∥
L(p,q,β)

≤ C ∥f∥L(p,q,β),

ãäå ïîñòîÿííàÿ C = C(n, p, q, β, α, a, b, r0) > 0 çàâèñèò ëèøü îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ.

Òåïåðü ïîëîæèì q = ∞. Èç íåðàâåíñòâà (2.24) ñ ïðèìåíåíèåì Ëåììû 2.8 âûâîäèì

Mp

(
Q̃φ,ψ(f); r

)
≤ C(p, n, α)ψ(r)

∫ 1

0

φ(ρ)

(1− rρ)1+α(1− ρ)β
(1− ρ)βMp(f ; ρ) dρ ≤

≤ C ψ(r) ∥f∥L(p,∞,β)

∫ 1

0

φ(ρ)

(1− rρ)1+α(1− ρ)β
dρ ≤

≤ C ψ(r) ∥f∥L(p,∞,β)
φ(r)

(1− r)α+β
≤

≤ C(p, n, α, β, a, b, r0) ∥f∥L(p,∞,β)
1

(1− r)β
.
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Îòñþäà ∥∥Q̃φ,ψ(f)
∥∥
L(p,∞,β)

≤ C ∥f∥L(p,∞,β),

ãäå ïîñòîÿííàÿ C = C(p, n, α, β, a, b, r0) > 0 çàâèñèò ëèøü îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ.

Ýòèì Òåîðåìà 2.1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. 2



Ãëàâà 3

Äâîéñòâåííîñòü â ïðîñòðàíñòâàõ

ôóíêöèé, ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ

â åäèíè÷íîì øàðå èç Cn

3.1 Âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ

ôóíêöèé

Ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ è óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ Φ, îïðåäåëåííàÿ íà [0, 1), íàçûâà-

åòñÿ âåñîâîé ôóíêöèåé, åñëè

lim
r→1

Φ(r) = 0.

Ïîëîæèòåëüíàÿ, êîíå÷íàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà η íà [0, 1) íàçûâàåòñÿ âåñîâîé ìåðîé,

åñëè åå íîñèòåëü íå ïðèíàäëåæèò íèêàêîìó èíòåðâàëó âèäà [0, ρ), 0 < ρ < 1.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû ðàññìîòðèâàåì ïðîáëåìó äâîéñòâåííîñòè â ñëó÷àå ïëþðèãàð-

ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì øàðå èç Cn, n ≥ 2. Èñïîëüçóþòñÿ ïðåæíèå îáîçíà÷å-

íèÿ, à òàêæå h(B)� âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ, ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ

â B ôóíêöèé ñ îáû÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è ïîòî÷å÷íûì ñëîæåíèåì.

Ïóñòü Φ(r) ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé ôóíêöèåé è ïóñòü η ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé ìåðîé. Ïðîäîëæèì

Φ íà âñþ B, îïðåäåëÿÿ åå Φ â òî÷êå z ∈ B ñëåäóþùèì îáðàçîì Φ(z) = Φ(|z|).
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Äëÿ ôóíêöèé u ∈ h(B) îïðåäåëèì íîðìû

∥u∥Φ = sup{|u(z)|Φ(z); z ∈ B} = sup{M∞(u, r)Φ(r); r < 1},

∥u∥η =
∫
S

∫ 1

0

|u(rξ)| dη(r)dσ(ξ) =
∫ 1

0

M1(u, r) dη(r),

ãäå

M∞(u, r) = sup{|u(z)|; |z| = r }, M1(u, r) =

∫
S

|u(rξ)| dσ(ξ).

Òåïåðü îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ëèíåéíûå, íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà ïëþðèãàð-

ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé:

h∞(Φ) = {u ∈ h(B); ∥u∥Φ <∞},

h0(Φ) = {u ∈ h(B); limr→1M∞(u, r)Φ(r) = 0},

h1(η) = {u ∈ h(B); ∥u∥η <∞}.

Ââèäó âëîæåíèÿ h0(Φ) ⊂ h∞(Φ), ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü íîðìó ∥u∥Φ íà h0(Φ).

Íàìè ðåøåíà ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà äëÿ ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé: äëÿ äàííîé

âåñîâîé ôóíêöèè ìû íàõîäèì êîíå÷íóþ, ïîëîæèòåëüíóþ áîðåëåâñêóþ ìåðó η íà [0, 1)

òàêóþ, ÷òî h1(η)∗ ∼= h∞(Φ) è h0(Φ)
∗ ∼= h1(η).

Âïåðâûå óïîìÿíóòóþ çàäà÷ó ôîðìóëèðîâàëè è äàëè ðåøåíèå Øèëäñ è Âèëüÿìñ äëÿ

àíàëèòè÷åñêèõ è ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì êðóãå êîìïëåêñíîé ïëîñêàñòè.

Íåäàâíî â [36] À. Ïåòðîñÿíîì è Å. Ìêðò÷ÿíîì çàäà÷à áûëà ðåøåíà äëÿ ôóíêöèé,

ãàðìîíè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì øàðå èç Rn.

3.2 Ïðåäâàðèòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Â ñëåäóþùèõ äâóõ ïðåäëîæåíèÿõ óñòàíîâëèâàþòñÿ íåêîòîðûå îñíîâíûå ôàêòû î âûøå-

óïîìÿíóòûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç h ëþáîå èç ïðîñòðàíñòâ h∞(Φ), h0(Φ) èëè h
1(η).

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå:

(i) Åñëè b ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà h, òî ôóíêöèè èç b ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åíû íà êàæäîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå K ⊂ B.
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(ii) Åñëè un ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè â h,òî îíà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

íà êàæäîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå K ⊂ B.

(iii) Ôóíêöèîíàë çíà÷åíèå â òî÷êå (point evaluation) â ëþáîé òî÷êå B ïðåäñòîâëÿåò

ñîáîé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë íà h.

(iv) h ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

(v) h0(Φ) åñòü çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà h∞(Φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â [8, Prop. 2] áûëî ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî, êîòîðîå ïî íàøèì îáîçíà-

÷åíèÿì áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä u ∈ h1(η):

|u(z)| ≤ 22n

(1− |z|)2n−1

(∫ 1

(1+|z|)/2
|dη(r)|

)−1

∥u∥η, z ∈ B.

Ýòî äàåò íàì äîêàçàòåëüñâî äëÿ (i) è äëÿ (iii) êîãäà u ∈ h1(η). Â ñëó÷àå h∞(Φ) è h0(Φ)

ýòè óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíû. Ëåãêî âèäåòü òàêæå, ÷òî (ii) ñëåäóåò èç (i). Íåîáõîäèìî

òîëüêî óñòàíîâèòü ïîëíîòó, êîòîðàÿ ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ â ñëó÷àå h∞(Φ) è h0(Φ). Ïóñòü

uj ∈ h∞(Φ). Íà ëþáîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâåK ôóíêöèÿ Φ(z) íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

íóëü, ñëåäîâàòåëüíî,

|uj(z)− uk(z)| ≤ Cφ(z)|uj(z)− uk(z)| = C∥uj − uk∥Φ, z ∈ K.

Ïîñêîëüêó uj åñòü ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â h∞(Φ),òî uj ñõîäèòñÿ ðàâíî-

ìåðíî ê íåêîòîðîé ïëþðèãàðìîíè÷åñêîé â B ôóíêöèè u, íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ

K ⊂ B. Î÷åâèäíî, uj ñõîäèòñÿ ê u â h∞(Φ). Òåïåðü ïðåäïîëîæèì ÷òî uj åñòü ôóíäà-

ìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â h1(η), è ïóñòü K êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî B. Èç

óñëîâèè (ii) ñëåäóåò, ÷òî ñóøåñòâóåò ïîñòoÿííàÿ C = C(K) òàêàÿ, ÷òî maxz∈K |u(z)| ≤

C∥u∥η äëÿ ëþáîé u ∈ h1(η). Òàêèì îáðàçîì |uj(z)−uk(z)| ≤ C∥uj−uk∥η äëÿ ëþáîé z ∈ K

è äëÿ ëþáûõ j, k. Òàê êàê uj � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â h1(η), òî uj

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê íåêîòîðîé ïëþðèãàðìîíè÷åñêîé â B ôóíêöèè u, íà êîìïàêòíûõ

ïîäìíîæåñòâàõ K ⊂ B. È ñíîâà â ñèëó ôóíäàìåíòàëüíîñòè uj ìû èìååì∫
S

∫ 1

0

| uj(rξ) | dη(r)dσ(ξ) = ∥uj∥η ≤ ∥uj − uk∥η + ∥uk∥η ≤ C.
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Ïî ëåììå Ôàòó

∥u∥η =
∫
S

∫ 1

0

| u(rξ) | dη(r)dσ(ξ) ≤ C,

ò.å. u ∈ h1(η). Óñëîâèå (v) ñëåäóåò èç (iv)

Äëÿ u ∈ h(B) îáîçíà÷èì uρ(z) = u(ρz) , 0 ≤ ρ ≤ 1.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. (i) Åñëè u ∈ h1(η) èëè u ∈ h0(Φ), òî uρ → u ïî íîðìå, êàê òîëüêî

ρ→ 1.

(ii) Åñëè u ∈ h∞(Φ), òî ∥uρ∥Φ ≤ ∥u∥Φ è uρ → u ïîòî÷å÷íî â B.

(iii) Ìíîæåñòâî ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âñþäó ïëîòíî â h1(η) è â h0(Φ).

(iv) Êàæäàÿ u ∈ h∞(Φ) ÿâëÿåòñÿ (òî÷å÷íûì) ïðåäåëîì íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé ïî

íîðìå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Â ñëó÷àå h0(Φ) äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî. Äëÿ u ∈ h1(η) è ε > 0

âûáåðåì δ < 1 òàêóþ, ÷òî ∫ 1

δ

M1(u, r) dη(r) < ε.

Òàê êàê M1(uρ, r) ≤M1(u, r), ìû èìååì∫ 1

δ

M1(uρ, r) dη(r) < ε, 0 ≤ ρ ≤ 1.

Âûáåðåì ρ òàêîå, ÷òî |u− uρ| < ε íà äèñêå |z| ≤ δ. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

∥uρ − u∥η =
∫ 1

0

∫
S

|u(ρrξ)− u(rξ)| dσ(ξ)dη(r) ≤

≤
∫ δ

0

∫
S

|u(ρrξ)− u(rξ)| dσ(ξ)dη(r) +
∫ 1

δ

∫
S

(|u(ρrξ)|+ |u(rξ)|) dσ(ξ)dη(r) ≤

≤ ε

∫
|z|≤δ

dη(r)dσ(ξ) + 2ε.

×àñòü (ii) î÷åâèäî ïîëó÷àåòñÿ èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è íåïðåðûâíîñòè.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáóþ ôóíêöèþ, ïëþðèãàðìîíè÷åñêóþ â îêðåñíîñòè B̄, ìîæíî

ðàâíîìåðíî íà B̄ ïðèáëèæàòü ïëþðèãàðìîíè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè. Èñïîëüçóÿ ýòîò

ôàêò, ìû ïîëó÷åì äîêàçàòåëüñòâà äëÿ (iii) è (iv).
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3.3 Äâîéñòâåííîñòü, ïðîåêöèè, âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà

Ïóñòü Φ � çàäàííàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, ìû õîòèì íàéòè âåñîâóþ ìåðó η òàêóþ, ÷òîáû

èìåëè ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äâîéñòâåííîñòè

h1(η)∗ ∼= h∞(Φ), h0(Φ)
∗ ∼= h1(η).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè u ∈ h∞(Φ) è åñëè ìû îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë lu ÷åðåç íåêîòîðóþ

áèëèíåéíóþ ôîðìó lu(v) = ⟨u, v⟩h äëÿ ëþáîé v ∈ h1(η), òî lu ∈ h1(η)∗, è èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî ∥lu∥ ≤ C∥u∥Φ.

Îáðàòíî, åñëè l ∈ h1(η)∗, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u ∈ h∞(Φ) òàêàÿ,

÷òî l = lu è èìååò ìåñòî ∥u∥Φ ≤ C∥l∥.

Àíàëîãè÷íûå çàìå÷àíèÿ îòíîñÿòñÿ è êî âòîðîìó ñîîòíîøåíèþ äâîéñòâåííîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååì íåêîòîðóþ âåñîâóþ ôóíêöèþ Φ è âåñîâóþ ìåðó η. Ââåäåì

ìåðó

dµ = Φdη (3.1)

è ìåðó µ′, îïðåäåëåííóþ òàê, ÷òîáû èìåëî ìåñòî∫ 1

0

f(r) dµ′(r) =

∫ 1

0

f(r2) dµ(r), f ∈ C[0, 1].

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü
tm :=

∫ 1

0

rm dµ′(r) =

∫ 1

0

r2m dµ(r), m = 0, 1, 2, . . .

kw(z) :=
∞∑

|p|=0

t−1
|p| c(n, |p|)⟨w, z⟩

|p| +
∞∑

|p|=1

t−1
|p| c(n, |p|)⟨z, w⟩

|p|,
(3.2)

ãäå ⟨z, w⟩ =
∑n

k=1 zkw̄k, z, w ∈ Cn,

c(n, |p|) := (n− 1 + |p|)!
(n− 1)!|p|!

è p ÿâëÿåòñÿ n-èíäåêñîì: p = (p1, p2, · · · , pn), p! =
∏n

k=1 pk!, |p| =
∑n

k=1 pk.

Îïðåäåëèì áèëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå

⟨u, v⟩h :=
∫
S

∫ 1

0

u(rξ) v(rξ̄)Φ(r) dη(r)dσ(ξ), u ∈ h∞(Φ), v ∈ h1(η). (3.3)
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Òîãäà kw ÿâëÿåòñÿ ïëþðèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé â {z; |z| < |w|−1} è ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî, ñâÿçàííîå ñ áèëèíåéíîé ôîðìîé (3.3), ò.å.

u(w) = ⟨u, kw⟩h äëÿ ëþáîé u ∈ h∞(Φ),

v(w) = ⟨kw, v⟩h äëÿ ëþáîé v ∈ h1(η).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìåðà µ′ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íè â êàêîé îêðåñíîñòè òî÷êè

1, òî

tk ≥
∫ 1

ρ

rk dµ′(r) ≥ ρk
∫ 1

ρ

dµ′(r), k = 0, 1, 2, . . . ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî 0 < ρ < 1 , t−1
k = O(ρ−k), k → ∞.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî |⟨z, w⟩| ≤ |z||w| è ôîðìóëó Ñòèðëèíãà ìû ïîëó÷èì, ÷òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (3.2) àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ

íà ëþáîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå â ïðîñòðàíñòâå Cn × Cn. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

êàæäîé ôèêñèðîâàííîé z ÿäðî kw åñòü ïëþðèãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè {z : |z| < |w|−1}

ôóíêöèÿ, è ñëåäîâàòåëüíî kw ∈ h0(Φ) ∩ h1(η).

Âû÷èñëèì íåêîòîðûå èíòåãðàëû,

∫
S

⟨w, ξ⟩kξp dσ(ξ) =


1

c(n, |p|)
wp, åñëè |p| = k,

0, åñëè |p| ̸= k.

(3.4)

Äåéñòâèòåëüíî, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé ðàçëîæåíèÿ ìóëüòèìîíîìà, îðòîãîíàëü-

íîñòüþ è èíòåãðàëîì (1.3), ïîëó÷èì

∫
S

⟨w, ξ⟩kξp dσ(ξ) =
∫
S

∑
|β|=k

|β|!
β!

wβ ξ̄β

 ξp dσ(ξ) =
∑
|β|=k

|β|!
β!

wβ
∫
S

ξ̄β ξp dσ(ξ) =

=
|p|!
p!

wp
∫
S

ξpξ̄p dσ(ξ) =
|p|!
p!

wp
∫
S

∣∣ξp∣∣2 dσ(ξ) =
=

|p|!
p!

(n− 1)! p!

(n− 1 + |p|)!
wp =

(n− 1)! |p|!
(n− 1 + |p|)!

wp =
1

c(n, |p|)
wp.

Ïóñòü òåïåðü Pk(ξ) =
∑
|p|=k

ap ξ
p � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k. Òîãäà

∫
S

⟨w, ξ⟩k Pℓ(ξ) dσ(ξ) =


1

c(n, k)
Pk(w), åñëè ℓ = k,

0, åñëè ℓ ̸= k.

(3.5)
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Äåéñòâèòåëüíî, âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûì òîæäåñòâîì (3.4), âûâåäåì

∫
S

⟨w, ξ⟩k Pk(ξ) dσ(ξ) =
∫
S

⟨w, ξ⟩k
∑

|p|=k

ap ξ
p

 dσ(ξ) =
∑
|p|=k

ap

∫
S

⟨w, ξ⟩kξp dσ(ξ) =

=
∑
|p|=k

apw
p 1

c(n, |p|)
=

1

c(n, k)
Pk(w).

Âíîâü, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé ðàçëîæåíèÿ ìóëüòèìîíîìà, îðòîãîíàëüíîñòüþ

è èíòåãðàëîì (1.3), âû÷èñëèì

∫
S

⟨ξ, w⟩k ξp dσ(ξ) =


1

c(n, |p|)
wp, åñëè |p| = k,

0, åñëè |p| ̸= k,

(3.6)

ïîñêîëüêó

∫
S

⟨ξ, w⟩k ξp dσ(ξ) =
∫
S

∑
|β|=k

|β|!
β!

ξβ wβ

 ξ
p
dσ(ξ) =

∑
|β|=k

|β|!
β!

wβ
∫
S

ξβ ξ
p
dσ(ξ) =

=
|p|!
p!

wp
∫
S

ξpξ̄p dσ(ξ) =
|p|!
p!

wp
∫
S

∣∣ξp∣∣2 dσ(ξ) =
=

|p|!
p!

(n− 1)! p!

(n− 1 + |p|)!
wp =

(n− 1)! |p|!
(n− 1 + |p|)!

wp =
1

c(n, |p|)
wp.

Ïîëàãàÿ òåïåðü, ÷òî Qk(ξ) =
∑
|p|=k

bp ξ
p
� îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k îò àðãó-

ìåíòà ξ, ïîëó÷àåì

∫
S

⟨ξ, w⟩kQℓ(ξ) dσ(ξ) =


1

c(n, k)
Qk(w), åñëè ℓ = k,

0, åñëè ℓ ̸= k.

(3.7)

Äåéñòâèòåëüíî,

∫
S

⟨ξ, w⟩kQk(ξ) dσ(ξ) =

∫
S

⟨ξ, w⟩k
∑

|p|=k

bp ξ
p

 dσ(ξ) =
∑
|p|=k

bp

∫
S

⟨ξ, w⟩k ξp dσ(ξ) =

=
∑
|p|=k

bpw
p 1

c(n, |p|)
=

1

c(n, k)
Qk(w).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïëþðèãàðìîíè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, ðàçëîæåííûé â

ñóììó îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ,

u(z) =
l∑

k=0

Pk(z) +

q∑
k=1

Qk(z) =
l∑

k=0

∑
|m|=k

amz
m +

q∑
k=1

∑
|m|=k

bmz
m, l ∈ Z+, q ∈ N.
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Èç ôîðìóë (3.5) è (3.7) íàõîäèì (z = rξ)

⟨u, kw⟩h =
∫
S

∫ 1

0

u(rξ) kw(rξ)Φ(r) dη(r) dσ(ξ) =

=

∫
S

∫ 1

0

(
l∑

k=0

Pk(z) +

q∑
k=1

Qk(z)

) ∞∑
|p|=0

c(n, |p|)
t|p|

⟨w, z⟩|p| +
∞∑

|p|=1

c(n, |p|)
t|p|

⟨z, w⟩|p|
 dµ(r) dσ(ξ) =

=

∫
S

∫ 1

0

 l∑
k=0

Pk(z)
∞∑

|p|=0

c(n, |p|)
t|p|

⟨w, z⟩|p|
 dµ(r) dσ(ξ)+

+

∫
S

∫ 1

0

 l∑
k=0

Pk(z)
∞∑

|p|=1

c(n, |p|)
t|p|

⟨z, w⟩|p|
 dµ(r) dσ(ξ)+

+

∫
S

∫ 1

0

 q∑
k=1

Qk(z)
∞∑

|p|=0

c(n, |p|)
t|p|

⟨w, z⟩|p|
 dµ(r) dσ(ξ)+

+

∫
S

∫ 1

0

 q∑
k=1

Qk(z)
∞∑

|p|=1

c(n, |p|)
t|p|

⟨z, w⟩|p|
 dµ(r) dσ(ξ) =

=
l∑

k=0

∫ 1

0

 ∞∑
|p|=0

c(n, |p|)
t|p|

rk+|p|
∫
S

Pk(ξ) ⟨w, ξ⟩|p| dσ(ξ)

 dµ(r)+

+
l∑

k=0

∫ 1

0

 ∞∑
|p|=1

c(n, |p|)
t|p|

rk+|p|
∫
S

Pk(ξ) ⟨ξ, w⟩|p| dσ(ξ)

 dµ(r)+

+

q∑
k=1

∫ 1

0

 ∞∑
|p|=0

c(n, |p|)
t|p|

rk+|p|
∫
S

Qk(ξ) ⟨w, ξ⟩|p| dσ(ξ)

 dµ(r)+

+

q∑
k=1

∫ 1

0

 ∞∑
|p|=1

c(n, |p|)
t|p|

rk+|p|
∫
S

Qk(ξ) ⟨ξ, w⟩|p| dσ(ξ)

 dµ(r) =

=
l∑

k=0

∫ 1

0

c(n, k)

tk
r2k

Pk(w)

c(n, k)
dµ(r) + 0 + 0 +

q∑
k=1

∫ 1

0

c(n, k)

tk
r2k

Qk(w̄)

c(n, k)
dµ(r) =

=
l∑

k=0

Pk(w)

tk

∫ 1

0

r2k dµ(r) +

q∑
k=1

Qk(w)

tk

∫ 1

0

r2k dµ(r) =

=
l∑

k=0

Pk(w) +

q∑
k=1

Qk(w) = u(w).

Äàëåå, ïðèìåíÿåì Ïðåäëîæåíèÿ 3.1(iii) è 3.2(iii), òàêæå ó÷èòûâàåì ⟨kw, u⟩ = ⟨u, kw⟩

è òîò ôàêò, ÷òî åñëè äâà îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëà ñîâïàäàþò íà ïëîòíîì

ìíîæåñòâå, òî îíè ñîâïàäàþò òîæäåñòâåííî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

⟨kw, v⟩h = v(w), ∀ v ∈ h1(η).
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È íàêîíåö, ïðè ôèêñèðîâàííîì w ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë l(u) = ⟨u, kw⟩h ÿâëÿåòñÿ w∗-

íåïðåðûâíûì íà h∞. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà èìååì l(u) = u(w). Ñîãëàñíî

Ïðåäëîæåíèþ 3.2(iv), êàæäàÿ u ∈ h∞ åñòü (ïî íîðìå) îãðàíè÷åííûé, òî÷å÷íûé ïðåäåë

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. È ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî

ïðåäëîæåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî õîðîøî èçâåñòíû ïëþðèãàðìîíè÷åñêèå âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà òèïà

(3.2) â òîì ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà îíè îïðåäåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì ñòåïåííûõ âåñîâûõ

ôóíêöèé è àññîöèèðóþòñÿ ñ âåñîâûìè êëàññàìè ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ñî ñòå-

ïåííûìè âåñàìè, ñì. ðàáîòû Àíäåðññîíà [17] äëÿ øàðà è À. Êàðàïåòÿíà [33] äëÿ áîëåå

îáùèõ îáëàñòåé. Òàêèå ïëþðèãàðìîíè÷åñêèå ÿäðà ïðèîáðåòàþò êîíå÷íûé âèä è ÿâíî

çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

kα(z, w) =
2Γ(α+ n+ 1)

Γ(n) Γ(α+ 1)

[
1

(1− ⟨z, w⟩)α+n+1
+

1

(1− ⟨w, z⟩)α+n+1
− 1

]
, z, w ∈ B, (3.8)

α > −1, ÷òî ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñîìíîæèòåëÿ) ñ èçâåñòíûìè

ïëþðèãàðìîíè÷åñêèìè âîñïðîèçâîäÿùèìè ÿäðàìè èç [17], [33].

×òîáû ïîêàçàòü ýòó ñâÿçü, ïðåäïîëîæèì, êàê è â (3.1), ÷òî íåêàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ

φ è âåñîâàÿ ìåðà η çàäàíû ñîîòíîøåíèåì

dµ(r) := φ(r) dη(r), (3.9)

ïðè÷åì ïîëîæèì, ÷òî φ � íîðìàëüíàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ. Êðîìå òîãî, áåðÿ íîðìàëüíóþ

ïàðó {φ, ψ} äëÿ ôóíêöèè φ, φ(r)ψ(r) = (1−r2)α, 0 ≤ r < 1, α > −1, îïðåäåëèì âåñîâóþ

ìåðó η òàê, ÷òîáû dη(r) := ψ(r) r2n−1dr. Òîãäà ìåðà µ ïîëó÷àåòñÿ "ñòåïåííîé"

dµ(r) = φ(r) dη(r) = φ(r)ψ(r) r2n−1dr = (1− r2)α r2n−1dr, (3.10)

à êîýôôèöèåíòû tk, k = 0, 1, 2, . . . , èç (3.2) ÿâíî âû÷èñëÿþòñÿ,

tk =

∫ 1

0

r2k dµ(r) =

∫ 1

0

r2k φ(r) dη(r) =

∫ 1

0

r2k φ(r)ψ(r) r2n−1 dr =

=

∫ 1

0

r2k+2n−1 (1− r2)α dr =
1

2

∫ 1

0

tk+n−1 (1− t)α dt =
1

2

Γ(k + n) Γ(α+ 1)

Γ(k + n+ α+ 1)
.
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Îòñþäà ïëþðèãàðìîíè÷åñêîå âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî kw èç (3.2) ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíîìó

ïëþðèãàðìîíè÷åñêîìó ÿäðó (3.8),

kw(z) =
∞∑

|p|=0

c(n, |p|)
t|p|

⟨w, z⟩|p| +
∞∑

|p|=1

c(n, |p|)
t|p|

⟨z, w⟩|p| =

=
1

Γ(n)

∞∑
|p|=0

Γ(n+ |p|)
Γ(|p|+ 1)

1

t|p|
⟨w, z⟩|p| + 1

Γ(n)

∞∑
|p|=1

Γ(n+ |p|)
Γ(|p|+ 1)

1

t|p|
⟨z, w⟩|p| =

=
2

Γ(n)

∞∑
|p|=0

Γ(n+ |p|)
Γ(|p|+ 1)

Γ(|p|+ n+ α+ 1)

Γ(|p|+ n) Γ(α+ 1)
⟨w, z⟩|p|+

+
2

Γ(n)

∞∑
|p|=1

Γ(n+ |p|)
Γ(|p|+ 1)

Γ(|p|+ n+ α+ 1)

Γ(|p|+ n) Γ(α+ 1)
⟨z, w⟩|p| =

=
2

Γ(n) Γ(α+ 1)

∞∑
|p|=0

Γ(|p|+ n+ α+ 1)

Γ(|p|+ 1)
⟨w, z⟩|p|+

+
2

Γ(n) Γ(α+ 1)

∞∑
|p|=1

Γ(|p|+ n+ α+ 1)

Γ(|p|+ 1)
⟨z, w⟩|p| =

=
2Γ(n+ 1 + α)

Γ(n) Γ(α+ 1)

∞∑
|p|=0

Γ(|p|+ n+ α+ 1)

Γ(|p|+ 1)Γ(n+ 1 + α)
⟨w, z⟩|p|+

+
2Γ(n+ 1 + α)

Γ(n) Γ(α+ 1)

∞∑
|p|=1

Γ(|p|+ n+ α+ 1)

Γ(|p|+ 1)Γ(n+ 1 + α)
⟨z, w⟩|p|.

Èñïîëüçóÿ áèíîìèàëüíîå ðàçëîæåíèå, ïîëó÷àåì ÿâíîå âûðàæåíèå

kw(z) =
2Γ(n+ 1 + α)

Γ(n) Γ(α+ 1)

1

(1− ⟨w, z⟩)α+n+1
+

2Γ(n+ 1 + α)

Γ(n) Γ(α+ 1)

1

(1− ⟨z, w⟩)α+n+1
− 1.

Òàêèì îáðàçîì, ÿäðî kw èç (3.2) ñâîäèòñÿ ê (3.8),

kw(z) ≡ kα(z, w) =
2Γ(n+ 1 + α)

Γ(n) Γ(α+ 1)

[
1

(1− ⟨w, z⟩)α+n+1
+

1

(1− ⟨z, w⟩)α+n+1
− 1

]
, z, w ∈ B,

÷òî è õîòåëè ïîêàçàòü.

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâ h0(Φ) è h
1(η), ïîðîæäåííûå ñèñ-

òåìîé {kw, w ∈ B}, âñþäó ïëîòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà h1(η), äîêàçàòåëüñòâî äëÿ h0(Φ)

àíàëîãè÷íî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè l ∈ h1(η)∗ è

l(kw) = 0 äëÿ ëþáîé w ∈ B, òî l àííóëèðóåò âñå h1(η). Ïóñòü l̂(p) îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå l â

(rξ)p. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zp}∞0 è {z̄p}∞0 îãðàíè÷åíû ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà
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h1(η), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {l̂(p)}∞−∞ òàêæå îãðàíè÷åíà. Òàê êàê kw(z) ÿâëÿåòñÿ ïëþ-

ðèãàðìîíè÷åñêîé äëÿ |z| < |w|−1, òî ðÿäû äëÿ kw ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ â B è ñëåäîâà-

òåëüíî ïî íîðìå h1(η). Òàêèì îáðàçîì

l(kw) =
∞∑

|p|=0

t−1
|p| c(n, |p|)

∑
|p|=k

k!

p!
w̄p l̂(p) +

∞∑
|p|=1

t−1
|p| c(n, |p|)

∑
|p|=k

k!

p!
w̄p l̂(−p).

Ñîãëàñíî îöåíêå t−1
|p| , äàííîé â äîêàçàòåëüñòâå Ïðåäëîæåíèÿ 3.3, ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ

ðàâíîìåðíî ïî ïåðåìåííîé w íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ K ⊂ B. Ñëåäîâàòåëüíî

l(kw) ÿâëÿåòñÿ ïëþðèãàðìîíè÷åñêîé ïî w ôóíêöèåé â K ⊂ B. È ïîñêîëüêó l(kw) = 0,

ìû èìååì l̂(p) ≡ 0. Òàêèì îáðàçîì l àííóëèðóåò âñå ïëþðèãàðìîíè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû,

è òàê ïî Ïðåäëîæåíèþ 3.2(iii), l àííóëèðóåò h1(η) .

Ïóñòü äëÿ âåñîâîé ìåðû η ñèìâîëû L1(dηdσ) è L∞(dηdσ) = L∞(B) îáîçíà÷àþò ñî-

îòâåòñòâåííî áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà êîìïëåêñíîçíà÷íûõ èíòåãðèðóåìûõ è ñóùåñòâåííî

îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé ñ ìåðîé dηdσ íà B. Îáîçíà÷èì íîðìû ýòèõ ïðîñò-

ðàíñòâ ÷åðåç ∥ · ∥η è ∥ · ∥∞ ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü C0(B) åñòü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

êîìïëåêñíîçíà÷íûõ íåïðåðûâíûõ íà B̄ ôóíêöèé, êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â íóëü íà S, ñ

sup-íîðìîé. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî C0(B) åñòü M(B), ïðî-

ñòðàíñòâî âñåõ êîíå÷íûõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà B ñ íîðìîé ïîëíîé âàðèàöèè. Ìû îòîæ-

äåñòâëÿåì L1(dηdσ) ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè ìåðàìè îòíîñèòåëüíî dηdσ.

Òåîðåìà 3.1. Äîïóñòèì Φ ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé ôóíêöèåé, η ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé ìåðîé è

kw åñòü ñîîòâåòñòâåííîå âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî. Îïðåäåëèì ëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå

îïåðàòîðû âèäà

(Tf)(w) :=

∫
S

∫ 1

0

kw(rξ̄) f(rξ) dη(r)dσ(ξ), f ∈ L∞(B),

(Sν)(w) :=

∫
B

kw(z̄)Φ(z) dν(z), ν ∈M(B).

Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó:

(i) ∥kw∥η ≤
C

Φ(w)
, w ∈ B.

(ii) T � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð èç L∞(B) â h∞(Φ).
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(iii) S � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð èç M(B) â h1(η).

(iv) h1(η)∗ ∼= h∞(Φ).

(v) h0(Φ)
∗ ∼= h1(η).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ (i)⇒(ii) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îïåðà-

òîðà T . Äåéñòâèòåëüíî,

|(Tf)(w)| ≤
∫
S

∫ 1

0

|kw(rξ̄)| · |f(rξ)| dη(r)dσ(ξ) ≤

≤ ∥f∥∞
∫
S

∫ 1

0

|kw(rξ̄)| dη(r)dσ(ξ) =

= ∥f∥∞ ∥k∥η ≤
C

Φ(w)
∥f∥∞.

(iii) ñëåäóåò èç (i), ñîãëàñíî òåîðåìå Ôóáèíè:

∥Sν∥η =
∫ 1

0

∫
S

|Sν(rξ)| dη(r)dσ(ξ) ≤

≤
∫ 1

0

∫
S

∫
B

|kw(z̄)|Φ(z) d|ν|(z)dη(r)dσ(ξ) ≤

≤
∫
B

C

Φ(z)
Φ(z) d|ν|(z) = C|ν|,

òàê êàê ∫
B

|kw(z̄)| dη(r)dσ(ξ) ≤
C

Φ(z)
.

Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî (iii)⇒(v). Ïóñòü v ∈ h1(η), è îáîçíà÷èì lv(u) = ⟨u, v⟩h äëÿ

ëþáîé u ∈ h0(Φ). Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà |lv(u)| ≤ ∥u∥Φ∥v∥η. Ñëåäîâàòåëüíî

∥lv∥ ≤ ∥v∥η è lv ∈ h0(Φ)
∗. Ìû èìååì åùå è åäèíñòâåííîñòü: åñëè lv(u) = 0 äëÿ âñåõ

u ∈ h0, òî v = 0. Ýòî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ v(w) = lv(kw). Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

äëÿ êàæäîé l ∈ h0(Φ)
∗ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ v ∈ h1(η) òàêàÿ, ÷òî l = lv (ãäå lv(u) =

⟨u, v⟩h) è ∥v∥η ≤ C∥l∥. Ïóñòü h0(Φ) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà C0(B).

Îòîæäåñòâëÿÿ u ∈ h0(Φ) ñ uΦ ∈ C0(B), èç òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

V ∈M(B) òàêàÿ, ÷òî

∥l∥ = ∥V ∥ è l(u) =

∫
u(z̄)Φ(z) dV (z), u ∈ h0(Φ).

Òàêèì îáðàçîì

l(kw) =

∫
kw(z̄)Φ(z) dν(z) = Sν(w).
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Ïóñòü v = Sν. Ñîãëàñíî óñëîâèþ (iii) v ∈ h1(η) è ∥v∥ ≤ ∥S∥∥ν∥ = ∥S∥∥l∥. Êðîìå

òîãî, ïî Ïðåäëîæåíèþ 3.3 lv(kw) = ⟨kw, v⟩h = v(w) = (Sν)(w) = l(kw). Òàêèì îáðàçîì,

l è lv ñîâïàäàþò íà ïîäïðîñòðàíñòâå ïðîñòðàíñòâà h0(Φ), ïîðîæäåííîì kw, w ∈ B, è

ñëåäîâàòåëüíî â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 3.4 èìååì l = lv.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî (iv) ñëåäóåò èç (ii) ìîæíî âûâåñòè àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,

èñïîëüçóÿ äâîéñòâåííîñòü ïðîñòðàíñòâ L1(dη dσ) è L∞(dη dσ) âìåñòî äâîéñòâåííîñòè

ïðîñòðàíñòâ C0(B) è M(B).

Ïðåäïîëàãàÿ (iv), ïî òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà ïîëó÷àåì

∥kw∥η ≤ C∥lkw(u)∥ = C sup{|⟨u, kw⟩h|, u ∈ h∞(Φ); ∥u∥Φ ≤ 1} =

= C sup{|u(w)|; u ∈ h∞(Φ); ∥u∥Φ ≤ 1} ≤ C

Φ(w)
.

Òî÷íî òàê æå (v) âëå÷åò çà ñîáîé (i).

3.4 Ïîëóàíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè â ïîëèäèñêå

Ïîíÿòèå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà ïëîñêîñòè èìååò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé

â ìíîãîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ îáëàñòÿõ.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ôóíêöèÿ u(z) íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè Ω ⊂ Cn, åñëè

îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

0 = ∆u :=
n∑
j=1

∆ju = 4
n∑
j=1

∂2u

∂zj ∂zj
, z ∈ Ω,

ãäå

∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
− i

∂

∂yj

)
,

∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
+ i

∂

∂yj

)
ïðåäñòàâëÿþò ôîðìàëüíûå ïðîèçâîäíûå.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ôóíêöèÿ u(z) íàçûâàåòñÿ n-ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè Ω ⊂ Cn, åñëè

îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Ëàïëàñà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé zj, ò.å. åñëè ôóíêöèÿ

ãàðìîíè÷åñêàÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé zj,

0 = ∆ju = 4
∂2u

∂zj ∂zj
=
∂2u

∂x2j
+
∂2u

∂y2j
, j = 1, 2, . . . , n, zj = xj + iyj, z ∈ Ω,
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èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
n∑
j=1

∣∣∆ju
∣∣ = 0, z ∈ Ω.

Ïðè n = 2 n-ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ íàçûâàþò ïðîñòî 2-ãàðìîíè÷åñêîé (äâàæäû

ãàðìîíè÷åñêîé). Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå äðóãîãî ìíîãîìåðíîãî îáîáùåíèÿ ãàðìîíè÷åñ-

êèõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ôóíêöèÿ u(z) íàçûâàåòñÿ ïëþðèãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè Ω ⊂ Cn,

åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (èç n2) óðàâíåíèé òèïà Ëàïëàñà

∂2u

∂zj ∂zk
= 0, j, k = 1, 2, . . . , n, z ∈ Ω. (3.11)

Ïðè n = 2 ïëþðèãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ íàçûâàþò áèãàðìîíè÷åñêîé.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïëþðèãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëåòñÿ n-ãàðìîíè÷åñêîé, ïîñêîëüêó

â (3.11) ìîæíî âçÿòü k = j.

Óñëîâèÿ (3.11) ìîæíî ðàçëîæèòü íà ïðîèçâîäíûå ïî âåùåñòâåííûì ïåðåìåííûì,

4
∂2u

∂zj ∂zk
=

(
∂

∂xj
− i

∂

∂yj

)(
∂

∂xk
+ i

∂

∂yk

)
u =

=

[(
∂2

∂xj ∂xk
+

∂2

∂yj ∂yk

)
+ i

(
∂2

∂xj ∂yk
− ∂2

∂xk ∂yj

)]
u.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ (3.11) ðàâíîñèëüíû

∂2u

∂xj ∂xk
+

∂2u

∂yj ∂yk
= 0,

∂2u

∂xj ∂yk
− ∂2u

∂xk ∂yj
= 0, j, k = 1, 2, . . . , n, z ∈ Ω. (3.12)

Â ÷àñòíîñòè, áèãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè (n = 2) îïðåäåëÿþòñÿ ÷åòûðüìÿ óðàâíåíèÿìè

∂2u

∂x1 ∂x2
+

∂2u

∂y1 ∂y2
= 0,

∂2u

∂x1 ∂y2
− ∂2u

∂x2 ∂y1
= 0, z ∈ Ω, (3.13)

∂2u

∂x21
+
∂2u

∂y21
= 0,

∂2u

∂x22
+
∂2u

∂y22
= 0, z ∈ Ω. (3.14)

Äëÿ øàðàB è ïîëèäèñêà Un (ââèäó èõ îäíîñâÿçíîñòè) èìååòñÿ ýêâèâàëåíòíîå îïðåäå-

ëåíèå, ñì., íàïðèìåð, [12].

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ôóíêöèÿ u(z) íàçûâàåòñÿ ïëþðèãàðìîíè÷åñêîé â øàðå B ⊂ Cn,

åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ íåêîòîðîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè â B, ò.å.

∃ f ∈ H(B) st Re f = u, z ∈ B.
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Ïëþðèãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè ñâÿçàíû ñ ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè îò íåñêîëüêèõ

ïåðåìåííûõ òî÷íî òàê æå, êàê ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà ïëîñêîé îáëàñòè,

ñâÿçàíû ñ ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè îò îäíîé ïåðåìåííîé. Â ñëó÷àå îäíîé ïåðåìåííîé

ýòà ñâÿçü ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ìåòîäû ïîòåíöèàëîâ â êîìïëåêñíîì àíàëèçå. Â ìíîãîìåð-

íîì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ ñëîæíåå. Êëàññ ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé (â îòëè÷èå îò ãàð-

ìîíè÷åñêèõ) îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì óçêèì â òîì â ñìûñëå, ÷òî çàäà÷à Äèðèõëå íå âñåãäà

ðàçðåøèìà â ýòîì êëàññå. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî çàòðóäíÿåò îáîáùåíèå êàêîãî-òî îäíîìåð-

íîãî ðåçóëüòàòà äëÿ ñëó÷àÿ áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè.

Ñ. Áåðãìàí [20] ïðåäëîæèë ñëåäóþùóþ èäåþ äëÿ ñëó÷àÿ n = 2:

ëþáîé 2-ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ

f(z1, z2) = u(z1, z2) + iv(z1, z2) òàêóþ, ÷òî

1) f(z1, z2) ãîëîìîðôíà ïî z1 äëÿ ôèêñèðîâàííîé z2;

2) v(0, z2) ≡ 0.

Ïîëó÷åííûé êëàññ ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ "ðàñøèðåííûì êëàññîì êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé".

Ýòè ôóíêöèè ìîãóò áûòü èçó÷åíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ òåîðèè ïîòåíöèàëîâ, òàê êàê

çàäà÷à Äèðèõëå ñî çíà÷åíèÿìè, çàäàííûìè íà îñòîâå T n âñåãäà èìååò ðåøåíèå â êëàññå

âñåõ 2-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îäíàêî ýòîò êëàññ íå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì êëàññà

ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, òàê êàê ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè íå îáÿçàòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ 2) äëÿ ìíèìîé ÷àñòè.

À.È. Ïåòðîñÿí [7], [34] ââåë ìîäèôèöèðîâàííóþ âåðñèþ êëàññà Áåðãìàíà (êëàññ

ïîëóàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé), êîòîðûé èìååò ñëåäóþùåå ïðåèìóùåñòâî: â òîì îñîáîì

ñëó÷àå, êîãäà âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïîëóàíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ïëþðèãàðìîíè÷íàÿ, ñàìà

ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíà. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ òàêæå ïîëóàíàëè-

òè÷åñêàÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîíÿòèå ïîëóàíàëèòè÷íîñòè îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ôóíêöèé

ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ìû ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

àíàëîãîì õîðîøî èçâåñòíîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿØâàðöà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.
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Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Un = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn : |zk| < 1, k = 1, . . . , n}

åñòü åäèíè÷íûé ïîëèäèñê â n-ìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå Cn,

T n = {z ∈ Cn : |zk| = 1, k = 1, . . . , n}

ÿâëÿåòñÿ åãî îñòîâîì,

P (z) =
1− |z|2

|1− z|2
� îäíîìåðíîå ÿäðî Ïóàññîíà äëÿ åäèíè÷íîãî êðóãà,

Q(z)� ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííàÿ ê P (z) ôóíêöèÿ, ò.å. ñîïðÿæåííîå ÿäðî Ïóàññîíà,

S(z) = P (z) + iQ(z) =
1 + z

1− z
� ÿäðî Øâàðöà äëÿ åäèíè÷íîãî êðóãà D.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ôóíêöèÿ f(z) = f(z1, z2, . . . , zn), îïðåäåëåííàÿ â ïîëèäèñêå Un,

íàçûâàåòñÿ ïîëóàíàëèòè÷åñêîé, åñëè

a) Ôóíêöèÿ Re f(z) n-ãàðìîíè÷åñêàÿ;

b) Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ zk+1, . . . , zn ôóíêöèè f(0, . . . , 0, zk, zk+1, . . . , zn) ÿâëÿþòñÿ ãîëî-

ìîðôíûìè â êðóãå |zk| < 1, k = 1, . . . , n.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (ò.å. n = 1) n-ãàðìîíè÷íîñòü åñòü

ïðîñòî ãàðìîíè÷íîñòü, à ïîëóàíàëèòè÷íîñòü ñîâïàäàåò ñ àíàëèòè÷íîñòüþ.

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ñëåäóþøàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ôîðìóëû

Øâàðöà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü f(z) � ïîëóàíàëèòè÷åñêàÿ â åäèíè÷íîì ïîëèäèñêå Un ôóíêöèÿ,

è ïóñòü ρ1, . . . , ρn � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà èç èíòåðâàëà (0, 1). Òîãäà äëÿ ëþáîãî

z ∈ {z = (z1, . . . , zn) : |zk| < ρk, k = 1, . . . , n}

èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

f(z1, . . . , zn) = iv(0, . . . , 0)+

+
1

(2π)n

∫
Tn

Sn

(
z1
ρ1
e−iθ1 , . . . ,

zn
ρn
e−iθn

)
u
(
ρ1e

iθ1 , . . . , ρne
iθn
)
dθ1 · · · dθn, (3.15)



65

ãäå

Sn(z1, . . . , zn) =
n∏
j=1

P (zj) + i

n∑
j=1

Q(zj)
n∏

k=j+1

P (zk) (3.16)

n-ìåðíûé àíàëîã ÿäðà Øâàðöà. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ n = 1 ôóíêöèÿ Sn(z1, . . . , zn)

ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì ÿäðîì Øâàðöà: Sn = S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ zk, |zk| < 1, k = 2, . . . , n, ôóíêöèÿ f(z1, z2, . . . , zn)

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â äèñêå |z1| < 1. Ïî ôîðìóëå Øâàðöà (ñì. íàïðèìåð, [12])

ïîëó÷àåì

f(z1, . . . , zn) = iv(0, z2, . . . , zn) +
1

2π

2π∫
0

Sn

(
z1
ρ1
e−iθ1

)
u(ρ1e

iθ1 , z2, . . . , zn)dθ1. (3.17)

Ïîòîì ïðè ôèêñèðîâàííûõ zk, |zk| < 1, k = 3, . . . , n, ôóíêöèÿ f(0, z2, . . . , zn) ÿâëÿåòñÿ

àíàëèòè÷åñêîé â äèñêå |z2| < 1. Ñëåäîâàòåëüíî

f(0, z2, . . . , zn) = iv(0, 0, z3, . . . , zn)+

+
1

2π

2π∫
0

Sn

(
z2
ρ2
e−iθ2

)
u(0, ρ2e

iθ2 , z3, . . . , zn)dθ2. (3.18)

Ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè, íà øàãå j ïîëó÷àåì

f(0, . . . , 0, zj, . . . , zn) = iv(0, . . . , 0, zj+1, . . . , zn)+

+
1

2π

2π∫
0

Sn

(
zj
ρj
e−iθj

)
u(0, . . . , 0, ρje

iθj , zj+1, . . . , zn)dθj, j = 1, . . . , n.

Òàê êàê ôóíêöèÿ u(z) n-ãàðìîíè÷åñêàÿ, òî ïðè ôèêñèðîâàííîì ρ1e
iθ1 ìû èìååì

u
(
ρ1e

iθ1 , z2, . . . , zn
)
=

=
1

(2π)n−1

∫
Tn−1

P

(
z2
ρ2
e−iθ2

)
· · ·P

(
zn
ρn
e−iθn

)
u
(
ρ1e

iθ1 , . . . , ρne
iθn
)
dθ2 · · · dθn.

Èç ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà è (3.17) ñëåäóåò

f (z1, . . . , zn) = iv (0, z2, . . . , zn)+

+
i

2π

∫
Tn

Q

(
z1
ρ1
e−iθ1

)
P

(
z2
ρ2
e−iθ2

)
· · ·P

(
zn
ρn
e−iθn

)
u
(
ρ1e

iθ1 , . . . , ρne
iθn
)
dθ1 · · · dθn+

+
1

(2π)n

∫
Tn

P

(
z1
ρ1
e−iθ1

)
· · ·P

(
zn
ρn
e−iθn

)
u
(
ρ1e

iθ1 , . . . , ρne
iθn
)
dθ1 · · · dθn . (3.19)
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Ïðèðàâíèâàÿ ìíèìûå ÷àñòè â (3.18), ïîëó÷àåì

v (0, z2, . . . , zn) = v (0, 0, z3, . . . , zn)+

+
1

2π

2π∫
0

Q

(
z2
ρ2
e−iθ2

)
u
(
0, ρ2e

iθ2 , z3, . . . , zn
)
dθ2. (3.20)

Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f(0, z2, . . . , zn) (ãîëîìîðôíîé ïî z2) è

ñíîâà îòäåëÿÿ ìíèìûå ÷àñòè, ïîëó÷àåì

v (0, 0, z3, . . . , zn) = v (0, 0, 0, z4, . . . , zn)+

+
1

2π

2π∫
0

Q

(
z3
ρ3
e−iθ3

)
u
(
0, 0, ρ3e

iθ3 , z4, . . . , zn
)
dθ3.

Ïðîäîëæàÿ ïîäîáíûì îáðàçîì è ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ïîñëåäîâàòåëüíî â

(3.20), ìû ïîëó÷àåì

v (0, z2, . . . , zn) = v (0, 0, . . . , 0)+

+
1

2π

n∑
k=2

2π∫
0

Q

(
zk
ρk
e−iθk

)
u
(
0, . . . , 0, ρke

iθk , zk+1, . . . , zn
)
dθk. (3.21)

Ó÷èòûâàÿ n-ãàðìîíè÷íîñòü ôóíêöèè u, ïîëó÷àåì

u
(
0, . . . , 0, ρke

iθk , zk+1, . . . , zn
)
=

=
1

(2π)n−k

∫
Tn−k

P

(
zk+1

ρk+1

e−iθk+1

)
· · ·P

(
zn
ρn
e−iθn

)
u
(
0, . . . , 0, ρke

iθk , . . . , ρne
iθn
)
dθk+1 · · · dθn.

Èç òåîðåìû î ñðåäíåì çíà÷åíèè èìååì

u
(
0, . . . , 0, ρke

iθk , . . . , ρne
iθn
)
=

1

(2π)k−1

∫
Tk−1

u
(
ρ1e

iθ1 , . . . , ρne
iθn
)
dθ1 · · · dθk−1 .

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî

u
(
0, . . . , 0, ρke

iθk , zk+1, . . . , zn
)
=

1

(2π)n−1

∫
Tn−1

P

(
zk+1

ρk+1

e−iθk+1

)
· · ·P

(
zn
ρn
e−iθn

)
×

× u
(
ρ1e

iθ1 , . . . , ρne
iθn
)
dθ1 · · · dθk−1dθk+1 · · · dθn.
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â (3.21), ïîëó÷èì

v (0, z2, . . . , zn) = v (0, 0, . . . , 0)+

+
n∑
k=2

1

2π

2π∫
0

Q

(
zk
ρk
e−iθk

)
1

(2π)n−1

∫
Tn−1

P

(
zk+1

ρk+1

e−iθk+1

)
· · ·

· · ·P
(
zn
ρn
e−iθn

)
u
(
ρ1e

iθ1 , . . . , ρne
iθn
)
dθ1 · · · dθn,

èëè

v (0, z2, . . . , zn) =v (0, 0, . . . , 0) +
1

(2π)n

n∑
k=2

∫
Tn

Q

(
zk
ρk
e−iθk

)
×

× P

(
zk+1

ρk+1

e−iθk+1

)
· · ·P

(
zn
ρn
e−iθn

)
u
(
ρ1e

iθ1 , . . . , ρne
iθn
)
dθ1 · · · dθn .

Îòñþäà è èç (3.19) èìååì

f (z1, . . . , zn) = iv (0, 0, . . . , 0)+

+
i

(2π)n

n∑
k=2

∫
Tn

Q

(
zk
ρk
e−iθk

)
P

(
zk+1

ρk+1

e−iθk+1

)
· · ·P

(
zn
ρn
e−iθn

)
u
(
ρ1e

iθ1 , . . . , ρne
iθn
)
dθ1 · · · dθn+

+i
1

(2π)n

∫
Tn

Q

(
z1
ρ1
e−iθ1

)
P

(
z2
ρ2
e−iθ2

)
· · ·P

(
zn
ρn
e−iθn

)
u
(
ρ1e

iθ1 , . . . , ρne
iθn
)
dθ1 · · · dθn+

+
1

(2π)n

∫
Tn

P

(
z1
ρ1
e−iθ1

)
· · ·P

(
zn
ρn
e−iθn

)
u
(
ρ1e

iθ1 , . . . , ρne
iθn
)
dθ1 · · · dθn .

Ó÷èòûâàÿ (3.16), èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå èíòåãðàëüíîå

ïðåäñòàâëåíèå. Òåîðåìà 3.2 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.3. Ìíèìàÿ ÷àñòü ïðîèçâîëüíîé ïîëóàíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f = u + iv

ÿâëÿåòñÿ n-ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçäåëÿÿ ìíèìûå ÷àñòè â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (3.15),

ïîëó÷èì

v (z1, . . . , zn) = v (0, . . . , 0)+

+
1

(2π)n

∫
Tn

Im Sn

(
z1
ρ1
e−iθ1 , . . . ,

zn
ρn
e−iθn

)
u
(
ρ1e

iθ1 , . . . , ρne
iθn
)
dθ1 · · · dθn. (3.22)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (3.16) ÿäðà Sn, èìååì

Im Sn

(
z1
ρ1
e−iθ1 , . . . ,

zn
ρn
e−iθn

)
=

n∑
j=1

Q

(
zj
ρj
e−iθj

) n∏
k=j+1

P

(
zk
ρk
e−iθk

)
, (3.23)
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îòêóäà âèäíî, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ýòîé ôîðìóëû ñîñòàâëÿåò n-ãàðìîíè÷åñêóþ â ïîëèäèñêå

{z = (z1, . . . , zn) : |zk| < ρk, k = 1, . . . , n} ôóíêöèþ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ρ1, . . . , ρn � ïðîèç-

âîëüíûå ÷èñëà èç èíòåðâàëà (0, 1), ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû èç (3.22) è (3.23).
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èññëåäîâàíû âåñîâûå îïåðàòîðû òèïà Áåðãìàíà â ðàçëè÷íûõ

ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ è ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, çàäàííûõ â åäèíè÷íîì

øàðå èç Cn. Äîêàçàíà îãðàíè÷åííîñòü òàêèõ îïåðàòîðîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñò-

âàõ, ÷òî äàëî âîçìîæíîñòü íàéòè ñîïðÿæåííûå ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ âåñîâûõ

ïðîñòðàíñòâ. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

• Äîêàçàíî, ÷òî èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð òèïà ÁåðãìàíàQφ,ψ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì

îïåðàòîðîì â Lp(B) ïðè óñëîâèè, ÷òî {φ, ψ} � íîðìàëüíàÿ ïàðà ôóíêöèé ñ èíäåê-

ñàìè a è b (0 < a < b) è ñ èíäåêñîì ïàðû α (α > b − 1), à ïîêàçàòåëü 1 6

p < ∞ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ p(b − α) < 1. Áîëåå òîãî, îïåðàòîð Qφ,ψ ÿâëÿåòñÿ

îãðàíè÷åííûì ïðîåêòîðîì èç ïðîñòðàíñòâà Lp(B) íà åãî ïîäïðîñòðàíñòâî.

• Íàéäåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà β, ïðè êîòîðûõ îáùèå îïåðàòîðû òèïà Áåðãìàíà

Qφ,ψ, Q̃φ,ψ îãðàíè÷åíû íà ïðîñòðàíñòâàõ L(p, q, β) ñî ñìåøàííîé íîðìîé â øàðå

B. À èìåííî, åñëè 1 ≤ p, q ≤ ∞, {φ, ψ} � íîðìàëüíàÿ ïàðà ôóíêöèé ñ èíäåêñàìè

a è b (0 < a < b) è ñ èíäåêñîì ïàðû α (α > b − 1), à òàêæå b − α < β < 1 + a, òî

îïåðàòîðû Qφ,ψ è Q̃φ,ψ îãðàíè÷åííî äåéñòâóþò èç ïðîñòðàíñòâà L(p, q, β) â ñåáÿ,

ò.å. Qφ,ψ : L(p, q, β) −→ L(p, q, β), Q̃φ,ψ : L(p, q, β) −→ L(p, q, β).

• Ïîñòðîåíî ïëþðèãàðìîíè÷åñêîå âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî kw è äîêàçàíà îãðàíè÷åí-

íîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ÿäðîì kw. Ýòî ïðèâåëî ê

ñîîòíîøåíèÿì äâîéñòâåííîñòè äëÿ ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

h1(η)∗ ∼= h∞(Φ), h0(Φ)
∗ ∼= h1(η),

ïðè÷åì äëÿ ýòèõ ñîîòíîøåíèé íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ.

• Ââåäåíî ïîíÿòèå ïîëóàíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â åäèíè÷íîì ïîëèäèñêå Un. Äëÿ

òàêèõ ôóíêöèé f(z) â ïîëèäèñêå Un äîêàçàí àíàëîã èçâåñòíîé ôîðìóëû Øâàðöà

ñ ó÷àñòèåì n-ìåðíîãî àíàëîãà ÿäðà Øâàðöà â ïîëèäèñêå.
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Summary

In this Thesis, some Bergman type weighted operators are studied in various spaces of

analytic or pluriharmonic functions given in the unit ball in Cn. We prove boundedness of

such operators in corresponding spaces, which makes possible to �nd the dual spaces for the

weighted spaces considered.

The following principal results have been obtained in the Thesis:

• It is proved that Bergman type integral operator Qφ,ψ is bounded in Lp(B) provided

that {φ, ψ} is a normal pair of functions with indices a and b (0 < a < b), and with

the index of the pair α (α > b − 1), and also the exponent 1 6 p < ∞ satis�es

p(b− α) < 1. Moreover, the operator Qφ,ψ is a bounded projection of the space L
p(B)

onto its subspace.

• Some parameters β are found under which Bergman type general operators Qφ,ψ, Q̃φ,ψ

are bounded on mixed norm spaces L(p, q, β) over the ball B. Namely, if 1 ≤ p, q ≤ ∞,

{φ, ψ} is a normal pair of functions with indices a and b (0 < a < b), and with the

index of the pair α (α > b − 1), and also b − α < β < 1 + a, then the operators

Qφ,ψ and Q̃φ,ψ are bounded from L(p, q, β) into itself, that is, Qφ,ψ : L(p, q, β) −→

L(p, q, β), Q̃φ,ψ : L(p, q, β) −→ L(p, q, β).

• Pluriharmonic reproducing kernel kw is constructed and boundedness of correspond-

ing integral operators with kernel kw is proved. This implies the duality relations for

pluriharmonic spaces

h1(η)∗ ∼= h∞(Φ), h0(Φ)
∗ ∼= h1(η),

such that necessary and su�cient conditions for these relations are found.

• Notion of semianalytic functions is introduced in the unit polydisc Un. For such func-

tions f(z), it is proved an analogue of well-known Schwarz formula with the use of

n-dimensional analogue of Schwarz kernel.


