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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Диссертационная работа посвящена иссле-
дованию сходимости двойных рядов Фурье (по тригонометрической си-
стеме и по системе Уолша) при суммировании по сферам и по прямо-
угольникам. Проблемы связанные со сходимостью двойных рядов Фу-
рье по классическим системам всегда были в центре внимания многих
математиков (А. Зигмунд, С. Фефферман, Л. Жижиашвили, Б. Голу-
бов, С. Конягин, М. Дьяченко, Р. Гецадзе, С. Лукомский, Д. Харрис, Е.
Никишин, А. Саакян, У. Гогинава, Г. Карагулян, М. Григорян и дру-
гие). В диссертационной работе рассмотрены также вопросы улучшения
свойств функций, в частности, поведения коэффициентов Фурье, после
исправления функций на множестве малой меры. В этом направлении
интересные результаты получены Д. Меньшовым, А. Талаляном, О. Це-
ретели, У. Прайсом, Г. Геворкяном, М. Григоряном и другими авторами.

Цель работы.
1) Исследование вопросов сходимости (равномерной и по норме

Lp[0, 1)2, p ∈ [1, 2]) двойных рядов Фурье - Уолша при суммировании по
прямоугольникам и по сферам.

2) Исследование поведения коэффициентов Фурье по двойной триго-
нометрической системе и по двойной системе Уолша, после исправления
функции на множестве малой меры.

3) Решение задач, в которых ненулевые коэффициенты Фурье и Фу-
рье - Уолша исправленной функции по модулю расположены в убываю-
щем порядке по всем направлениям или исправленная функция имеет
наперед заданные модули коэффициентов Фурье - Уолша.

Методы исследования. Применяются методы теории функций и
функционального анализа.

Научная новизна. Все результаты диссертации являются новыми.
Доказано возможность исправления функций на универсальном множе-
стве E ⊂ [0, 1)2 так, что ряд Фурье исправленной функции по двойной
системе Уолша как по сферам, так и по прямоугольникам сходится к
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ней в Lp(E), p ∈ [1, 2] и в L1[0, 1)2, а коэффициенты Фурье - Уолша
исправленной функции по модулю расположены в убывающем порядке
по всем направлениям и имеют заранее заданные модули.

Практическая и теоретическая ценность. Работа представля-
ет теоретический интерес. Результаты и методы работы могут найти
применение при изучении аналогичных вопросов для других базисов.

Апробация полученных результатов. Основные результаты
диссертации докладывались на IX международном симпозиуме “Ряды
Фурье и их приложения”, Ростов-на-Дону (2016), семинаре кафедры
высшей математики физического факультета ЕГУ (руководитель М.
Г. Григорян), на семинаре кафедры математического анализа и теории
функций факультета математики и механики ЕГУ (руководитель Г.А.
Карагулян).

Основные результаты диссертации опубликованы в 5 работах,
список которых приводится в конце автореферата.

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа из-
ложена на 81 страницах, состоит из введения, 3 глав и списка цитиро-
ванной литературы, включающего 60 наименований.

Содержание работы

Диссертация посвящена изучению сходимости двойных рядов Фурье
по тригонометрической системе и по системе Уолша в разных функцио-
нальных пространствах с точки зрения классических теорем Н. Н. Лу-
зина [1] и Д. Е. Меньшова [2] об исправлении функций, а также решению
ряда задач (как в одномерном, так и в двумерном случаях) в которых
исправленные функции имеют заданные модули коэффициентов Фурье
- Уолша (определение системы Уолша - Пэли см. [3]-[4]).

Напомним некоторые обозначения и определения.
Пусть G ⊆ [0, 1)2 (соотв. E ⊆ [0, 1)) множество измеримое по Лебегу
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и пусть Lp(G), p ∈ [1,∞) (соотв. Lp(E), p ∈ [1 ,∞)) – класс всех тех
измеримых функций f(x, y) (соотв. g(x)) определенных на множестве
G (соотв. E), для которых∫ ∫

G

|f(x, y)|pdxdy <∞ (соотв.
∫
E

|g(x)|pdx <∞).

Определение 1. Будем говорить, что все ненулевые члены в после-
довательности {dk,s}∞k,s=0

расположены в убывающем порядке по всем
направлениям, если из

k2 ≥ k1, s2 ≥ s1, k2 + s2 > k1 + s1, dk2,s2 6= 0, dk1,s1 6= 0,

следует, что dk2,s2 < dk1,s1 . Пусть {ψk(x)}∞k=0, x ∈ [0, 1), - ортонормиро-
ванная система функций. Коэффициенты Фурье функции f ∈ L1[0, 1)2

по двойной ортонормированной системе {ψk(x)ψs(y)}∞k,s=0 обозначим
через

ck,s(f) =

1∫
0

1∫
0

f(t, τ)ψk(t)ψs(τ)dtdτ.

Положим

spec(f) = {(k, s), ck,s(f) 6= 0, k, s ∈ N ∪ {0}}.

Прямоугольные и сферические частичные суммы двойного ряда Фу-
рье по двойной системе {ψk(x)ψs(y)}∞k,s=0 определяются соответственно
следующим образом:

SN,M (x, y, f) =

N∑
k=0

M∑
s=0

ck,s(f)ψk(x)ψs(y),

SR(x, y, f) =
∑

k2+s2≤R2

ck,s(f)ψk(x)ψs(y).

Определение 2. Говорят, что двойной ряд Фурье по системе
{ψk(x)ψs(y)}∞k,s=0 сходится (равномерно, по Lp(G) норме, почти всюду)
к функции f по прямоугольникам или по Прингсхейму, если

lim
N,M→∞

SN,M (x, y, f) = f(x, y)
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(соответственно равномерно, по Lp(G) норме и почти всюду). Анало-
гичным образом определяется сходимость двойных рядов Фурье (рав-
номерной, по Lp(G) норме и почти всюду) в случае сферических и квад-
ратных сумм.

Первая глава диссертации посвящена изучению равномерной (по
L1[0, 2π] норме) сходимости двойных рядов Фурье по системе Уолша (со-
ответственно по тригонометрической системе) после исправления функ-
ции.

Отметим, что ряд классических результатов (например, теоремы
Л. Карлесона: ряд Фурье любой функции f ∈ L2[0, 2π] сходится по-
чти всюду на [0, 2π], теорема М. Рисса: ряд Фурье любой функции
f ∈ Lp[0, 2π], p > 1 сходится по норме Lp[0, 2π], теорема А. М. Кол-
могорова: ряд Фурье каждой функции f ∈ L[0, 2π] сходится в метрике
Lp[0, 2π], 0 < p < 1) невозможно перенести с одномерного случая на
двумерный. В этом случае даже разные (сферические, прямоугольные,
квадратные) частичные суммы резко отличаются друг от друга по сво-
им свойствам в таких вопросах, как сходимость в Lp[0, 2π], p ≥ 1 и
сходимость почти всюду (см. [5]-[11]). Приведем некоторые результаты
свидетельствующие о скаженном.

Фефферманом получены следующие результаты.
1. Для любого p 6= 2 существует функция fp из класса Lp[0, 2π]2,

сферические частичные суммы ряда Фурье по тригонометрической си-
стеме которой не сходятся по норме Lp[0, 2π]2 (см. [5]).

2. Существует непрерывная функция f(x, y), прямоугольные частич-
ные суммы двойного ряда Фурье которой расходятся в каждой точке
[0, 2π]2.

В работе [6] Д. Г. Харрис доказал, что для любого p ∈ [1, 2) существу-
ет функция из Lp[0, 1)2 сферические частичные суммы двойного ряда
Фурье - Уолша которой расходятся почти всюду и по Lp[0, 1)2 норме.

В работе [7] С. В. Конягин доказал, что ограниченность констант
Лебега Lnk

не является необходимым и достаточным условием для схо-
димости почти всюду частичных сумм Snk,nk

(x, y, f) любой интегриру-
емой функций f(x, y).

В работе [8] С. Ф. Лукомский получил критерий для сходимости по-
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чти всюду квадратных частичных сумм Фурье - Уолша интегрируемых
функции.

В работе [9] Р. Д. Гецадзе доказал, что существует непрерывная
функция f(x, y), прямоугольные частичные суммы двойного ряда Фу-
рье - Уолша которой расходятся почти всюду.

В работе [10] М. Г. Григорян доказал существование функции f ∈
L1[0, 2π]2, двойной ряд Фурье которой по тригонометрической системе
по сферам расходится в метриках Lp[0, 2π]2 для любого p ∈ (0, 1).

Естественно возникает следующий
Вопрос. Существует ли измеримое множество E сколь угодно ма-

лой меры такое, что после изменения значений любой функции из клас-
са Lp[0, 1)2, p ≥ 1 на E,

1) двойной ряд Фурье измененной функции по системе Уолша и
по тригонометрической системе по сферам (по прямоугольникам, по
квадратам) сходился бы к ней (почти всюду, по норме Lp[0, 1), равно-
мерно)?

2) все ненулевые члены в последовательности коэффициентов Фу-
рье вновь полученной функции по двойной системе Уолша и по двойной
тригонометрической системе по модулю были бы расположены в убы-
вающем порядке по всем направлениям ?

3) исправленная функция имела бы заданные модули коэффициен-
тов Фурье - Уолша?

Заметим, что ответ вопроса зависит как от системы и от смысла схо-
димости (в частности от p ≥ 1) так и от того, зависит ли исключитель-
ное множество E, на котором происходит изменение, от исправленной
функции f(x) или оно универсально - обслуживает целый функцио-
нальный класс.

В диссертационной работе этот вопрос рассмотрен в двух постанов-
ках:

а) когда значения функции f(x) изменяются на зависящем от функ-
ции множестве сколь угодно малой меры,

б) когда исключительное множество E, на котором происходит изме-
нение, не зависит от исправленной функции f(x), т.е. оно универсально
- обслуживает целый функциональный класс.
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В соответствии с этими постановками и в связи пункта 3) выше сфор-
мулированного вопроса, в диссертации доказываются следующие теоре-
мы1.

Теорема 1. Пусть заданы последовательности {ak}∞k=1, {bs}∞s=0 с
ak ↘ 0, bs ↘ 0 и {ak}∞k=0, {bs}∞s=0 /∈ l2.

Тогда для любых чисел ε > 0, p ∈ [1, 2] и для каждой функции f ∈
Lp[0, 1)2 можно найти функцию f̃ ∈ Lp[0, 1)2, mes{f 6= f̃} < ε, такую
что

|ck,s(f̃ )| =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

1∫
0

f̃ (t, τ)ψk(t)ψs(τ)dtdτ

∣∣∣∣∣∣ = akbs, ∀(k, s) ∈ spec(f̃ ) .

Теорема 2. Пусть заданы последовательности {ak}∞k=1, {bs}∞s=0 с
ak ↘ 0, bs ↘ 0 и {ak}∞k=0, {bs}∞s=0 /∈ l2.

Тогда для любого 0 < ε < 1 существует измеримое множе-
ство G ⊂ [0, 1]2 с мерой |G| > 1 − ε, такое, что для любого p ∈
[1, 2] и для каждой функции f ∈ Lp[0, 1)2 можно найти функцию f̃ ∈
Lp(G)∩L1[0, 1)2, совпадающую с f на G, такую что

|ck,s(f̃ )| =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

1∫
0

f̃ (t, τ)ψk(t)ψs(τ)dtdτ

∣∣∣∣∣∣ = akbs, ∀(k, s) ∈ spec(f̃ ).

Замечание 1. Отметим, что в теоремах 1 и 2 все ненулевые члены
в последовательности {|ck,s(f̃)|}∞k,s=0

расположены в убывающем поряд-
ке по всем направлениям. Отметим также, что нам неизвестен ответ
вопроса о том, верны ли теоремы 1 и 2 в случае p ∈ (2,∞].

В связи с этим, в первой главе диссертации, в случае p = ∞, дока-
зывается следующая теорема.

Теорема 3. Для любого ε > 0 и для каждой функции f ∈ L0[0, 1)2

можно найти функцию f̃ ∈ L∞[0, 1)2 , mes{f 6= f̃} < ε, такую, что ее
ряд Фурье по двойной системе Уолша по сферам сходится к ней равно-
мерно на [0, 1), и все ненулевые члены в последовательности коэффи-
циентов Фурье по двойной системе Уолша вновь полученной функции
по модулю расположены в убывающем порядке по всем направлениям.

1далее под {ψk(x)}∞k=0 надо понимать систему Уолша.
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В первой главе диссертационной работы для переставленной триго-
нометрической системы доказывается следующий результат.

Теорема 4. Члены тригонометрической системы {ei2πkx}+∞
k=−∞

можно переставить таким образом, чтобы вновь полученная систе-
ма {ei2πσ(k)x}+∞

k=−∞ обладала следующим свойством: для любого 0 < ε <

1 существует измеримое множество E ⊂ [0, 1]2 с мерой |E| > 1 − ε,
такое, что для каждой функции f ∈ L1[0, 1]2 можно найти функцию
f̃ ∈ L1[0, 1]2 , совпадающую с f на E, такую, что все ненулевые члены
в последовательности {|cσ(k),σ(s)(f̃)|}, где

cσ(k),σ(s)(f̃ ) =

1∫
0

1∫
0

f̃ (t, τ)e−i2πσ(k)te−i2πσ(s)τdtdτ,

расположены в убывающем порядке по всем направлениям.

Следует отметить, что идея об исправлении функции с целью улуч-
шения ее свойств принадлежит Н. Н. Лузину [1]. Им в 1912 г. был по-
лучен следующий знаменитый результат (C-свойство Лузина):

Для любой измеримой, почти всюду конечной на [0, 1] функции f

и для любого ε > 0 существуют измеримое множество E с мерой
|E| > 1− ε и непрерывная на [0, 1] функция g, совпадающая с f на E.

Далее, в этом направлении интересные результаты получены в ра-
ботах (см. [2], [12]-[16]). В 1939г. Д. Е. Меньшов [2] доказал, что триго-
нометрическая система обладает (усиленным C-свойством):

Пусть f измеримая функция, конечная почти всюду на [0, 2π]. Ка-
ково бы ни было ε > 0, можно определить непрерывную функцию g,
совпадающую с f на некотором множестве E, |E| > 2π − ε и такую,
что ее ряд Фурье по тригонометрической системе сходится равно-
мерно на [0, 2π].

В 1988г. М. Г. Григорян доказал, что тригонометрическая система
обладает усиленным L1-свойством суммируемых функций. Оно состоит
в следующем.

Для любого ε > 0 существует измеримое множество E ⊂ [0, 1] с
мерой |E| > 1− ε такое, что для каждой функции f ∈ L1[0, 1] можно
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найти функцию g ∈ L1[0, 1], совпадающую с f на E, ряд Фурье которой
по тригонометрической системе сходится к ней по L1[0, 1] норме (см.
[12]).

Необходимо также отметить, что ряд работ [17]-[21] посвящен теоре-
мам исправления с целью получения монотонности модулей ненулевых
коэффициентов Фурье и сходимости ряда Фурье (по системам Хаара,
Уолша, Фабера - Шаудера) от исправленной функции. Приведем те ре-
зультаты, которые непосредственно относятся к результатам диссерта-
ционной работе.

а) Для системы Хаара χ = {χn(x)} в работе [17] установлено, что
для любой последовательности ak ↘ 0 с ak = o

(
1√
k

)
, {ak}∞k=0 /∈ l2

и для каждого ε > 0 существует измеримое множество E ⊂ [0, 1] с
мерой |E| > 1− ε такое, что для произвольной f ∈ L1(0, 1) можно найти
функцию f̃ ∈ L1(0, 1), такую что f̃(x) = f(x) на E и коэффициенты
Фурье - Хаара от функции f̃ удовлетворяют условиям

1∫
0

f̃ (x)χn(x)dx = an, ∀n ∈ spec(f̃).

Для системы Уолша {ψn} доказаны следующие результаты.
b) Для любых 0 < ε < 1, p ≥ 1 и для каждой функции f ∈ Lp(0, 1)

можно найти функцию f̃ ∈ Lp(0, 1) , mes{f 6= f̃} < ε, такую что все
ненулевые члены в последовательности {|cn(f̃)|} расположены в убы-
вающем порядке (здесь ck(f̃)− коэффициенты Фурье - Уолша исправ-
ленной функции f̃).

c) Для любого 0 < ε < 1 существует измеримое множество E ⊂
[0, 1] с мерой |E| > 1 − ε такое, что для каждой функции f ∈ L1[0, 1)

можно найти функцию f̃ ∈ L1[0, 1), совпадающую с f на E, такую,
что ее ряд Фурье - Уолша сходится к ней почти всюду на [0, 1) и все
ненулевые члены в последовательности коэффициентов Фурье - Уолша
вновь полученной функции расположены в убывающем порядке.

d) Для любой последовательности ak ↘ 0 с {ak}∞k=0 /∈ l2 и для
каждого ε > 0 существует измеримое множество E ⊂ [0, 1] с мерой |E| >
1 − ε такое, что для произвольной f ∈ L1[0, 1) можно найти функцию
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f̃ ∈ L1[0, 1), совпадающую с f на E такую, что ее ряд Фурье - Уолша
сходится к ней в метрике L1[0, 1) и

|cn(f̃)| =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

f̃ (x)ψn(x)dx

∣∣∣∣∣∣ = an, ∀n ∈ spec(f̃) (см. [18]).

Для системы Фабера - Шаудера {Φn(x)} получен следующий резуль-
тат.

e) Пусть bk ↘ 0 и
∑∞

k=1
bk
k = ∞. Тогда для каждого ε > 0 и для

любой измеримой, почти всюду конечной на [0,1] функции f можно
определить непрерывную функцию

f̃ (x) =

∞∑
k=0

Ak(f̃)Φk(x)

с mes{f 6= f̃} < ε, такую что |An(f̃)| = bn, ∀n ∈ spec(f̃).

Во второй главе, диссертации доказываются следующие теоремы:
Теорема 5. Для любой последовательности {ak}∞k=0 с ak ↘ 0 и

{ak}∞k=0 /∈ l2, для любых чисел p ∈ (1, 2], ε > 0 и для каждой функ-
ции f ∈ Lp[0, 1) можно найти функцию f̃ ∈ Lp[0, 1), mes{f 6= f̃} < ε

такую, что

|cn(f̃)| =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

f̃ (x)ψn(x)dx

∣∣∣∣∣∣ = an, ∀n ∈ spec(f̃)

и
‖f̃‖p ≤ 4

ε1−1/p
‖f‖p.

Теорема 6. Для любой последовательности {ak}∞k=0 с ak ↘ 0

и {ak}∞k=1 /∈ l2, и для любого 0 < ε < 1 существует измеримое
множество E ⊂ [0, 1] с мерой |E| > 1 − ε такое, что для любого
p ∈ [1, 2] и для каждой функции f ∈ Lp(E) можно найти функцию
f̃ ∈ Lp(E )∩L1[0, 1), совпадающую с f на E и такую, что

1) ее ряд Фурье по системе Уолша сходится к ней в
Lp(E) и в L1[0, 1), и

|ck(f̃ )| = ak, ∀k ∈ spec(f̃ ),
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2) можно найти числа δk = 0,±1 такие, что ряд по системе
{ψk(x)}∞k=0 Уолша вида

∞∑
k=0

δkakψk(x),

будет универсальным рядом относительно перестановок в Lp(E ), т.е.
для каждой функций f ∈ Lp(E), p ∈ [1, 2] члены ряда

∑∞
k=0 δkakψk(x),

можно переставить так, чтобы вновь полученный ряд
∞∑
k=0

δσ(k)aσ(k)ψσ(k)(x)

сходился бы к f по Lp(E) норме.
В связи с пунктом 2 теоремы 6 следует отметить, что вопросам суще-

ствования универсальных рядов по разным классическим ортогональ-
ным системам (относительно перестановок, подрядов, знаков и т.д.), по-
священо много работ (см. [22]-[26]). Наиболее общие результаты были
получены Д. М. Меньшовым, А. А. Талаляном, П. Л. Ульяновым и их
учениками. Непосредственное отношение к теореме 6 имеет следующий
результат полученный в работе [22] Г. Г. Геворкяна и К. А. Навасардяна:

Для любой последовательности ak ↘ 0 с {ak}∞k=0 /∈ l2 существу-
ют числа γn = ±1 такие, что ряд

∑∞
n=0 γnanψn(x) является универ-

сальным относительно подрядов в классе почти всюду конечных изме-
римых функций на [0, 1] в смысле сходимости почти всюду, т.е. для
любой п.в. конечной измеримой функции f(x), определенной на [0, 1],
можно выделить подряд из ряда

∑∞
n=0 γnanψn(x) такой, что он схо-

дится к f(x) почти всюду на [0, 1].
Замечание 2. В теореме 6 последовательность {ak}∞k=0 не возможно

взять из класса l2. Действительно, в этом случае для функции f ∈
Lp(E) \ L2(E), p ∈ [1, 2), в силу f̃(x) = f(x), x ∈ E, исправленная
функция f̃ не принадлежала бы к классу L2[0, 1). С другой стороны, по
теореме Рисса - Фишера, ввиду |ck(f̃ )| = ak, ∀k ∈ spec(f̃), должно быть
f̃ ∈ L2[0, 1).

Замечание 3. В пункте 2 теоремы 6 вместо множества E невозмож-
но взять [0, 1). Действительно, если для некоторого p0 ≥ 1 и для си-
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стемы {ψn(x)} Уолша существует ряд
∑∞

k=1 δkakψk(x) универсальный
в Lp0 [0, 1) относительно перестановок, то для функции (|a1| + 1)ψ1(x)

существует перестановка k → σ(k) такая, что

lim
m→∞

∥∥∥∥∥
m∑

k=1

δσ(k)aσ(k)ψσ(k)(x)− (|a1|+ 1)ψ1(x)

∥∥∥∥∥
p0

= 0.

Отсюда получиться, что δ1a1 = 1 + |a1|, а это невозможно так, как
δ1 = 0,±1.

Отметим также, что нам неизвестен ответ вопроса о том, верны ли
теоремы 5 и 6 в случае p ∈ (2,∞].

В параграфе 2.4 диссертации доказывается следующая
Теорема 7. Существует возрастающая последовательность на-

туральных чисел Mν , ν = 0, 1, ... такая, что для любого ε > 0 суще-
ствует измеримое множество E ⊂ [0, 1] с мерой |E| > 1−ε такое, что
для каждой функции f ∈ L1[0, 1] можно найти функцию f̃ ∈ L1[0, 1],
совпадающую с f на E, такую, что модули ненулевых коэффициен-
тов Фурье вновь полученной исправленной функции f̃ по системам
Уолша по модулю расположены в убывающем порядке и для любого
α 6= −1,−2, ... Чезаровские средние σα

Mν
(x, f̃), ν = 0, 1, ... сходятся к

функции f̃ почти всюду.
Отметим, что в работе [27] (см. также [28], [29]) Л. Н. Галоян постро-

ил пример интегрируемой функции Чезаровские средние порядка α ря-
да Фурье - Уолша которой на множестве положительной меры неогра-
ниченно расходятся по любым подпоследовательностям {mν}∞ν=1 для
всех α ∈ (−1, 0).

Замечание 4. В теореме 7 невозможно в качестве подпоследователь-
ности Mν (которая одна и та же для всех суммируемых функций) взять
ν.

В третьей главе диссертации доказываются, что теоремы 5 и 6, для
системы Уолша, можно частично перенести с одномерного случая на
двумерный случай. Имеют место следующие теоремы.

Теорема 8. Пусть заданы последовательности {ak}∞k=0, {bs}∞s=0 с
ak ↘ 0, bs ↘ 0 и {ak}∞k=0, {bs}∞s=0 /∈ l2.
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Тогда для любых чисел ε > 0, p ∈ [1, 2] и для каждой функции f ∈
Lp[0, 1)2 можно найти функцию f̃ ∈ Lp[0, 1)2 , mes{f 6= f̃} < ε, такую
что ее ряд Фурье по двойной системе Уолша как по сферам, так и по
прямоугольникам сходится к ней в Lp[0, 1)2 и

|ck,s(f̃ )| =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

1∫
0

f̃ (t, τ)ψk(t)ψs(τ)dtdτ

∣∣∣∣∣∣ = akbs, ∀(k, s) ∈ spec(f̃ ).

Теорема 9. Пусть заданы последовательности {ak}∞k=0, {bs}∞s=0 с
ak ↘ 0, bs ↘ 0 и {ak}∞k=0, {bs}∞s=0 /∈ l2.

Тогда для любого 0 < ε < 1 существует измеримое множество E ⊂
[0, 1]2 с мерой |E| > 1− ε такое, что для каждой функции f ∈ L1[0, 1)2

можно найти функцию f̃ ∈ L1[0, 1)2, совпадающую с f на E, такую,
что ее ряд Фурье по двойной системе Уолша как по сферам, так и по
прямоугольникам сходится к ней в L1[0, 1)2, и

|ck,s(f̃ )| = akbs, ∀(k, s) ∈ spec(f̃ ).

Теорема 10. Пусть заданы последовательности {ak}∞k=0, {bs}∞s=0 с
ak ↘ 0, bs ↘ 0 и {ak}∞k=1, {bs}∞s=0 /∈ l2.

Тогда для любого 0 < ε < 1 существует измеримое множество
G ⊂ [0, 1]2 с мерой |G| > 1−ε такое, что для любого p ∈ [1, 2] и для каж-
дой функции f ∈ Lp[0, 1)2 можно найти функцию f̃ ∈ Lp(G)∩L1[0, 1)2,
совпадающую с f на G и такую, что ее ряд Фурье по двойной системе
Уолша по сферам сходится к ней в Lp(G) и в L1[0, 1)2 и

|ck,s(f̃ )| = akbs, ∀(k, s) ∈ spec(f̃ ).

Замечание 5. Отметим, что в многих теоремах, полученных в диссер-
тации, исправленные функции имеют заданные модули коэффициентов
Фурье - Уолша:

|ck(f̃ )| = ak, ∀k ∈ spec(f̃ ).

В этих результатах, только ненулевые коэффициенты по модулю рас-
положены в убывающем порядке.

Возникает вопрос: можно ли исправленную функцию выбрать так,
чтобы все члены в последовательности коэффициентов Фурье - Уолша
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исправленной функции были бы по модулю расположены в убывающем
порядке.

В связи с этим, когда коэффициенты заранее не заданы, в работе
[20] получен следующий результат:

Для каждого ε > 0 существует измеримое множество E ⊂ [0, 1]

с мерой |E| > 1 − ε такое, что для произвольной f ∈ L1[0, 1) мож-
но найти функцию f̃ ∈ L1[0, 1), совпадающую f на E такую, что ее
ряд Фурье - Уолша сходится к ней в метрике L1[0, 1) и все члены в
последовательности коэффициентов Фурье - Уолша вновь полученной
функции f̃ по модулю расположены в убывающем порядке:

|ck(f̃)| > |ck+1(f̃)|, k = 0, 1, 2....

Интересно выяснить можно ли распространить этот результат на
двумерный случай.

В заключение выражаю благодарность профессору М.Г. Григоряну,
под руководством которого выполнена данная работа.
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SUMMARY

The main results obtained in this thesis are:
1. There exists a series in double Walsh system of the form

∞∑
k=0

∞∑
s=0

dk,sψk(x)ψs(y), with
∞∑

k,s=0

|dk,s|2+δ <∞, ∀δ > 0,

that possess the following properties:
1) all non-zero coefficients in the sequence {|dk,s|} are monotonically

decreasing by all directions,
2) for each ε > 0 and for each function f ∈ L0[0, 1)2 there exists a

function f̃ ∈ L∞[0, 1)2 , mes{f 6= f̃} < ε such that double Fourier -
Walsh series of modified function f̃ by spheres and by Pringsheim converges
uniformly on [0, 1)2 and

ck,s(f̃ ) = dk,s,∀(k, s) ∈ spec(f̃ ).

2. There exists a double trigonometric series of the form

∞∑
k=−∞

∞∑
s=−∞

dk,se
i2πσ(k)xei2πσ(s)y, with

∞∑
k,s=1

|dk,s|2+δ <∞, ∀δ > 0,

where {σ(k)}∞k=1 - some rearrangement of numbers N ∪ {0}, that possess
the following properties:

1) all non-zero coefficients in the sequence {|dk,s|} are monotonically
decreasing by all directions,

2) for each ε > 0, there exists a measurable set E ⊂ [0, 1]2 with
measure |E| > 1 − ε, such that for any function f ∈ L1[0, 1]2 there
exists a function f̃ ∈ L1[0, 1]2, which coincides with f on E, Fourier
series of f̃ function with respect to rearranged double trigonometric system
{ei2πσ(k)xei2πσ(s)y}∞k,s=−∞ converges by squares to it in the norm of L1[0, 1)2

and
cσ(k),σ(s)(f̃ ) = dk,s, ∀(k, s) ∈ spec(f̃ ).

3. Let the sequence {ak}∞k=0 with ak ↘ 0 and {ak}∞k=0 /∈ l2 is given.
Then for each numbers p ∈ (1, 2], ε > 0 and for any function f ∈ Lp[0, 1)

19



there exists a function f̃ ∈ Lp[0, 1), mes{f 6= f̃} < ε such that

|cn(f̃)| = an, ∀n ∈ spec(f̃), and ‖f̃‖p ≤ 4

ε1−1/p
‖f‖p.

4. Let the sequence {ak}∞k=0 with ak ↘ 0 and {ak}∞k=0 /∈ l2 is given.
Then for each 0 < ε < 1 there exists a measurable set E ⊂ [0, 1] with
measure |E| > 1 − ε such that for each p ∈ [1, 2] and for any function
f ∈ Lp(E) there exists a function f̃ ∈ Lp(E )∩L1[0, 1), which coincides with
f on E, and

1) Fourier series of it with respect to Walsh system converges to it in
the norm of Lp(E) and of L1[0, 1), and

|ck(f̃ )| = ak, ∀k ∈ spec(f̃ ),

2) there exist numbers δk = 0,±1 such that series with respect to Walsh
system {ψk(x)}∞k=0 of the form

∞∑
k=0

δkakψk(x),

is universal series with respect to permutations in Lp(E ).
5. Let sequences {ak}∞k=0, {bs}∞s=0 with ak ↘ 0, bs ↘ 0 and

{ak}∞k=0, {bs}∞s=0 /∈ l2 are given. Then for each numbers ε > 0, p ∈
[1, 2] and for any function f ∈ Lp[0, 1)2 there exists a function f̃ ∈
Lp[0, 1)2 , mes{f 6= f̃} < ε, such that double Fourier - Walsh series of
modified function by spheres and by rectangles converges to it in the norm
of Lp[0, 1)2 and

|ck,s(f̃ )| = akbs, ∀(k, s) ∈ spec(f̃ ).

6. Let sequences {ak}∞k=0, {bs}∞s=0 with ak ↘ 0, bs ↘ 0 and
{ak}∞k=0, {bs}∞s=0 /∈ l2 are given. Then for each 0 < ε < 1 there exists
a measurable set G ⊂ [0, 1]2 with measure |G| > 1 − ε such that for
each p ∈ [1, 2] and for any function f ∈ Lp[0, 1)2 there exists a function
f̃ ∈ Lp(G)∩L1[0, 1)2, which coincides with f on G and Fourier - Walsh
series of modified function by spheres converges to it in the norm of
Lp(G) and of L1[0, 1)2 and

|ck,s(f̃ )| = akbs, ∀(k, s) ∈ spec(f̃ ).
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AM�O�AGIR

Atenaxosow�yownowm stacva� en het yal himnakan ardyownqner�`

1. Uol�i krknaki hamakargov goyu�yun uni het yal tesqi �arq

∞∑
k=0

∞∑
s=0

dk,sψk(x)ψs(y),

∞∑
k,s=0

|dk,s|2+δ <∞, ∀δ > 0,

orn ��tva� � het yal hatku�yunnerov`

1) {|dk,s|} hajordakanu�yan bolor o� zroyakan gor�akicner�

dasavorva� en nvazman kargov` �st bolor u��u�yunneri,

2) cankaca� ε > 0 �vi  cankaca� funkciayi f ∈ L0[0, 1)2 hamar

goyu�yun uni funkcia f̃ ∈ L∞[0, 1)2 , mes{f 6= f̃} < ε aynpisin, or

�oxa� f̃ funkciayi Furie - Uol�i krknaki �arq� �st sferaneri  

�st u��ankyunneri havasara�a� zugamitum � [0, 1)2 - i vra  

ck,s(f̃ ) = dk,s,∀(k, s) ∈ spec(f̃ ) :

2. E�ankyuna�a�akan krknaki hamakargov goyu�yun uni het yal

tesqi �arq

∞∑
k=−∞

∞∑
s=−∞

dk,se
i2πσ(k)xei2πσ(s)y,

∞∑
k,s=1

|dk,s|2+δ <∞, ∀δ > 0,

orte� {σ(k)}∞k=1-n N ∪ {0} - �veri veradasavorum �, orn ��tva� �

het yal hatku�yunnerov`

1) {|dk,s|} hajordakanu�yan bolor o� zroyakan gor�akicner�

dasavorva� en nvazman kargov` �st bolor u��u�yunneri,

2) cankaca� ε > 0 �vi hamar goyu�yun uni �a�eli bazmu�yun E ⊂
[0, 1]2, |E| > 1−ε aynpisin, or cankaca� funkciayi f ∈ L1[0, 1]2 hamar

goyu�yun uni funkcia f̃ ∈ L1[0, 1]2, or� ham�nknum � f-i het E -i vra,

f̃ -i Furiei �arq� �st veradasavorva� krknaki e�ankyuna�a�akan

hamakargi {ei2πσ(k)xei2πσ(s)y}∞k,s=−∞ �st qa�akusineri zugamitum �

iren L1[0, 1)2 normov  

cσ(k),σ(s)(f̃ ) = dk,s, ∀(k, s) ∈ spec(f̃ ) :

3. Dicuq {ak}∞k=0 hajordkanu�yun�, ori hamar ak ↘ 0  {ak}∞k=0 /∈
l2, trva� �: Ayd depqum cankaca� p ∈ (1, 2], ε > 0 �veri  cankaca�
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funkciayi hamar f ∈ Lp[0, 1) goyu�yun uni funkcia f̃ ∈ Lp[0, 1),

mes{f 6= f̃} < ε aynpisin, or

|cn(f̃)| = an, ∀n ∈ spec(f̃),  ‖f̃‖p ≤ 4

ε1−1/p
‖f‖p :

4. Dicuq {ak}∞k=0 hajordkanu�yun�, ori hamar ak ↘ 0  {ak}∞k=0 /∈
l2, trva� �: Ayd depqum cankaca� ε > 0 �vi hamar goyu�yun uni

�a�eli bazmu�yun E ⊂ [0, 1], |E| > 1−ε aynpisin, or cankaca� p ∈ [1, 2]

�vi  cankaca� funkciayi f ∈ Lp(E) hamar goyu�yun uni funkcia

f̃ ∈ Lp(E )∩L1[0, 1), or� ham�nknum � f-i het E-i vra,  

1) f̃ -i Furiei �arq� �st Uol�i hamakargi zugamitum � iren

Lp(E) normov  L1[0, 1) normov u

|ck(f̃ )| = ak, ∀k ∈ spec(f̃ ),

2) goyu�yun uenen δk = 0,±1 �ver aynpisin, or �st Uol�i

{ψk(x)}∞k=0 hamakargi
∞∑
k=0

δkakψk(x)

�arq� universal � Lp(E ) - um te�a�oxu�yunneri nkatmamb:

5. Dicuq {ak}∞k=0, {bs}∞s=0 hajordakanu�yunner�, oronc hamar

ak ↘ 0, bs ↘ 0  {ak}∞k=0, {bs}∞s=0 /∈ l2, trva� en: Ayd depqum cankaca�

ε > 0, p ∈ [1, 2] �veri  cankaca� funkciayi f ∈ Lp[0, 1)2 hamar

goyu�yun uni funkcia f̃ ∈ Lp[0, 1)2 , mes{f 6= f̃} < ε aynpisin, or

�oxa� f̃ funkciayi Furie - Uol�i krknaki �arq� �st sferaneri  

�st u��ankyunneri zugamitum � iren Lp[0, 1)2 normov  

|ck,s(f̃ )| = akbs, ∀(k, s) ∈ spec(f̃ ) :

6. Dicuq {ak}∞k=0, {bs}∞s=0 hajordakanu�yunner�, oronc hamar

ak ↘ 0, bs ↘ 0  {ak}∞k=0, {bs}∞s=0 /∈ l2, trva� en: Ayd depqum cankaca�

ε > 0 �vi hamar goyu�yun uni �a�eli bazmu�yun G ⊂ [0, 1]2, |G| > 1−ε
aynpisin, or cankaca� p ∈ [1, 2]  cankaca� funkciayi f ∈ Lp[0, 1)2

hamar goyu�yun uni funkcia f̃ ∈ Lp(G)∩L1[0, 1)2, or� ham�nknum �

f-i het G-i vra  �oxa� f̃ funkciayi Furie - Uol�i krknaki �arq�

�st sferaneri zugamitum � iren Lp(G) normov  L1[0, 1)2 normov u

|ck,s(f̃ )| = akbs, ∀(k, s) ∈ spec(f̃ ) :
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