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Общая характеристика работы
Актуальность темы.
В первой половине прошлого века работами [1], [2], [3] датского математика

Харальда Бора была основана теория почти периодических функций, которая
в дальнейшем была развита работами А. Безиковича, Г. Вейля, В. Степанова и
других математиков, и нашла широкие применения в разных областях теории
функций, теории дифференциальных уравнений и топологии. Далее в работах
[4], [5], [6] А. Уолтера, Р. Кэмерона и Х. Бора было показано, что решения алгеб-
раических уравнений, коэффициенты которых являются почти периодически-
ми функциями на вещественной оси R, а дискриминант отделим от нуля всюду
на R, также являются почти периодическими функциями. Идея Б. Римана об
определении и изучении поверхностей, впоследствии названными римановыми
поверхностями, на которых многолистные решения алгебраических уравнений
с аналитическими коэффициентами становятся однолистными, естественным
образом заимствуется при исследовании решений алгебраических уравнений
с аналитическими почти периодическими коэффициентами и ведет к возник-
новению так называемых поверхностей Бора-Римана. Таким образом, решения
алгебраических уравнений с аналитическими коэффициентами приводят к воз-
никновению римановых поверхностей. Решения же алгебраических уравнений
с почти периодическими коэффициентами приводят к возникновению поверх-
ностей Бора-Римана, которые являются естественным аналогом римановых по-
верхностей.

Со второй половины прошлого века, активно развивающаяся теория диффе-
ренциальных уравнений с почти периодическими коэффициентами с еще боль-
шим импульсом возобновила необходимость изучения аналитических почти пе-
риодических функций. Весьма удобным и действенным аппаратом для таких
изучений послужили так называемые обобщенные аналитические функции, вве-
денные в 1956 году Р. Аренсом и И. Зингером в работе [7]. Предложенный ими
метод не только предоставил новое толкование известных теорем Г. Бора, А.
Безиковича, Б. Левина, Дж. Фаварда и других из теории почти периодических
функций, но также позволил с единой точки зрения взглянуть на теорию по-
чти периодических аналитических функций и теорию аналитических функций в
единичном круге. Появление обобщенной плоскости и разворачиваемой на ней
теории обобщенных аналитических функций стало возможным благодаря следу-
ющей известной дихотомии для произвольной подгруппы Γ аддитивной группы
вещественных чисел R: либо Γ изоморфна группе целых чисел Z, либо Γ плотна
вR в евклидовой топологии. Как известно, комплексная плоскостьC, на которой
развивается классическая теория аналитических функций комплексного пере-
менного, состоит из чисел вида z = ξ ·r, где r - некоторое неотрицательное веще-
ственное число, а ξ принадлежит единичной окружности T комплексной плос-
кости. Используя тот факт, что в данном представлении единичная окружность
T является группой характеров аддитивной группы целых чисел Z: T = Ẑ, С.А.
Григорян, опираясь на понятие обобщенной аналитической по Аренсу-Зингеру
функции, обобщая понятие комплексной плоскости, начал изучение функций,
зависящих от переменных вида (α, r), где r - некоторое неотрицательное веще-
ственное число, а α принадлежит группе характеров некоторой подгруппы Γ
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группы Rd - аддитивной группы вещественных чисел наделенной дискретной
топологией. А именно, для произвольной подгруппы Γ аддитивной группы Rd

рассматривается группа ее характеров G = Γ̂. Далее строится декартово про-
изведение G × [0,∞) и нижний слой G × {0} склеивается в точку. Полученное
пространство называется обобщенной плоскостью и обозначается C(Γ). В слу-
чае когда имеет место первый случай указанной выше дихотомии, то есть, Γ
изоморфна группе целых чисел Z, сконструированная обобщенная плоскость
C(Γ) изоморфна комплексной плоскости C и определение обобщенной аналити-
ческой функции на ней ведет к теории, идентичной классической теории анали-
тических функций. Однако, в случае когда подгруппа Γ плотна в R в евклидовой
топологии, возникает целая шкала пространств G = Γ̂, венчаемая компактом
Бора G = R̂d, и порождающая теорию, существенно отличающуюся от своего
классического прототипа. Тем не менее, одной из основных задач теории обоб-
щенных аналитических функций остается поиск новых эффектов при прокручи-
вании классических сценариев. На этом пути естественным образом возникают
поверхности Бора-Римана.

Цель работы.
Описать структуру и основные свойства обобщенной плоскости. Опреде-

лить поверхность Бора-Римана и дать ее основную характеристику. Определить
групповые структуры на поверхностях Бора-Римана согласованные с групповой
структурой на проколотой обобщенной плоскости. Определить алгебраические
поверхности Бора-Римана и исследовать накрытия обобщенной плоскости по-
верхностями Бора-Римана на предмет алгебраичности и осуществления ими
накрытия Галуа. На поверхностях Бора-Римана определить понятия аналити-
ческой кривой, эквивалентных точек и считающей функции ν. Геометрически-
ми и алгебраическими методами исследовать поведение считающей функции
ν. Определить понятие раздутия топологического пространства и исследовать
существования раздутия пространств, имеющих структуру аналогичную струк-
туре поверхностей Бора-Римана.

Методика исследования. В работе применяются методы теории римано-
вых поверхностей, комплексного анализа, топологии и абстрактного гармони-
ческого анализа. Основные определения и понятия взяты из работ [8], [9], [10],
[11].

Научная новизна. Теория обобщенных аналитических функций, изучение
которых началось работой Р. Аренса и И. Зингера, стала в дальнейшем объек-
том исследования многих математиков. В частности, в работах [12]-[16] были
изучены пространства Харди обобщенных аналитических функций. В статьях
[17]-[19] были рассмотрены борелевские меры на компактной группе G, двой-
ственной к некоторой дискретной группе, опираясь на которые, С. А. Григорян
в статье [9] описал подобные меры уже на всей обобщенной плоскости. Дру-
гие естественные вопросы данной теории, такие как изучение обобщенных ме-
роморфных функций, определение дифференцирования обобщенных аналити-
ческих функций, описание множеств интерполяции и границы Шилова и дру-
гие свойства алгебр обобщенных аналитических функций и их взаимосвязь с
почти периодическими функциями были даны в работах [9], [20]-[29]. Также в
статьях [30] и [31] были рассмотрены векторозначные обобщенные аналитиче-
ские функции. Тем не менее, вопрос применения эффективных методов теории
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римановых поверхностей на теорию обобщенных аналитических функций оста-
вался открытым, и, фактически, понятие поверхности Бора-Римана и изучение
накрывающих пространств обобщенной плоскости впервые были даны в работах
автора [BG1]-[B5]. Все результаты работы являются новыми.

Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теоретиче-
ский характер. Полученные результаты и приведенные конструкции открывают
новые возможности в изучении теории обобщенных аналитических функций и
аналитической теории чисел.

Апробация работы. Основные результаты были доложены на следующих
конференциях и семинарах:

• Международная конференция ''Complex Analysis and Related Topics'',
Санкт-Петербургское отделение Математического института им.
В.А.Стеклова РАН, г. Санкт-Петербург, Россия, 14-18 апреля 2014 г.
Название доклада: ''Bohr-Riemann Surfaces''.

• Международная научно-практическая конференция ''Актуальные задачи
математического моделирования и информационных технологий'', г. Сочи,
Россия, 19-25 мая 2014 г. Название доклада: ''Поверхности Бора-Римана''.

• Тринадцатая всероссийская молодежная школа-конференция ''Лобачев-
ские чтения'', г. Казань, Россия, 24-29 октября 2014 г. Название доклада:
''Об одном свойстве обобщенных гармонических функций''.

• Вторая ''Зимняя геометрическая школа'' и международная геометриче-
ская конференция, посвященная памяти М. В. Лосика, г. Переславль За-
лесский, Россия, 1-7 февраля 2015 г. Название доклада: ''Поверхности
Бора-Римана''.

• Десятая международная молодежная научная конференция ''Тинчурин-
ские чтения'', г. Казань, Россия, 25-27 марта 2015 г. Название доклада: ''Об
эквивалентности линейных связностей подпространств обобщенной плос-
кости''.

Также, основные результаты диссертации были доложены на семинарах кафед-
ры ''Высшая Математика'' Казанского Государственного Энергетического Уни-
верситета.

Публикации. По теме диссертации опубликовано 8 работ, 5 из них в журна-
лах из перечня ВАК. Список публикаций автора приводится в конце авторефе-
рата.

Структура и обьем работы. Диссертационная работа изложена на 77 стра-
ницах, состоит из введения, четырех глав, заключения, списка цитированной
литературы, включающего 43 наименования, и списка публикаций автора по
теме диссертации, включающего 8 наименований.

В работе получены следующие основные результаты:
1. Представлено описание структуры обобщенной плоскости и даны характе-

ристики и сравнения различных топологий возникающих на обобщенной
плоскости и на ее подмножествах, и топологий, возникающих на накры-
вающих пространствах обобщенной плоскости. Описано множество нулей
обобщенных аналитических функций на обобщенной плоскости.
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2. Определено понятие поверхности Бора-Римана и установлены ее основ-
ные свойства. Представлен способ определения групповых структур на по-
верхностях Бора-Римана, обращающих неразветленные конечнолистные
накрытия в групповые гомоморфизмы из поверхности Бора-Римана на под-
множества обобщенной плоскости. Описано строение полученных групп с
точностью топологического изоморфизма.

3. Определено понятие алгебраической поверхности Бора-Римана и показа-
но, что каждое неразветвленное конечнолистное накрытие проколотой
обобщенной плоскости является алгебраическим накрытием Галуа.

4. Определены понятия аналитической кривой и эквивалентных точек на
поверхностях Бора-Римана, с помощью которых определена считающая
функция ν, ставящая в соответствие каждой точке поверхности Бора-
Римана число эквивалентных ей точек. Конструктивным методом доказа-
на версия теоремы о накрывающей гомотопии для накрытий обобщенной
плоскости поверхностями Бора-Римана, с помощью которой доказано ло-
кальное постоянство функции ν на поверхностях Бора-Римана. Также, с
помощью униформизации множеств корней полиномов с непрерывными
коэффициентами, алгебраическим методом показано локальное постоян-
ство функции ν на алгебраических поверхностях Бора-Римана.

5. Определено понятие раздутия топологического пространства и исследо-
вано существование раздутия пространств, структура которых аналогична
структуре поверхностей Бора-Римана. Представлены условия, обеспечива-
ющие существование раздутия таких накрывающих пространств.

Содержание работы
Первая глава состоит из трех параграфов. Основные результаты были опуб-

ликованы в работах [B1], [B4], [B5]. В первом параграфе для данной подгруппы
Γ аддитивной группы вещественных чисел R приводится построение обобщен-
ной плоскости ∆ = C(Γ). Пусть G - группа характеров группы Γ наделенной
дискретной топологией. Обобщенная плоскость C(Γ) = G× [0,∞)/G×{0} опре-
деляется как декартово произведение G × [0,∞), в котором слой G × {0} рас-
сматривается как единая точка и обозначается через ∗. Пространство ∆0 =
G × (0,+∞) = ∆ \ {∗} называется проколотой обобщенной плоскостью. Обоб-
щенная плоскость ∆ также канонически отождествляется с пространством C =
{α · r : α ∈ G, r ∈ [0,∞)} - аналогом комплексной плоскости C, состоящим из
гомоморфизмов α · r : Γ → C : a 7→ α(a)ra. Аналогичным образом, проколо-
тая обобщенная плоскость ∆0 канонически отождествляется с пространством
{α · r : α ∈ G, r ∈ (0,∞)}. Для удобства, всюду в работе, если не оговорено про-
тивное, подразумевается именно данная интерпретация обобщенной плоскости
и ее подмножеств. На G = Γ̂ определяется топология поточечной сходимости
k, которая также называется конечно-открытой топологией, поскольку ее базу
составляют семейства характеров из G, в которых каждый характер переводит
некоторое конечное подмножество F группы Γ в некоторое открытое подмно-
жество единичной окружности T комплексной плоскости. Используя данную
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топологию, с помощью канонической проекции π : G × [0,∞) → ∆, на обоб-
щенной плоскости ∆ определяется топология τ∆, и показывается, что в этой
топологии обобщенная плоскость становится локально компактным, хаусдор-
фовым и линейно связным пространством. Далее рассматривается отображение
α : R → G : t → αt, где αt(a) = eiat, a ∈ Γ. С одной стороны α(R) является под-
множеством G и, поэтому, на α(R) естественным образом возникает топология
k|α(R) индуцированная топологией k наG. С другой же стороны, если расширить
образ действия каждого характера αt, t ∈ R, с Γ на всю вещественную ось R, то
получим, что множество α(R) совпадает с R̂ - группой характеров группы веще-
ственных чисел R наделенной евклидовой топологией τ . Поэтому на α(R) также
определяется топология τ̂ , возникающая как компактно-открытая на R̂ = α(R).
Поскольку каждое конечное множество компактно, то топология τ̂ сильнее то-
пологии k|α(R). В конце параграфа представляются две различные факториза-
ции отображения α полученные топологиями k|α(R) и R̂, и показывается, что α
является гомеоморфизмом из (R, τ) в (α(R), τ̂) и непрерывным гомоморфизмом
как отображение из (R, τ) в (α(R), k|α(R)).

Второй параграф посвящен изучению линейных связностей группы α(R) в
топологиях k|α(R) и τ̂ . Во первых, α(R) действительно линейно связно в обеих
топологиях как образ линейно связного пространства R при непрерывных отоб-
ражениях α : (R, τ) → (α(R), τ̂) и α : (R, τ) → (α(R), k|α(R)). Причем ясно, что
линейная связность α(R) относительно топологии τ̂ влечет линейную связность
в более слабой топологии k|α(R). Следующий результат доказывает, что данные
линейные связности на самом деле эквивалентны.

Лемма 1.2.1. Любой путь σ : I = [0, 1] → α(R), непрерывный относительно
топологии k|α(R), непрерывен и относительно топологии τ̂ = α(τ).

Далее отображение α : R → G расширяется до отображения φ : C → ∆0 : z =
t + iy 7→ φz = αt · e−y, где ∆0 = G × (0,∞) - проколотая обобщенная плоскость,
которая становится группой относительно покоординатного умножения с еди-
ничным элементом α0 · 1 = α0. На пространстве φ(C) вновь возникают две топо-
логии: топология τ∆0 |φ(C), индуцируемая на φ(C) топологией τ∆0 = k × τ(0,+∞)

из ∆0, и более сильная топология τφ = φ(τc), являющаяся гомеоморфным об-
разом евклидовой топологии τc на C. В силу плотности α(R) в G, образ φ(C)
плотен как в ∆0 так и в ∆. Множество C0 := φ(C) называется плоскостью в
∆0 проходящей через единичный элемент α0 · 1. Для данной точки s ∈ ∆0 мно-
жество Cs := s · φ(C) называется плоскостью в ∆0 проходящей через s. Как
следствие, на каждой плоскости Cs, s ∈ ∆0, имеются топология τs := τ∆0 |Cs и
более сильная топология τsφ := sτφ = {sU : U ∈ τφ}. Наконец, для данного
элемента s ∈ ∆0 рассматривается неразветвленное конечнолистное накрытие
π : X → ∆∗, где X - некоторое топологическое пространство,∆∗ = ∆0 \K, а K -
подмножество∆0, такое, что пересечениеK∩Cs дискретно. Тогда на прообразе
π−1(C∗

s), где C∗
s = Cs ∩ ∆∗ = Cs \ K, опять имеются две топологии - топология

τs,X , индуцируемая топологией τX пространства X и локально гомеоморфная
топологии τ∗

s = τs|C∗
s
, и более сильная топология τs,C, базу которой составляют

линейно связные компоненты множеств из τs,X . Параграф заканчивается дока-
зательством совпадения линейно связных компонент прообраза π−1(C∗

s) в обеих
топологиях:

Теорема 1.2.1. Компоненты линейной связности подпространства
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π−1(C∗
s) в топологиях τs,X и τs,C совпадают.

В третьем параграфе приводятся определение и основные свойства обобщен-
ных аналитических функций и тонких подмножеств обобщенной плоскости, ко-
торые играют важную роль в дальнейших исследованиях. Основным руковод-
ством служит замечательная обзорная статья С.А. Григоряна [9]. Каждый ха-
рактер χa группы G, соответствующий по теореме двойственности Понтрягина
элементу a ∈ Γ+, следующим образом продолжается до непрерывной функции
φa на ∆:

φa(s) = χa(α)ra, s = α · r,

где χa(α) = α(a), α ∈ G. Предполагается, что 0a = 0, a ∈ Γ+. Функции φa, a ∈
Γ+, называются обобщенными мономами, а линейные комбинации функций из
семейства {φa}a∈Γ+ называются обобщенными полиномами. Непрерывная на
некотором открытом подмножестве D ⊂ ∆ функция f называется обобщенной
аналитической функцией, если у любого элемента s ∈ D существует окрест-
ность U ⊂ D, s ∈ U , такая, что сужение функции f на U равномерно аппрокси-
мируется линейными комбинациями функций φa, a ∈ Γ+. Множество всех обоб-
щенных аналитических функций наD обозначается черезO(D). Далее исследу-
ется строение множеств нулей обобщенных аналитических функций. Наконец,
определяется понятие тонкого множества на обобщенной плоскости. Для от-
крытого подмножества D в ∆ множество K ⊂ D называется тонким, если оно
является подмножеством множества нулей некоторой нетривиальной обобщен-
ной аналитической функции из O(D). Показывается, что пересечение тонкого
множества с каждой плоскостью Cs, s ∈ ∆0, является дискретным множеством
в Cs. В последующих главах указанные тонкие множества берут на себя роль
критических точек накрытий обобщенной плоскости определяющих поверхно-
сти Бора-Римана.

Глава 2 состоит из трех параграфов. Основные результаты были опубликова-
ны в работах [BG1], [BG2], [B3]. В первом параграфе приводятся классические
определения накрывающих отображений и неразветвленных конечнолистных
накрытий топологических пространств, с помощью которых даются определе-
ния поверхностей Бора-Римана над обобщенной плоскостью и над ее открытыми
подмножествами.

Определение 2.1.2 Пусть D - открытое множество в ∆. Топологическое
пространство X называется поверхностью Бора-Римана над D, если суще-
ствуют тонкое множество K ⊂ D и накрытие π : X → D, такие, что суже-
ние π на множество X∗ = X \ π−1(K) есть неразветвленное конечнолистное
накрытие множества D∗ = D \K.

Также вводится понятие цилиндрической окрестности данной непрерывной
кривой γ : I → ∆0, представляющей из себя множества видаU = U0 ·γ(I), гдеU0-
некоторая открытая окрестность единичного элемента α0 ∈ ∆0. По теореме о
поднятии кривой, если π : X0 → ∆0 - неразветвленное n-листное накрытие про-
колотой обобщенной плоскости ∆0 некоторым топологическим пространством
X0, и γ(I) ⊂ ∆0 - некоторая кривая без точек самопересечения, с γ(0) ̸= γ(1),
то существуют n непересекающихся кривых γ̂i(I) ⊂ X0, i = 1, ..., n, таких, что
γ(I) = π◦γ̂i(I), i = 1, ..., n. В этом случае говорят, что кривые γ̂i(I), i = 1, ..., n, на-
крывают кривую γ(I) или являются поднятием кривой γ(I). Тогда для i = 1, ..., n,
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цилиндрической окрестностью поднятой кривой γ̂i(I) ⊂ X0 называется связная
компонента прообраза π−1(U) содержащая γ̂i(I).

Лемма 2.1.1. Пусть π : X0 → ∆0 - неразветвленное n-листное накры-
тие проколотой обобщенной плоскости ∆0 некоторым топологическим про-
странством X0 и γ(I) ⊂ ∆0 - кривая без точек самопересечения, γ(0) ̸= γ(1).
Тогда у кривой γ(I) существует такая цилиндрическая окрестность U , что
множество W = π−1(U) представимо в виде дизъюнктного объединения

W =
n∪

i=1

Wi

цилиндрических окрестностей Wi кривых γ̂i(I), причем π каждую окрест-
ность Wi, i = 1, n, гомеоморфно отображает на множество U .

Во втором параграфе продолжается исследование свойств неразветвленных
накрытий пространства ∆0. В статье [32] С. Григоряна, Р. Гумерова и А. Казан-
цева, было показано, что если π : X → G - n-листное накрытие компактной
соленоидальной группы G связным топологическим пространством X, то на X
можно так задать структуру группы, что π станет групповым гомоморфизмом
компактных абелевых групп. Опираясь на этот результат, и пользуясь тем, что
на ∆0 имеется групповая структура, в следующей теореме приводится обобще-
ние представленного выше результата. А именно, представляется способ опре-
деления структуры группы на пространствах, накрывающих проколотую обоб-
щенную плоскость ∆0, и описывается строение этих групп с точностью тополо-
гического изоморфизма.

Теорема 2.2.1. Пусть π : X0 → ∆0 - неразветвленное n-листное на-
крытие проколотой обобщенной плоскости∆0 связным топологическим про-
странством X0. Тогда на X0 можно так задать структуру группы, что π
станет групповым гомоморфизмом из X0 на ∆0, а группа X0 - топологиче-
ски изоморфной декартовому произведению G1× (0,+∞), где G1 - компактная
подгруппа X0.

В третьем параграфе второй главы вводится понятие алгебраической по-
верхности Бора-Римана над данным подмножеством D ⊂ ∆. Поверхность Бора-
Римана X называется алгебраической над D ⊂ ∆, если существуют такие поли-
номы Pi(s, z) = zni + f1,i(s)z

ni−1 + ...+ fni,i(s) с fk,i ∈ O(D), 1 ≤ k ≤ ni, i = 1,m,
что X гомеоморфно пространству Z0 = {(s, z1, ..., zm) ∈ D × Cm : Pi(s, zi) =
0, 1 ≤ i ≤ m}. В этом случае накрытие π : X → D, определяющее поверхность
Бора-Римана X, также называется алгебраическим накрытием. Основным ин-
струментом для доказательства алгебраичности произвольного неразветвлен-
ного n-листного накрытия группы ∆0 является следующий результат.

Лемма 2.3.1. Пусть групповой гомоморфизм φ : G1 → G осуществляет
неразветвленное n-листное накрытие компактной соленоидальной группы G
связной топологической группой G1. Тогда группа G1 коммутативна, и суще-
ствуюттакие a1, ..., am ∈ Γ+ и n1, ..., nm ∈ N, чтоG1 изоморфна пространству
G0 = {(α, ξ1, ..., ξm) ∈ G× Tm : ξni

i − χai(α) = 0, i = 1, ...,m}.
Как известно, накрывающим преобразованием данного накрытия π : Y → X

между топологическими пространствами X и Y называется послойный гомео-
морфизм f : Y → Y , то есть, гомеоморфизм f , такой, что π ◦ f = π, а нераз-
ветвленное накрытие π : Y → X называется накрытием Галуа, если для любых
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y1, y2 ∈ Y с π(y1) = π(y2) существует накрывающее преобразование f : Y → Y
с f(y1) = y2. Основываясь на предыдущих результатах главы, доказывается сле-
дующая теорема.

Теорема 2.3.1. Каждое неразветвленное n-листное накрытие π : X0 →
∆0 является алгебраическим накрытием Галуа.

Глава 3 состоит из трех параграфов и посвящена изучению считающей
функции ν. Основные результаты данной главы были опубликованы в работах
[BG3], [B2]. В первом параграфе определяются понятия аналитической кривой
на пространстве ∆0 и на поверхности Бора-Римана над ∆0, а также понятие эк-
вивалентных точек на поверхностях Бора-Римана. Кривая γ(I) ⊂ ∆0 называется
аналитической кривой, если она полностью содержится в некоторой плоскости
Cs, s ∈ ∆0. Далее рассматриваются поверхность Бора-Римана X над ∆ и соот-
ветствующее неразветвленное конечнолистное накрытие π : X → ∆, с тонким
множеством критических точек K ∋ ∗. По теореме о поднятии кривой, име-
ем, что для каждой аналитической кривой γ(I) в ∆∗ = ∆ \ K и каждой точки
w ∈ π−1(γ(0)) существует единственная кривая γ̂(I) ⊂ X∗ = π−1(∆∗) с началом
в точке w, накрывающая кривую γ(I), то есть, γ̂(0) = w и γ(I) = π ◦ γ̂(I). В этом
случае кривая γ̂(I) ⊂ X∗ на поверхности Бора-Римана X называется аналити-
ческой. Для данного элемента s ∈ ∆∗ две точки w1, w2 ∈ π−1(s) называются
эквивалентными, если существует аналитическая кривая γ̂(I) ⊂ X∗, такая, что
w1 = γ̂(0) и w2 = γ̂(1). Легко проверить, что определенное отношение действи-
тельно является отношением эквивалентности в классическом смысле, и, таким
образом, для каждого элемента s ∈ ∆∗ множество π−1(s) = {w1, ..., wn} разби-
вается на конечное число классов эквивалентности. Далее на X∗ определяется
функция ν : X∗ → Z+, которая каждой точке w0 ∈ X∗ ставит в соответствие
число эквивалентных ей точек:

ν(w0) = card{w ∈ π−1(π(w0)) : w ∼ w0}.

Также определяется действующая на ∆∗ функция µ, которая каждому элемен-
ту s ∈ ∆∗ ставит в соответствие число классов эквивалентности на множестве
π−1(s). Второй параграф третьей главы посвящен доказательству локального по-
стоянства считающей функции ν на X∗. В начале второго параграфа доказыва-
ется следующий результат, устанавливающий локальное постоянство функции
ν на компонентах связности множества π−1(C∗

s).
Лемма 3.2.1. Пусть s ∈ ∆∗. Тогда функция µ : ∆∗ → Z+ постоянна на

C∗
s , а функция ν : X∗ → Z+ постоянна на компонентах связности прообраза

π−1(C∗
s).

Далее доказывается лемма, устанавливающая, что при малом ''возмущении''
кривой γ(I) ⊂ ∆∗, поднятия γ(I) и возмущенной кривой, имеющие начало на
одном и том же листе, также заканчиваются на одинаковых листах.

Лемма 3.2.2. Пусть даны точка s ∈ ∆∗ и замкнутая кривая γ(I) ⊂ ∆∗ с
началом и концом в точке s: γ(0) = γ(1) = s. Пусть π−1(s) = {x1, x2, ..., xn}
и γ̂ : I → X∗ - кривая в X∗ с началом γ̂(0) = x1 и концом γ̂(1) = x2,
x1, x2 ∈ π−1(s), x1 ̸= x2, накрывающая кривую γ(I): γ(I) = π◦ γ̂(I). Пусть, далее,
фиксировано разложение

π−1(U) =

n∪
i=1

Vi, (1)
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прообраза π−1(U) открытой ровно накрытой окрестности U точки s в дизъ-
юнктное объединение открытых множеств Vi, гомеоморфных U при отоб-
ражениях π|Vi : Vi → U , с обратными φi = (π|Vi)

−1 : U → Vi, причем
φi(s) = xi, i = 1, n, то есть, нумерация в (1) выбрана так, чтобы x1 ∈ V1,
x2 ∈ V2. Тогда существует открытая окрестность W0 единичного элемента
α0 группы ∆0, такая, что sW0 ⊂ U и для любого σ ∈ W0 поднятие γ̂σ : I → X∗

кривой γσ(t) = σγ(t), t ∈ I, с началом в точке φ1(σs) ∈ V1 имеет конец в точке
φ2(σs) ∈ V2.

Из данного результата следует, что у каждого элемента w ∈ X∗ найдется
такая окрестность V , что для любого x ∈ V имеет место неравенство ν(x) ≥
ν(w). Наконец, опираясь на эти результаты, доказывается основной результат
параграфа.

Теорема 3.2.1. Функция ν : X∗ → Z+ локально постоянна на X∗.
В третьем параграфе третьей главы вводится понятие раздутия накрыва-

ющего пространства и показывается, каким образом постоянство считающей
функции ν влечет существование раздутия определенных топологических про-
странств. ПустьM,X, Y - топологические пространства, τ : Y → M - неразветв-
ленное конечнолистное накрытие, а π : X → M - накрытие с множеством "кри-
тических"точек K ⊂ M , неразветвленное и конечнолистное над M \ K. Тогда
пространство Y называется раздутием пространстваX, если существует такое
отображение φ : Y → X, что сужение φ на Y ∗ = τ−1(M∗), гдеM∗ = M \K, есть
гомеоморфизм между пространствами Y ∗ и X∗ = π−1(M∗), и диаграмма

X

M

Y

π

φ

τ

коммутативна.
Далее приводится теорема, устанавливающая, что пространство ∆0 имеет

структуру, локально гомеоморфную множествам вида Ga × W , где Ga = {α ∈
G,α(a) = 1} - компактное множество в G, а W - компактное множество в C.
Представляется построение указанного множестваW ⊂ C для окрестности точ-
ки s = α0 · r ∈ ∆0, которое показывает, что множество W гомеоморфно замкну-
тому единичному кругу D комплексной плоскости. Поскольку Ga - компактно,
то далее в параграфе исследуется существование раздутий пространств накры-
вающих множества вида M = G × D, где G - некоторое компактное множество.

Через bM = G × T обозначается ''боковая сторона'' пространства M , где
T - единичная окружность комплексной плоскости. На пространстве M также
определяются понятия тонкого множества и аналитической кривой. Множество
K ⊂ M называется тонким, если bM ∩ K = ∅ и при каждом фиксированном
x ∈ G множество Kx = {z ∈ D : (x, z) ∈ K} конечно. Снова рассматриваются
накрытия π : L → M пространства M некоторым топологическим простран-
ством L, такие, что сужение π∗ : L∗ → M∗ на L∗ = π−1(M∗), где M∗ = M \ K,
есть n-листное неразветвленное накрытие для некоторого тонкого множества
K. Вводятся обозначения Dx = {x}×D и D∗

x = Dx \K, и кривая γ(I) вM называ-
ется аналитической, если она целиком содержится в некотором множестве D∗

x,

11



x ∈ G. Кривая же на L∗ называется аналитической, если она представляет со-
бой поднятие некоторой аналитической кривой изM∗. Как и прежде, две точки
w1, w2 ∈ L∗ называются эквивалентными, если π(w1) = π(w2) и существует ана-
литическая кривая γ̂(I) ⊂ L∗ такая, что w1 = γ̂(0) и w2 = γ̂(1). На пространстве
L∗ рассматривается считающая функция ν(w) = card{w′ ∈ π−1(π(w)) : w′ ∼ w}.
Пусть π1 : bL → bM - сужение накрытия π : L → M на bL = π−1(bM). Так как
bM ⊂ M∗, то π1 осуществляет неразветвленное n-листное накрытие. Наконец,
определяется множество E = π−1(G ×{1}) и n-листное неразветвленное накры-
тие π2 : E × T → bM , полагая π2((y, ξ)) = (x, ξ) для (y, ξ) ∈ E × T с π(y) = (x, 1).
Тогда тождественное равенство функции ν единице приводит к следующим ре-
зультатам:

Лемма 3.3.1. Пусть ν(w) = 1 для любого w ∈ bL. Тогда существует такой
послойный гомеоморфизм σ : bL → E × T, что диаграмма

bL

bM

E × T
π
1

σ

π 2

коммутативна.
Теорема 3.3.1. Пусть ν(w) = 1 для любого w ∈ L∗. Тогда существует

раздутие E × D множества L такое, что диаграмма

L

M

E × D
π

φ

π 1

коммутативна, где π1 : E × D → M : (y, z) 7→ (x, z) с (x, 1) = π(y), есть
неразветвленное n-листное накрытие, а φ : E × D → L - раздувающее отоб-
ражение.

Глава 4 посвящена изучению алгебраических поверхностей Бора-Римана
порожденных полиномами с обобщенными аналитическими коэффициентами.
Основные результаты данной главы были опубликованы в работе [BG3]. Основ-
ной целью является доказательство локального постоянства считающей функ-
ции ν на алгебраических поверхностях Бора-Римана с применением чисто ал-
гебраических методов. Для этого, в первом параграфе главы доказываются сле-
дующие результаты, характеризующие множества корней полиномов с непре-
рывными коэффициентами:

Лемма 4.1.1. ПустьK - компактное множество и p(t, z) = zn+g1(t)z
n−1+

...+gn−1(t)z+gn(t), (t, z) ∈ C×K, - полином с непрерывными коэффициентами:
gi ∈ C(K), i = 1, n. Пусть, далее, функция f ∈ C(K) удовлетворяет условию
p(t, f(t)) = 0, t ∈ K, и пусть C = max1≤i≤n{||gi||}. Тогда ||f || := supt∈K |f(t)| <
1 + C.

Лемма 4.1.2. ПустьK = [0, 1], p(t, z) = zn+g1(t)z
n−1+ ...+gn(t) - полином с

непрерывными коэффициентами: gi ∈ C(K), i = 1, n, и с дискриминантом всю-
ду отличным от нуля: dp(t) ̸= 0, t ∈ K. Тогда существуют ровно n функций
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hi ∈ C(K), i = 1, n, попарно не совпадающих ни в одной точкеK и представля-
ющих множество решений уравнения p(t, z) = 0 над K, то есть:

p(t, hi(t)) = 0, t ∈ K, i = 1, n.

Для функции h ∈ C(K) и числа δ > 0 обозначим Bδ(h) = {f ∈ C(K) : ||f − h|| <
δ}. Основным инструментом в этой части работы является следующая лемма.

Лемма 4.1.3. В условиях предыдущей леммы для любого δ > 0 существу-
ет ε = ε(δ) > 0 такое, что для всякого набора функций εi ∈ C(K), εi : K → C
с ||εi|| < ε, i = 1, n найдутся n функций h̃i ∈ Bδ(hi), i = 1, n для которых при
каждом t ∈ K точки h̃i(t), i = 1, n, представляют собой n различных нулей
''возмущенного'' полинома

pε(t, z) := zn +

n∑
i=1

(gi(t) + εi(t))z
n−k. (2)

Во втором параграфе рассматривается полином Ps(z) = P (s, z) = zn +
f1(s)z

n−1 + ... + fn(s), (s, z) ∈ ∆0 × C, с обобщенными аналитическими на ∆0

коэффициентами fi(s), i = 1, n, и с дискриминантом dp(s), который, очевидно,
также является обобщенной аналитической функцией. Тогда множество нулей
Np = N(dp) функции dp либо образует тонкое подмножество в ∆0, либо совпа-
дает с ∆0. Предполагается, что имеет место первый нетривиальный случай и
определяются пространство

∆0
p = {(s, z) ∈ ∆0 × C : P (s, z) = 0},

и накрытие
π : ∆0

p → ∆0 : (s, z) 7→ s.

Поскольку сужение π|∆∗
p
: ∆∗

p = π−1(∆∗) → ∆∗ является неразветвленным n-
листным накрытием над ∆∗ = ∆0 \ Np, то пространство ∆0

p является алгебра-
ической поверхностью Бора-Римана. Как показано во второй главе работы, ло-
кальное постоянство считающей функции ν на ∆∗

p непосредственно следует из
следующего результата, доказательство которого в этой части работы ведется
исключительно алгебраическими методами.

Теорема 4.2.1. У каждого элемента w ∈ ∆∗
p найдется такая окрестность

V , что для любого x ∈ V имеет место неравенство ν(x) ≥ ν(w).
Таким образом, на алгебраической поверхности Бора-Римана ∆0

p устанавли-
вается следующий результат:

Следствие 4.2.1. Функция ν : ∆∗
p → Z+ локально постоянна на ∆∗

p.
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Ամփոփագիր
1956 թվականին Ռ. Արենսը և Ի.Մ. Զինգերը ներմուծեցին ընդհանրացված
անալիտիկ ֆունկցիաների գաղափարը, որոնք հնարավորություն ընձեռեցին
ստանալ նոր առանձնահատկություններ՝ կիրառելով անալիտիկ ֆունկցիների
տեության դասական մեթոդները: Ավելին, այդ հեղինակների կողմից
առաջարկված մոտեցումը հնարավորություն ընձեռեց նորովի մեկնաբանել
հայտնի թեորեմներ անալիտիկ համարյա պարբերական ֆունկցիների
տեսությունից, որը հիմնադրել է Հ. Բորը: Այսպիսով` ընդհանրացված անալիտիկ
ֆունկցիաների տեսությունը դարձավ անալիտիկ համարյա պարբերական
ֆունկցիների և միավոր շրջանում անալիտիկ ֆունկցիաների համատեղ
ուոսւմնասիրման միասնական գործիք: Ատենախոսությունում հետազոտվել
են ընդհանրացված անալիտիկ ֆունկցիաներով ծնված մակերևույթների
կառուցվածքները և ստացվել են հետևյալ հիմնական արդյունքները.

• Ներկայացված է ընդհանրացված հարթության կառուցվածքի
նկարագիրը և տրված են ընդհանրացված հարթության և նրա
ենթաբազմությունների, ինչպես նաև ընդհանրացված հարթությունը
ծածկող տարածությունների վրա առաջացող տարբեր տոպոլոգիաների
բնութագիրը և համեմատությունը: Նկարագրված է ընդհանրացված
հարթության վրա ընդհանրացված անալիտիկ ֆունկցիաների զրոների
բազմությունը:

• Սահմանված է Բոր-Ռիմանի մակերևույթի գաղափարը և ներկայացված են
նրա հիմնական հատկությունները: Տրված է Բոր-Ռիմանի մակերևույթների
վրա խմբային կառուցվածքի սահմանման մեթոդ, որով չճուղավորված
վերջավոր թերթանի ծածկող արտապատկերումները վեր են ածվում
խմբային հոմոմորֆիզմների` Բոր-Ռիմանի մակերևույթից դեպի
ընդհանրացված հարթության ենթաբազմություններ: Նկարագրված են
ստացված խմբերի կառուցվածքները տոպոլոգիական իզոմորֆիզմի
ճշտությամբ:

• Սահմանված է Բոր-Ռիմանի հանրահաշվական մակերևույթի գաղափարը
և ապացուցված է, որ ընդհանրացված հարթության յուրաքանչյուր
չճուղավորված վերջավոր թերթանի ծածկող արտապատկերում
հանդիսանում է Գալուայի հանրահաշվական ծածկող արտապատկերում:

• Բոր-Ռիմանի մակերևույթների վրա սահմանված են անալիտիկ կորերի
և համարժեք կետերի գաղափարները, որոնց միջոցով սահմանված է ν
հաշվող ֆունկցիան, որը Բոր-Ռիմանի մակերևույթի յուրաքանչյուր կետ
համապատասխանության մեջ է դնում նրան համարժեք կետերի քանակը:
Բոր-Ռիմանի մակերևույթների վրա գործող ընդհանրացված հարթության
ծածկող արտապատկերումների համար կառուցողական եղանակով
ապացուցված է ծածկող հոմոտոպիայի մասին թեորեմի տարբերակը,
որի միջոցով ապացուցված է Բոր-Ռիմանի մակերևույթների վրա ν
ֆունկցիայի լոկալ հաստատուն լինելը: Նաև` անընդհատ գործակիցներով
բազմանդամների արմատների բազմությունների համաձևման միջոցով
հանրահաշվական մեթոդներով ապացուցված է ν ֆունկցիայի լոկալ
հաստատունությունը Բոր-Ռիմանի հանրահաշվական մակերևույթների
վրա:
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• Սահմանված է տոպոլոգիական տարածության ընդարձակման գաղափարը
և հետազոտված է Բոր-Ռիմանի մակերևույթների հետ համանման
կառուցվածք ունեցող տարածությունների ընդարձակման գոյությունը:
Ներկայացված են նման ընդարձակման գոյությունն ապահավող
պայմանները:

Summary
In 1956 R. Arens and I.M. Singer introduced the notion of generalized analytic

functions which allowed to obtain new features while applying the classical
techniques from the theory of analytic functions. Furthermore, themethod suggested
by those authors allowed to give a new treatment of the well-known theorems from
the theory of analytic almost periodic functions first studied by H. Bohr. Thus, the
theory of generalized analytic functions became a unified tool for studying both the
theory of almost periodic functions and the theory of analytic functions in the unit
disc. The structures of the surfaces generated by generalized analytic functions are
studied in the thesis and the following main results are obtained:

• The structure of the generalized plane is presented and the characterizations
as well as the comparison of different topologies arising on the generalized
plane and on its subspaces are given. The sets of zeros of generalized analytic
functions are described.

• The notion of the Bohr-Riemann surface is introduced and its main properties
are established. The method of defining a group structure on the Bohr-Riemann
surfaces turning the unbranched finite sheeted coverings into the group
homomorphisms from the Bohr-Riemann surfaces to the punctured generalized
plane as well as the structures of those groups up to a topological isomorphism
are presented.

• The notion of an algebraic Bohr-Riemann surface is defined and it is proved
that every unbranched finite sheeted covering of the punctured generalized
plane is an algebraic Galois covering.

• Using the notions of analytic paths and equivalent points on the Bohr-
Riemann surfaces, the counting function ν, which assigns to each point of
the Bohr-Riemann surface the number of its equivalent points, is defined. The
constructive proof of the version of the covering homotopy theorem is given.
Using that theorem it is proved that the function ν is locally constant on the
Bohr-Riemann surfaces. Also, via the uniformization of the sets of zeros of
the polynomials with continuous coefficients, the algebraic proof of the local
constantness of the function ν on the algebraic Bohr-Riemann surfaces is given.
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• The notion of a blowup of a topological space is introduced and the existence
of the blowup of spaces with structures similar to the structures of the Bohr-
Riemann surfaces is investigated. The conditions guaranteeing the existence
of blowup are presented.
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