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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Âîïðîñû ñõîäèìîñüòè ïî÷òè âñþäó ðÿäîâ Ôóðüå ïî ðàçíûì êëàññè÷åñêèì îðòîíîðìèðîâàííûì ñèñòåìàì

çàíèìàþò âàæíîå ìåñòî â òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ. Ýòè èññëåäîâàíèÿ íà÷àëèñü åùå â íà÷àëå 20-îãî âå-
êà. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè ïîëó÷åíû Ä.Å.Ìåíüøîâûì, À.Í.Êîëìîãîðîâûì,
È.Ìàðöèíêåâè÷åì, À.Çèãìóíäîì, Ñ.Áàíàõîì, Â.Îðëè÷åì è äðóãèìè. Â äàëüíåéøåì òåîðèÿ îðòîãîíàëüíûõ ðÿ-
äîâ ïðîäîëæàëà ðàçâèâàòüñÿ â ÑÑÑÐ è âî ìíîãèõ äðóãèõ ñòðàíàõ (Ïîëüøà, Âåíãðèÿ, Øâåäèÿ, ÑØÀ è äð.).

Â 1966 ãîäó Ë. Êàðëåñîí äàë ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà çàäà÷ó Í.Í.Ëóçèíà, äîêàçàâ, ÷òî ðÿäû Ôóðüå êëàññà
L2 ñõîäÿòñÿ ïî÷òè âñþäó. Ðàíåå, åùå 1923 ãîäó À. Í. Êîëìîãîðîâ ïîñòðîèë ïðèìåð âñþäó ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
Ôóðüå. Óñîâåðøåíñòâîâàâ ìåòîä Êàðëåñîíà, â ðÿäå ðàáîò áûë ðàñøèðåí êëàññ ôóíêöèé, ðÿäû Ôóðüå êîòîðûõ
îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó. Í. Þ. Àíòîíîâûì [1] óñòàíîâëåíî, ÷òî ðÿäû Ôóðüå ôóíêöèé
êëàññà L logL log log logL ñõîäÿòñÿ ïî÷òè âñþäó. Ñ. Â. Êîíÿãèí [19] óñòàíîâèë, ÷òî ëþáîé êëàññ Îðëè÷à, øèðå ÷åì
L
√

logL/ log logL, íå ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ðÿäîâ Ôóðüå. Àíàëîãè÷íûå âîïðîñû àêòèâíî
ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå äëÿ äðóãèõ êëàññè÷åñêèõ îðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì. Ýòè è äðóãèå âîïðîñû ïîäðîáíî
ðàññìîòðåíû â ìîíîãðàôèÿõ [32], [3], [16], [26], [12].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ òàêæå òåîðèÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Ôóðüå. Îòìåòèì, ÷òî ìíîãèå ðåçóëü-
òàòû äëÿ îäíîìåðíûõ ðÿäîâ Ôóðüå íå âåðíû äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Ôóðüå. ×. Ôåôôåðìàí [9] ïîñòðîèë ïðèìåð
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, äâîéíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ âñþäó ïî ïðÿìîóãîüíè-
êàì. Àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó äëÿ ñèñòåìû Óîëøà äîêàçàë Ð.Ä.Ãåöàäçå [10]. Ñ.Â.Êîíÿãèí [20] è Ð.Ä.Ãåöàäçå [11]
óñòàíîâèëè ðàñõîäèìîñòü ïî ìåðå êðàòíûõ ðÿäîâ Ôóðüå ïî êóáàì. Ìíîãèå ðåçóëüòàòû êðàòíûõ ðÿäîâ Ôóðüå
ðàññìîòðåíû â ìîíîãðàôèè Ë.Â.Æèæèàøâèëè [13] è Ì.È.Äüà÷åíêî [6].

Öåëü ðàáîòû. Èçó÷åíèå ñâîéñòâ ñõîäèìîñòè òðåóãîëüíûõ è ñåêòîðíûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì äâîéíûõ ðÿäîâ
Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå, ïî ñèñòåìàì Óîëøà è Õààðà. Èññëåäîâàíèå ïî÷òè âñþäó ðàñõîäÿùèõñÿ
ïåðåñòàíîâîê îäíîìåðíûõ ðÿäîâ Ôóðüå-Õààðà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèè è îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.
Âïåðâûå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ñâîáîäíûõ òðåóãîëüíûõ è ñåêòîðíûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì

äâîéíûõ ðÿäîâ Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå, ïî ñèñòåìàì Óîëøà è Õààðà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïî-
÷òè ïîëíîñòüþ ðåøàþò íåêîòîðûå âîïðîñû î ñõîäèìîñòè è ðàñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó òàêèõ ðÿäîâ ïî óêàçàííûì
ìåòîäàì ñóììèðîâàíèÿ.

1. Ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ f ∈ ∩1≤p<∞L
p(T2), äâîéíîé ðÿä Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîòîðîé ðàñ-

õîäèòñÿ ïî òðåóãîëüíûì ñóììàì ïî÷òè âñþäó.

2. Ïîëó÷åíà àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà òàêæå äëÿ ñåêòîðíûõ ñóìì.

3. Óñòàíîâëåíà ñóùåñòâîâàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè, îäíîìåðíûé ðÿä Ôóðüå-Õàððà êîòîðîé ðàñõî-
äèòñÿ ïî÷òè âñþäó ïîñëå íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè åãî ÷ëåíîâ.

4. Ïîñòðîåíà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, òðåóãîëüíûå ñóììû äâîéíîãî ðÿäà Ôóðüå-Óîëøà êîòîðîé ðàñõî-
äÿòñÿ ïî ïî÷òè âñþäó.

5. Äîêàçàíà, ÷òî òðåóãîëüíûå ñóììû äâîéíûõ ðÿäîâ Ôóðüå-Õààðà ôóíêöèé èç êëàññà L logL ñõîäÿòñÿ ïî÷òè
âñþäó.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ðàáîòû
ïðåäñòàâëÿþò òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ. Îíè ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ñâîéñòâ ñõî-
äèìîñòè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ ïî êëàññè÷åñêèì îðòîíîðìèðîâàííûì ñèñòåìàì.

Àïðîáàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ ïî
äåéñòâèòåëüíîìó àíàëèçó ôàêóëüòåòà Ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÅÃÓ, à òàêæå íà ñåìèíàðàõ ïî äåéñòâèòåëüíîìó
àíàëèçó â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Àðìåíèè.

Ïóáëèêàöèè Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû 3 ðàáîòû, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâîäèòñÿ â êîíöå àâòîðåôå-
ðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà
èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû èç 42 íàèìåíîâàíèé, ñîäåðæèò 70 ñòðàíèö òåêñòà.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â 1876 ãîäó ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Äþ-Áóà-Ðåéìîí [7] âïåðâûå ïîñòðîèë ïðèìåð íåïðåðûâíîé ôóíêöèè,
ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ â äàííîé òî÷êå. Â äàëüíåéøåì, äðóãèå ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ àíà-
ëîãè÷íûì ñâîéñòâîì ðàñõîäèìîñòè áûëè ïîñòðîåíû Ëåáåãîì è Ôåéåðîì. Â íà÷àëå 20-îãî âåêà Ëåáåã èçîáðåë
ñâîþ òåîðèþ èíòåãðàëà, êîòîðàÿ îòêðûëà íîâûå âîçìîæíîñòè â èññëåäîâàíèÿõ â òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå. Âîïðîñ î
ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå ôóíêöèé èç ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà ñòàë îäíîé èç ãëàâíûõ
ïðîáëåì â òåîðèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ. Â 1912 ãîäó À. Í. Ëóçèí [21] ðåøèâ çàäà÷ó Ôàòó, ïîñòðîèë ïðèìåð
òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà, êîòîðûé ðàñõîäèòñÿ âñþäó íà âåùåñòâåííîé îñè. Â 1923 ãîäó À. Í. Êîëìîãîðîâ [18]
ïîñòðîèë ïðèìåð ñóììèðóåìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöèè, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ âñþäó. Çàäà÷à î ñõîäèìîñòè
ïî÷òè âñþäó ðÿäîâ Ôóðüå ôóíêöèé èç êëàññà L2, ïîñòàâëåííàÿ Ëóçèíîì, äîëãîå âðåìÿ æäàëà ñâîåãî ðåøåíèÿ.
Ë. Êàðëåñîí [5] â 1966 ãîäó äàë ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòó çàäà÷ó.

Òåîðåìà A (Êàðëåñîí, 1966). Ðÿä Ôóðüå ëþáîé ôóíêöèè èç êëàññà L2 ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó.

Ýòà çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Êàðëåñîíà îòêðûëà íîâóþ ýïîõó â ðàçâèòèè òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå. Óñîâåðøåíñòâîâàâ
ìåòîä Êàðëåñîíà, Õàíò [15] äîêàçàë ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó ðÿäîâ Ôóðüå â êëàññàõ ôóíêöèé Lp, p > 1. Øåëèí
[27] óñòàíîâèë, ÷òî ñâîéñòâî ñõîäèìîñòè ï. â. ðÿäîâ Ôóðüå ñîõðàíÿåòñÿ è â áîëåå øèðîêîì êëàññå ôóíêöèé,
à èìåííî â êëàññå ôóíêöèé L log(L) log log(L). Â 2001 ãîäó Àíòîíîâ [2] óñèëèë ðåçóëüòàò Øåëèíà è äîêàçàë
ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà B (Àíòîíîâ, 2001). Ðÿä Ôóðüå ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L log(L) log log log(L) ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó.

Ýòà òåîðåìà â íàñòîÿùåå âðåìÿ äàåò ñàìûé øèðîêèé èçâåñòíûé êëàññ Îðëè÷à, ôóíêöèè êîòîðîãî îáëàäàþò
ñâîéñòâîì ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ðÿäîâ Ôóðüå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû Ñ. Â. Êîíÿãèí [19] äîêàçàë, ÷òî

Òåîðåìà C (Êîíÿãèí, 2000). Åñëè ôóíêöèÿ Φ(t) : [0,∞)→ [0,∞) òàêîâà ÷òî

lim sup
Φ(t)

t
√

log t/ log log t
=∞,

òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ èç êëàññà L(Φ), ðÿä ôóðüå êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ âñþäó.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòè òåîðåìû, äîïîëíÿþùèå äðóã äðóãà, ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè
ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî õàðàêòåðà, õàðàêòåðèçóþùèå êëàññ ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ðÿäîâ Ôóðüå, à
âîïðîñ î íàõîæäåíèå òî÷íîãî òàêîãî êëàññà âñå åùå îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Âîïðîñû ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ðÿäîâ Ôóðüå øèðîêî ðàññìîòðåíû òàêæå â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. Â îòëè÷èå
îò îäíîìåðíîãî, â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò êà÷åñòâåííî ðàçíûå òèïû ñõîäèìîñòè. Îãðàíè÷èìñÿ ëèøü
ðàññìîòðåíèåì äâîéíûõ ðÿäîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T = R/2π åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü, à T2 îçíà÷àåò åäèíè÷íûé òîð. Åñëè Φ(t) : [0,∞)→ [0,∞)
åñòü íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ(L)(T2) êëàññ èçìåðèìûõ ôóíêöèé f(x, y) íà òîðå T2, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó ∫

T2

Φ (|f(x, y)|) dxdy <∞.

Äëÿ äàííîé ôóíêöèè f ∈ L1(T2) ðàññìàòðèâàåòñÿ åå äâîéíîé ðÿä Ôóðüå

f(x, y) ∼
+∞∑

n,m=−∞
cnme

i(nx+my), (0.1)

ãäå

cnm = cnm(f) =
1

4π2

∫
T2

f(t, s)ei(nt+ms)dtds

åñòü êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f . Åñëè G ⊂ R2 åñòü íåêîòîðàÿ îáëàñòü, òî îáîçíà÷èì

SG(x, y, f) =
∑

(n,m)∈G

cnme
i(nx+my). (0.2)

Ñõîäèìîñòè è ðàñõîäèìîñòè äâîéíûõ ðÿäîâ Ôóðüå ïî ðàçíûì îáëàñòÿì ñóììèðîâàíèÿ ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò.
Îòìåòèì íåêîòîðûå èç íèç:

Òåîðåìà D (×. Ôåôôåðìàí, [8]). Åñëè P ⊂ R åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ìíîãîóãîëüíàÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî
êîîðäèíàò, òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lp(T2) ïðè p > 1 èìååì

lim
λ→+∞

SλP (x, y, f) = f(x, y) ï. â. , (0.3)

ãäå
λP = {(λx, λy) : (x, y) ∈ P}, λ > 0.
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Òåîðåìà E (Øåëèí, [27]). Åñëè ïðÿìîóãîëüíèê P ⊂ R2 ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ L(logL)3 log logL(T2) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (0.3) .

Â òîé æå ðàáîòå Øåëèí ðàññìàòðèâàë òàêæå ñëó÷àé, êîãäà P åñòü êâàäðàò. Èì óñòàíîâëåíî, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå ñõîäèìîñòü ï. â. èìååò ìåñòî â áîëåå øèðîêîì êëàññå ôóíêöèé, à èìåííî â L(logL)2 log logL(T2).

Òåîðåìà F (Òåâçàäçå, [30]). Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðÿìîóãîëüíèêîâ

R1 ⊂ R2 ⊂ R3 ⊂ . . . , ∪kRk = R2, (0.4)

ñòîðîíû êîòîðûõ ïàðàëëåíû îñÿì êîîðäèíàò, ÷àñòè÷íûå ñóììû SRk
(x, y, f) äâîéíîãî ðÿäà Ôóðüå ëþáîé ôóíê-

öèè f ∈ L2(T2) ñõîäÿòñÿ ï. â..

Ëþáîïûòíî îòìåòèòü, ÷òî Òåâçàäçå [30] â ñâîåé ðàáîòå óñòàíàâëèâàåò áîëåå îáùóþ òåîðåìó. À èìåííî, åñëè
îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {φn(x)}∞n=1, x ∈ (a, b), òàêîâà, ÷òî âñå ðÿäû

∞∑
n=1

anφn(x),

∞∑
n=1

a2
n <∞, (0.5)

ñõîäÿòñÿ ïî÷òè âñþäó, òî äâîéíûå ðÿäû

∞∑
n,m=1

anmφn(x)φm(y),

∞∑
n,m=1

a2
nm <∞,

ñõîäÿòñÿ ïî÷òè âñþäó ïî ëþáûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ïðÿìîóãîëüíèêîâ (0.4) .
Óñèëèâ òåîðåìó E, Àíòîíîâ óñòàíîâèë ñëåäóþùóþ òåîðåìó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìèì øèðîêèì èçâåñòíûì

êëàññîì ôóíêöèé, äâîéíûå ðÿäû Ôóðüå êîòîðûõ ñõîäÿòñÿ ï.â. ïî êâàäðàòàì.

Òåîðåìà G (Àíòîíîâ, [2]). Åñëè P ⊂ R2 åñòü êâàäðàò è f ∈ L(logL)2 log log logL(T2), òî èìååò ìåñòî
ñîîòíîøåíèå (0.3) .

Íàäî çàìåòèòü, ÷òî â òåîðåìàõ D-G ïîñëåäîâàòåëüíîñèòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì çàâèñÿò òîëüêî îò îäíîãî ïàðà-
ìåòðà, è â èõ äîêàçàòåëüñòàâàõ èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Êàðëåñîíà è åãî îäíîìåðíûå îáîáùåíèÿ. Èíûì ñâîéñòâîì
îáëàäàþò ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè÷íûå ñóììû

SNM (x, y, f) =
∑

|n|≤N,|m|≤M

cnme
i(nx+my), (0.6)

ãäå îáëàñòÿìè ñóììèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ âñåîçìîæíûå ïðÿìîóãîëüíèêè, ñòîðîíû êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû îñÿì êî-
îðäèíàò. Òàêèå ñóììû çàâèñÿò îò äâóõ íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ N , M è èõ ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè ñîâåðøåííî íå
ïîõîæè íà ñâîéñòâà ïðåäûäóùèõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Ýòîò ôàêò îáîñíîâûâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé:

Òåîðåìà H (×. Ôåôåðìàíà, [9]). Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f ∈ C(T2), ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè÷íûå
ñóììû ðÿäà Ôóðüå êîòîðîé ðàñõîäÿòñÿ âñþäó, òî÷íåå

lim sup
N,M→∞

|SNM (x, y, f)| =∞, (x, y) ∈ T2.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â âûøå ïðèâåäåííûõ òåîðåìàõ ñõîäèìîñòè äâîéíûõ ðÿäîâ Ôóðüå ðàññìàòðèâàþòñÿ
ìíîãîóãîëüíèêè, ñòîðîíû êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû ôèêñèðîâàííûì íàïðàâëåíèÿì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî òîæå
ÿâëÿåòñÿ âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì â ýòèõ òåîðåìàõ.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó òðåóãîëüíûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì äâîéíûõ ðÿ-
äîâ Ôóðüå, ïðè ýòîì îòíîøåíèÿ ñòîðîí ñóììèðóþùèõ òðåóãîëüíèõ îáëàñòåé íå ïîñòîÿííû. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
îáëàñòè ñëåäóþùèõ âèäîâ:

∆(a, b) =
{

(x, y) ∈ R2 : a|x|+ b|y| ≤ 1
}
, a, b > 0, (0.7)

W (α, β) ={(x, y) ∈ R2 : |x| = r cos θ, |y| = r sin θ, r ≥ 0, α ≤ θ ≤ β}, (0.8)

0 ≤ α < β ≤ π

2
,

Îáëàñòè âèäà (0.7) ïðåäñòàâëÿþò ðîìáû. Åñëè ∆ = ∆(a, b), òî îáîçíà÷èì

ρ(∆) =
max{a, b}
min{a, b}

.
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ßñíî, ÷òî ∆ áóäåò êâàäðàòîì, åñëè a = b èëè òî æå ñàìîå, ÷òî ρ(∆) = 1. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî êàæäàÿ îáëàñòü
(0.8) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ÷åòûðåõ ñåêòîðîâ âèäà

V (α, β) ={(x, y) ∈ R2
+ : x = r cos θ, y = r sin θ, r ≥ 0, α ≤ θ ≤ β}, (0.9)

0 ≤ α < β ≤ 2π,

ãäå R+ åñòü ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáëàñòåé Gk íàçîâåì ïîë-
íûì, åñëè ∪∞k=1Gk = R2.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ f ∈ ∩1≤p<∞L
p(T2) è ïîëíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ∆k, k =

1, 2, . . . , îáëàñòåé âèäà (0.7) , òàêèå, ÷òî ρ(∆k)→ 1 è èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim sup
k→∞

|S∆k
(x, y, f)| =∞ ï. â. íà T2.

×òîáû ñðàâíèòü ðåçóëüòàò òåîðåìû 1 ñ âûøå èçëîæåííûìè ïîëîæèòåëüíûìè ðåçóëüòàòàìè ïðèâåäåì ñëåäó-
þùåå ñëåäñòâèå âûøåóïîìÿíóòîãî îáùåãî ðåçóëüòàòà Ôåôôåðìàíà [8]. Êàê îòìå÷àåòñÿ â [8] îíî â òî æå âðåìÿ
ýêâèâàëåíòíî îáùåé òåîðåìå Ôåôôåðìàíà.

Òåîðåìà I (Ôåôôåðìàí). Åñëè ∆k, k = 1, 2, . . ., åñòü ïîëíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êâàäðàòîâ
âèäà (0.7) (ρ(∆k) = 1), òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lp(T2), p > 1, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim
k→∞

S∆k
(x, y, f) = f(x, y) ï. â. íà T2. (0.10)

Òåîðåìû 1 è I óòâåðæäàþò, ÷òî ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå óñëîâèÿ ρ(∆k) = 1 íà ρ(∆k)→ 1.
Óñëîâèå ρ(∆k)→ 1 îçíà÷àåò, ÷òî â áåñêîíå÷íîñòè ðîìáû ∆k "ïðåâðàùàþòñÿ"â êâàäðàòû. Òåîðåìà 1 ïîêàçûâàåò,
÷òî âñå ðàâíî ýòîãî íå äîñòàòî÷íî äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè (0.10) .

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ òàêæå äëÿ ñåêòîðíûõ ñóìì. Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ ïðè íåîãðàíè÷åííîé
îáëàñòè G ñóììà (0.2) íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, íî îíà îïðåäåëåíà ï.â. â ñëó÷àå f ∈ L2(T2).

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Wk, k = 1, 2, . . . , îáëàñòåé âèäà (0.7) ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ f ∈ ∩1≤p<∞L

p(T2) òàêàÿ, ÷òî

lim sup
k→∞

|SWk
(x, y, f)| =∞ ï. â. íà T2.

ßñíî, ÷òî îáëàñòè

∆(a, b) ∩ R2
+, (0.11)

W (α, β) ∩ R2
+, (0.12)

áóäóò, ñîîòâåòñòâåííî, òðåóãîëüíèêàìè è ñåêòîðàìè ñ âåðøèíàìè â íà÷àëå êîîðäèíàò. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî
äâîéíîé ðÿä Ôóðüå (0.1) âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f ∈ L(T2) èìååò çàïèñü â âåùåñòâåííîé ôîðìå (ïî ñèíóñàì
è êîñèíóñàì), a ñóììà (0.2) , ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåêîòîðîé ðîìáîâîé îáëàñòè (0.7) , ñîâïàäàåò ñ ñóììîé ÷ëåíîâ
äâîéíîãî âåùåñòâåííîãî ðÿäà Ôóðüå ñ íîìåðàìè èç òðåóãîëüíèêà (0.11) . Àíàëîãè÷íî, ñóììà ðÿäà (0.1) ïî
îáëàñòÿì (0.8) ïðåâðàùàþòñÿ ñóììû ïî ñåêòîðàì (0.12) â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì àáñîëþòíîé è áåçóñëîâíîé ñõîäèìîñòè îäíîìåðíûõ ðÿäîâ Ôóðüå-Õààðà.
Ñèñòåìà Õààðà ââåäåíà Õààðîì 1909 ãîäó â ñâîåé äèññåðòà÷èè [14]. Îíà øèðàêî èñïîëüçóåòñÿ íå òîëüêî â
òåîðèè ôóíêöèé, à òàêæå â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ
ñóìì ëþáîãî ðÿäà ïî ñèñòåìå Õààðà îáðàçóåò ìàðòèíãàë. Ñèñòåìà Õààðà à òàêæå åãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ
âàæíûì îáúåêòîì â òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå, òàê êàê îíè õîðîøî ïðèìåíÿåòñÿ âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ãàðìîíè÷åñêîãî
àíàëèçà. Â ÷àñòíîñòè ðåçóëüòàòû è ìåòîäû, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû âî âòîðîé ãëàâå, áóäóò ïðèìåíåíû â
òðåòåé ãëàâå. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðÿä Ôóðüå-Õààðà ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèé ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, à ðÿä
ñóììèðóåìîé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó. ×òî êàñàåòñÿ ïåðåñòàíîâêàì ðÿäîâ Õààðà, îíè êàê ìû óâèäåì
íèæå ìîãóò è ðàñõîäèòñÿ ï.â..

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=1

fn(x),

îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå E íàçîâåì áåçóñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ ïî÷òè âñþäó íà E, åñëè ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ
ï.â. ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå åãî ÷ëåíîâ.
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Îïðåäåëåíèå 2. Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {φn(x)}∞n=1, x ∈ (0, 1), íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ñõîäèìîñòè, åñëè
âñå ðÿäû (0.5) ñõîäÿòñÿ ïî÷òè âñþäó, è ýòó ñèñòåìó íàçîâåì ñèñòåìîé áåçóñëîâíîé ñõîäèìîñòè, åñëè ýòè
æå ðÿäû ñõîäÿòñÿ ïî÷òè âñþäó ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå èõ ÷ëåíîâ.

Èçâåñòíî, ÷òî âñå êëàññè÷åñêèå ñèñòåìû, â òîì ÷èñëå è ñèñòåìà Õààðà, ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìàìè ñõîäèìîñòè, íî íå
ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìàìè áåçóñëîâíîé ñõîäèìîñòè. Òî, ÷òî ñèñòåìà Õààðà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñõîäèìîñòè ïîëó÷àåòñÿ
èç òåîðåìû Ëåáåãà î äèôôåðåíöèðîâàíèè èíòåãðàëà. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû î áåçóñëîâíîé ñõîäèìîñòè ï.â. ðÿäîâ
Õààðà ïîëó÷åíû Ï. Ë. Óëüàíîâûì. Èì óñòàíîâëåíà

Òåîðåìà J (Óëüÿíîâ, [31]). Ñèñòåìà Õààðà íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé áåçóñëîâíîé ñõîäèìîñòè.

Ýòà òåîðåìà äðóãèìè ñëîâàìè îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ L2(0, 1), ðÿä Ôóðüå-Õààðà êîòîðîé
ðàñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ïîñëå íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè åãî ÷ëåíîâ. Âîïðîñ î òîì íàñòîëüêî "õîðîøèì"ìîãóò
áûòü ôóíêöèè ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè áûë èññëåäîâàí À. Ì. Îëåâñêèì [23]. Â ñâîåé ðàáîòå Îëåâñêèé ïîëó÷èë ñëå-
äóþùóþ îáùóþ òåîðåìó, êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò òàêæå, ÷òî íå ñóùåñòâóþò ïîëíûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì
áåçóñëîâíîé ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà K (Îëåâñêèé, [23]). Äëÿ ëþáîé ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû {φn(x)}∞n=1, x ∈ [0, 1], ñóùå-
ñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f ∈ C[0, 1], ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ïî ýòîé ñèñòåìå ïîñëå íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè
÷ëåíîâ íåîãðàíè÷åííî ðàñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Õààðà àáñîëþòïàÿ ñõîäèìîñòè ï.â. è áåçóñëîâíàÿ
ñõîäèìîñòü ï.â. ýêâèâàëåíòíû.

Òåîðåìà L (Óëüÿíîâ-Íèêèøèí, [22]). Äëÿ áåçóñëîâíîé ñõîäèìîñòè ï.â. íà ìíîæåñòâå E ⊂ (0, 1), m(E) > 0,
ðÿäà

∞∑
n=1

anχn(x)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ï.â. x ∈ E áûëà êîíå÷íà ñóììà

∞∑
n=1

|anχn(x)|.

Â ãëàâå 2 äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû, êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî áåçóñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü ï.â. ìîæåò íå âûïîëíÿòñÿ
äàæå äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Â ñëó÷àå ñèñòåìû Õààðà ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü äàæå õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé ôóíêöèåé íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî G ⊂ [0, 1], ñ |G| < ε, òàêîå, ÷òî

∞∑
k=1

|ak(IG)χk(x)| =∞ ï.â. íà [0, 1].

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1], ñ |E| < ε, òàêîå, ÷òî

∞∑
k=1

|ak(IE)χk(x)| =∞ ï.â. íà [0, 1] \ E.

Èç òåîðåìû 3 è òåîðåìû Óëüàíîâà-Íèêèøèíà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî G ⊂ [0, 1], ñ |G| < ε, òàêîå, ÷òî ðÿä

∞∑
k=1

ak(IG)χk(x)

íåîãðàíè÷åííî ðàñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ïîñëå íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè åãî ÷ëåíîâ.

Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 4 íåëüçÿ ïîëó÷èòü ðàñõîäèìîñòü ï.â. íà âñåì îòðåçêå [0, 1], òàê êàê èç îòêðûòîñòè
ìíîæåñòâà E ñëåäóåò áåçóñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü â ëþáîé òî÷êå x ∈ E. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî â
òåîðåìå Îëåâñêîãî èñêëþ÷èòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü è õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Òåîðåìà M. (Îëåâñêèé) Ïóñòü Φ = {ϕn}∞n=1 åñòü ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî G ⊂ [0, 1], ñ |G| < ε, òàêîå, ÷òî ðÿä

∞∑
k=1

ak(IE)ϕk(x)

íåîãðàíè÷åííî ðàñõîäèòñÿ ï.â..
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Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ïî÷òè âñþäó ñõîäèìîñòè è ðàñõîäèìîñòè òðåóãîëüíûõ ñóìì
äâîéíûõ ðÿäîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìàì Óîëøà è Õààðà. Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà Óîëøà ñâîèìè ñâîéñòâàìè ïîõîæà
íà òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó, íî åñòü è ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ. Ïîÿâëåíèå òåîðåìû Êàðëåñîíà ïîâëèÿëî
òàêæå íà ðàçâèòèå èññëåäîâàíèé âîïðîñîâ ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ðÿäîâ Ôóðüå-Óîëøà. Òåîðåìà àíàëîãè÷íàÿ
òåîðåìe Êàðëåñîíà áûëà óñòàíîâëåíà Áèëëàðäîì [4] â 1967 ãîäó. Äàëüíåéøåå èçó÷åíèå ñâîéñòâ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ
Óîëøà áûëî ñäåëàíî â ðàáîòàõ Øåëèíà [28], Àíòîíîâà [1] è Øåëèíà-Ñîðèÿ [29]. Íàèëó÷øèé èçâåñòíûé êëàññ,
îáåñïå÷èâàþùèé ñõîäèìîñòü ï.â. ðÿäîâ Ôóðüå-Óîëøà, óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà N (Àíòîíîâ, 2001). Ðÿä Ôóðüå-Óîëøà ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L log(L) log log log(L) ñõîäèòñÿ ïî÷òè
âñþäó.

×òî êàñàåòñÿ äâîéíûõ ðÿäîâ Ôóðüå-Óîëøà, òî îòìåòèì, ÷òî èç îáùåãî ðåçóëüòàòà Òåâçàäçå (òåîðåìà F)
ñëåäóåò àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî ñõîäèìîñòè òàêæå äëÿ ñèñòåìû Óîëøà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû âîïðîñ î ñõîäèìîñòè
ïî÷òè âñþäó êðàòíûõ ðÿäîâ Ôóðüå-Óîëøà ïî êóáàì â êëàññå ôóíêöèé Lp ïðè p < 2 âñå åùå îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Â ãëàâå 3 ìû ðàññìàòðèâàåì âîïðîñû ðàñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó äâîéíûõ ðÿäîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìàì Õààðà
è Óîëøà ïî íåðàâíîáåäðåííûì òðåóãîëüíûì è ñåêòîðíûì îáëàñòÿì.

Ïóñòü φ = {φn(x), n ∈ N} åñòü íåêîòîðàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà. Äëÿ äàííîé îáëàñòè G ⊂ R2
+ îáîçíà-

÷èì ÷åðåç

SG(x, y, φ, f) =
∑

(n,m)∈G

anmφn(x)φm(y), anm =

∫ 1

0

∫ 1

0

f(t, s)φn(t)φm(s)dtds,

÷àñòè÷íóþ ñóììó äâîéíîãî ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L1(R2) . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñåêòîðíûå è òðåóãîëüíûå
îáëàñòè

V (α, β) =
{

(n,m) : n,m ∈ N̄,
m

n
∈ (tanα, tanβ)

}
, 0 ≤ α < β ≤ π

2
,

∆(u, v) =
{
n,m ∈ N̄ :

n

v
+
m

u
≤ 1
}
, u, v > 0,

ãäå N̄ = N â ñëó÷àå ñèñòåìû Õààðà è N̄ = N ∪ {0}, âî âðåìÿ ñèñòåìû Óîëøà.

Îïðåäåëåíèå 3. Âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáëàñòåé Gk íàçîâåì ïîëíîé, åñëè

∪kGk = N̄2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç IF (x, y) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâî F ⊂ (0, 1)2, à ÷åðåç χ è w ñîîòâåòñòâåííî
áóäóò îáîçíà÷åíû ñèñòåìû Õààðà è Óîëøà.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå â òðåòåé ãëàâå.
Â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ óñòàíàâëèâàþòñÿ ÿâëåíèÿ àíàëîãè÷íûå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû äëÿ äâîé-

íûõ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Óîëøà. Â ïåðâîé èç íèõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñåêòîðíûå, à âî âòîðîé�òðåóãîëüíûå îáëàñòè.

Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáîé âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåêòîðîâ Vk ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî F ⊂ (0, 1)2

, äëÿ êîòîðîãî
lim sup
k→∞

|SVk
(x, y, w, IF )| =∞ ï.â. íà (0, 1)2.

Òåîðåìà 7. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî E ⊂ (0, 1)2, ñ |E| < ε, è âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé ∆k, òàêèå, ÷òî

lim sup
k→∞

|S∆k
(x, y, w, IE)| =∞ ï.â. íà (0, 1)2.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî â îòëè÷èå îò òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû è ñèñòåìû Óîëøà òðåóãîëü-
íûå ñóììû äâîéíûõ ðÿäîâ Ôóðüå-Õààðà âåäóò ñåáÿ õîðîøî â êëàññå ôóíêöèé L logL(0, 1)2.

Òåîðåìà 8. Åñëè f ∈ L log(L)(0, 1)2, òî

lim
u,v→∞

S∆(u,v)(x, y, χ, f) = f(x, y) ï.â. íà (0, 1)2.

Âîïðîñ, àíàëîãè÷íûé òåîðåìå 8, äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ñóìì ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ Îíèàíè [24, 25] è Êåìõàäçå
[17].

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò, ÷òî äâîéíûå ðÿäû Ôóðüå-Õààðà îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé ìîãóò ðàñõî-
äèòñÿ ïî÷òè âñþäó ïî âîçðàñòàþùèì ñåêòîðíûì îáëàñòÿì. Áîëåå òîãî, èìååì

Òåîðåìà 9. Åñëè Vk åñòü ïîëíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåêòîðîâ, òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî
F ⊂ (0, 1)2, òàêîå , ÷òî

lim sup
k→∞

|SVk
(x, y, χ, IF )| =∞ ï.â. íà (0, 1)2.
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Summary

Main results of the thesis are the following:

• There exists a function f ∈ ∩1≤p<∞L
p(T2) and a complete increasing sequence of triangular regions ∆k, k =

1, 2, . . . , such that ρ(∆k)→ 1 and

lim sup
k→∞

|S∆k
(x, y, f)| =∞ a.e. on T2.

• For an arbitrary sequence of regions Wk, k = 1, 2, . . . , of the form (0.8) there exists a function f ∈ ∩1≤p<∞L
p(T2)

such that
lim sup
k→∞

|SWk
(x, y, f)| =∞ a.e. on T2.

• For any ε > 0, there exists a set G ⊂ [0, 1] such that |G| < ε and

∞∑
k=1

|ak(IG)χk(x)| =∞ a.e. on [0, 1].

• For any ε > 0, there exists an open set E ⊂ [0, 1] such that |E| < ε and

∞∑
k=1

|ak(IE)χk(x)| =∞ a.e. on [0, 1] \ E.

• Let Φ = {ϕn}∞n=1 be a complete orthonormal system. Then for any ε > 0 there exists a set G ⊂ [0, 1] such that
|G| < ε and the series

∞∑
k=1

ak(IG)ϕk(x)

diverges unboundedly a.e. on [0,1].

• For an arbitrary sequence of sectors Vk, k = 1, 2, . . . there exists a set F ⊂ (0, 1)2 such that

lim sup
k→∞

|SVk
(x, y, w, IF )| =∞ a. e. on (0, 1)2.

• For any ε > 0, there exists a set E ⊂ [0, 1] and an increasing sequence of triangular regions ∆k, k = 1, 2, . . .,
such that

lim sup
k→∞

|S∆k
(x, y, w, IE)| =∞ a. e. on [0, 1].

• If f ∈ L log(L)(0, 1)2, then

lim
u,v→∞

S∆(u,v)(x, y, χ, f) = f(x, y) a. e. on (0, 1)2.

• If Vk, k = 1, 2, . . . is a complete increasing sequence of sectors, then there exists a measurable set F ⊂ (0, 1)2

such that
lim sup
k→∞

|SVk
(x, y, χ, IF )| =∞ a. e. on (0, 1)2.
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Am�o�um

Atenaxosu�yunum stacvel en het yal ardyunqner� `

• Goyu�yun uni f ∈ ∩1≤p<∞L
p(T2) funkcia  (0.7) tesqi ∆k, k = 1, 2, . . . , lriv a�o� tiruy�neri hajordakanu�yun

aynpisin, or ρ(∆k)→ 1  te�i uni

lim sup
k→∞

|S∆k
(x, y, f)| =∞ h. a. T2-um :

• Kamayakan Wk, k = 1, 2, . . . , (0.8) tesqi a�o� tiruy�neri hajordakanu�yan hamar goyu�yun uni f ∈
∩1≤p<∞L

p(T2) funkcia, aynpisin, or

lim sup
k→∞

|SWk
(x, y, f)| =∞ h. a. T2-um :

• Kamayakan ε > 0 �vi hamar goyu�yun uni G ⊂ [0, 1] bazmu�yun` |G| < ε, aynpisin, or

∞∑
k=1

|ak(IG)χk(x)| =∞ h. a. [0, 1]-um :

• Kamayakan ε > 0 �vi hamar goyu�yun uni E ⊂ [0, 1] bac bazmu�yun` |E| < ε, aynpisin, or

∞∑
k=1

|ak(IE)χk(x)| =∞ h. a. [0, 1] \ E-um :

• Dicuq Φ = {ϕn}∞n=1 lriv �r�onormavorva� hamakarg �: Ayd depqum kamayakan ε > 0 �vi hamar goyu�yun
uni G ⊂ [0, 1] bazmu�yun` |G| < ε, aynpisin, or

∞∑
k=1

ak(IE)ϕk(x)

�arq� ansahmana�ak taramitum � h.a. [0, 1] -um :

• Kamayakan Vk, k = 1, 2, . . . a�o� sektorneri hajordakanu�yan hamar goyu�yun uni F ⊂ (0, 1)2 bazmu�yun,
aynpisin, or

lim sup
k→∞

|SVk
(x, y, w, IF )| =∞ h. a. (0, 1)2-um :

• Kamayakan ε > 0 �vi hamar goyu�yun uni E ⊂ (0, 1)2 bazmu�yun` |E| < ε,  ∆k, k = 1, 2, . . . a�o�
e�ankyun tiruy�neri hajordakanu�yun, aynpisin, or

lim sup
k→∞

|S∆k
(x, y, w, IE)| =∞ h. a. [0, 1]-um :

• E�e f ∈ L log(L)(0, 1)2, apa

lim
u,v→∞

S∆(u,v)(x, y, χ, f) = f(x, y) h. a. (0, 1)2-um :

• E�e Vk, k = 1, 2, . . . lriv a�o� sektorneri hajordakanu�yun �, apa goyu�yun uni F ⊂ (0, 1)2 bazmu�yun,
aynpisin, or

lim sup
k→∞

|SVk
(x, y, χ, IF )| =∞ h. a. (0, 1)2-um :
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