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Общая характеристика работы

Актуальность темы. В диссертации исследуются некоторые свойства n-
периодических произведений групп и группы автоморфизмов центральных рас-
ширений n-периодических произведений циклических групп порядка n. Изуча-
ется также вопрос существования нетривиальных пар делителей нуля в целочис-
ленных групповых кольцах свободных периодических групп нечётного периода
n ≥ 665. Построены примеры неаменабельных простых групп ограниченного
периода.

Классические операции свободного и прямого произведения групп явля-
ются точными, ассоциативными, наследственными по подгруппам операциями
на классе всех групп. Говорят, что на классе групп K задана некоторая точ-
ная операция ◦, если каждому семейству групп Gi, i ∈ I из заданного класса
K сопоставлена некоторая группа G = ◦i∈IGi и заданы вложения Gi → G,
образами которых порождается группа G. При этом операция ◦ называется ас-
социативной, если множество I разбито на подмножества Ij , j ∈ J , таких что
группа G канонически изоморфна группе ◦j∈J(◦k∈IjGk). Если класс K замкнута
по подгруппам, то операция ◦ называется наследственной по подгруппам, если
для любых подгрупп Hi сомножителей Gi тождественные вложения Hi → Gi

продолжаются до вложения ◦-произведения семейства подгрупп {Hi}i∈I в ◦-
произведение ◦i∈IGi. А.И.Мальцевым был поставлен вопрос о существовании
отличной от свободного и прямого произведения ассоциативной, точной и на-
следственной по подгруппам операции на классе всех групп. Эта проблема была
отмечена также в монографии А.Г.Куроша «Теория групп».

В работе [1] С.И.Адяном было установлено, что с использованием неко-
торой модификации теории Новикова-Адяна, для каждого нечётного n ≥ 665

можно построить новые операции умножения групп. Построенные операции бы-
ли названы n-периодическими произведениями (периода n). n-периодическое
произведение определяется на классе всех групп (см. также [2], где разобран
случай групп, содержащих инволюции) и является факторгруппой свободного
произведения данного семейства групп Gα, α ∈ I по специально выбранной си-
стеме определяющих соотношений вида An = 1. В [1] были доказаны следующие
ключевые свойства n-периодического произведения: 1. каждое n-периодическое
произведение данного семейства групп Gα, α ∈ I является факторгруппой сво-
бодного произведения F =

∏∗
α∈I Gα по некоторой нормальной подгруппе L,

которая является нормальным замыканием некоторых слов вида An, A ∈ F ; 2.
Gα ∩ L = {1} для всех α ∈ I; 3. для всякого слова X ∈ F или Xn = 1 в фак-
торгруппе F/L, или X сопряжён в F/L некоторому элементу из Gα ⊂ F/L для
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некоторого α ∈ I.
Впоследствии оказалось, что n-периодические произведения обладают и

многими другими важными свойствами групп. Отметим, в частности, резуль-
тат работы [3], где доказано что «почти все» n-периодические произведения
являются хопфовыми группами, т.е. группами, всякие сюръективные эндомор-
физмы которых являются их автоморфизмами. В [4] доказано, что каждый
нормальный автоморфизм n-периодического произведения циклических групп
порядка r является внутренним автоморфизмом, если n делится на r.

Из определений n-периодического произведения и свободных периодиче-
ских групп следует, что свободная периодическая группа B(m, n) является n-
периодическим произведением m циклических групп порядка n. В частности,
любая группа многообразия всех периодических групп периода n является го-
моморфным образом n-периодического произведения некоторых циклических
групп.

В известной работе [5] доказано, что для любого конечного ранга m > 1

и нечётного n ≥ 665 группа B(m, n) неаменабельна и случайные блуждания
на группах B(m,n) невозвратны (решение проблемы Г.Кестена). Заметим, что
группы B(m,n) – первые примеры неаменабельных групп, удовлетворяющие
нетривиальному тождеству (а именно, тождеству xn = 1).

Более сильной формой неаменабельности является понятие равномерной
неаменабельности, введённое в совместной работе [6]. Известны некоторые клас-
сы равномерно неаменабельных групп. С другой стороны, существуют неаме-
набельные группы, которые не являются равномерно неаменабельными. В ра-
боте [7] доказано, что для каждого нечётного числа n > 1003 любая конеч-
но порождённая нециклическая подгруппа H свободной бернсайдовой группы
B(m,n) – равномерно неаменабельная группа.

Первые примеры неаменабельных групп без свободных подгрупп были по-
строены А.Ю.Ольшанским в [8] (контрпример к гипотезе фон Неймана). Эти
группы являются периодическими, но с неограниченно возрастающими поряд-
ками элементов.

Тем не менее, кажется, до последних пор не были известны примеры неа-
менабельных конечно порождённых простых групп ограниченного периода. Ис-
пользуя понятие n-периодического произведения, в диссертации доказано суще-
ствование простых неаменабельных групп ограниченного периода. В частности,
показано, что n-периодическое произведение двух циклических групп порядка
k, где (k, n) = 1, является 2-порождённой неаменабельной группой периода kn.

Продолжая исследование свойств периодических произведений периода n,
доказывается, что если множители Gα, α ∈ I свободного произведения F =
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∏∗
α∈I Gα не содержат инволюций и удовлетворяют условиям Gn

α = Gα для всех
α ∈ I, то F содержит единственную n-подгруппу.

Согласно классическому результату Виландта башня автоморфизмов G =

G0CG1C · · ·CGkC · · · любой конечной группы с тривиальным центром обрыва-
ется через конечное число шагов. Аналогичное утверждение не верно для всех
бесконечных групп (например, башня автоморфизмов бесконечной диэдраль-
ной группы бесконечно возрастает). В начале семидесятых Г. Баумслагом был
поднят вопрос об исследовании башен автоморфизмов абсолютно свободных и
некоторых относительно свободных групп. В частности, он сформулировал ги-
потезу о том, что башня автоморфизмов свободной группы конечного ранга
должна быть «очень короткой».

В 1975 году Дж.Дайер и Е.Форманек в [9] подтвердили гипотезу
Г.Баумслага доказав, что если F свободная группа конечного ранга > 1, то её
группа автоморфизмов Aut(F ) совершенна. Напоминаем, что группа называет-
ся совершенной, если её центр тривиален и все её автоморфизмы – внутренние.
Для свободных групп бесконечного ранга совершенность группы Aut(F ) дока-
зал В.Толстых в [10]. Ясно, что если группа автоморфизмов группы G0 с три-
виальным центром совершенна, то её башня автоморфизмов обрывается уже на
первом шагу.

Позднее, новые доказательства и разные обобщения результата работы [9]
были получены Е.Форманеком в [11], Д.Г.Храмцовым в [12], Р.Бридсоном и
К.Вогтманом в [13].

В работе Атабекяна [14] установлено, что для всех нечётных показателей
n ≥ 1003 при любом m > 1 группа внутренних автоморфизмов Inn(B(m,n)) –
единственная нормальная подгруппа группы Aut(B(m,n)), которая изоморфна
свободной бернсайдовой группе B(s, n) какого-либо ранга s ≥ 1. Из этого выте-
кает, что подгруппа внутренних автоморфизмов Inn(B(m,n)) является харак-
теристической подгруппой в Aut(B(m,n)) и, поэтому, группа автоморфизмов
Aut(B(m,n)) свободной бернсайдовой группы B(m,n) совершенна.

В диссертации рассматриваются группы автоморфизмов известных цен-
тральных расширений свободных бернсайдовых групп B(m,n) бесконечной цик-
лической группой. Эти группы, обозначаемые через A(m,n), построены и ис-
следованы в работах [15], [16]. Как доказано в [16], группы A(m,n) не имеют
кручения и любые две нетривиальные циклические подгруппы A(m,n) имеют
нетривиальное пересечение. Если в коммутативной группе пересечение любых
двух нетривиальных подгрупп бесконечно, то она изоморфна некоторой под-
группе аддитивной группы рациональных чисел. Это свойство можно считать
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характеристическим свойством аддитивной группы рациональных чисел, поэто-
му группы A(m,n) называют также некоммутативными аналогами аддитивной
группы рациональных чисел.

Одно из основных свойств групп A(m,n) заключается в том, что любой эле-
мент группы A(m,n) в степени n равен некоторой степени элемента d, порожда-
ющего центр группы, причём d имеет бесконечный порядок. Если к определяю-
щим соотношениям группы A(m,n) добавить ещё одно соотношение dk = 1, то
в полученной группе Ak(m,n) центр, порождаемый элементом d, будет иметь
порядок k. Группа Ak(m,n) обладает следующим интересным свойством: груп-
па Ak(m,n) допускает только дискретную топологию. Вопрос о существовании
нетопологизируемой счётной группы был поставлен А.А.Марковым и оставался
открытым несколько десятилетий.

В 2014 г. А.Созутов и Е.Дураков в работе [17] показали, что группы авто-
морфизмов групп A(m,n) не имеют инволюций. Это, по сути первая работа об
автоморфизмах этих групп. Поскольку центр каждой группы автоморфно до-
пустимая подгруппа (характеристическая подгруппа), то каждый автоморфизм
α группы A(m,n) естественным образом индуцирует автоморфизм α группы
B(m,n). Продолжая исследования в этом направлении, в диссертации показа-
но, что группа внутренних автоморфизмов группы A(m,n) является характе-
ристической подгруппой группы всех автоморфизмов при m > 1 и нечётных
n ≥ 1003.

Пара элементов A,B целочисленного группового кольца Z[G] группы G,
где AB = 0 и A,B 6= 0, называется тривиальной парой делителей нуля в Z[G],
если найдутся такие элементы X,Y ∈ Z[G] и элемент h ∈ G конечного порядка
n > 1, что либо A = X(1−h) и B = (1+h+ ...+hn−1)Y, либо A = X(1+h+ ...+

hn−1) и B = (1−h)Y. Когда G является циклической группой, тогда каждая пара
делителей нуля в Z[G] является тривиальной парой. Однако, если G является
нециклической периодической группой, то существование нетривиальных пар
делителей нуля в Z[G] не очевидно. В 1990 г. С.В.Иванов поставил вопрос (см.
[18], задача 11.36.д): Пусть m ≥ 2 и n � 1 нечётно. Верно ли, что каждая
пара делителей нуля в Z[B(m,n)] тривиальна?

В 2012 г. в работе [19] дано отрицательное решение этого вопроса, а
именно, построены нетривиальные пары делителей нуля в групповых кольцах
Z[B(m,n)] свободных периодических групп B(m,n) для всех нечётных периодов
n > 1010. Автору диссертации удалось значительно снизить границу показате-
лей n, для которых вопрос решается отрицательно.
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Цель работы.

1. Построение неаменабельных конечно порождённых простых групп ограни-
ченного периода.

2. Исследование n-подгрупп свободного произведения F =
∏∗

α∈I Gα семей-
ства групп Gα, α ∈ I, не содержащих инволюций и удовлетворяющих усло-
вию Gn

α = Gα для всех α ∈ I.

3. Изучение группы автоморфизмов известных центральных расширений
свободных бернсайдовых групп B(m,n) бесконечной циклической группой,
называемые также некоммутативными аналогами аддитивной группы ра-
циональных чисел.

4. Исследование нетривиальных пар делителей нуля в целочисленных груп-
повых кольцах Z[B(m,n)] свободных периодических групп B(m,n).

Методы исследования. В работе применяются различные методы ком-
бинаторной теории групп и теории n-периодических произведений, а также –
элементы теории Новикова-Адяна.

Научная новизна. Все результаты работы являются новыми.

Теоретическая и практическая ценность. Результаты работы име-
ют теоретический характер. Результаты диссертации могут быть использова-
ны при исследовании n-периодических произведений групп, при исследовании
неаменабельных групп, групповых колец и их делителей нуля, а также групп
автоморфизмов периодических групп и их центральных расширений.

Апробация полученных результатов. Основные результаты дис-
сертации были представлены на годичной научной конференции 2013 г.
Российско-Армянского (Славянского) университета, на семинаре "Теория
групп" Ереванского государственного университета, на международной конфе-
ренции “Алгебра и математическая логика, Казань-2014”, на международной
конференции “Мальцевские чтения, Новосибирск-2015”.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в четырёх
статьях и двух тезисах, список которых приводится в конце автореферата.

Структура и объём диссертации. Диссертация изложена на 68 стра-
ницах и состоит из введения, четырёх глав, содержащих 14 параграфов, и списка
литературы из 62 наименований.
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Содержание работы

Во введении приведён обзор результатов, связанных с темой диссертации
а также краткое описание содержания диссертации.

Содержание главы 1. В главе исследуется вопрос о существовании ко-
нечно порождённых неаменабельных простых групп ограниченного периода.

Группа G называется аменабельной, если для неё существует конечно-
аддитивная мера µ, определённая на σ-алгебре всех подмножеств группы G

и такая, что µ(G) = 1 и µ(gA) = µ(A) для всяких g ∈ G, A ⊂ G. Интересный
критерий аменабельности группы был получен Р.Григорчуком в 1978 г. в работе
[20]. Обозначим через Hn множество элементов длины n свободной группы Fm,
принадлежащих группе H. Число αH = lim

n→∞
n
√
|Hn| называется показателем

роста подгруппы H. Оно заключено в границы
√
2m− 1 < αH ≤ 2m− 1.

Согласно критерию Григорчука, группа Fm/H аменабельна тогда и только то-
гда, когда αH = 2m− 1. Одним из классических результатов о неаменабельных
группах является теорема 5 из работы [5] С.И.Адяна, утверждающая, что для
всех нечётных n ≥ 665 и m > 1 группы B(m,n) неаменабельны. Группы B(m,n)

– первые примеры неаменабельных групп, удовлетворяющие нетривиальному
тождеству и, тем самым, не содержат свободных подгрупп ранга 2. Тем самым,
эти группы являются контрпримерами к гипотезе фон Неймана. Отметим, что
первые примеры неаменабельных групп без свободных подгрупп были построе-
ны в [8]. Эти группы являются периодическими и простыми, но с неограниченно
возрастающими порядками элементов. В этих работах используется приведен-
ный выше критерий неаменабельности, полученный Григорчуком.

Основными результатами первой главы являются:
Теорема 1.1. n-периодическое произведение любого семейства групп Gi,

i ∈ I, без инволюций и удовлетворяющих равенству Gn
i = Gi является про-

стой неаменабельной группой.
Из этой теоремы, в частности, вытекаeт
Следствие 1.1 n-периодическое произведение любого семейства групп Gi,

i ∈ I, нечётного периода k, где (k, n) = 1, является простой неаменабельной
группой периода kn.

Следствие 1.2 Существуют 2-порождённые простые неаменабельные
группы ограниченного периода.
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Следствие 1.3 Если нечётное число r взаимно просто с нечётным чис-
лом n ≥ 1003, то n-периодическое произведение конечного числа циклических
групп периода r есть простая неаменабельная группа периода nr.

При доказательстве приведённых результатов используются следующие
леммы:

Лемма 1.1 Каждое слово над групповым алфавитом {a, a−1, b, b−1} из
бесконечной последовательности слов

X0 = a, Xi+1 = XibX
−1
i при i > 0,

не содержит квадратов непустых подслов.
Лемма 1.2 Каждое слово Ci (где через Ci (i ≥ 0) обозначаем несократи-

мую форму коммутатора [(ab)d, Xi (ab)
d X−1

i ] в группе B(2, n) ∗G1 ∗G2) явля-
ется элементарным периодом ранга 2 над свободным произведением G1 ∗ G2,
причём для любых i > j ≥ 0 слова Ci и C±1

j не сопряжены в ранге 1.

Содержание главы 2. Периодическим произведением показателя n се-
мейства групп {Gi}i∈I называется группа, получающаяся в результате добавле-
ния к соотношениям свободного произведения F =

∏
i∈I

∗Gi всех определяющих

соотношений вида An = 1, где A есть элементарный период некоторого ранга
α при определённой классификации периодических слов свободного произведе-
ния F и при этом слово An входит в некоторое минимизированное в ранге α−1

слово из класса M α−1 (см. определение п.8 [1])
По аналогии работы [21], где определено понятие так называемой n-

подгруппы, подгруппу L свободного произведения F =
∏∗

α∈I Gα назовём n-
подгруппой, если она удовлетворяет условиям:

1. L является нормальным замыканием некоторых слов вида An, A ∈ F ;
2. Gα ∩ L = {1} для всех α ∈ I;
3. для всякого слова X ∈ F или Xn = 1 в факторгруппе F/L, или X

сопряжён в F/L некоторому элементу из Gα ⊂ F/L для некоторого α ∈ I.
Доказаны следующие основные утверждения.
Теорема 2.1 Пусть n ≥ 665 произвольное нечётное число, а множите-

ли Gα, α ∈ I свободного произведения F =
∏∗

α∈I Gα не содержат инволюций и
удовлетворяют условиям Gn

α = Gα для всех α ∈ I. Тогда F содержит един-
ственную n-подгруппу.

Следствие 2.1 В классе всех групп G не содержащих инволюций и удо-
влетворяющих условию Gn = G n-периодическое произведение совпадает с n̄-
периодическим произведением для всех нечётных периодов n ≥ 665.
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Для доказательства основной теоремы главы 2, элементарные периоды, ко-
торые определяются совместной индукцией, делятся на два класса и на основе
этой классификации строится некоторая вспомогательная группа ΓL, зависящая
от заданной нормальной n-подгруппы L. В ходе доказательства нами использу-
ются также следующие леммы:

Лемма 2.1 Для всякого непустого слова X ∈ Aα, можно указать такое
слово S и такое слово Y , что выполнено соотношение X = SY S−1 в ранге
α, где Y либо есть элемент одной из групп Gi, либо имеет вид Ar, где A –
отмеченный элементарный период некоторого ранга γ ≤ α + 1 и Aq входит в
некоторое слово из множества M γ−1.

Лемма 2.3 Если A есть элементарный период не первого типа некото-
рого ранга γ ≥ α и Aq входит в некоторое слово из класса M γ−1, то A имеет
бесконечный порядок в ΓL.

Содержание главы 3. В главе 3 мы исследуем автоморфизмы некомму-
тативного аналога аддитивной группы рациональных чисел.

Рассматриваемые нами группы являются центральными расширениями
свободных периодических групп B(m,n) бесконечной циклической группой и
обозначаются через A(m,n). Группа A(m,n) имеет следующее задание:

A(m,n) = 〈a1, a2, ...am, d | ajd = daj и An = d

для всехAn ∈
∞⋃
i=1

Ei и 1 ≤ j ≤ m〉, (1)

где n ≥ 665 – произвольное нечётное число, m > 1, а для каждого ранга i

множество Ei состоит из периодических слов ранга i вида An с элементарными
периодоми A, таких что при некоторых P , Q имеет место включение PAnQ ∈
M i, причём, если An, Bn ∈ Ei, то периоды A и B±1 не сопряжены.

Одно из основных свойств групп A(m,n) заключается в том, что любой эле-
мент группы A(m,n) в степени n равен некоторой степени элемента d, порож-
дающего центр группы, причём d имеет бесконечный порядок. Группа B(m,n)

изоморфна факторгруппе группы A(m,n) по центру, которая является цикли-
ческой группой порождённой элементом d. Поскольку центр каждой группы
автоморфно допустимая подгруппа (характеристическая подгруппа), то каж-
дый автоморфизм α группы A(m,n) естественным образом индуцирует авто-
морфизм α группы B(m,n) и, таким образом, возникает каноничекий гомомор-
физм f : Aut(A(m,n)) → Aut(B(m,n)). Доказывается

Лемма 3.1 Естественный гомоморфизм f : Aut(A(m,n)) → Aut(B(m,n))

определенный формулой f(α) = α не является сюрьективным гомоморфизмом.
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Лемма 3.2 Если f(φ) является внутренним автоморфизмом группы
B(m,n), то φ является внутренним автоморфизмом группы A(m,n).

Основным результатом данной главы является следующая теорема:
Теорема 3.1 Группа внутренних автоморфизмов группы A(m,n) являет-

ся характеристической подгруппой группы всех автоморфизмов Aut(A(m,n))

группы A(m,n) для всех m > 1 и нечётных n ≥ 1003.
В ходе доказательства существенно используется следующая лемма.
Лемма 3.3 Пусть Φ – произвольный автоморфизм группы Aut(A(m,n)).

Обозначим Φ(Inn(A(m,n))) = H. Тогда Inn(A(m,n)) ∩H 6= {1}.
Также нами исследуются некоторые свойства множества

P = {a ∈ A(m,n) | ia ∈ H}.

Из соотношения ia ◦ (ib)−1 = iab−1 следует, что если a, b ∈ P , то ab−1 ∈ P ,
т.е. P – подгруппа группы A(m,n).

Доказана следующая лемма.
Лемма 3.4 Для подгруппы P справедливы следующие утверждения:
(1) подгруппа P нормальна в A(m,n),
(2) для любого φ ∈ H подгруппа P – φ-инвариантна, т.е. Pφ = P (через

Pφ обозначен образ множества P при автоморфизме φ),
(3) для каждого автоморфизма φ ∈ H и для любого элемента a ∈ P

элемент a aφaφ
2 · · · aφn−1

принадлежит центру группы A(m,n),
(4) для любого элемента a ∈ A(m,n) и для каждого автоморфизма φ ∈ H

имеет место включение a−1aφ ∈ P .
Мы используем также следующие леммы.
Лемма 3.5 (см. [22][следствие 1]) Пусть n ≥ 1003 – произвольное нечётное

число и N – нетривиальная нормальная подгруппа свободной бернсайдовой
группы B(m,n) произвольного ранга m. Тогда, если N изоморфна некоторой
свободной бернсайдовой группе B(r , n), то N = B(m, n).

Лемма 3.6 (см. [23][следствие 2]) Пусть ϕ такой автоморфизм группы
B(m,n), что Nϕ = N для каждой нормальной подгруппы N ∈ Mn, где n ≥ 1003

– произвольное нечётное число. Тогда ϕ – внутренний автоморфизм.
Лемма 3.7 Пусть ϕ : G → G произвольный автоморфизм и N такая

нормальная подгруппа группы G, что факторгруппа G/N является неабелевой
простой группой. Тогда, если подгруппы N, Nϕ , ..., Nϕk−1

– попарно различные,

а Nϕk

= N , то факторгруппа G/
k
∩
i=1

Nϕi

разлагается в прямое произведение
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своих нормальных подгрупп Nj/
k
∩
i=1

Nϕi

, j = 1, 2, ..., k, где Nj =
k
∩
i=1
i6=j

Nϕi

и каж-

дая факторгруппа Nj/
k
∩
i=1

Nϕi

изоморфна группе G/N .

Содержание главы 4. В этой главе нами был улучшен результат
С.В.Иванова и Р.Михайлова о существовании нетривиальных пар делителей ну-
ля в групповом кольце Z[B(m,n)] группы B(m,n), изложенный в [19].

Для данной группы G обозначим через Z[G] групповое кольцо группы G

над кольцом целых чисел. Если h ∈ G является элементом конечного порядка
n > 1 и X,Y ∈ Z[G], то в групповом кольце Z[G] имеем следующие равенства

X(1− h) · (1 + h+ ...+ hn−1)Y = 0, (2)

X(1 + h+ ...+ hn−1) · (1− h)Y = 0. (3)

Следовательно, X(1 − h) и (1 + h + ... + hn−1)Y , X(1 + h + ... + hn−1) и
(1− h)Y левые и правые делители нуля в групповом кольце Z[G] (если ни один
из них не равен 0), которых мы называем тривиальной парой делителей нуля,
связанных с данным элементом h ∈ G конечного порядка n.

Таким образом, пара A,B ∈ Z[G], где AB = 0 и A,B 6= 0, являет-
ся тривиальной парой делителей нуля в Z[G], если найдутся такие элементы
X,Y ∈ Z[G] и элемент h ∈ G конечного порядка n > 1, что либо A = X(1 − h)

и B = (1 + h+ ...+ hn−1)Y , либо A = X(1 + h+ ...+ hn−1) и B = (1− h)Y .
С.В.Иванов поставил вопрос (см. [18], задача 11.36.д): Пусть m ≥ 2 и n � 1

нечётно. Верно ли, что каждая пара делителей нуля в Z[B(m,n)] тривиальна,
т.е. если AB = 0 в Z[B(m,n)], то A = XC, B = DY , где X,Y,C,D ∈ Z[B(m,n)]

такие, что CD = 0 и множество supp(C) ∪ supp(D) содержится в циклической
подгруппе группы B(m,n)?

В 2012 г. С.В.Иванов и Р.Михайлов в [19] дали отрицательное решение это-
го вопроса, построив нетривиальные пары делителей нуля в Z[B(m,n)] для всех
нечётных периодов n > 1010. Модификация приведённой в [19] доказательства
позволяет значительно снизить границу показателей n, для которых вопрос ре-
шается отрицательно. Справедлива следующая теорема.

Теорема 4.1 Пусть B(m,n) свободная бернсайдова группа ранга m ≥ 2,
n ≥ 665 - произвольное нечётное число и a1, a2 - свободные порождающие груп-
пы B(m,n). Обозначим c = a1a2a

−1
1 a−1

2 и пусть A = (1 + c + ... + cn−1)(1 −
a1a2a

−1
1 ), B = (1−a1)(1+a2+ ...+an−1

2 ). Тогда AB = 0 в Z[B(m,n)] и пара A,B
является нетривиальной парой делителей нуля в целочисленном групповом
кольце Z[B(m,n)] группы B(m,n).

12



Отметим, что доказательство этой теоремы основано на лемме, которая
доказана в работе [19].

Напомним, что подгруппа K группы G называется антинормальной, если
для каждого элемента g ∈ G \K имеет место равенство gKg−1 ∩K = {1}.

Лемма 4.2 (см. лемма 2, [19]) Предположим, что G является группой,
a, b ∈ G, d = aba−1, элементы c = aba−1b−1 и b имеют порядок n > 1, цикличе-
ские подгруппы 〈c〉, 〈abi〉 являются нетривиальными антинормальными под-
группами и d /∈ 〈c〉, cjd /∈ 〈abi〉 для всех i, j ∈ {0, 1, ..., n− 1}. Тогда невозможны
равенства вида CD = 0,

(1 + c+ ...+ cn−1)(1− d) = XC, (1− a)(1 + b+ ...+ bn−1) = DY,

где X,Y ∈ Z[G], C,D ∈ Z[H], H является циклической подгруппой в G.
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AM�O�UM

AR�UR EREMI GRIGORYAN

XMBERI n-PARBERAKAN ARTADRYALNERI

EV DRANC KENTRONAKAN �NDLAYNUMNERI

ORO
 HATKU�YUNNERI MASIN

Atenaxosu�yunum usumnasirvum en n-parberakan artadryal{

neri oro� hatku�yunner: Usumnasirvum en na n-rd kargi

ciklik xmberi n-parberakan artadryalneri haytni kentronakan

�ndlaynumner� anverj ciklik xmbov u dranc avtomorfizmneri xmber�:

Hetazotvum en azat parberakan xmberi ambo�ja�iv xmbayin

��aknerum zroyi o� trivial ba�anararneri goyu�yan harc�: Na 

ka�ucvum en sahmana�ak parberu�yun uneco� o� amenabel parz

xmberi �rinakner:

G xumb� ko�vum � amenabel xumb, e�e dra hamar goyu�yun

uni verjavor-aditiv µ �a�` oro�va� xmbi bolor en�abazmu�yunneri

σ-hanraha�vi vra, ori hamar µ(G) = 1  µ(gA) = µ(A) bolor g ∈ G

tarreri  A ⊂ G en�abazmu�yunneri hamar:

O� amenabel xmberi masin dasakan ardyunqneric mek� S.Adyani

�eoremn � ayn masin, or bolor kent n ≥ 665  m > 1 �veri hamar

azat parberakan B(m,n) xmber� o� amenabel en: A.�l�anskin ka�ucel

� o� amenabel xmberi ayl �rinakner: Nra ka�uca� xmber� kam a�anc

olorman parz xmber en, kam �l` parberakan parz xmber en, sakayn ayd

xmber� �unen verjavor parberu�yun:

Xmberi {Gi}i∈I �ntaniqi n-parberakan artadryal ko�vum � ayn

xumb�, or� stacvum � F =
∏
i∈I

∗Gi azat artadryalic dra oro�i�

a�n�u�yunnerin avelacnelov An = 1 tesqi bolor a�n�u�yunner�, orte�

A-n or � �angi tarrakan parberu�yun �  An-� M α−1 bazmu�yan

in�-or ba�i en�aba� �:

Atenaxosu�yunum stacvel en het yal ardyunqner�:

• Involyucia �parunako�  Gn
i = Gi,i ∈ I , havasaru�yunnerin

bavararo� xmberi kamayakan Gi, i ∈ I �ntaniqi n-parberakan

artadryal� o� amenabel parz xumb �:

•Trva� k kent parberu�yun uneco� xmberi kamayakan Gi, i ∈ I ,

�ntaniqi n-parberakan artadryal� kn sahmana�ak parberu�yamb

o� amenabel parz xumb �, e�e k-n  n-� �oxadar�abar parz �ver en:
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Masnavorapes.

•E�e r kent �iv� �oxadar�abar parz � n ≥ 1003 kent �vi het, apa

verjavor �vov r karg uneco� ciklik xmberi n-parberakan artadryal�

nr parberu�yamb o� amenabel parz xumb �:

•Dicuq n ≥ 665 kamayakan kent �iv �  F =
∏∗

α∈I Gα azat

artadryali Gα, α ∈ I artadri�ner� bavararum en Gn
α = Gα paymanin

bolor α ∈ I hamar: Ayd depqum F azat artadryal� parunakum � miak

N normal en�axumb, or 1) N ∩ Gi = {1}, 2) N en�axumb� Cn ∈ F tesqi

ba�eri in�-or bazmu�yan normal �akuy� �  e�e X ∈ N tarr� F/N-um

hamalu� �� Gi komponentneric vercra� or � tarri, apa F/N qanord

xmbum te�i uni Xn = 1 havasaru�yun�:

Atenaxosu�yunum hetazotvum en na �acional �veri aditiv

xmbi o� kommutativ analogneri` A(m,n) xmberi avtomorfizmner�:

A(m,n) xmbern unen het yal nerkayacum�.

A(m,n) = 〈a1, a2, ...am, d | ajd = daj An = d An ∈
∞⋃
i=1

Ei 1 ≤ j ≤ m〉,

orte� n ≥ 665 kamayakan kent �iv �, m > 1, isk yuraqan�yur i

�angi hamar Ei bazmu�yun� ba�kaca� � bolor i �angi An parberakan

ba�eric, orte� A tarrakan ba� �, aynpisin, or in�-or P , Q ba�eri

hamar te�i uni PAnQ ∈ M i, �nd orum, e�e An, Bn ∈ Ei, apa A  B±1

hamalu� �en: Apacucvum �, or

• A(m,n) xmbi nerqin avtomorfizmneri xumb� bolor

avtomorfizmneri Aut(A(m,n)) xmbi bnu�agri� en�axumb � bolor

m > 1  kent n ≥ 1003 �veri hamar:

Tvyal G xmbi hamar n�anakenq Z[G]-ov G xmbi ambo�ja�iv xmbayin

��ak�: Tarreri A,B ∈ Z[G] zuyg�, orte� AB = 0  A,B 6= 0, ko�vum � 0-i

trivial ba�anararneri zuyg Z[G]-um, e�e goyu�yun unen X,Y ∈ Z[G]

 h ∈ G verjavor n > 1 kargi tarr aynpisiq, or kam A = X(1 − h)  

B = (1 + h+ ...+ hn−1)Y , kam A = X(1 + h+ ...+ hn−1)  B = (1− h)Y :

1990 �. S.Ivanovn a�ajadrel �r het yal xndir�. dicuq m ≥ 2  n � 1

kent �. ardyo?q azat parberakan xmbi Z[B(m,n)] xmbayin ��aki zroyi

ba�anararneri yuraqan�yur zuyg trivial �:

Apacucvum �, or

• Kamayakan kent n ≥ 665 �vi hamar Z[B(m,n)] xmbayin ��akum

goyu�yun unen zroyi o� trivial ba�anararneri zuyger (m > 1):
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SUMMARY

ARTUR YEREM GRIGORYAN

ON SOME PROPERTIES

OF n-PERIODIC PRODUCTS

OF GROUPS AND THEIR CENTRAL EXPANSIONS

The dissertation is devoted to the study of some properties of n-periodic
products. We also have obtained some results about known central expansions of
n-periodic products by infinite cyclic group and their automorphisms groups. In
dissertation also investigated the question about the existence of non-trivial zero-
divisors in group rings of free periodic groups over the integers. Also constructed
examples of simple non-amenable groups of bounded periods.

A group G is called an amenable group, if there exists such finite-additive
measure µ on σ-algebra of all subsets of G such that µ(G) = 1 and µ(gA) = µ(A)

for all g ∈ G and A ⊂ G.
The S.Adyan’s theorem is a one of the classical results about non-amenable

groups. According to this theorem the free periodic groups B(m,n) are non-amenable
for all odd n ≥ 665 and m > 1. A.Ol’shanskii constructed other examples of non-
amenable groups. Constructed by him groups are either simple torsion-free groups
or periodic simple groups, but these groups do not have finite period.

The n-periodic product of the family of groups {Gi}i∈I is called the group
which is obtained from free product F =

∏
i∈I

∗Gi by adding all defining relation of

the form An = 1, where A is an elementary period of some rank and An is subword
of some word from set M α−1.

The following results were obtained in the dissertation:
• The n-periodic product of any family of groups Gi, i ∈ I without involution

and satisfying equalities Gn
i = Gi, i ∈ I is a non-amenable simple group.

• The n-periodic product of any family of groups Gi, i ∈ I of the given odd
period k is a non-amenable simple group of finite period kn, if k and n are coprime
numbers.

Particularly:
• If r and n ≥ 1003 are coprime odd numbers, then n-periodic product a finite

family of finitely generated groups of period r is a non-amenable simple group of
period nr.

• Let n ≥ 665 be an odd number and multipliers Gα, α ∈ I of free product
F =

∏∗
α∈I Gα satisfy the equality Gn

α = Gα for all α ∈ I. Then the free product F
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contains only one normal subgroup N such that 1) N ∩Gi = {1}, 2) subgroup N is
the normal closure of some words Cn ∈ F and if element X ∈ N is not conjugated
to an element from components Gi, then the equality Xn = 1 holds in the quotient
group F/N .

In the dissertation also investigated the automorphisms of the groups A(m,n)

which are non-commutative analogues of additive group of rational numbers. The
groups A(m,n) have the following representation:

A(m,n) = 〈a1, a2, ...am, d | ajd = daj and An = d for allAn ∈
∞⋃
i=1

Ei and 1 ≤ j ≤ m〉,

where n ≥ 665 is an arbitrary odd number, m > 1, and for every rank i the set
Ei contains all periodic words An off rank i such that for some words P , Q take
place PAnQ ∈ M i. Besides, if An, Bn ∈ Ei, then A and B±1 are not conjugate. It
is proved, that

• The inner automorphisms group of the group A(m,n) is characteristic
subgroup in the automorphisms group Aut(A(m,n)) for all m > 1 and odd n ≥ 1003.

For a given group G denote by Z[G] the group ring of G over the integers. Pair
of elements A,B ∈ Z[G], where AB = 0 and A,B 6= 0, is called a trivial pair of zero-
divisors in Z[G], if there are X,Y ∈ Z[G] and element h ∈ G of finite order n > 1

such that A = X(1−h) and B = (1+h+ ...+hn−1)Y , or A = X(1+h+ ...+hn−1)

and B = (1− h)Y

S.Ivanov in 1990 asked the following question: Suppose m ≥ 2 and n � 1 is
odd. Is it true, that every pair of zero-divisors in Z[B(m,n)] is trivial?

It is proved, that
• There are non-trivial pairs of zero-divisors in the group rings Z[B(m,n)] for

any m > 1 and odd n ≥ 665.
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