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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ îäíîìåðíûõ è êâàçè-îäíîìåðíûõ ñè-

ñòåì. Â ÷àñòíîñòè, èññëåäîâàíà óãëîâàÿ ÷àñòü ìîäåëè Êàëîäæåðî, êîòîðàÿ

ñàìà çàäà¼ò èíòåãðèðóåìóþ ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó íà ìíîãîìåðíîé ñ�åðå.

Ïîñòðîåíû èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ïîëó÷åííîé ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû. Èññëåäî-

âàíà òàêæå ñèñòåìû ñïèíîâ íà ëåñòíè÷íîé ðåø¼òêå ñ äîïîëíèòåëüíûìè äèà-

ãîíàëüíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, èçó÷åíà åå �àçîâàÿ äèàãðàì-

ìà ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå. Äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ

ýòîé ñèñòåìû èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿ òåîðåìû Ëèáà-Ìàòòèñà

îá àíòè�åððîìàãíèîòíîì óïîðÿäî÷åíèÿ ìèíèìàëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè. Ýòà

ïðîáëåìà èññëåäîâàíà òàêæå äëÿ îáîáù¼ííîé îäíîìåðíîé ìîäåëè Õàááàðäà

ñ ðàñøèðåííîé óíèòàðíîé ñèììåòðèåé. Ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå

èíòåãðèðóåìûå îáîáùåíèÿ ìîäåëè Õàááàðäà.

Àêòóàëüíîñòü

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ äîñòèãíóò çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â èññëåäîâàíèè

íèçêîðàçìåðíûõ ñèñòåì ñ âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó ÷àñòèöàìè. Îáúÿñíÿåòñÿ

ýòî òåì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ìíîãèå âàæíûå ý��åêòû, êîòîðûå øèðîêî èññëåäó-

þòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ è äî ñèõ ïîð íå íàõîäÿò äîñòàòî÷íî óäîâëåòâîðèòåëü-

íîãî îáúÿñíåíèÿ â ðàìêàõ áîëåå èëè ìåíåå çàâåðøåííîé òåîðèè, ÿâëÿþòñÿ

ý��åêòèâíî íèçêîðàçìåðíûìè. Âî-âòîðûõ, îäíîìåðíûå, êâàçè-îäíîìåðíûå è

äâóìåðíûå ñèñòåìû ïðîùå òð¼õìåðíûõ ñèñòåì, ïîýòîìó îíè ëåã÷å ïîääàþòñÿ

èçó÷åíèþ êàê àíàëèòè÷åñêèìè, òàê è ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Â òðåòüèõ, íåêî-

òîðûå ñâîéñòâà ñèñòåì â ðàçëè÷íûõ èçìåðåíèÿõ èìåþò îáùèå ÷åðòû. Â ÷åò-

â¼ðòûõ, â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ðåçóëüòàòå òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîãðåññà â îáëàñòè

íàíîòåõíîëîãèè, êâàíòîâûõ òî÷åê, îïòè÷åñêèõ ðåø¼òîê ñòàëî âîçìîæíûì íå

òîëüêî ïîëó÷åíèå äîñòàòî÷íî ÷èñòûõ îäíîìåðíûõ è êâàçè-îäíîìåðíûõ ñòðóê-

òóð, íî è ñèíòåç êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåø¼òîê èç èñêóññòâåííûõ àòîìîâ ñ çàðàíåå

çàäàííîé ñòðóêòóðîé.

Â îäíîìåðèè ïàðíîå âçàèìîäåéñòâèå ñ ïîòåíöèàëîì, îáðàòíî ïðîïîðöèî-

íàëüíûì êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ, çàäà¼ò èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ èç-

âåñòíà êàê ðàöèîíàëüíàÿ ìîäåëü Êàëîäæåðî [1℄. Îíà âìåñòå ñ å¼ ðàçëè÷íûìè

îáîáùåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íåìíîãèõ ìíîãî÷àñòè÷íûõ èíòåãðèðóåìûõ

ñèñòåì ñ âçàèìîäåéñòâèåì, èìååò ìíîæåñòâî ïðèëîæåíèé â ñîâðåìåííîé �è-

çèêå è äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷åíà â ëèòåðàòóðå (ñì. îáçîðû [2, 3℄) . Êâàí-
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òîâàÿ ñèñòåìà Êàëîäæåðî îïèñûâàåò ñâîáîäíûå ÷àñòèöû ñ äðîáíîé ñòàòèñòè-

êîé, òèï êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñèëîé âçàèìîäåéñòâèÿ [4℄. Êðîìå òîãî, âàðè-

àöèîííîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå äðîáíîãî êâàíòîâîãî ý��åêòà Õîëëà, èçâåñòíîå

êàê ñîñòîÿíèå Ëà�ëèíà [5℄, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðóþ äå�îðìà-

öèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ýòîé ìîäåëè [6℄. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ óãëîâàÿ

÷àñòü ìîäåëè Êàëîäæåðî, êîòîðàÿ ñàìà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìîé.

Ïîñëåäíÿÿ îïèñûâàåò ÷àñòèöû íà ìíîãîìåðíîé ñ�åðå â ïîëå ñëîæíîãî ïî-

òåíöèàëà, êîòîðûé îáîáùàåò ïîòåíöèàëà Õèããñà íà ñ�åðå [7℄.

Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì �èçèêè êîíäåíñèðîâàííûõ ñðåä ÿâëÿåòñÿ èçó-

÷åíèå ñâîéñòâ ñèëüíî êîððåëèðîâàííûõ ìàòåðèàëîâ, ãäå êàæäûé àòîì ñîäåð-

æèò ëîêàëèçîâàííûå îðáèòàëè ñ ñèëüíûì êóëîíîâñêèì è îáìåííûì âçàèìî-

äåéñòâèåì. Ïðîñòåéøåé òàêîé ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Õàááàðäà, êîòîðàÿ

îïèñûâàåò ïåðåõîä ìåæäó ïðîâîäÿùèì è äèýëåêòðè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿìè. Îíà

ÿâëÿåòñÿ ðåø¼òî÷íîé �åðìèîííîé ìîäåëüþ ñ ïåðåñêîêàìè ýëåêòðîíîâ íà ñî-

ñåäíèå óçëû, è êóëîíîâñêèì îòòàëêèâàíèåì äâóõ ýëåêòðîíîâ â îäíîì óçëå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû òàêæå ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ

ìîäåëè Õàááàðäà äëÿ ìíîãîçîííûõ ýëåêòðîííûõ ñèñòåì â ïðèñóòñòâèè äî-

ïîëíèòåëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåñêîêè ýëåêòðîíîâ,

ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíûõ ñèììåòðèé è ò. ä. Â ïðåäåëå ñèëüíîãî êóëî-

íîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîäåëü Õàááàðäà ïåðåõîäèò â ìîäåëü �àéçåíáåðãà,

êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ñïèíîâ â óçëàõ ðåøåòêè ñ îáìåííûì

âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó ñîñåäíèìè ñïèíàìè. Îíà, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòåéøåé ñèñòåìîé âçàèìîäåéñòâóþùèõ êâàíòîâûõ ñïèíîâ. Êàê è äëÿ ìî-

äåëè Õàááàðäà, ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå å¼ ðàçëè÷íûå ðàñøèðåíèÿ, íàïðèìåð,

ïðè íàëè÷èè ñïèíîâûõ îáìåíîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èç îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà èçâåñòíûõ âçàèìîäåéñòâó-

þùèõ ñïèíîâûõ è �åðìèîííûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì íà ðåøåòêàõ ëèøü íåêîòî-

ðûå ìîæíî ðåøèòü òî÷íî, âû÷èñëèâ ñïåêòð èëè ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ â òåðìî-

äèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå. Â îñíîâíîì � ýòî îäíîìåðíûå ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ

ðàáîòàåò ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Îäíàêî, íåêîòîðûå âàæíûå ñâîé-

ñòâà ñèñòåìû íîñÿò áîëåå óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð, ÷åì èíòåãðèðóåìîñòü: èì

óäîâëåòâîðÿåò äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ñèñòåì. Ê òàêèì ñâîéñòâàì îòíî-

ñÿòñÿ íàëè÷èå è ñòåïåíü âûðîæäåíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè, êâàíòîâûå ÷èñëà îñ-

íîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, óïîðÿäî÷åíèå ìèíèìàëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ïî çíà÷åíèþ

ñïèíà, è ò. ä. ×àñòî äëÿ âûÿâëåíèÿ òàêèõ îáùèõ ñâîéñòâ óñëîâèå èíòåãðèðó-

åìîñòè íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê ñóùåñòâóþò äðóãèå òî÷íûå ìåòîäû. Ïðèìåðîì
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ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ëèáà-Ìàòòèñà îá àíòè�åðîìàãíèòíîì óïîðÿäî÷åíèè ýíåð-

ãåòè÷åñêèõ óðîâíåé äëÿ øèðîêîãî êëàññà òàê íàçûâàåìûõ äâóõïîäðåøåòî÷-

íûõ ñïèíîâûõ ñèñòåì, êîòîðîå òàêæå âåðíî äëÿ íåêîòîðûõ ìîäåëåé Õàááàðäà

[8℄. Òåîðåìà Ëèáà-Ìàòòèñà áûëà îáîáùåíà íà ðàçëè÷íûå ñïèíîâûå è �åðìè-

îííûå ñèñòåìû íà ðåøåòêå: öåïî÷êó �àéçåíáåðãà ñî ñïèíîì 1 ñ áèêâàäðà-

òè÷íûì âçàèìîäåéñòâèåì, ðàñøèðåííóþ öåïî÷êó Õàááàðäà [9℄, äâóõïîäðåøå-

òî÷íóþ ìîäåëü Õàááàðäà ïðè ïîëîâèííîì çàïîëíåíèè [10℄. Ôåððîìàãíèòíîå

óïîðÿäî÷åíèå óðîâíåé ýíåðãèè, êîòîðîå îáðàòíî àíòè�åððîìàãíèòíîìó, áûëî

òàêæå ñ�îðìóëèðîâàíî è äîêàçàíî äëÿ öåïî÷êè �àéçåíáåðãà ñïèíà 1/2 [11℄.

Çíà÷èòåëüíàÿ àêòèâíîñòü íàáëþäàåòñÿ è â îáëàñòè èçó÷åíèÿ êâàçè-îäíî-

ìåðíûõ ñïèíîâûõ ñèñòåì, òàêèõ êàê ìîäåëü ñïèíîâîé ëåñòíèöû, êîòîðàÿ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëîñó, âûðåçàííóþ èç êâàäðàòíîé ñïèíîâîé ðåø¼òêè,

è å¼ ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ. Â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ ëåò òàêæå áûëî ïîëó÷åíî

ìíîãî ñîåäèíåíèé òàêîãî òèïà, èìåþùèõ ñòðóêòóðó, àíàëîãè÷íóþ ñòðóêòó-

ðå äâóìåðíûõ âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ [16℄. Áûëî âûñêàçàíî

ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ìåõàíèçìû, àíàëîãè÷íûå ñóùåñòâóþùèì, â ñëîÿõ CuO2

âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ òàêæå ìîãóò ïðèâîäèòü ê ñâåðõïðî-

âîäÿùåìó ïîâåäåíèþ [17℄. Ïðåèìóùåñòâî ëåñòíè÷íûõ ñèñòåì ñîñòîèò â òîì,

÷òî îíè äîïóñêàþò èçó÷åíèå ìåòîäàìè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ òàêæå äëÿ îä-

íîìåðíûõ ñèñòåì, òîãäà êàê äëÿ äâóìåðíûõ ñèñòåì òàêèå ìåòîäû íåïðèìå-

íèìû.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ

• Èññëåäîâàíèå ñ�åðè÷åñêîé ÷àñòè ðàöèîíàëüíîé ìîäåëè Êàëîäæåðî è êîí-

�îðìíîé ìåõàíèêè â öåëîì, êàê îòäåëüíîé ñèñòåìû.

• Èññëåäîâàíèå �àçîâîé äèàãðàììû ñïèíîâîé ñèñòåìû íà ëåñòíè÷íîé ðå-

ø¼òêå ñ äèàãîíàëüíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè.

• Îáîáùåíèå àíòè�åððîìàãíèòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè ïî çíà-

÷åíèþ ñïèíà äëÿ �ðóñòðèðîâàííûõ ñïèíîâûõ ñèñòåì íà ëåñòíè÷íîé ðå-

ø¼òêå.

• Îáîáùåíèå àíòè�åððîìàãíèòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè ïî çíà-

÷åíèþ ñïèíà äëÿ îäíîìåðíûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì ñ SU(N) ñèììåòðèåé.

• Èññëåäîâàíèå îáîáù¼ííûõ èíòåãðèðóåìûõ öåïî÷åê Õàááàðäà ñ ðàñøèðåí-

íîé ñèììåòðèåé.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû

Âïåðâûå ñ�îðìóëèðîâàíî è äîêàçàíî îáîáùåíèå òåîðåìû Ëèáà-Ìàòèñà îá

àíòè�åððîìàãíèòíîì óïîðÿäî÷åíèè ìèíèìàëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè (â çàâè-

ñèìîñòè îò ñïèíà) äëÿ �ðóñòðèðîâàííîé ñïèíîâîé ñèñòåìû. Äî ýòîãî âñå ïî-

ëó÷åííûå òî÷íûå ðåçóëüòàòû îòíîñèëèñü òîëüêî ê äâóõïîäðåøåòî÷íûì ñè-

ñòåìàì.

Âïåðâûå ñ�îðìóëèðîâàíî è äîêàçàíî å¼ îáîáùåíèå äëÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû

ñ ñèììåòðèåé SU(N). Äî ýòîãî âñå òî÷íûå ðåçóëüòàòû îòíîñèëèñü òîëüêî ê

îáû÷íîé ñïèíîâîé ãðóïïå SU(2).

Âïåðâûå ïîñòðîåí ïîëíûé íàáîð èíòåãðàëîâ äëÿ ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû, êî-

òîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò óãëîâîé ÷àñòè êëàññè÷åñêîé ðàöèîíàëüíîé ìîäåëè Êà-

ëîäæåðî, è óñòàíîâëåíà èõ ñâÿçü ñ áàçèñîì êâàíòîâûõ ñèíãëåòíûõ ñîñòîÿíèé,

ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ ïàðíûõ âàëåíòíûõ ñâÿçåé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Óñòàíîâëåííàÿ íåâûðîæäåííîñòü îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ SU(N) èíâàðè-

àíòíûõ êâàíòîâûõ öåïî÷åê ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îò-

ñóòñòâèÿ ùåëè â ñïåêòðå â ïðåäåëå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà óçëîâ (òåðìîäèíàìè-

÷åñêèé ïðåäåë).

Àíòè�åððîìàãíèòíîå óïîðÿäî÷åíèå óðîâíåé ýíåðãèè äëÿ �ðóñòðèðîâàí-

íûõ ñïèíîâûõ ñèñòåì íà êâàçè-îäíîìåðíîé ðåø¼òêå, à òàêæå äëÿ SU(N) èí-

âàðèàíòíûõ îäíîìåðíûõ êâàíòîâûõ SU(N) èíâàðèàíòíûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì

íà îäíîìåðíîé ðåø¼òêå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ ïðîâåðêè ÷èñëåííîãî ðàñ-

÷åòà ñïåêòðîâ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì.

Àâòîð âûíîñèò íà çàùèòó ñëåäóþùèå îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ è ðå-

çóëüòàòû

• Ïîñòðîåíû èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ñ�åðè÷åñêîé ìåõàíèêè, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé óãëîâîé ÷àñòè ðàöèîíàëüíîé ìîäåëè Êàëîäæåðî, ñ ïîìîùüþ ðåäóê-

öèè èç ìàòðè÷íîé ìîäåëè. Ýòè èíòåãðàëû ïðåäñòàâëåíû â óäîáíîé ãðà-

�è÷åñêîé �îðìå, ÷òî âûÿâëÿåò èõ ñâÿçü ñ áàçèñíûìè ñèíãëåòíûìè ñî-

ñòîÿíèÿìè îáû÷íûõ êâàíòîâûõ ñïèíîâ, ïîñòðîåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ïàðíûõ âàëåíòíûõ ñâÿçåé.

• �àçðàáîòàíà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ñ�åðè÷åñêîé

ìåõàíèêè, èñõîäÿ èç èíòåãðàëà äâèæåíèÿ áàçîâîé êîí�îðìíîé ìåõàíèêè
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îïðåäåëåííîé êîí�îðìíîé ðàçìåðíîñòè.

• Äëÿ ëåñòíè÷íîé ñèñòåìû ñî ñïèíîì 1/2 ñ äîïîëíèòåëüíûìè äèàãîíàëüíû-

ìè è ÷åòûð¼õñïèíîâûìè öèêëè÷åñêèìè âçàèìîäåéñòâèÿìè, èíâàðèàíòíîé

îòíîñèòåëüíî ïðîäîëüíîé îñè ñèììåòðèè, ìèíèìàëüíûå óðîâíè ýíåðãèè

â ñåêòîðå ñ �èêñèðîâàííûì ñïèíîì è ÷åòíîñòüþ (ïðè îòðàæåíèè) íå âû-

ðîæäåíû è ìîíîòîííî ðàñòóò ñ ðîñòîì ñïèíà ïðè �èêñèðîâàííîé ÷åòíî-

ñòè.

• Äëÿ ðàñøèðåííîé îäíîìåðíîé ìîäåëè Õàááàðäà ñ SU(N) ñèììåòðèåé ìè-

íèìàëüíûå óðîâíè ýíåðãèè â îòäåëüíûõ ñåêòîðàõ, êîòîðûå îáðàçîâàíû

ýêâèâàëåíòíûìè ìóëüòèïëåòàìè, íå âûðîæäåíû è óïîðÿäî÷åíû â ñîîò-

âåòñòâèè ñ äîìèíàíòíûì ïîðÿäêîì ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãðàìì Þíãà.

• Â òðåõìåðíîé �àçîâîé äèàãðàììå ëåñòíè÷íîé ìîäåëè ñî ñïèíîì 1/2 ñ äî-

ïîëíèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè îáìåííûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè óñòàíîâ-

ëåíî íàëè÷èå òðåõ ðàçëè÷íûõ òðåõìåðíûõ êâàíòîâûõ �àç: �åððîìàã-

íèòíîé �àçû è äâóõ ìàññèâíûõ àíòè�åððîìàãíèòíûõ �àç Õîëäåéíà ñ

ðàçëè÷íûì òîïîëîãè÷åñêèì ïîðÿäêîì. Ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ÷èñëåííî

âû÷èñëåíà ïîâåðõíîñòü �àçîâîãî ïåðåõîäà, ðàçäåëÿþùàÿ ýòè �àçû.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Îñíîâíûå ðàáîòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîä-

íûõ êîí�åðåíöèÿõ: Armenia-Dubna Workshop on Problems of integrable (super-

symmetri
) systems, 24-25 De
ember 2012, Dubna; Aspe
ts of Integrable Systems

and AdS/CFT, 1 November 2012, Tehran; Supersymmetry in Integrable Systems,

27-30 August, 2012, Yerevan; Modern problems of physi
s of low-dimensional

systems, dedi
ated to 70-th anniversary of Professor E.Kazaryan, 21-22 Mar
h,

2012, Yerevan Supersymmetries in Integrable Systems, 01-04.08.2011, Hannover,

Germany; Supersymmetry in Integrable Systems, 24-28.08.2010, Yerevan; Modern

Problems in Opti
s and Photoni
s, 27.08-02.09.2009, Yerevan; Supersymmetry

and Quantum Symmetries, 29.07-03.08.2009, Dubna; XIX Colloquium on Integrable

Systems and Quantum Symmetries, 18-20.06.2009, Prague; XXVII Colloquium on

Group-theoreti
al methods in Physi
s, 13-19.08.2008, Yerevan; Supersymmetry

and Quantum Symmetries, 30.07- 04.08.2007, Dubna, è äð., à òàêæå íà íà-

ó÷íûõ ñåìèíàðàõ êà�åäðû òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè �èçè÷åñêîãî �àêóëüòåòà

Å�Ó, îòäåëà òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè ÅðÔÈ.
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Ïóáëèêàöèè

Ïî ìàòåðèàëàì äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 22 ðàáîòû, ñïèñîê êîòîðûõ ïðè-

âåäåí â êîíöå àâòîðå�åðàòà.

Îáüåì è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðà-

òóðû èç 220 íàèìåíîâàíèé, ñîäåðæèò 224 ñòðàíèö ïå÷àòíîãî òåêñòà, âêëþ÷àÿ

32 ðèñóíêà.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Â ãëàâå 1 èññëåäóþòñÿ èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ñ�åðè÷åñêîé ÷àñòè ðàöèîíàëü-

íîé ìîäåëè Êàëîäæåðî. Ñ�åðè÷åñêàÿ ñèñòåìà Êàëîäæåðî ðàññìàòðèâàåòñÿ

êàê îòäåëüíàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ âçàèìîäåéñòâóþùèå ÷à-

ñòèöû íà ñ�åðå, ÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå èç-

âåñòíîãî îñöèëëÿòîðà Õèããñà. Õîòÿ ýâîëþöèÿ äàííîé ñèñòåìû î÷åâèäíûì

îáðàçîì âûâîäèòñÿ èç òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ áàçîâîé ñèñòåìû Êàëîäæåðî,

íàõîæäåíèå åå èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ è èõ ñâÿçü ñ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ

ñèñòåìû Êàëîäæåðî ÿâëÿåòñÿ äàëåêî íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Ñ�åðè÷åñêèå

èíâàðèàíòû ïðåäñòàâëåíû â âèäå äèàãðàìì, êîòîðûå ñõîæè ñ ñõåìàòè÷åñêèì

ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ ñèíãëåòíûõ ñîñòîÿíèé, îáðàçîâàííûõ âàëåíòíûìè ñâÿ-

çÿìè èç îáû÷íûõ êâàíòîâûõ ñïèíîâ.

Â ïåðâîé ÷àñòè ýòîé ãëàâû èññëåäóåòñÿ ñ�åðè÷åñêàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîì

ãàìèëüòîíèàí îïðåäåëÿåòñÿ óãëîâîé ÷àñòüþ ðàöèîíàëüíîé ñèñòåìû Êàëîä-

æåðî, è å¼ èíòåãðàëû äâèæåíèÿ. Ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ðåäóêöèè ìàòðè÷íîé

ìîäåëè.

Â �1.1 ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ìîäåëè Êàëîäæåðî êàê ñèñòåìû îäíîìåð-

íûõ ÷àñòèö ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H =
1

2

N∑

i=1

p2i +
∑

i<j

g2

(qi − qj)2
,

è îïèñûâàþòñÿ å¼ ñâîéñòâà. Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ ìîäåëè

Êàëîäæåðî è íàõîæäåíèÿ å¼ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, ê ÷èñëó êîòîðûõ îòíî-

ñèòñÿ ìåòîä Ëàêñà, ìåòîä ðåäóêöèè ìàòðè÷íîé ìîäåëè, ñâåäåíèå ê ñèñòåìå

ñâîáîäíûõ ÷àñòèö ñ èñïîëüçîâàíèåì êîí�îðìíîé ñèììåòðèè. Áîëåå òîãî, ìî-

äåëü ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ñóïåðèíòåãðèðóåìîé, ò. å. îáëàäàåò 2N−1 íåçàâè-
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ñèìûìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ, ñðåäè êîòîðûõ èìååòñÿ N êîììóòèðóþùèõ

èíòåãðàëîâ Ëèóâèëëÿ. Ýòè èíòåãðàëû ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû â ëèòåðà-

òóðå [18, 19℄. Êàæäûé èç èíòåãðàëîâ Ëèóâèëëÿ îïðåäåëÿåò â ñâîþ î÷åðåäü

îòäåëüíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ òîæå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ñó-

ïåðèíòåãðèðóåìîé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êîí�îðìíàÿ ñèììåòðèÿ, êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ ãðóïïîé

SL(2, R) è ÿâëÿåòñÿ íà ñàìîì äåëå ñèììåòðèåé äåéñòâèÿ, à íå ãàìèëüòîíèàíà.

Ïîñëåäíèé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç òð¼õ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû:

D = prr, K =
r2

2
, H =

p2r
2
+

I(u)
2r2

, (1)

ãäå r, pr è uα
îïèñûâàþò ðàäèàëüíóþ è ñ�åðè÷åñêóþ ÷àñòè ñèñòåìû Êàëîä-

æåðî. Òåì íå ìåíåå, áëàãîäàðÿ ýòîé ñèììåòðèè, â ñèñòåìå âîçíèêàåò äîïîë-

íèòåëüíûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ: ýëåìåíò Êàçèìèðà êîí�îðìíîé àëãåáðû, êî-

òîðûé êâàäðàòè÷åí ïî (óãëîâûì) èìïóëüñàì è ñîîòâåòñòâóåò óãëîâîé ÷àñòè

I(u) ãàìèëüòîíèàíà H.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàöèîíàëüíàÿ ìîäåëü Êàëîäæåðî ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-

íûì (èíòåãðèðóåìûì) ñëó÷àåì êîí�îðìíîé ìåõàíèêè � áîëåå îáùåãî êëàññà

ñèñòåì îáëàäàþùèõ SL(2, R) ñèììåòðèåé. Â êîí�îðìíîé ìåõàíèêå, êàê è

â ìîäåëè Êàëîäæåðî, ðàäèàëüíûå è óãëîâûå ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ. Âñÿ

èí�îðìàöèÿ î êîí�îðìíîé ìåõàíèêå çàêîäèðîâàíà â å¼ ñ�åðè÷åñêîé ÷àñòè,

êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòäåëüíóþ ñèñòåìó, êîòîðóþ ìû íàçûâà-

åì ñ�åðè÷åñêîé ìåõàíèêîé. Ýòà ñèñòåìà ñàìà ïî ñåáå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ,

òàê êàê îïèñûâàåò ìíîãîöåíòðîâîå îáîáùåíèå (N − 1)-ìåðíîãî îñöèëëÿòîðà

Õèããñà [7℄. Î÷åâèäíî, ñ�åðè÷åñêàÿ ìåõàíèêà, ïîñòðîåííàÿ íà áàçå ðàöèîíàëü-

íîé ìîäåëè Êàëîäæåðî, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìîé. Îäíàêî, ïîñòðîå-

íèå å¼ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, èçó÷åíèå èõ àëãåáðû è èõ ñâÿçè ñ èíòåãðàëàìè

äâèæåíèÿìè áàçîâîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé.

Â �1.2 óãëîâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû Êàëîäæåðî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáîáùåíèå

îñöèëëÿòîðà Õèããñà [7℄ íà ìíîãîìåðíóþ ñ�åðó. Ïðèâîäÿòñÿ ÷àñòíûå ñëó÷àè

òð¼õ÷àñòè÷íîé è ÷åòûð¼õ÷àñòè÷íîé ìîäåëè ñ èñêëþ÷åííûì öåíòðîì ìàññ. Â

ïåðâîì ñëó÷àå óãëîâàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà ñîâïàäàåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì îñ-

öèëëÿòîðà Õèããñà íà îêðóæíîñòè, à âî âòîðîì îíà îïðåäåëÿåò îäíî÷àñòè÷íóþ

ñèñòåìó íà ñ�åðå ñ öåíòðàìè ñèë, êîòîðûå îáðàçóþò êóáîîêòàýäð.

Â �1.3 ñ�åðè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ïîëó÷àåòñÿ ìåòîäîì ðåäóêöèè èç óãëîâîé

÷àñòè ñâîáîäíîé ýðìèòîâîé ìàòðè÷íîé ìîäåëè. Ñíà÷àëà ïðèâîäèòñÿ ñòàí-

äàðòíûé âûâîä ëèóâèëëåâñêèõ èíòåãðàëîâ èñõîäíîé ìîäåëè Êàëîäæåðî ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ðåäóêöèè ýðìèòîâîé ìàòðè÷íîé ìîäåëè. Èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ
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U(N) èíâàðèàíòíûìè ìíîãî÷ëåíàìè (SU(N) èíâàðèàíòíûìè, åñëè èñêëþ-

÷åí öåíòð ìàññ) è ñîîòâåòñòâóþò ñòàðøèì ñîñòîÿíèÿì êîí�îðìíîé àëãåáðû.

Çàòåì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû îïèñû-

âàþòñÿ èíâàðèàíòàìè ãðóïïû SU(N)× SL(2, R), äåéñòâóþùåé ïîñðåäñòâîì

ñêîáîê Ïóàññîíà. Ýòî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü èíâàðèàíòû ñ�åðè÷åñêîé ìåõàíèêè

ñâåðòêîé èíäåêñîâ SU(N) èíâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ

da1...ak = Tr(Ta1 . . . Tak)

ñ èíäåêñàìè êîìïîíåíò Mab òåíçîðà óãëîâîãî ìîìåíòà ìàòðè÷íîé ìîäåëè ñ

ïîñëåäóþùåé ðåäóêöèåé ïî ãðóïïå SU(N). Çäåñü Ta ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè

óíèòàðíîé ãðóïïû, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè Tr(TaTb) =

δab. Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷¼òîâ ðàçðàáîòàíà äèàãðàììíàÿ òåõíèêà ïîñòðîåíèÿ

òàêèõ èíâàðèàíòîâ, ãäå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ãðà�è÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ:

Mab =
a b dabcde = b

a
b
b

b
c

b
d

b
e

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ èíâàðèàíòû

∑

ai,bi

da1...a2kdb1...b2kMa1b1 . . .Ma2kb2k ,

êîòîðûå íåòðèâèàëüíû òîëüêî äëÿ ÷¼òíûõ k. Èì ñîîòâåòñòâóþò ãðà�è÷åñêèå

äèàãðàììû:

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

a1

b1

a2

b2

a3

b3

a4

b4

a5

b5

a6

b6

Îíè â íåêîòîðîé ñòåïåíè ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè èíòåãðàëîâ Ëèóâèëëÿ áàçîâîé

ìîäåëè Êàëîäæåðî. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò íèõ, îíè íå íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè:

èõ ñêîáêè Ïóàññîíà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äðóãèå, áîëåå ñëîæíûå èíâàðèàíòû.

Íå âñå ïîñòðîåííûå òàêèì îáðàçîì èíòåãðàëû äâèæåíèÿ íåçàâèñèìû. Èíòå-

ãðàëû óãëîâîãî ìîìåíòà óäîâëåòâîðÿþò ïåðåêðåñòíîìó ñîîòíîøåíèþ

Ma′bMab′ = MabMa′b′ −Maa′Mbb′,

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ïðîñòîé ãðà�è÷åñêîé �îðìå:

a

b

a′

b′

a

b

a′

b′

a

b

a′

b′

= +
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Îíî èñêëþ÷àåò èç ðàññìîòðåíèÿ èíâàðèàíòû ñ ïåðåñåêàþùèìèñÿ ëèíèÿìè.

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû Êàçèìèðà, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå àëãåáðå óãëîâîãî ìîìåíòà, íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, à âûðàæà-

þòñÿ ÷åðåç ñòåïåíè ñ�åðè÷åñêîãî ãàìèëüòîíèàíà. Äèàãðàììû æå, êîòîðûå

ìåíÿþò çíàê ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî ñâîåé îñè ñèììåòðèè, ïðîñòî çà-

íóëÿþòñÿ. Èíâàðèàíòû äëÿ ñèñòåìû ñ öåíòðîì ìàññ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èí-

âàðèàíòû ñ èñêëþ÷åííûì öåíòðîì ìàññ. Êðîìå òîãî, �óíêöèîíàëüíî íåçàâè-

ñèìûìè ìîãóò áûòü ëèøü èíâàðèàíòû, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèçî-

âàííûõ òåíçîðîâ da1...ak , ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü èõ íà äèàãðàììàõ îäíîé

òî÷êîé. Âñå ýòè ñâîéñòâà ðåçêî îãðàíè÷èâàþò êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ èí-

âàðèàíòîâ. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èíâàðèàíò âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ

ñîîòâåòñòâóåò ãàìèëüòîíèàíó ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû. Îòñóòñòâóåò èíâàðèàíò

òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ñóùåñòâóþò òðè èíâàðèàíòà ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå

îïèñûâàþòñÿ äèàãðàììàìè:

b b b bb b b b b b b bb b

b

b b b b b b

Îíè �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé N . Åäèíñòâåííûé

èíâàðèàíò ïÿòîãî ïîðÿäêà çàäà¼òñÿ äèàãðàììîé:

b b b b b b b b b

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ äèàãðàììû äëÿ 16 èíâàðèàíòîâ øåñòîãî ïîðÿäêà ïî èì-

ïóëüñàì. Ïóò¼ì âû÷èñëåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà Mathemati
a óñòàíàâ-

ëèâàåòñÿ, ÷òî âìåñòå ñ âûøåïðèâåä¼ííûìè èíâàðèàíòàìè ìåíüøåãî ïîðÿäêà

îíè îáðàçóþò �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûé íàáîð ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì

çíà÷åíèè ÷èñëà ÷àñòèö.

Â �1.4 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ïîñòðîåííûõ èíâàðèàíòîâ ñ áàçèñíûìè ñèí-

ãëåòíûìè ñîñòîÿíèÿìè èç âàëåíòíûõ ñâÿçåé äëÿ êâàíòîâûõ ñïèíîâ, ââåä¼í-

íûõ Òåìïåðëè è Ëèáîì [20℄. Äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé ìåòîä ïîñòðî-

åíèÿ òåõ æå èíâàðèàíòîâ ïî çàäàííîé ñõåìå, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äóàëüíûì,

èëè îáðàòíûì ê ïðåäûäóùåìó. Äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå òåïåðü ñîäåðæàò

íå ëèíèè, à âåðøèíû äèàãðàìì, êîòîðûì ïðèïèñûâàåòñÿ èíäåêñ σi = ±:

Oσ1...σn =
∑

a1,...an

da1...anA
σ1
a1
. . . Aσn

an
= TrAσ1 . . . Aσn,

11



ãäå A+
a = Pa, A

−
a = Qa. Âåðøèíû ïîïàðíî ñâÿçûâàþòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì

òåíçîðîì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå:

ǫσσ′ = σ σ′

Tr(Aσ1 . . . Aσ5) = b

σ1
b

σ2
b

σ3
b

σ4
b

σ5

Ñèììåòðèçîâàííûå âåëè÷èíû Oσ1...σn
îáðàçóþò ïðåäñòàâëåíèå êîí�îðìíîé

ãðóïïû ñî ñïèíîì s = n/2, íà êîòîðîì å¼ àëãåáðà äåéñòâóåò ïîñðåäñòâîì

ñêîáîê Ïóàññîíà. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå àíàëîãè÷íî êâàíòîâîìó ñèììåòðè÷åñêî-

ìó ñïèíîðó n-ãî ðàíãà , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëåòîì ñïèíà n/2 îáû÷íîé

ãðóïïû SU(2). Âû÷èñëÿþòñÿ òàêæå êîììóòàòîðû Oσ1...σn
è èññëåäóåòñÿ èõ

êîí�îðìíàÿ ñòðóêòóðà. Èíâàðèàíòû ñ�åðè÷åñêîé ìåõàíèêè ñîîòâåòñòâóþò

SL(2, R) ñêàëÿðàì è ïîëó÷àþòñÿ ñâåðòûâàíèåì èíäåêñîâ òåíçîðíûõ âåëè÷èí

Oσ1...σn
ñ ïîìîùüþ ǫσσ′

. Èõ ñòðóêòóðà èäåíòè÷íà ñòðóêòóðå êâàíòîâûõ SU(2)

ñèíãëåòîâ, îáðàçîâàííûõ ïàðíûìè âàëåíòíûìè ñâÿçÿìè ìåæäó èíäåêñàìè

ñîîòâåòñòâóþùèõ ìóëüòèïëåòîâ. Îäíî èç îòëè÷èé ñîñòîèò â òîì, ÷òî â êëàñ-

ñè÷åñêîì ñëó÷àå íåêîòîðûå ñèíãëåòû îáðàùàþòñÿ â íîëü, ÷òî èñêëþ÷àåòñÿ â

êâàíòîâîì ñëó÷àå.

Âî âòîðîé ÷àñòè äàííîé ãëàâû èíòåãðàëû ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû ñòðîÿòñÿ

èíûì ñïîñîáîì. Ýòîò ìåòîä, â îòëè÷èå îò ïåðâîãî, ïðèìåíèì è äëÿ áîëåå

îáùåé êîí�îðìíîé ìåõàíèêè, êîòîðàÿ îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûìè èíòåãðà-

ëàìè äâèæåíèÿ, ïðè ýòîì å¼ èíòåãðèðóåìîñòü èçíà÷àëüíî íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: áóäåò ëè ïîëó÷åííàÿ èç íåãî ñ�åðè÷åñêàÿ ìåõàíèêà òîæå

îáëàäàòü ñîîòâåòñòâóþùèì èíòåãðàëîì, åñëè äà, è òî êàê åãî ïîñòðîèòü? Â

�1.5 ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðàë äâèæåíèÿ êîí�îðìíîé ìåõàíèêè ïðîèçâîëü-

íîé êîí�îðìíîé ðàçìåðíîñòè s è èç íå¼ ñòðîÿòñÿ âîçìîæíûå èíòåãðàëû äâè-

æåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñíà÷àëà îí ðàçëàãàåòñÿ â ñóì-

ìó ñ ðàçäåë¼ííûìè ðàäèàëüíûìè è óãëîâûìè ïåðåìåííûìè:

Is(pr, r, u) =
s∑

m=−s

fs,m(u) Rs,m(pr, r).

Òîãäà äåéñòâèå I íà óãëîâûå �óíêöèè çàäà¼òñÿ âûðàæåíèåì

{I, fs,m} = 2
√
(s−m)(s+m+1)fs,m+1 − 2I

√
(s−m+1)(s+m)fs,m−1, (2)

êîòîðîå ïîõîæå íà äåéñòâèå îïåðàòîðà ïðîåêöèè ñïèíà äëÿ êîìïîíåíòû x,

÷òî ïîçâîëÿò ïðèìåíèòü òåîðèþ ïðåäñòàâëåíèé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû. Ýòè

óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ïðèìåíåíèåì ïîâîðîòà âîêðóã îñè y íà óãîë −π/2:

f̃s,m =
∑

m′

(−I)−m
′

2 dsm′m(π/2)fs,m′,
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ãäå dsm′m îáîçíà÷àåò ìàëóþ ìàòðèöó Âèãíåðà, êîòîðàÿ îïèñûâàåò âðàùåíèå

âîêðóã îñè y äëÿ îáû÷íîãî êâàíòîâîãî ñïèíà. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå èìååò

âèä:

f̃s,m(t) = eiwm(t−t0)f̃s,m(t0), ωm = 4m
√
I.

Äëÿ ñèñòåì ñ ïîëîæèòåëüíîé ñ�åðè÷åñêîé ÷àñòüþ îíî õîðîøî îïðåäåëåíî.

Ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí ñ íóëåâîé ñóììàðíîé ÷àñòîòîé îïðåäåëÿþò èíòå-

ãðàëû äâèæåíèÿ ñ�åðè÷åñêîé ìåõàíèêè. Äàëåå ñòðîÿòñÿ èíòåãðàëû, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè îò ïåðâîíà÷àëüíûõ êîý��èöèåíòîâ fs,m(u) è ñ�åðè-

÷åñêîãî ãàìèëüòîíèàíà. Äëÿ öåëîãî ñïèíà òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà, ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ íóëåâîìó çíà÷åíèþ åãî ïðîåêöèè:

Js(u) = I(u) s

2 f̃s,0(u) =
s∑

ℓ=0

(2ℓ−1)!!(2s−2ℓ−1)!!√
(2s)!

I(u)ℓfs,2ℓ−s(u).

Çàòåì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà

J m
s = (−I)sf̃s,mf̃s,−m

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ èñõîäíîãî ñ�åðè÷å-

ñêîãî ãàìèëüòîíèàíà. Â îòëè÷èå îò Js(u), îíà îïðåäåëåíà êàê äëÿ öåëîãî, òàê

è ïîëóöåëîãî çíà÷åíèÿ ñïèíà.

Â êîíöå ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ ê ñ�åðè÷åñêîé ÷àñòè ÷åòûð¼õ÷àñòè÷íîé

ìîäåëè Êàëîäæåðî ñ èñêëþ÷åííûì öåíòðîì ìàññ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äâóìåð-

íîé ñèñòåìîé íà îáû÷íîé ñ�åðå. Äëÿ íå¼ ÿâíûì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ èíòåãðàëû

äâèæåíèÿ J2, J
1

2

3

2

è J
3

2

3

2

. Åäèíñòâåííîå àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèå ìåæäó

íèìè èìååò âèä:

J
3

2

3

2

=
1

3
J

1

2

3

2

+ 2

√
2

3
J2I +

1

3
I3 + 4g2I2.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàþòñÿ òðè �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ñ�åðè÷åñêèõ èí-

âàðèàíòà, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ñóïåðèíòåãðèðóåìîñòü äàííîé ñ�åðè÷åñêîé ñè-

ñòåìû.

Äàííàÿ ãëàâà îñíîâàíà íà ðàáîòàõ [A1, A2, A3, A4, A5, A6, A7℄.

Â ãëàâå 2 ïîñòðîåíà òð¼õìåðíàÿ �àçîâàÿ äèàãðàììà ìîäåëè �ðóñòðèðî-

âàííîé ñïèíîâîé ëåñòíèöû ñ äèàãîíàëüíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè ïðè íóëåâîé

òåìïåðàòóðå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ �ðóñòðèðîâàííûå

ñïèíîâûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì èíòåíñèâíûõ èññëåäîâàíèé [12℄. Èí-

òåðåñ ê íèì âîçíèê â ðåçóëüòàòå ïðîãðåññà â ñèíòåçå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàã-

íèòíûõ ìàòåðèàëîâ [13℄, à òàêæå îïòè÷åñêèõ ðåø¼òîê è èõ ïðèìåíåíèè â

êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèÿõ [14℄.
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Îòìåòèì, ÷òî êâàçè-îäíîìåðíûå ñèñòåìû îñóùåñòâëÿþò ïåðåõîä îò îäíî-

ìåðíîé ìîäåëè �àéçåíáåðãà ê äâóìåðíîé íà êâàäðàòíîé ðåø¼òêå. Ïðè íóëå-

âîé òåìïåðàòóðå êâàíòîâûå �ëóêòóàöèè íàðóøàþò äàëüíèé àíòè�åððîìàã-

íèòíûé ïîðÿäîê â îäíîìåðèè, êîòîðûé ïðåäïîëîæèòåëüíî ñóùåñòâóåò è â

äâóìåðèè. Ñïåêòð æå âîçáóæäåíèé ÿâëÿåòñÿ áåçìàññîâûì (îòñóòñòâóåò ùåëü

ìåæäó îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì è ýëåìåíòàðíûìè âîçáóæäåíèÿìè), à ïàðíûå

ñïèíîâûå êîððåëÿöèè óáûâàþò â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ ïî ñòåïåííîìó

çàêîíó. Òåì íå ìåíåå, ïåðåõîä îò îäíîìåðíîé ðåø¼òêè ê êâàäðàòíîé ïîñðåä-

ñòâîì ñïèíîâûõ ëåñòíèö ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà ñâÿçàííûõ öåïåé íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ãëàäêèì. Â òî âðåìÿ êàê íèçêîýíåðãåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ëåñòíèöû ñ

íå÷¼òíûì ÷èñëîì öåïåé àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì îäíîé öåïî÷êè (íåïðåðûâíûå

âîçáóæäåíèÿ è ñòåïåííîé ñïàä ñïèíîâûõ êîððåëÿöèé), ëåñòíèöû ñ ÷¼òíûì

÷èñëîì öåïåé õàðàêòåðèçóþòñÿ êîíå÷íîé ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëüþ è ýêñïîíåí-

öèàëüíûì çàòóõàíèåì êîððåëÿöèé. Ýòè çàìå÷àòåëüíûå ñâîéñòâà êâàíòîâûõ

ñïèíîâûõ ëåñòíèö àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì öåïî÷åê �àéçåíáåðãà, ñîîòâåòñòâåí-

íî, ñ íå÷¼òíûìè è ÷¼òíûìè çíà÷åíèÿìè ñïèíà, êîòîðûå óñòàíîâèë Õîëäåéí

[21℄. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàê ëåñòíè÷íûå �àçû

ñâÿçàíû ñ �àçàìè ñïèíîâîé öåïî÷êè? Îêàçàëîñü, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâ-

íûé ïóòü îò �àçû Õîëäåéíà (öåïî÷êà �àéçåíáåðãà ñïèíà 1) ê �àçå ëåñòíèöû

ñî ñïèíîì 1/2, íå ñîäåðæàùèé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê [22℄. Ýòîò ïóòü ïðîõîäèò

âäîëü îäíîé èç äèàãîíàëåé ëåñòíèöû è íàðóøàåò Z2 ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî

ïðîäîëüíîé îñè îáåèõ ìîäåëåé. Ïîýòîìó èíòåðåñ äëÿ èçó÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò

íàèáîëåå îáùàÿ ìîäåëü �ðóñòðèðîâàííîé ñïèíîâîé ëåñòíèöû ñ ðàçëè÷íûìè

çíà÷åíèÿìè äèàãîíàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé, êîòîðàÿ ñîäåðæèò âñå ïðåäûäó-

ùèå èññëåäîâàíèÿ â êà÷åñòâå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

Â �2.1 îïðåäåëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàí (ñì. ðèñ. 1
)

H =
∑

l

J‖(S1,l · S1,l+1 + S2,l · S2,l+1) + J×1
S1,l · S2,l+1 + J×2

S1,l+1 · S2,l

+
N∑

l=1

J⊥
l S1,l · S2,l,

(3)

ãäå S1,l è S2,l ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè ñïèíà 1/2 ïåðâîé è âòîðîé öåïî÷åê. Ôèê-

ñèðóåòñÿ ìàñøòàá ýíåðãèè è âûáèðàåòñÿ óäîáíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ òð¼õìåðíî-

ãî �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ìîäåëè â âèäå ïðàâèëüíîãî îêòàýäðà. Ýòà ìîäåëü

ñîäåðæèò êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè öåïî÷êó �àéçåíáåðãà ñî ñïèíîì 1, äèìåðèçî-

âàííóþ öåïî÷êó è öåïî÷êó ñ âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó ñëåäóþùèìè ñîñåäÿìè,

çèãçàãîîáðàçíóþ ëåñòíè÷íóþ ìîäåëü , à òàêæå äðóãèå ðàíåå èññëåäîâàííûå
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(c)

J||

J
⊥

JX1

JX2

1 3 5 7

2 4 6 8

(b)

1 3 5 7

2 4 6 8

(a)

1 3 5 7

2 4 6 8

�èñ. 1: Ìîäåëè �ðóñòðèðîâàííûõ ëåñòíèö: (a) Çèãçàãîîáðàçíàÿ öåïî÷êà.

(b) Ôðóñòðèðîâàííàÿ ëåñòíèöà ñ ðàâíûìè äèàãîíàëüíûìè âçàèìîäåéñòâèÿ-

ìè. (
) Ôðóñòðèðîâàííàÿ ëåñòíèöà ñ ïðîèçâîëüíûìè äèàãîíàëüíûìè âçàèìî-

äåéñòâèÿìè.

ìîäåëè.

Â �2.2 èäåíòè�èöèðóþòñÿ äâå òîïîëîãè÷åñêè ðàçëè÷íûå àíòè�åððîìàã-

íèòíûå �àçû ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðóííûõ ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà,

êîòîðûå îïèñûâàþò äâå òîïîëîãè÷åñêè ðàçëè÷íûå àíòè�åððîìàãíèòíûå �à-

çû Õîëäåéíà (öåïî÷êè �àéçåíáåðãà ñïèíà 1) [23℄ è �åððîìàãíèòíàÿ �àçà. Ôà-

çû Õîëäåéíà îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç HD⊥ è HDX è ñîîòâåòñòâóþò òðèïëåòàì

ñîîòâåòñòâåííî âäîëü âåðòèêàëüíûõ è äèàãîíàëüíûõ ðåáåð ëåñòíèöû.

(a)

(b)

�èñ. 2: Àëãîðèòì íàðàùèâàíèÿ, èñïîëüçóåìûé íàìè â DMRG ðàñ÷¼òàõ ñî

ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè: (a) â �àçå HDX , ãäå òðèïëåòíûå ïàðû îáðàçóþòñÿ

âäîëü äèàãîíàëåé, (b) â �àçå HD⊥, ãäå îíè îáðàçóþòñÿ âäîëü ñòóïåíåé. Â

îáîèõ ñëó÷àÿõ îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì.

Â �2.3 äåòàëüíî îïèñûâàåòñÿ îñíîâíîé ìåòîä, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
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îïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòè �àçîâîãî ïåðåõîäà ìåæäó äâóìÿ àíòè�åððîìàãíèò-

íûìè �àçàìè. Îí îñíîâàí íà ìåòîäå ðåíîðìàëèçàöèîííîé ãðóïïû äëÿ ìàòðè-

öû ïëîòíîñòè (densisy matrix renormalization group: DMRG) [24℄. Ýòîò ìåòîä

ðàçâèâàåò ìåòîä ÷èñëåííîé ðåíîðìãðóïïû, ðàçðàáîòàííûé Âèëüñîíîì äëÿ

ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Êîíäî. Äëÿ îäíîìåðíûõ è êâàçè-îäíîìåðíûõ êâàíòîâûõ

ñèñòåì îí ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî òî÷íî âû÷èñëÿòü ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòî-

ÿíèÿ è íåñêîëüêèõ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé äëÿ îòíîñèòåëüíî áîëüøîãî

÷èñëà ñïèíîâ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ

�àçîâûõ äèàãðàìì è �àçîâûõ ïåðåõîäîâ.

�àçðàáîòàííûé íàìè àëãîðèòì èñïîëüçóåò ìåòîä DMRG ñ ñ ïîäõîäÿùè-

ìè îòêðûòûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ äîñòàòî÷íî õîðîøåé

òî÷íîñòüþ âû÷èñëÿòü ïîâåðõíîñòü ïåðåõîäà. Ñóòü åãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òîáû ïðèáëèæàòüñÿ ê ïîâåðõíîñòè ñ äâóõ ñòîðîí îäíîâðåìåííî, ïðèìåíÿÿ â

êàæäîé �àçå ñâîè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïðèâåä¼ííûå íà ðèñ. 2, ïðè êîòîðûõ

ñíèìàåòñÿ âîçìîæíîå âûðîæäåíèå, ñâîéñòâåííîå öåïî÷êå Õîëäåéíà.

�2.4 ïîñâÿù¼í èññëåäîâàíèþ çèãçàãîîáðàçíîé ìîäåëè (JX2
= 0, ñì. ðèñ. 1a),

êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò äâóìåðíîìó ñå÷åíèþ �àçîâîé äèàãðàììû. Çäåñü âû-

÷èñëåíà ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòüþ âñÿ ëèíèÿ ïåðåõîäà ìåæäó äâóìÿ

�àçàìè HD⊥ è HDX . Ìîäåëü Ìàäæóìäàðà-�îøà, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå êîòî-

ðîãî äâóêðàòíî âûðîæäåíî è ñîîòâåòñòâóåò âåðòèêàëüíûì èëè äèàãîíàëüíûì

äèìåðàì, ïðèíàäëåæèò ýòîé ëèíèè. Îòìå÷àþòñÿ îáëàñòè, â êîòîðûõ ïåðåõîä

èç �åððîìàãíèòíîãî â àíòè�åððîìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò òî÷íî

ðåøàåìîé ìîäåëè [25℄. Èäåíòè�èöèðóåòñÿ òî÷êà òðîéíîãî ïåðåõîäà.

Â �2.5 èññëåäóåòñÿ îáùàÿ òðåõìåðíàÿ �àçîâàÿ äèàãðàììà îäíîé èç âîñü-

ìè îáëàñòåé îêòàýäðà ñ ïîëîæèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåé-

ñòâèÿ. Îñòàëüíûå îáëàñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ â íàøåé ðàáîòå [A8℄. Ñíà÷àëà

ðàññìàòðèâàþòñÿ îáëàñòè, â êîòîðûõ �àçîâûé ïåðåõîä ìîæåò áûòü òî÷íî

âû÷èñëåí àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñå÷åíèå

2J‖ = JX1
+ JX2

, ãäå �åððîìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ñîá-

ñòâåííûì ñîñòîÿíèåì ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ íåóñòîé-

÷èâîñòè ñïèíîâûõ âîëí â �åððîìàãíèòíîé �àçå, íàõîäèòñÿ òî÷íàÿ ãðàíèöà

�åððîìàãíèòíîé îáëàñòè.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå àíòè�åððîìàãíèòíûå îñíîâíûå ñîñòîÿíèÿ ñ íåíóëåâîé

ùåëüþ ïðèíàäëåæàò êëàññó óíèâåðñàëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé �àçå Õîë-

äåéíà. Â òðåõìåðíîé �àçîâîé äèàãðàììå îïðåäåëåíà äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü

ïåðåõîäà ìåæäó äâóìÿ òîïîëîãè÷åñêè ðàçëè÷íûìè �àçàìè Õîëäåéíà, êàæ-

äûé èç êîòîðûõ çàäàåòñÿ ñâîèì òàê íàçûâàåìûì ñòðóííûì òîïîëîãè÷åñêèì
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ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà. Â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ ïîâåðõíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ

�àçîâîìó ïåðåõîäó âòîðîãî ðîäà, ùåëü è ñòðóííûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà çàíóëÿ-

þòñÿ. Â îñòàëüíîé îáëàñòè íàáëþäàåòñÿ ïåðåõîä ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ êîíå÷íîé

ùåëüþ.

Â �àçîâîé äèàãðàììå âûÿâëåíû òðè áîëüøèå òð¼õìåðíûå îáëàñòè: �åððî-

ìàãíèòíàÿ îáëàñòü è äâå àíòè�åððîìàãíèòíûå îáëàñòè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâó-

þò �àçå ïðîäîëüíûõ äèìåðîâ è �àçå Õîëäåéíà. Äâå àíòè�åððîìàãíèòíûå

�àçû ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó óíèâåðñàëüíîñòè è îòëè÷àþòñÿ ëèøü òî-

ïîëîãè÷åñêè. Äåòàëüíî èññëåäîâàíû äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè ïåðåõîäà ìåæäó

ýòèìè òðåìÿ �àçàìè.

Äàííàÿ ãëàâà îñíîâàíà íà ðàáîòàõ [A8, A9℄.

Â ãëàâå 3 ñ�îðìóëèðîâàíî è äîêàçàíî îáîáùåíèå òåîðåìû Ëèáà-Ìàòòèñà

äëÿ ñèñòåìû ñïèíîâ 1/2 íà ëåñòíè÷íîé ðåø¼òêå ñ äîïîëíèòåëüíûìè äèàãî-

íàëüíûìè è öèêëè÷åñêèì ÷åòûð¼õñïèíîâûì îáìåííûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè.

Â �3.1 ðàññìàòðèâàþòñÿ îáùèå ñâîéñòâà äâóõïîäðåø¼òî÷íûõ è �ðóñòðèðî-

âàííûõ àíòè�åððîìàãíèòíûõ ñïèíîâûõ ñèñòåì. Â äâóõïîäðåø¼òî÷íûõ ñèñòå-

ìàõ â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå âñå ëîêàëüíûå ñïèíîâûå âçàèìîäåéñòâèÿ íåâîç-

ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü îäíîâðåìåííî, ÷òî ïðèâîäèò ê àíòè�åððîìàãíèòíî-

ìó ïîðÿäêó. Äàííîå ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ �ðóñòðèðîâàííûõ ñèñòåì.

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ èçâåñòíàÿ òåîðåìà Ëèáà-Ìàòòèñà äëÿ äâóõïîäðåø¼òî÷íûõ

ñèñòåì: ìèíèìàëüíûå óðîâíè ýíåðãèè ñ ñåêòîðàõ ñ îïðåäåë¼ííûì çíà÷åíèåì

ñïèíà íå âûðîæäåíû è ìîíîòîííî ðàñòóò ñ ðîñòîì ñïèíà.

Â �3.2 äîêàçûâàåòñÿ îáîáùåíèå äàííîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ìîäåëè ñïèíîâîé

ëåñòíèöû (3) ñ ðàâíûìè äèàãîíàëüíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè (J×1
= J×2

= J×,

ñì. ðèñ. 1b) äëÿ ïàðàìåòðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ:

J‖ > |J×|. (4)

Êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèé â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò çàâèñåòü îò óçëîâ ðåø¼òêè.

Áëàãîäàðÿ ñïèíîâîé ñèììåòðèè è èíâàðèàíòíîñòè ãàìèëüòîíèàíà ïðè îò-

ðàæåíèè îòíîñèòåëüíî ïðîäîëüíîé îñè ëåñòíèöû, óðîâíè ýíåðãèè õàðàêòåðè-

çóþòñÿ ñïèíîì S, ïðîåêöèåé ñïèíà Sz
è ÷åòíîñòüþ ïðè îòðàæåíèè σ = ±1.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáëåã÷èòü èñïîëüçîâàíèå çåðêàëüíîé ñèììåòðèè, ââîäÿò-

ñÿ ñèììåòðè÷íàÿ è àíòèñèììåòðè÷íàÿ ñóïåðïîçèöèè äâóõ ñïèíîâ íà êàæäîé

ñòóïåíè: S
(s,a)
l = S1,l ± S2,l. �àìèëüòîíèàí (3) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íèõ ïðîùå:

H =
N−1∑

l=1

(Js S
(s)
l · S(s)

l+1 + Ja S
(a)
l · S(a)

l+1) +
1

2

N∑

l=1

J⊥(S
(s)
l )2, (5)
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à êîíñòàíòû Js,a = (J‖ ± J×)/2 ïîëîæèòåëüíû ââèäó (4). Çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ

áàçèñ, â êîòîðîì ñðåäè íåäèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ãàìèëüòîíèà-

íà íåò ïîëîæèòåëüíûõ. Îí ñîñòàâëåí èç îáû÷íûõ òðèïëåòíûõ è ñèíãëåòíîãî

ñîñòîÿíèé íà êàæäîé ñòóïåíè ëåñòíèöû ñ äîïîëíèòåëüíûì çíàêîâûì ìíîæè-

òåëåì. Â ñåêòîðå ñ �èêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè (Sz, σ) ýòà ìàòðèöà ÿâëÿ-

åòñÿ ñâÿçàííîé, è ñîãëàñíî òåîðåìå Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà, å¼ (îòíîñèòåëüíîå)

îñíîâíîå ñîñòîÿíèå íå âûðîæäåíî è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîëîæèòåëüíîé

ñóïåðïîçèöèè âñåõ áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé. Èñïîëüçóÿ ýòî ñâîéñòâî, íàõîäèòñÿ

çíà÷åíèå ñïèíà îòíîñèòåëüíîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ: S = |Sz|. Èñêëþ÷åíèåì
ÿâëÿåòñÿ ñåêòîð ñ Sz = 0 è σ = (−1)N−1

, ãäå S = 1. Äàëåå, èñïîëüçóÿ åäèí-

ñòâåííîñòü îòíîñèòåëüíîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ è ñâîéñòâà ñïèíîâûõ ìóëü-

òèïëåòîâ, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìèíèìàëüíûå óðîâíè ýíåðãèè â îòäåëüíûõ ñåê-

òîðàõ (S, σ) íå âûðîæäåíû (ò. å. ñîîòâåòñòâóþò åäèíñòâåííîìó ìóëüòèïëåòó

ñïèíà S) è ðàñòóò ñ ðîñòîì ñïèíà ïðè �èêñèðîâàííîé ÷åòíîñòè.

Â �3.3 èçó÷àþòñÿ ñïèí, ÷åòíîñòü è ñòåïåíü âûðîæäåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿ-

íèÿ, à òàêæå îáñóæäàåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì

ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ëèáî íåâûðîæäåííûì

ñèíãëåòîì ñ ÷åòíîñòüþ σ = (−1)N , ëèáî íåâûðîæäåííûì òðèïëåòîì ñ ÷åòíî-

ñòüþ σ = (−1)N−1
, ëèáî èõ âûðîæäåííîé ñóïåðïîçèöèåé. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè

äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè J⊥ > 2|J×| íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ãàìèëüòîíèàíà
ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî ïåðâûé ñëó÷àé. Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå âñå òðè ñöåíàðèÿ

ìîãóò èìåòü ìåñòî, êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû ïî ÷èñëåííîé äèàãîíàëèçà-

öèè ãàìèëüòîíèàíà ñ íå÷¼òíûì ÷èñëîì ñòóïåíåé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ

êîíñòàíò ñâÿçè. Ïðè ýòîì òðåòèé ñëó÷àé ñèíãëåò-òðèïëåòíîãî âûðîæäåíèÿ

ñîîòâåòñòâóåò êðèòè÷åñêîé òî÷êå ïåðåõîäà ìåæäó äâóìÿ òîïîëîãè÷åñêè ðàç-

ëè÷íûìè �àçàìè Õîëäåéíà â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå.

Â �3.4 ñðàâíèâàþòñÿ ñâîéñòâà ãàìèëüòîíèàíà îáîáù¼ííîé ñïèíîâîé ëåñò-

íèöû, óñòàíîâëåííûå â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, ñ àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè,

ïîëó÷åííûìè ðàíåå äëÿ �åððîìàãíèòíûõ âçàèìîäåéñòâèé âäîëü ñòóïåíåé,

âäîëü äèàãîíàëåé è ðàâíûõ ïðîäîëüíûõ è äèàãîíàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ.

Ïåðâûå äâå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ äâóõïîäðåø¼òî÷íûìè, à òðåòüÿ ñîõðàíÿåò ñóì-

ìàðíûé ñïèí êàæäîé ñòóïåíè. Ïîëó÷åíî ïîëíîå ñîîòâåòñòâèå.

Â �3.5 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèíîâàÿ ëåñòíèöà ñ ãðàíè÷íîé ïðèìåñüþ ïðîèç-

âîëüíîãî ñïèíà. Âñå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ðàññóæäåíèÿì â �3.2 è �3.3. Â

çàêëþ÷åíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ïåðèîäè÷åñêîé öåïî÷êè ñ íå÷¼ò-

íûì ÷èñëîì ñïèíîâ 1/2, êîòîðûé òî÷íî ðåøàåòñÿ, è äëÿ êîòîðîãî óðîâíè

äâóêðàòíî âûðîæäåíû ïî ÷åòíîñòè.
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b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

Kl

S1,l

S2,l

�èñ. 3: Ñïèíîâàÿ ëåñòíèöà ñ ÷åòûðåõñïèíîâûì öèêëè÷åñêèì âçàèìîäåéñòâè-

åì ïî ïëàêåòàì.

Â �3.6 ðàññìàòðèâàåòñÿ òà æå ñèñòåìà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-

âèÿìè. �åçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòàì �3.2, ïîëó÷åíû ëèøü ñ ñåêòîðå

ñ ÷åòíîñòüþ σ = (−1)N . Â îòëè÷èå îò ñèñòåìû ñî ñâîáîäíûìè ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè çäåñü îñòà¼òñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î âûðîæäåíèè è ñïèíå îñíîâíîãî

ñîñòîÿíèÿ. Ïðè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñåêòîðà

σ = (−1)N−1
.

Íàêîíåö, â �3.7 àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ñïèíîâîé ëåñòíèöû

ñ öèêëè÷åñêèì îáìåííûì âçàèìîäåéñòâèåì ÷åòûð¼õ ñïèíîâ:

H =
N−1∑

l=1

J‖(S1,l · S1,l+1 + S2,l · S2,l+1) +
N∑

l=1

J⊥S1,l · S2,l

+
N−1∑

l=1

K(P�

l,l+1 + P�−1
l,l+1).

Çäåñü îïåðàòîð öèêëè÷åñêîãî îáìåíà ÷åòûðåõ ñïèíîâ P� + P�−1
ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê

÷åòûðåõ ñïèíîâ âîêðóã êàæäîãî êâàäðàòà, êàê ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 3. Íàëî-

æèì óñëîâèÿ íà êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèé:

J‖ > 2K > 0. (6)

Âûâåäåíà �îðìà ãàìèëüòîíèàíà, êîòîðàÿ ïîäîáíî (5) óäîáíà äëÿ ðàñ÷åòà

áàçèñà:

H =
N−1∑

l=1

(Js S
(s)
l · S(s)

l+1 + Ja S
(a)
l · S(a)

l+1) +
N−1∑

l=1

K(P ‖
l,l+1 + P =

l,l+1 − P×
l,l+1)

+
N∑

l=1

J⊥

2
(S(s)

l )2.

(7)

êîíñòàíòû ïåðåîïðåäåëåíû ïî ïðàâèëó: Js,a = J‖/2 ±K. Çäåñü P
‖
l,l+1, P

=
l,l+1 è

P×
l,l+1 îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîäîëüíûå, ïîïåðå÷íûå è äèàãîíàëüíûå

ïåðåñòàíîâêè ïàð ñïèíîâ.
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Äàëåå, èñïîëüçóÿ äàííîå ïðåäñòàâëåíèå ãàìèëüòîíèàíà, ñòðîèòñÿ îòðèöà-

òåëüíûé áàçèñ. Âñå ðåçóëüòàòû �3.2 è �3.3 âåðíû òàêæå äëÿ äàííîé ñèñòåìû

ïðè óñëîâèè J‖ > 2K > 0 íà ïàðàìåòðû. Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðå-

äåëüíûé ñëó÷àé J‖ = 2, êîãäà ãðóïïà ñèììåòðèè SU(2)×Z2 ðàñøèðÿåòñÿ äî

U(2).

Äàííàÿ ãëàâà îñíîâàíà íà ðàáîòàõ [A10, A11, A12, A13℄.

Â ãëàâå 4 èçó÷àþòñÿ îáîáù¼ííûå îäíîìåðíûå ìîäåëè Õàááàðäà ñ ðàñ-

øèðåííîé ñèììåòðèåé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çà ïîñëåäíåå âðåìÿ ñïèíîâûå

è �åðìèîííûå ñèñòåìû ñ ðàñøèðåííîé ñèììåòðèåé èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ â

ëèòåðàòóðå [26, 27, 28℄. Ýòîò èíòåðåñ îáóñëîâëåí èõ ïðèìåíåíèåì â ñèñòåìàõ

õîëîäíûõ àòîìîâ [29, 30℄. Èíòåðåñíàÿ êëàññè�èêàöàÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêîãî

ïîâåäåíèÿ SU(N) ñèììåòðè÷íûõ ñïèíîâûõ öåïî÷åê, ñîñòîÿùàÿ èç òð¼õ ðàç-

ëè÷íûõ �àç è îáîáùàþùàÿ ðàçëè÷íîå ïîâåäåíèå öåëûõ è ïîëóöåëûõ ñïèíî-

âûõ öåïî÷åê [31℄, áûëà ïðåäëîæåíà è ïðîâåðåíà â ðàáîòàõ [26, 27℄.

Â �4.1 ñ�îðìóëèðîâàíî è äîêàçàíî îáîáùåíèå Òåîðåìû Ëèáà-Ìàòèñà äëÿ

îáîáù¼ííîé öåïî÷êè Õàááàðäà ñ óíèòàðíîé ñèììåòðèåé:

H =
∑

x,α

−tx(c
+
x+1,αcx,α + c+x,αcx+1,α) + V (n1, . . . , nL) +

∑

x,a

Jx T a
xT

a
x+1

−
∑

x,α>β

Kx(c
+
x+1,αc

+
x+1,βcx,βcx,α + c+x,αc

+
x,βcx+1,βcx+1,α),

(8)

ãäå ïðåäïîëàãàþòñÿ îòêðûòûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Êîý��èöèåíòû tx, Jx è

Kx ïîëîæèòåëüíû è çàâèñÿò îò óçëà x. Ôåðìèîíû õàðàêòåðèçóþòñÿ N ðàç-

ëè÷íûìè àðîìàòàìè α, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè îáû÷íîãî ñïèíà, à

óíèòàðíàÿ ñèììåòðèÿ îáåñïå÷èâàåò ðàâíîïðàâèå àðîìàòîâ. Äîïîëíèòåëüíûå

÷ëåíû â ãàìèëüòîíèàíå îïèñûâàþò îäíîâðåìåííûå ïåðåñêîêè ïàð ýëåêòðîíîâ

ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè, îáìåííûå âçàèìîäåéñòâèÿ ñîñåäíèõ îáîáù¼ííûõ

ñïèíîâ ïîñðåäñòâîì ãåíåðàòîðîâ óíèòàðíîé ãðóïïû: T a
x =

∑
α,β c

+
x,αT

a
αβcx,β, à

òàêæå íàèáîëåå îáùèé ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö.

Ñíà÷àëà, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà �åðìèîííûõ îïåðàòîðîâ, ñòðîèòñÿ áàçèñ, â

êîòîðîì ìàòðèöà ãàìèëüòîíèàíà íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ âíå ñâî-

åé äèàãîíàëè, óïîðÿäî÷èâ ñëåäóþùèì îáðàçîì îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ �åðìè-

îíîâ:

|{x1}, . . . , {xN}〉 =
N∏

α=1

(c+xα
1
,αc

+
xα
2
,α . . . c

+
xα
Mα

,α)|0〉, (9)

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ñëåâà íàïðàâî, à íàáîð {xα} îïðåäåëÿåò óïîðÿäî-

÷åííûå êîîðäèíàòû âñåõ �åðìèîíîâ ñ äàííûì àðîìàòîì: xα
1 < · · · < xα

Mα
.
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Äðóãèìè ñëîâàìè, ãðóïïèðóþòñÿ âìåñòå ÷àñòèöû îäíîãî è òîãî æå àðîìàòà,

à âíóòðè îäíîé ãðóïïû îíè ðàñïîëàãàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ ïîëîæåíèåì.

Áëàãîäàðÿ ýòîé ñèììåòðèè, óðîâíè ýíåðãèè ïàðàìåòðèçóþòñÿ äèàãðàììîé

Þíãà Y è ÷èñëàìè Mα, çàäàþùèìè êîëè÷åñòâî �åðìèîíîâ äàííîãî òèïà.

Äèàãðàììû Þíãà õàðàêòåðèçóþò ìóëüòèïëåòû ãðóïïû U(N). ×èñëî èõ ýëå-

ìåíòîâ, ðàâíî ÷èñëó ÷àñòèö M , à ÷èñëî ñòðîê íå ïðåâîñõîäèò N . Êàæäîìó

ýëåìåíòó äèàãðàììû ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îäíà ÷àñòèöà, çàòåì ïðîâîäèòñÿ

ñèììåòðèçàöèÿ ïî ñòðîêàì è àíòèñèììåòðèçàöèÿ ïî ñòîëáöàì.

Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî â ïîäïðîñòðàíñòâå ñ �èêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè

Mα ìàòðèöà ãàìèëüòîíèàíà â ïîñòðîåííîì áàçèñå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííîé. Êàê

ñëåäñòâèå, å¼ îòíîñèòåëüíîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå òàì íå âûðîæäåíî è ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîëîæèòåëüíîé ñóïåðïîçèöèè âñåõ áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé.

Ñðàâíåíèåì ñ ïðîñòûì ïðîáíûì ñîñòîÿíèåì íàõîäèòñÿ ìóëüòèïëåò, êîòîðî-

ìó ïðèíàäëåæèò îòíîñèòåëüíîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå: îí õàðàêòåðèçóåòñÿ ñõå-

ìîé Þíãà ñî ñòðîêàìè äëèíû Mα. Äàëåå, èñïîëüçóÿ åäèíñòâåííîñòü îòíî-

ñèòåëüíîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ è òåîðèþ ïðåäñòàâëåíèé óíèòàðíîé ãðóïïû,

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìèíèìàëüíûå óðîâíè ýíåðãèè â îòäåëüíûõ ñåêòîðàõ Y íå

âûðîæäåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëåòà è óïîðÿäî÷åíû â ñîîòâåòñòâèè ñ

äîìèíàíòíûì ïîðÿäêîì ñðåäè äèàãðàìì Þíãà, à èìåííî: Y1 ≻ Y2, åñëè Y2

ïîëó÷àåòñÿ èç Y1 ñìåùåíèåì íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ ñ âåðõíèõ ñòðîê â íèæíèå.

Ïðèìåð äîìèíàíòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ äèàãðàìì ïðè N ≥ 4:

≻ ≻ ≻ ≻ .

�4.2 ïîñâÿù¼í îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ äàííîé ñèñòåìû. Äîìèíàíòíûé ïîðÿ-

äîê ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì: íå âñå äèàãðàììû Þíãà ìîæíî ñðàâíèâàòü äðóã ñ

äðóãîì êàê, ê ïðèìåðó, äèàãðàììû è . Äèàãðàììû Þíãà ñ ðàç-

ëè÷íûì êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì ÷èñëàì ÷à-

ñòèö, âîîáùå íå ñðàâíèâàþòñÿ. Îäíàêî, ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ äèàãðàììà

Y
gs

, âñå ñòîëáöû êîòîðîé, êðîìå ïîñëåäíåãî, èìåþò ìàêñèìàëüíî-âîçìîæíóþ

äëèíó N , Ïîýòîìó îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ðàñøèðåííîé öåïî÷êè Õàááàðäà ñ M

÷àñòèöàìè îáðàçóåò íåâûðîæäåííûé àíòèñèììåòðè÷íûé ìóëüòèïëåò ïîðÿä-

êà m = M mod N è ðàçìåðíîñòüþ d =

(
N

m

)
. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ÷èñëî ÷à-

ñòèö êðàòíî N , îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ñèíãëåòîì. Â

ïðåäåëå ñâîáîäíûõ �åðìèîíîâ îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîñòüþ

çàïîëíåííûì íèæíèì óðîâíÿì ýíåðãèè îòäåëüíûõ ÷àñòèö.
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Â �4.3 óñòàíàâëèâàåòñÿ àíòè�åððîìàãíèòíîå óïîðÿäî÷åíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ

óðîâíåé äëÿ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû îäíîìåðíûõ èäåíòè÷íûõ �åð-

ìèîíîâ ñ SU(N) âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è âçàèìîäåéñòâèåì, çàâè-

ñÿùèì òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò:

H
QM

= − 1

2m

M∑

i=1

∂2

∂x2
i

+ V (x1, . . . , xM). (10)

Äàííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì àíàëîãè÷íîãî ïðàâèëà äëÿ ñëó÷àÿ

SU(2) ñèììåòðèè, óñòàíîâëåííîé Ëèáîì è Ìàòòèñîì â ðàáîòå [32℄. �àìèëüòî-

íèàí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Sspa
e

M ×Sspin

M × SU(N), ñîñòîÿùåé èç

ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê ïðîñòðàíñòâåííûõ è ñïèíîâûõ ñòåïå-

íåé ñâîáîäû, à òàêæå óíèòàðíîãî âðàùåíèÿ ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ. Îäíàêî,

óðîâíè ýíåðãèè ïàðàìåòðèçóþòñÿ ëèøü äâóìÿ äèàãðàììàìèÞíãà: îäíîé äëÿ

ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, è äðóãîé � äëÿ ñïèíîâûõ, ïîñêîëüêó óíèòàðíàÿ

ãðóïïà è ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê, äåéñòâóþùèå íà îäíè è òå æå ñïèíîâûå èíäåê-

ñû, îïèñûâàþòñÿ îäíîé ñõåìîé Þíãà (äóàëüíîñòü Øóðà-Âåéëÿ). Óñëîâèå àí-

òèñèììåòðè÷íîñòè ïîëíîé âîëíîâîé �óíêöèè ñîãëàñíî òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé

ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïðèâîäèò ê âçàèìíîé ñîïðÿæ¼ííîñòè ýòèõ äèàãðàìì.

�àìèëüòîíèàí íå çàâèñèò îò ñïèíîâ, ïîýòîìó óðîâíè ýíåðãèè îïðåäåëÿþòñÿ

òèïîì ñèììåòðèè ïðè ïåðåñòàíîâêå êîîðäèíàò. Ñîãëàñíî æå îáîáùåíèþ îñ-

öèëëÿöèîííîé òåîðåìû äëÿ ìíîãèõ ÷àñòèö, ìèíèìàëüíûå óðîâíè ýíåðãèè äëÿ

âîëíîâûõ �óíêöèé ñ îïðåäåë¼ííîé ñèììåòðèåé ïðè ïåðåñòàíîâêå êîîðäèíàò

óïîðÿäî÷åíû ñîãëàñíî îáðàòíîìó äîìèíàíòíîìó ïîðÿäêó ñîîòâåòñòâóþùèõ

äèàãðàìì Þíãà [32℄. Ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ äèàãðàìì îáðàùàåò

äîìèíàíòíûé ïîðÿäîê, òî äëÿ ñïèíîâûõ ìóëüòèïëåòîâ èìååì ïðÿìîé äîìè-

íàíòíûé ïîðÿäîê óðîâíåé ýíåðãèè, êàê è äëÿ îáîáù¼ííîé ìîäåëè Õàááàðäà.

Öåëüþ âòîðîé ÷àñòè äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå è èçó÷åíèå èíòå-

ãðèðóåìûõ ðàñøèðåíèé ìîäåëè Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñëå îòêðûòèÿ âûñî-

êîòåìïåðàòóðíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè âûÿñíèëîñü, ÷òî îáû÷íàÿ òåîðèÿ ÁÊØ,

îñíîâàííàÿ íà ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ, íåïðèìåíèìà äëÿ å¼ îáúÿñíå-

íèÿ. Â ðàáîòå [33℄ Àíäåðñîí ïðåäëîæèë èññëåäîâàòü âûñîêîòåìïåðàòóðíóþ

ñâåðõïðîâîäèìîñòü â ðàìêàõ ìîäåëè ñèëüíî êîððåëèðîâàííûõ ýëåêòðîíîâ.

Áîëüøèíñòâî èç ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé â äàííîì íàïðàâëåíèè, ïî-

ÿâèâøèõñÿ âïîñëåäñòâèè, èñïîëüçîâàëè ïðèáëèæ¼ííûå èëè ÷èñëåííûå ìåòî-

äû. Èçâåñòíî âñåãî ëèøü íåñêîëüêî òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ. Îäèí èç íèõ ïî-

ëó÷åí â ðàìêàõ àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà è îñíîâàí íà ñâîéñòâàõ òàê íàçû-

âàåìûõ ýëåêòðîííûõ η-ïàð [34℄, êîòîðûå îáðàçóþò ñîñòîÿíèÿ, îáëàäàþùèå
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òàê íàçûâàåìûì âíåäèàãîíàëüíûì äàëüíèì ïîðÿäêîì [35℄. Äàííîå ñâîéñòâî

ïðåäïîëàãàåò òàêæå ý��åêò Ìåéñíåðà è êâàíòîâàíèå ïîòîêà, êîòîðûå ñî-

ïóòñòâóþò ñâåðõïðîâîäèìîñòè. Ñâåðõïðîâîäèìîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ ìîáèëü-

íîñòüþ òàê íàçûâàåìûõ η-ïàð, êîòîðûå àíàëîãè÷íû êóïåðîâñêèì ïàðàì â

ñòàíäàðòíîé òåîðèè [35, 34℄. Îäíàêî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå îáû÷íîé ìîäåëè Õàá-

áàðäà íå îáëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì, ïîýòîìó ñòàëè ðàññìàòðèâàòüñÿ å¼ ðàç-

ëè÷íûå ðàñøèðåíèÿ [36, 37℄.

Â �4.4 ñòðîÿòñÿ êâàíòîâûå öåïî÷êè, â êîòîðûõ, â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ

ìîäåëåé, ñîñòîÿíèÿ íà êàæäîì óçëå ðåø¼òêè îáðàçóþò íå îäèí [38℄, à ñðà-

çó íåñêîëüêî íåïðèâîäèìûõ ìóëüòèïëåòîâ êâàíòîâîé ãðóïïû. �àìèëüòîíèàí

ïðè ýòîì ñòðîèòñÿ èç ëîêàëüíûõ ñïëåòàþùèõ îïåðàòîðîâ ìåæäó ïðèâîäèìû-

ìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, ïðè÷¼ì åãî îãðàíè÷åíèå íà ñîñòîÿíèÿ ñ ìàêñèìàëüíû-

ìè çíà÷åíèÿìè ñïèíîâûõ ïðîåêöèé (ñòàðøèå ñîñòîÿíèÿ) ñîîòâåòñòâóåò áîëåå

ïðîñòîìó áàçîâîìó ãàìèëüòîíèàíó, èíòåãðèðóåìîñòü êîòîðîãî èçâåñòíà çàðà-

íåå. Ñëåäîâàòåëüíî, óðîâíè ýíåðãèè èñõîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà ñîâïàäàþò ñ

óðîâíÿìè ýíåðãèè áàçîâîé ñèñòåìû, íî ñ äîïîëíèòåëüíûì âûðîæäåíèåì, êî-

òîðîå ñîîòâåòñòâóåò ñòåïåíÿì ñâîáîäû, ñâÿçàííûì ñ ìóëüòèïëåòàìè êâàíòî-

âîé ãðóïïû. Â îáùåì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíîå âûðîæäåíèå çàâèñèò îò óðîâíÿ

ýíåðãèè, ÷òî ïðèâîäèò ê íåòðèâèàëüíîìó èíòåãðèðóåìîìó îáîáùåíèþ áàçî-

âîãî ãàìèëüòîíèàíà. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíêðåòíûå ñëó÷àè, êîãäà áàçî-

âûé ãàìèëüòîíèàí ñîîòâåòñòâóþò ìîäåëè �àéçåíáåðãà, èëè öåïî÷êå Õîëäåéíà-

Øàñòðè [39, 40℄ ñ äàëüíèìè âçàèìîäåéñòâèÿìè ñïèíîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî

óêàçàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìåòîäà, ïðèìåí¼ííîãî â ðàáî-

òå [41℄ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàñøèðåííîé ìîäåëè Õàááàðäà â ïðåäåëå ñèëüíîãî

îòòàëêèâàíèÿ.

Â �4.5 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãàìèëüòîíèàíîâ, ïîñòðîåííûõ â

ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ÷åðåç �åðìèîííûå îïåðàòîðû â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ,

êîãäà ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé êàæäîãî óçëà òð¼õìåðíîå èëè ÷åòûð¼õìåðíîå.

Ïîñòðîåííûå òàêèì îáðàçîì �åðìèîííûå ãàìèëüòîíèàíû ïðèâîäÿò ê ðàíåå

èçâåñòíûì è íîâûì èíòåãðèðóåìûì ðàñøèðåíèÿì ìîäåëè Õàááàðäà. Ýòè ìî-

äåëè, êðîìå îáû÷íûõ ÷ëåíîâ, îòâå÷àþùèõ çà ïåðåñêîêè ýëåêòðîíîâ è âçàè-

ìîäåéñòâèå Õàááàðäà, ñîäåðæàò òàêæå âçàèìîäåéñòâèÿ ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ,

ïåðåñêîêè ïàð ýëåêòðîíîâ, êóëîíîâñêîå è îáìåííîå ñïèíîâîå âçàèìîäåéñòâèÿ

ñîñåäåé. Â ñëó÷àå, êîãäà áàçîâàÿ ìîäåëü çàäà¼òñÿ íåîäíîðîäíîé öåïî÷êîé

�àéçåíáåðãà, îäíà èç ïîñòðîåííûõ ðàñøèðåíèé ìîäåëè Õàááàðäà îáëàäàåò

ñâåðõïðîâîäÿùèì îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ íàëè÷èåì

âíåäèàãîíàëüíîãî äàëüíåãî ïîðÿäêà.
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Äàííàÿ ãëàâà îñíîâàíà íà ðàáîòàõ [A14, A15, A16, A17, A18, A19, A20, A21,

A22℄

Âûâîäû

Â çàêëþ÷åíèå ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

1. Ïîñòðîåíû èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ñ�åðè÷åñêîé ìåõàíèêè, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé óãëîâîé ÷àñòè ðàöèîíàëüíîé ìîäåëè Êàëîäæåðî, èñïîëüçóÿ ðåäóê-

öèþ èç ìàòðè÷íîé ìîäåëè. Ýòè èíòåãðàëû ñîîòâåòñòâóþò ñèíãëåòàì ãðóï-

ïû SU(N) × SL(2, R), ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ãðà�è÷åñêîå îïèñà-

íèå äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ è äàëüíåéøåé êëàññè�èêàöèè. Ïðèâåäåíû ÿâ-

íûå âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ äâèæå-

íèÿ âïëîòü äî øåñòîãî ïîðÿäêà ïî èìïóëüñàì. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ðàçâè-

òîé äèàãðàììíîé òåõíèêè ñ áàçèñíûìè ñèíãëåòíûìè ñîñòîÿíèÿìè îáû÷-

íûõ êâàíòîâûõ ñïèíîâ, ïîñòðîåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðíûõ âàëåíò-

íûõ ñâÿçåé.

2. �àçðàáîòàíà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé ñ�åðè÷åñêîé ìåõàíèêè, èñõîäÿ èç èíòåãðàëà äâèæåíèÿ áàçîâîé êîí-

�îðìíîé ìåõàíèêè îïðåäåë¼ííîé êîí�îðìíîé ðàçìåðíîñòè. Äëÿ ñèñòåìû

Êàëîäæåðî óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà îïðåäåëÿåò äðóãîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ

ñ�åðè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ. Äëÿ ñ�åðè÷åñêîé ÷àñòè ÷åòûðåõ÷àñòè÷íîé ìî-

äåëè Êàëîäæåðî ñ èñêëþ÷åííûì öåíòðîì ìàññ ïîñòðîåí òàêèì îáðàçîì

ïîëíûé íàáîð �óíêöèîíàëüíî-íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ.

3. Èññëåäîâàíà òð¼õìåðíàÿ �àçîâàÿ äèàãðàììà ëåñòíè÷íîé ìîäåëè ñî ñïè-

íîì 1/2 ñ äîïîëíèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè, êîòîðàÿ

ñîäåðæèò, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, ìíîæåñòâî õîðîøî èçâåñòíûõ ðàíåå èñ-

ñëåäîâàííûõ ìîäåëåé. Äîêàçàíî íàëè÷èå òîëüêî òðåõ ðàçëè÷íûõ òð¼õ-

ìåðíûõ êâàíòîâûõ �àç: �åððîìàãíèòíîé �àçû è äâóõ ìàññèâíûõ àí-

òè�åððîìàãíèòíûõ �àç Õîëäåéíà ñ ðàçëè÷íûì òîïîëîãè÷åñêèì ïîðÿä-

êîì. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåíîðìãðóïïîâîãî ìåòîäà äëÿ ìàòðèöû ïëîòíî-

ñòè (DMRG) ÷èñëåííî âû÷èñëåíà ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ïîâåðõíîñòü

�àçîâîãî ïåðåõîäà, ðàçäåëÿþùàÿ ýòè �àçû. Íåêîòîðûå ÷àñòè ýòîé ïî-

âåðõíîñòè, ðàçäåëÿþùèå äâå ìàññîâûå �àçû Õîëäåéíà, ÿâëÿþòñÿ êðèòè-

÷åñêèìè ñ íóëåâîé ùåëüþ (ìàññîé) è íóëåâûì ñòðîêîâûì òîïîëîãè÷åñêèì

ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà. Îñòàëüíàÿ åå îáëàñòü ñîîòâåòñòâóåò �àçîâîìó ïå-

ðåõîäó ïåðâîãî ðîäà ñ êîíå÷íîé ùåëüþ è äâóì âûðîæäåííûì ñèíãëåòíûì
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îñíîâíûì ñîñòîÿíèÿì. Ïîêàçàíà, ÷òî õîòÿ òîïîëîãèÿ ýòè äâóõ �àç ðàçëè-

÷àåòñÿ, èõ òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà âáëèçè êðèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

îäèíàêîâû.

4. Ñ�îðìóëèðîâàíî è äîêàçàíî îáîáùåíèå òåîðåìû Ëèáà-Ìàòòèñà îá àíòè-

�åððîìàãíèòíîì óïîðÿäî÷åíèè óðîâíåé ýíåðãèè äëÿ ñèñòåìû ñïèíîâ 1/2

íà ëåñòíè÷íîé ðåøåòêå, èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïðîäîëüíîé îñè ñèì-

ìåòðèè ðåøåòêè, ñ äîïîëíèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè

è ñ îòêðûòûìè ãðàíèöàìè. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ øèðîêîé îáëàñòè çíà÷åíèé

ïàðàìåòðîâ ìèíèìàëüíûå óðîâíè E(S, σ) â ñåêòîðàõ ñ îïðåäåëåííûìè

çíà÷åíèÿìè ñïèíà S è ÷åòíîñòè (ïðè îòðàæåíèè) σ = ±1 ìîíîòîííî ðàñ-

òóò ñ ðîñòîì ñïèíà ïðè íåèçìåííîé ÷åòíîñòè: E(S1, σ) > E(S2, σ) ïðè

S1 > S2. Óðîâåíü E(S, σ) îáðàçîâàí âñåìè ñîñòîÿíèÿìè îäíîãî ìóëü-

òèïëåòà ñïèíà S. Â ýòîì ñìûñëå îí íå âûðîæäåí. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå

àíòè�åððîìàãíèòíîé ñèñòåìû ñ N ñòóïåíÿìè ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì

ñïèí-ñèíãëåòíîì ñ ÷åòíîñòüþ σ = (−1)N , èëè íåâûðîæäåííûì òðèïëå-

òîì ñ ÷åòíîñòüþ σ = (−1)N+1
, ëèáî èõ âûðîæäåííîé êîìáèíàöèåé, ÷òî

õàðàêòåðíî äëÿ öåïî÷êè Õàëäåéíà ñïèíà 1.

5. Àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî äîêàçàíî òàêæå äëÿ ñïèíîâîé ëåñòíèöû ñ ÷åòûðåõ-

ïèíîâûì öèêëè÷åñêèì îáìåííûì âçàèìîäåéñòâèåì, à òàêæå ïðè íàëè÷èè

ãðàíè÷íîé ïðèìåñè. ×àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé

ñèñòåìû.

6. Ñ�îðìóëèðîâàíî è äîêàçàíî îáîáùåíèå òåîðåìû Ëèáà-Ìàòòèñà îá àíòè-

�åððîìàãíèòíîì óïîðÿäî÷åíèè óðîâíåé ýíåðãèè äëÿ ðàñøèðåííîé ìíîãî-

çîííîé îäíîìåðíîé ìîäåëè Õàááàðäà ñ SU(n) ñèììåòðèåé, âêëþ÷àþùåé

â ñåáÿ ïàðíûå ïåðåñêîêè ýëåêòðîíîâ, ñïèíîâûé îáìåí è ïðîèçâîëüíûé

ïîòåíöèàë íà óçëå. Ìèíèìàëüíûå óðîâíè E(Y) â îòäåëüíûõ ñåêòîðàõ,

êîòîðûå îáúåäèíÿþò ýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ è õàðàêòåðèçóþòñÿ

äèàãðàììàìè Þíãà Y, óïîðÿäî÷åíû â ñîîòâåòñòâèè ñ äîìèíàíòíûì ïî-

ðÿäêîì äëÿ ýòèõ äèàãðàìì: E(Y1) > E(Y2) ïðè Y1 ≻ Y2. Óðîâåíü E(Y) íå

âûðîæäåí, òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâëÿþò

îäèí Y ìóëüòèïëåò. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå öåïî÷êè ñ M �åðìèîíàìè îá-

ðàçóåò íåâûðîæäåííûé àíòèñèììåòðè÷íûé SU(N) ìóëüòèïëåò ïîðÿäêà

k = M mod N è ðàçìåðíîñòè d =
(
N

k

)
. Îí ÿâëÿåòñÿ ñèíãëåòîì, åñëè M

êðàòíî N .

7. Ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíî ñåìåéñòâî èíòåãðèðóåìûõ ðàñøèðåíèé îáû÷íîé
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öåïî÷êè Õàááàðäà. Îòëè÷èòåëüíûì ñâîéñòâîì ýòîãî ñåìåéñòâà ãàìèëüòî-

íèàíîâ ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîå âûðîæäåíèå óðîâíåé ýíåðãèè, êîòîðîå ÿâëÿåò-

ñÿ ñëåäñòâèåì äîñòàòî÷íî øèðîêîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî à��èííîé

êâàíòîâîé ãðóïïû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå îäíîãî èç ïðåä-

ñòàâèòåëåé äàííîãî ñåìåéñòâà îáëàäàåò ñâåðõïðîâîäÿùèì ñâîéñòâîì, êî-

òîðîå îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì âíåäèàãîíàëüíîãî äàëüíåãî ïîðÿäêà.
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Exa
t methods in one-dimensional and

quasi-one-dimensional systems

Summary

The thesis is devoted to the investigations of one-dimensional and quasi-one-

dimensional models of intera
ting parti
les by means of exa
t algebrai
 and analy-

ti
al methods. In the last de
ades, signi�
ant progress in the study low-dimensional

systems with strong 
orrelation between the parti
les. as a result of te
hnologi
al

progress in nanote
hnology, quantum dots, opti
al latti
es, it be
ame possible not

only getting enough 
lean one-dimensional stru
tures, synthesis of arti�
ial latti
e

atoms with a predetermined stru
ture.

The goal of the 
urrent thesis is:

• The investigation of the integrals of motion for the spheri
al me
hani
s related

to the angular part of the rational Calogero and general 
onformal me
hani
s;

• The study of the phase diagram of the general frustrated spin-ladder model;

• The generalization of the antiferromagneti
 ordering of the energy levels on

the spin value of frustrated spin-ladder systems with re�e
tion symmetry and

to quantum spin 
hains with SU(N) symmetry;

• The study of generalized integrable 
hains Hubbard extended a�ne quantum

group symmetries with degenerate energy spe
trum.

Using the matrix-model des
ription of the spheri
al me
hani
s, whi
h is de�ned

by the spheri
al se
tor of the rational Calogero model, a diagrammati
 te
hnique

is developed. It allows to �nd expli
it expressions of the 
onstants of motion

of the spheri
al me
hani
s and 
al
ulate their Poisson bra
kets. All fun
tionally

independent 
onstants of motion to any given order in the momenta 
an be

obtained in this way. The te
hnique is related to the valen
e-bond basis for singlet

states. A dire
t relation between the 
onstants of motion for general 
onformal

me
hani
s and those for its spheri
al me
hani
s is established also.

Using Density-Matrix Renormalization Group method, the general phase diagram

of the two-leg ladder frustrated by the diagonal intera
tions is investigated. It is


on�rmed that all antiferromagneti
 gapped states belong to the same universality


lass as the Haldane phase. In a three-dimensional phase diagram, a 
ontinuous

surfa
e with singularities in the string-order parameter or its �rst derivative is

determined, whi
h 
orresponds to a transition between two Haldane phases with
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di�erent topologi
al order. Some parts of this transition surfa
e are 
riti
al with

zero gap and vanishing string-order parameter. In the 
omplementary parts, the

transition is �rst order with �nite gap and string order. The boundary of this

surfa
e with the ferromagneti
 region is a 
riti
al end line, when the surfa
e is


riti
al and a triple line anywhere else.

The Lieb-Mattis theorem about antiferromagneti
 ordering of energy levels

on bipartite latti
es is generalized to re�e
tion-invariant spin-1/2 ladder model

frustrated by diagonal and four-spin 
y
li
 ex
hange intera
tions. It is proved that

the lowest energies in se
tors with �xed spin and re�e
tion quantum numbers are

monotone in
reasing fun
tions of total spin. The nondegenera
y of most levels

is proved also. For a wide range of 
oupling 
onstants, the ground state is a

unique spin singlet. For other values of 
ouplings, it may be also a unique spin

triplet or may 
onsist of both multiplets. Similar results have been obtained for

the ladder with arbitrary boundary impurity spin. Some partial results have also

been obtained in the 
ase of periodi
al boundary 
onditions.

The Lieb-Mattis theorem on the antiferromagneti
 ordering of energy levels is

generalized to SU(N) extended Hubbard model with Heisenberg ex
hange and

pair-hopping terms. It is proved that the minimum energy levels among the states

from equivalent representations are nondegenerate and ordered a

ording to the

dominan
e order of Young diagrams, whi
h 
hara
terize equivalen
e 
lasses of

SU(N)multiplets. The ground state forms a unique antisymmetri
 multiplet. The

relation with the similar ordering among the spatial wavefun
tions with di�erent

symmetry 
lasses of ordinary quantum me
hani
s is dis
ussed also.

The family of quantum Hamiltonians, whi
h have a�ne quantum group sym-

metry, is 
onstru
ted. Their eigenvalues 
oin
ide with the eigenvalues of the usual

spin 
hain Hamiltonians, but have the degenera
y of levels, 
orresponding to

a�ne quantum group. The spa
e of states of these spin 
hains is formed by

the tensor produ
t of fully redu
ible representations of quantum group. The

fermioni
 representations of 
onstru
ted spin 
hain Hamiltonians show that we

have new extensions of Hubbard Hamiltonians. All of them are integrable and

have a�ne quantum group symmetry. The exa
t ground state of a su
h type model

is presented, exhibiting super
ondu
ting behavior via η-pairing me
hanism.
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Ամփոփագիր 

 

Ատենախոսությունը նվիրված է միաչափ և քվազի-միաչափ փոխազդող մասնիկներից 

կազմված համակարգերի ուսումնասիրմանը ճշգրիտ մեթոդների միջոցով: Վերջին 

տարիներին զգալիորեն աճել է հետաքրքրությունը ուժեղ կորելացված մասնիկներից 

կազմված ցածր չափողականություն ունեցող համակարգերի նկատմամբ: Մասնավորապես, 

այն պայմանավորված է առաջընթացով նանոտեխնոլոգիայի, քվանտային կետերի, 

օպտիկական ցանցերի և այլ բնագավառներում: 

Ատենախոսության նպատակն է հանդիսանում. 

 ռացիոնալ Կալոջերոյի մոդելի անկյունային մասի շարժման ինտեգրալների 

կառուցումը և ուսումնասիրումը; 

 ընդհանրացված աստիճանատիպ սպինային ցանցի փուլային դիագրամայի 

կառուցումը; 

 էներգիայի մակարդակների կարգավորման ուսումնասիրությունը ընդհանրացված 

աստիճանատիպ սպինային ցանցերի և ունիտար համաչափությամբ օժտված միաչափ 

ընդհանրացված Հաբարդի մոդելների համար:  

Օգտագործելով մատրիցական մոդելի ներկայացումը,  ուսումնասիրվել է սֆերիկ 

մեխանիկան,  որի համիլտոնյանն է հանդիսանում ռացիոնալ Կալոջերոյի մոդելի 

անկյունային մասը: Օգտագործելով մշակված դիագրամային տեխնիկան, այդ համակարգի 

համար կառուցվել են շարժման ինտեգրալները: Այդ տեխնիկան թույլ է տալիս գտնել բոլոր 

անկախ ինտեգրալները և հաշվարկել դրանց Պուասոնի  փակագծերը: Այդ դասական 

ինտեգրալների կառուցվածքը նման է վալենտական կապերի միջոցով կազմված քվանտային 

սպինային սինգլետների կառուցվածքին: Ուղղակի կապ է հաստատվել նաև ընդհանուր 

կոնֆորմ մեխանիկայի շարժման ինտեգրալների և համապատասխան սֆերիկ մեխանիկայի 

շարժման ինտեգրալների միջև: 

Կառուցվել է փուլային դիագրաման ընդհանրացված աստիճանատիպ ցացի վրա 

սահմանված սպինային համակարգի համար անկյունագծային փոխազդեցությունների 

առկայությանբ: Այդ նպատակով մշակվել և կիրառվել է կրիտիկական կետերը ճշգրիտ 

հաշվարկելու նոր եղանակ, որի հիմքն է հանդիսանում վերանորմավորման խմբի մեթոդը 
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խտության մատրիցի համար: Հաստատվել է, որ բոլոր անտիֆերոմագնետիկ հիմնական 

վիճակները, որոնց գրգռումները նկարագրվում են զանգված ունեցող քվազիմասնիկներով,  

համապատասխանում են Հոլդեյնի փուլին: Եռաչափ փուլային դիագրամայում հաշվարկվել է 

կրիտիկական մակերևույթը, որն համապատասխանում է լարային տիպի  կարգի 

պարամետրով բնութագրվաղ փուլային անցմանը: Այն սահմանում է քվանտային փուլային 

անցումները երկու Հոլդեյնի փուլերի միջև, որոնք բնութագրվում են տարբեր տոպոլոգիական 

կարգերով: Այդ անցումային մակերևույթի որոշակի հատվածները համապատասխանում են 

երկրորդ կարգի փուլային անցումներին, որոնք նկարագրվում են  անզանգված 

քվազիմասնիկներով, իսկ հավելյալ մասերում փուլային անցումը առաջին կարգի է: 

Լիբ-Մատիսի թեորեմը էներգետիկ մակարդակների անտիֆերոմագնետիկ 

կարգավորման մասին երկմասս ցանցերի վրա սահմանված քվանտային սպինային 

համակարգերի  համար ընդհանրացվել է վերոնշված աստիճանատիպ սպինային ցանցի 

համար: Բացի անկյունագծանին փոխազդեցություններից այն պարունակում է նաև չորս 

սպինների ցիկլիկ փոխազդեցությունը: Մասնավորապես ապացուցվել է, որ մինիմալ 

էներգիայի մակարդակները սպինի և զույգության որոշակի արժեքների համար այլասերված 

չեն և մոնոտոն աճում են սպինի աճի հետ մեկտեղ: Հիմնական վիճակը, որպես կանոն, 

այլասերված չէ և հանդիսանում է կամ սինգլետ, կամ տրիպլետ, կամ էլ, որոշ դեպքերում, այն 

կարող է կազմել սինգլետ-տրիպլետ զույգ:  Նմանատիպ արդյունքներ են ստացվել նաև 

սահմանի վրա սպինային խառնուրդի  առկայությանբ: Որոշ մասնակի արդյունքներ են 

արձանագրվել նաև պարբերական սահմանային պայմանների դեպքում: 

Լիբ-Մատիսի թեորեմը ընդհանրացվել է նաև SU(N) համաչափությամբ օժտված 

ընդլայնված Հաբարդի մոդելի համար, որը պարունակում է Հայզենբերգի սպինային 

փոխանակումը և զույգ էլեկտրոնների թռիչքը բնութագրող անդամներ: Ապացուցվել է, որ 

նվազագույն էներգետիկ մակարդակները տարբեր Յունգի դիագրամներով բնութագրվող 

համարժեք SU(N) մուլտիպլետներում այլասերված չեն և կարգավորված են ըստ Յունգի 

դիագրամների համար սահմանված հայտնի դոմինանտ կարգի: Հիմնական վիճակն ևս չունի 

այլասերում և կազմում է անտիսիմետրիկ մուլտիպլետ:  

 


