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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ 
 
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå è õðîìà-

òè÷åñêîì êëàññå ãðàôà1, ñôîðìóëèðîâàííûõ â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì âîïðîñîâ 
ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà, ïðîéäÿ äëèííûé èñòîðè÷åñêèé ïóòü îò îïðåäåëåíèé 
ðàñêðàñîê äî îöåíîê çíà÷åíèé ýòèõ ïàðàìåòðîâ, çíà÷èòåëüíî îáîãàòèëè 
òåîðèþ ãðàôîâ öåííûìè òåîðåìàìè, èäåÿìè, ìåòîäàìè äîêàçàòåëüñòâ, íîâûìè 
ãèïîòåçàìè è çàäà÷àìè, êîíñòðóêòèâíûìè àëãîðèòìàìè ðàñêðàñîê. Ïîñëå 
ââåäåíèÿ êëàññîâ P , NP  è ïîíÿòèÿ NP -ïîëíîé çàäà÷è áûëè ïîëó÷åíû 
ðåçóëüòàòû, âûÿâèâøèå ñëîæíîñòü çàäà÷ î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå è 
õðîìàòè÷åñêîì êëàññå äàæå äëÿ ñðàâíèòåëüíî óçêèõ êëàññîâ ãðàôîâ è 
óêàçàâøèå íà ïðèíöèïèàëüíûå òðóäíîñòè â ðàçâèòèè êëàññè÷åñêèõ ïîäõîäîâ. 
Ïàðàëëåëüíî, â ñâÿçè ñ ðàñòóùåé ïîòðåáíîñòüþ ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ 
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé âñå áîëåå óñëîæíÿþùèõñÿ çàäà÷ ðàçëè÷íûõ ñôåð 
ïðàêòèêè – ñ îäíîé ñòîðîíû, è, â ñâÿçè ñ îáíàðóæèâøèìèñÿ ñëîæíîñòÿìè 
ïðåîäîëåíèÿ çàòðóäíåíèé ïðèáëèæåííûìè è âåðîÿòíîñòíûìè àëãîðèòìàìè,  – 
ñ äðóãîé, çàìåòíî âîçðàñòàëà íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèé íåêëàññè÷åñêèõ 
çàäà÷ ðàñêðàñîê ãðàôîâ. Âèäíîå ìåñòî â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðèíàäëåæèò òàêèì 
ðàñêðàñêàì (ðåáåðíûì, âåðøèííûì) ãðàôîâ, â êîòîðûõ íà ìíîæåñòâî öâåòîâ, 
èñïîëüçóåìûõ â îêðåñòíîñòè (ðåáåðíîé, âåðøèííîé) âåðøèíû, íàëàãàåòñÿ 
íåêîòîðîå ëîêàëüíîå óñëîâèå  . 

Òàêèå óñëîâèÿ, êàê ïðàâèëî, îòðàæàþò ñïåöèôè÷åñêèå îñîáåííîñòè ìîäå-
ëèðóåìûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ è áûâàþò ñâÿçàíû ñ ïðèðîäîé ðåñóðñîâ, òåõíîëî-
ãè÷åñêèìè òðåáîâàíèÿìè, îñîáûìè óñëîâèÿìè òðóäà, íåîáõîäèìîñòüþ ïðèîðè-
òåòíîãî âûïîëíåíèÿ íåêîòîðûõ çàêàçîâ, æåëàòåëüíîñòüþ ðàâíîìåðíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïðîòèâîáîðñòâóþùèõ âëèÿíèé â ñèñòåìàõ, ïîäâåðæåííûõ îïàñíîñ-
òè âîçíèêíîâåíèÿ êîíôëèêòîâ è ò.ä.. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ 
÷àùå âñåãî îáúÿñíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè îãðàíè÷åíèÿìè â ðåàëüíûõ ïðîöåñ-
ñàõ (íåîáõîäèìîñòü ýêîíîìèè ïðèðîäíîãî ðåñóðñà, îãðàíè÷åííîå ÷èñëî èñïîë-
íèòåëåé, ìàëàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà, çàâåðøåíèå âûïîëíåíèÿ çàêàçà ê óñ-
òàíîâëåííîìó ñðîêó è ò.ä.). Êà÷åñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ ïðîèñõîäÿò èç îñîáåí-
íîñòåé òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, óñëîâèé òðóäà è îòäûõà (íåïðåðûâíîñòü 
ïðîèçâîäñòâåííûõ ïðîöåññîâ, ó÷åò èíäèâèäóàëüíûõ ïîæåëàíèé èñïîëíèòåëåé è 
ò.ä.). Îòìåòèì, ÷òî ìíîãî÷èñëåííûå îãðàíè÷åíèÿ â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ çàìåòíî 
îñëîæíÿþò èõ èññëåäîâàíèå òðàäèöèîííûìè ìåòîäàìè, êàêèìè ÿâëÿþòñÿ, íà-
ïðèìåð, ìåòîäû ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîòîêè â ñåòÿõ è ò.ä. 

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò âêëàä àâòîðà â èçó÷åíèå ðàñêðàñîê 
ãðàôîâ при ðàçëè÷íûõ ëîêàëüíûõ óñëîâèÿõ íà îêðåñòíîñòè èõ âåðøèí, îòðàæàÿ 
íàèáîëåå öåííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå èì, íà÷èíàÿ ñ 1982 ã. – êàê ëè÷íî, òàê 
è â ñîàâòîðñòâå ñ äðóãèìè èññëåäîâàòåëÿìè.  

Â ðàáîòå, ïî îáúåêòèâíûì ïðè÷èíàì â íåðàâíîé ñòåïåíè, ðàññìîòðåíû çà-
äà÷è î ñóùåñòâîâàíèè, ïîñòðîåíèè, ñâîéñòâàõ, îöåíèâàíèè ÷èñëîâûõ ïàðàìåò-
ðîâ ðàñêðàñîê ãðàôîâ ïðè ïÿòè ðàçëè÷íûõ ëîêàëüíûõ óñëîâèÿõ  . Áîëüøàÿ 
÷àñòü èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåíà ðåáåðíûì ðàñêðàñêàì ãðàôîâ (ïðè òðåõ ðàçíûõ 

                                                
1 Õàðàðè Ô., Òåîðèÿ ãðàôîâ, Ì.: Ìèð, 1973, 300 ñ. 
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 ). Вåðøèííûì ðàñêðàñêàì ïîñâÿùåíà ïîñëåäíÿÿ ãëàâà ðàáîòû (ïðè äâóõ 
ðàçíûõ  ). 

Âêðàòöå ïåðå÷èñëèì èññëåäóåìûå â ðàáîòå óñëîâèÿ   â èõ ñâÿçяõ ñ ïðèê-
ëàäíûìè çàäà÷àìè. 

Îäíèì èç âàæíûõ àñïåêòîâ â çàäà÷àõ òåîðèè ðàñïèñàíèé2 ÿâëÿåòñÿ 
ñîñòàâëåíèå ðàñïèñàíèé áåç ïðåðûâàíèé. Îáû÷íî ðàñïèñàíèåì áåç ïðåðûâàíèé 
íàçûâàåòñÿ ðàñïèñàíèå, ïðè êîòîðîì êàæäîå òðåáîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ îäíèì 
ïðèáîðîì íåïðåðûâíî âî âðåìåíè. Ñóùåñòâóåò, îäíàêî, ðÿä àêòóàëüíûõ 
ìàëîèçó÷åííûõ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé (êàê, íàïðèìåð, ñîñòàâëåíèå 
øêîëüíûõ ðàñïèñàíèé áåç “îêîí”, ãäå êàæäàÿ ó÷åáíàÿ ãðóïïà è (èëè) êàæäûé 
ïðåïîäàâàòåëü ïðîâîäèò çàíÿòèÿ íåïðåðûâíî âî âðåìåíè), êîòîðûå âûõîäÿò çà 
ðàìêè òàêîãî ïîíèìàíèÿ ðàñïèñàíèé áåç ïðåðûâàíèé. Èçó÷åíèå çàäà÷ 
ðàñêðàñîê ãðàôîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷àì ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîñòðîåíèÿ 
ðàñïèñàíèé áåç “îêîí”, ìîæåò áûòü ïîëåçíûì êàê äëÿ òåîðèè ðàñïèñàíèé è åå 
ïðèëîæåíèé, òàê è äëÿ âûÿâëåíèÿ íîâûõ õðîìàòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ãðàôîâ. Äëÿ 
ãðàôîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ  òàêèõ çàäà÷ â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ çàäà÷è î ñóùåñò-
âîâàíèè è ïîñòðîåíèè ïðàâèëüíûõ ðåáåðíûõ ðàñêðàñîê ãðàôîâ â öâåòà 1,...,t , 
ïðè êîòîðûõ ðåáðà, èíöèäåíòíûå âåðøèíå ãðàôà, îêðàøåíû â ïîñëåäîâàòåëü-
íûå öâåòà (óñëîâèå 1 ), è äëÿ êàæäîãî i , 1 i t  , ñóùåñòâóåò ðåáðî öâåòà i . 
Òàêèå ðàñêðàñêè ìû íàçûâàåì èíòåðâàëüíûìè t -ðàñêðàñêàìè ãðàôîâ. Íåêîòî-
ðîå âíèìàíèå ìû óäåëÿåì è ÷àñòíîìó ñëó÷àþ èíòåðâàëüíûõ ðàñêðàñîê, ïðè êî-
òîðîì ðåáðà, èíöèäåíòíûå âåðøèíå ãðàôà, îêðàøåíû â ïîñëåäîâàòåëüíûå, îáÿ-
çàòåëüíî íà÷èíàþùèåñÿ ñ ïåðâîãî, öâåòà (óñëîâèå 2 ). Òàêèå ðàñêðàñêè ìû íà-

çûâàåì íåïðåðûâíûìè. В ïðèëîæåíèÿõ оíè ñîîòâåòñòâóþò òàêèì ðàñïèñàíèÿì, 
ïðè êîòîðûõ ó÷àñòíèêè ó÷åáíîãî èëè ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà ðàáîòàþò 
ïîäðÿä ñ “óòðà”. Íåìàëûé èíòåðåñ – è ñ òåîðåòè÷åñêîé, è ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷åê 
çðåíèÿ – ïðåäñòàâëÿþò òàêæå çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè è ïîñòðîåíèè 
ïðàâèëüíûõ ðåáåðíûõ ðàñêðàñîê ãðàôîâ â ðàñïîëîæåííûå íà îêðóæíîñòè öâåòà 
1,...,t , ïðè êîòîðûõ ðåáðà, èíöèäåíòíûå âåðøèíå ãðàôà, îêðàøåíû â 

öèêëè÷åñêè-ïîñëåäîâàòåëüíûå öâåòà (óñëîâèå 3 ), è äëÿ êàæäîãî öâåòà i , 
1 i t  , ñóùåñòâóåò ðåáðî öâåòà i . Òàêèå ðàñêðàñêè ìû íàçûâàåì öèêëè÷åñêè-
íåïðåðûâíûìè. Îíè ñîîòâåòñòâóþò òàêèì ïðàêòè÷åñêèì çàäà÷àì, â êîòîðûõ 
òðåáóåòñÿ îðãàíèçàöèÿ ïðîöåññà áåç “îêîí” ïðè “êðóãëîñóòî÷íîì” ðåæèìå 
ðàáîòû. 

Äðóãîé àêòóàëüíîé ïðèêëàäíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîâûøåíèÿ áåçî-
ïàñíîñòè ìîäåëèðóåìûõ ñèñòåì ñàìîé ðàçíîé ïðèðîäû, ñóáúåêòû êîòîðûõ ïîä-
âåðãàþòñÿ âîçäåéñòâèþ äâóõ ïðîòèâîáîðñòâóþùèõ âëèÿíèé. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì 
îäèí èç âàæíåéøèõ ôàêòîðîâ áåçîïàñíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â ðàâíîìåðíîì ðàñ-
ïðåäåëåíèè ýòèõ âëèÿíèé â ñôåðàõ æèçíåííûõ èíòåðåñîâ ñóáúåêòîâ ñèñòåìû, 
ïîñêîëüêó èìåííî ïðè ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè äîñòèãàåòñÿ íàèëó÷øèé áà-

                                                
2 Òàíàåâ Â.Ñ., Ãîðäîí Â.Ñ., Øàôðàíñêèé ß.Ì., Òåîðèÿ ðàñïèñàíèé. Îäíîñòàäèéíûå ñèñòåìû, Ì.: 
Íàóêà, 1984, 384 ñ. 
J. Blazewicz, K. Ecker, E. Pesch, G. Schmidt, J. Weglarz, Scheduling computer and manufacturing processes. 
2nd ed., Berlin, Springer, 2001, 485 pp. 
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ëàíñ âëèÿíèé, è óìåíüøàåòñÿ âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ êîíôëèêòîâ. Çàìå-
òèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷ óêàçàííîãî òèïà èìååò ñìûñë 
âåñòè êàê â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî ñóáúåêòû ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû íå îá-
ëàäàþò ñïîñîáíîñòüþ ñàìîçàùèòû, òàê è â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òàêóþ ñïîñîá-
íîñòü ñóáúåêòû ñèñòåìû èìåþò. 

Ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ òàêèõ çàäà÷ èññëåäîâàíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ âåð-
øèííûõ ðàñêðàñîê ãðàôîâ â äâà öâåòà, ïðè êîòîðûõ â âåðøèííîé îêðåñòíîñòè 
ëþáîé âåðøèíû êîëè÷åñòâà âåðøèí ðàçíûõ öâåòîâ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 
1. Ïðè ýòîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ óïîìÿíóòûìè öåëÿìè ìîäåëèðîâàíèÿ, ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ äâå âåðñèè îïðåäåëåíèÿ “îêðåñòíîñòè” âåðøèíû. Íàèáîëåå ðàñ-
ïðîñòðàíåííàÿ, ñòàíäàðòíàÿ, ïðè êîòîðîé ñàìà âåðøèíà íå ñ÷èòàåòñÿ ïðèíàä-
ëåæàùåé ñâîåé îêðåñòíîñòè, ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì, 
ñóáúåêòû êîòîðûõ íå îáëàäàþò ñïîñîáíîñòüþ ñàìîçàùèòû.  Äðóãàÿ, ïðè êîòî-
ðîé ñàìà âåðøèíà ñ÷èòàåòñÿ ïðèíàäëåæàùåé ñâîåé îêðåñòíîñòè, ìîæåò ïðèìå-
íÿòüñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì, ñóáúåêòû êîòîðûõ íàäåëåíû ñïîñîáíîñòüþ 
ñàìîçàùèòû. Â ãëàâå 5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû, ïîêàçûâàþùèå NP -ïîëíîту 
çàäà÷ î ñóùåñòâîâàíèè âåðøèííûõ ðàñêðàñîê ñ óñëîâèÿìè 4  (äëÿ ñòàíäàðòíîé 

âåðñèè “îêðåñòíîñòè”) è 5  (äëÿ ðàñøèðåííîé âåðñèè “îêðåñòíîñòè”) â êëàññå 

äâóäîëüíûõ ãðàôîâ. 
Äëÿ óñëîâèÿ   ( 1 2 3{ , , }    ) è t  ÷åðåç ,tN  îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî 

ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ  ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðåáåðíàÿ ðàñêðàñêà â öâåòà 1, ,t  

ñ ñîáëþäåíèåì   äëÿ âñåõ âåðøèí ãðàôà. Ïóñòü ,
1

.t
t

 


N N  Äëÿ ãðàôà G N  

÷åðåç ( )w G  è ( )W G  îáîçíà÷àåì, ñîîòâåòñòâåííî, íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå 

t , ïðè êîòîðîì ,tG N , è ïóñòü    ,/ .tG t G     N  Ñ öåëüþ íåêîòî-

ðîãî îáëåã÷åíèÿ ñèñòåìû îáîçíà÷åíèé äîãîâîðèìñÿ, ÷òî óêàçàíèå íà óñëîâèå 
  â èíäåêñàõ áóäåì îïóñêàòü, åñëè îíî ÿñíî èç êîíòåêñòà. 

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíàÿ öåëü äèññåðòàöèè ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè äëÿ 
ãðàôîâ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàäà÷ î ñóùåñòâîâàíèè, ïîñòðîåíèè, ñòðóêòóðå è 
оценивании ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðов èõ ðàñêðàñîê ïðè ðàçëè÷íûõ  ëîêàëüíûõ óñ- 
ëîâèÿõ  , íàëàãàåìûõ íà îêðåñòíîñòè (ðåáåðíûå, âåðøèííûå) èõ âåðøèí. Îñ- 
íîâíûå èçó÷àåìûå çàäà÷è ñëåäóþùèå: 

1. Äàíû ãðàô G  è óñëîâèå  . Âûÿñíèòü, G  ïðèíàäëåæèò N  èëè íåò; 

2. Äàí ãðàô .G N  Íàéòè ìíîæåñòâî  .G    

Çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå â ðàáîòå óäåëÿåòñÿ òàêæå òàêèì ðàñêðàñêàì ãðà-  
ôîâ, ïðè êîòîðûõ ñîáëþäåíèå ëîêàëüíîãî óñëîâèÿ   ñ÷èòàåòñÿ îáÿçàòåëüíûì 
íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå R  ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà. (Ïðè ýòîì, îòñóòñò- 

âèå óêàçàíèÿ íà ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà â èíäåêñàõ îáîçíà÷åíèé îçíà÷àåò, 
÷òî ñîáëþäåíèå   òðåáóåòñÿ íà âñåì ìíîæåñòâå åãî âåðøèí.) 

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãðàôû ðàçëè÷íûõ 
êëàññîâ, èçó÷àåìûå äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñîâ î ñóùåñòâîâàíèè, ïîñòðîåíèè, 
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ñòðóêòóðå è îöåíèâàíèè ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ èõ ðàñêðàñîê при различных 
локальных условиях на окрестности вершин. 

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Èññëåäîâàíèå âåäåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ òåîðèè 
ãðàôîâ è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè. 

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðàáîòà îòðàæàåò çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü èññëåäîâàíèé àâ-
òîðà ïî èíòåðâàëüíûì ðåáåðíûì ðàñêðàñêàì ãðàôîâ, îïðåäåëåííûõ èì îñåíüþ 
1981 ã., è âêëþ÷àåò ðÿä íîâåéøèõ ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ ðàñêðàñîê, èíòåð-
âàëüíûõ íà íåêîòîðîì ñîáñòâåííîì ïîäìíîæåñòâå ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà. 
Ïåðâûå èññëåäîâàíèÿ ïî èíòåðâàëüíûì ðàñêðàñêàì ãðàôîâ áûëè ïðîâåäåíû 
àâòîðîì â åãî ñòóäåí÷åñêèå ãîäû íà ôàêóëüòåòå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÅÃÓ 
ïîä ðóêîâîäñòâîì À.Ñ. Àñðàòÿíà. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè òåìàòèêà ïðèîáðåëà 
øèðîêóþ ïîïóëÿðíîñòü, ñòàâ ïðåäìåòîì âíèìàíèÿ ìíîãèõ ñïåöèàëèñòîâ 
òåîðèè ãðàôîâ. 

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ìåòîäû äèññåðòàöèè 
íåîäíîêðàòíî áûëè èñïîëüçîâàíû èññëåäîâàòåëÿìè äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íîâûõ 
óòâåðæäåíèé. Ðåçóëüòàòû, àëãîðèòìû è èäåè ðàáîòû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ 
ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé çàäà÷ ðàçëè÷íûõ ñôåð 
ïðàêòèêè. 

Àïðîáàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâà-
ëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðàõ ÂÖ ÀÍ Àðì. ÑÑÐ, ÈÏÈÀ ÍÀÍ ÐÀ, ÅÃÓ, 
ÐÀÓ, ÃÃÓ, ÈÌ ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ, БÃÓ, íà ìíîãî÷èñëåííûõ êîíôåðåíöèÿõ â 
Åðåâàíå, Òáèëèñè, Ãîðüêîì, Íîâîñèáèðñêå, Ìèíñêå. Òåìàòèêà ðàáîòû ïðîäîë- 
æàåòñÿ èññëåäîâàíèÿìè, âåäóùèìèñÿ â Àðìåíèè, Ðîññèè, Ïîëüøå, Âåíãðèè, 
ÑØÀ, Êàíàäå, Øâåéöàðèè, Ãåðìàíèè, Äàíèè, Øâåöèè, Êèòàå, Òàéâàíå.  

Íåêîòîðûå èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû âêëþ÷åíû â êíèãè3 (ñì. òàêæå4).  
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 21 íàó÷íûõ ñòàòåé, ñïè-

ñîê êîòîðûõ ïðèâîäèòñÿ â êîíöå àâòîðåôåðàòà. 
Ñòðóêòóðà è îáъåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 164 ñòðàíèöàõ è 

ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà èñïîëüçîâàííîé ëèòåðà- 
òóðû (214 íàèìåíîâàíèé), ñîäåðæèò 17 ðèñóíêîâ. 

 
ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ 

 
Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû, îïðåäåëåíû öåëü è çàäà÷è ðà-

áîòû, óêàçàíû îáъåêò è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, îáîçíà÷åíà íàó÷íàÿ íîâèçíà ïî-
ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è èõ ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü, ïðèâåäåíû ñâåäåíèÿ îá 
àïðîáàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, î ïóáëèêàöèÿõ, ñòðóêòóðå è îáúåìå 
ðàáîòû. 

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ ðàáîòû 
(§1); äàíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåðâàëüíîé ðàñêðàñêè â 
ïðîèçâîëüíîì ìóëüòèãðàôå (ðàâåíñòâî õðîìàòè÷åñêîãî êëàññà ìóëüòèãðàôà 
ìàêñèìàëüíîé èç ñòåïåíåé åãî âåðøèí), êîòîðîå â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîãî ìóëüòè-

                                                
3 Jensen T.R., Toft B., Graph Coloring Problems, Wiley Interscience Series in Discrete Mathematics and 
Optimization, 1995. 
4 Kubale M., Graph Colorings, Amer. Math. Soc., 2004, 208 pp. 
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ãðàôà ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì (§2); ïîêàçàíî, ÷òî çàäà-
÷à î ñóùåñòâîâàíèè èíòåðâàëüíîé ðàñêðàñêè ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé äëÿ ðåãóëÿð-
íûõ ãðàôîâ (§2); óêàçàí êëàññ ïëàíàðíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ, íå èìåþùèõ èí-
òåðâàëüíîé ðàñêðàñêè (§2); ïðèâåäåíû íåðàâåíñòâà, äàþùèå â ñëó÷àå èíòåðâàëü-
íî îêðàøèâàåìûõ ïðîèçâîëüíûõ ãðàôîâ è ãðàôîâ áåç òðåóãîëüíèêîâ îöåíêè 
ñâåðõó ÷åðåç ÷èñëî âåðøèí ãðàôà äëÿ âîçìîæíîãî ÷èñëà öâåòîâ â èíòåðâàëüíîé 
ðàñêðàñêå (§3); ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò èíòåðâàëüíî îêðàøèâàåìûå ãðàôû, ó 
êîòîðûõ ÷èñëî öâåòîâ â èíòåðâàëüíîé ðàñêðàñêå ìîæåò ñî ñêîëü óãîäíî áîëü-
øîé ðàçíèöåé ïðåâçîéòè ÷èñëî âåðøèí ãðàôà; äàíà îöåíêà ñíèçó äëÿ íàèáîëü-
øåãî âîçìîæíîãî ÷èñëà öâåòîâ â èíòåðâàëüíîé ðàñêðàñêå ïîëíîãî ãðàôà ñ ÷åò-
íûì ÷èñëîì âåðøèí (§3); ïðèâåäåíû íåðàâåíñòâà, äàþùèå â ñëó÷àå èíòåðâàëüíî 
îêðàøèâàåìûõ ïðîèçâîëüíûõ ãðàôîâ è äâóäîëüíûõ ãðàôîâ îöåíêè ñâåðõó ÷å-
ðåç ìàêñèìàëüíóþ èç ñòåïåíåé âåðøèí è äèàìåòð ãðàôà äëÿ âîçìîæíîãî ÷èñëà 
öâåòîâ â èíòåðâàëüíîé ðàñêðàñêå, à òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ýòè îöåíêè ÿâëÿþòñÿ 
òðóäíîóëó÷øàåìûìè (§3); äëÿ ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ íåêîòîðûõ êëàññîâ (ãðàôû 
Õàðàðè, îáîáùåííûå öèêëû, ïîëíûå ðåãóëÿðíûå k -äîëüíûå ãðàôû) 
èññëåäîâàíû âîïðîñû èíòåðâàëüíîé îêðàøèâàåìîñòè è îöåíèâàíèÿ 
âîçìîæíîãî ÷èñëà öâåòîâ â èíòåðâàëüíûõ ðàñêðàñêàõ â ñëó÷àå èõ 
ñóùåñòâîâàíèÿ (§4); äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ íåêîòîðûõ êëàññîâ (ïîëíûå 
äâóäîëüíûå ãðàôû, äåðåâüÿ è äâóäîëüíûå ãðàôû, âûïóêëûå îòíîñèòåëüíî 
äàííûõ íóìåðàöèé âåðøèí ñâîèõ äîëåé) èññëåäîâàíû âîïðîñû èíòåðâàëüíîé 
îêðàøèâàåìîñòè è îöåíèâàíèÿ âîçìîæíîãî ÷èñëà öâåòîâ â èíòåðâàëüíûõ 
ðàñêðàñêàõ (§5). 

Â §1 ãëàâû 1 ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. 
Äëÿ ìóëüòèãðàôà G  ÷åðåç ( )V G  è ( )E G  îáîçíà÷àåì, ñîîòâåòñòâåííî, 

ìíîæåñòâî åãî âåðøèí è ðåáåð. Ñòåïåíü âåðøèíû x  â G  îáîçíà÷àåì ÷åðåç 
( )Gd x , ìàêñèìàëüíóþ èç ñòåïåíåé âåðøèí – ÷åðåç ( )G . 

Äèàìåòð ãðàôà G  îáîçíà÷àåì ÷åðåç ( )diam G . 

Äëÿ ,n  3n   ÷åðåç nC  îáîçíà÷àåì ãðàô, èçîìîðôíûé ïðîñòîìó öèêëó 

ñ n  âåðøèíàìè. 
Äëÿ ìóëüòèãðàôà G  è åãî âåðøèíû x  ÷åðåç  ,G vI x  îáîçíà÷àåì ìíîæåñò-

âî âåðøèí G , ñìåæíûõ âåðøèíå x , à ÷åðåç  ,G eI x  – ìíîæåñòâî ðåáåð G , èí-

öèäåíòíûõ âåðøèíå x .  
Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåì ÷åðåç  , ìíîæåñòâî öåëûõ 

íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë – ÷åðåç  . Äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà   ÷åðåç 

           îáîçíà÷àåì íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå íå 

áîëüøå (íå ìåíüøå)  . Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m  è n  ÷åðåç ( , )m n  
îáîçíà÷àåì íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë m  è n . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A  ÷åðåç A  îáîçíà÷àåì åãî ìîùíîñòü. Åñëè D  – 

íåïóñòîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî  , òî ÷åðåç ( )l D  è ( )L D  áóäåì îáîçíà÷àòü 

íàèìåíüøèé è íàèáîëüøèé ýëåìåíò D , ñîîòâåòñòâåííî. Íåïóñòîå êîíå÷íîå 
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ïîäìíîæåñòâî D  ìíîæåñòâà   íàçîâåì èíòåðâàëîì, åñëè èç ( ) ( ),l D t L D   

t   ñëåäóåò t D . Èíòåðâàë D  íàçîâåì h -èíòåðâàëîì, åñëè D h . 

Èíòåðâàë D  íàçîâåì ( , )q h -èíòåðâàëîì è îáîçíà÷èì ÷åðåç ( , )Int q h , åñëè 

( )l D q , D h . Åñëè 1D  è 2D  èíòåðâàëû, à p  , òî çàïèñü 1 2D p D   

îçíà÷àåò, ÷òî 1 2( ) ( )l D p l D  . 

Ôóíêöèÿ  : ( ) 1,E G Int t   íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé ðåáåðíîé t -ðàñêðàñ-

êîé ãðàôà G , åñëè: 1) äëÿ ëþáûõ ñìåæíûõ ðåáåð 1 ( )e E G  è 

   2 1 2( )   ,e E G e e    2) äëÿ    1,  ,i Int t e E G     òàêîå, ÷òî   .e i   

Äëÿ ãðàôà G  ñ ( )E G    åãî õðîìàòè÷åñêèé êëàññ ( )G  îïðåäåëÿåòñÿ 
êàê íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå t , ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðåáåðíàÿ 
t -ðàñêðàñêà ãðàôà G .  

Åñëè G  – ãðàô, x  – åãî ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà, à   – åãî ëþáàÿ ïðàâèëü-

íàÿ ðåáåðíàÿ t -ðàñêðàñêà, ãäå ( ) ( )G t E G   , òî ïîëîæèì ( , )GS x    

 ( ) ( ) ,   инцидентно e e E G e x  . 

Ïðàâèëüíàÿ ðåáåðíàÿ t -ðàñêðàñêà   ãðàôà G  íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíîé 

ðåáåðíîé t -ðàñêðàñêîé G , åñëè äëÿ ( )x V G    ,GS x   ÿâëÿåòñÿ ( )Gd x -èíòåð-

âàëîì. 
Ïðàâèëüíàÿ ðåáåðíàÿ t -ðàñêðàñêà   ãðàôà G  íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé 

ðåáåðíîé t -ðàñêðàñêîé G 5, åñëè äëÿ ( )x V G    ,GS x   ÿâëÿåòñÿ  1, ( )Gd x -

èíòåðâàëîì. Î÷åâèäíî, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ðåáåðíàÿ t -ðàñêðàñêà ãðàôà G  
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ëèøü ïðè ( )t G  . 

Ôóíêöèÿ  : ( ) 1,V G Int t   íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé âåðøèííîé t -ðàñê-

ðàñêîé ãðàôà G , åñëè: 1) äëÿ ëþáûõ ñìåæíûõ âåðøèí ( )x V G  è 

   ( )   ,y V G x y    2) äëÿ    1,  ,i Int t x V G     òàêàÿ, ÷òî   .x i   

Äëÿ ãðàôà G  ñ ( )V G    åãî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ( )G  îïðåäåëÿåòñÿ êàê 
íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå t , ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ âåðøèííàÿ t -
ðàñêðàñêà ãðàôà G . 

2-ðàçáèåíèåì ãðàôà G  íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ  : ( ) 0,1f V G  . 

Â §2 ãëàâû 1 óñòàíîâëåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåðâàëü-
íîé ðàñêðàñêè â ïðîèçâîëüíîì ìóëüòèãðàôå è îòìå÷åíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà 
èíòåðâàëüíûõ ðàñêðàñîê ðåãóëÿðíûõ ìóëüòèãðàôîâ.  

Òåîðåìà 1.2.1. Åñëè GN , òî ( ) ( )G G   . 

                                                
5 Àñðàòÿí À.Ñ., Èññëåäîâàíèå îäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåîðèè ðàñïèñàíèé, êàí. äèññ., ÌÃÓ, 
1980, 118 ñ.  
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Ñëåäñòâèå 1.2.1. Åñëè G  r -ðåãóëÿðíûé ( 0)r   ãðàô ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì 

âåðøèí, òî GN . 
Óòâåðæäåíèå 1.2.1. Ïóñòü G  ðåãóëÿðíûé ìóëüòèãðàô.   

1. GN  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ( ) ( )G G   . 

2. Åñëè GN  è ( ) ( )G t W G   , òî tGN . 

Ñëåäñòâèå 1.2.3. Åñëè G  ðåãóëÿðíûé ãðàô, è GN , òî ( ) ( )w G G  . 

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ðåãóëÿðíîãî ãðàôà G  ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ: 
( ) ( )G G    èëè ( ) ( ) 1G G    , ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé. Îòñþäà è èç 

óòâåðæäåíèÿ 1.2.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðåãóëÿðíîãî ãðàôà G  ïðîáëåìà 
îïðåäåëåíèÿ: GN  èëè GN , òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé. 

Óòâåðæäåíèå 1.2.11. Äëÿ 6n   ñóùåñòâóåò ïëàíàðíûé äâóäîëüíûé ãðàô 

G  ñ ( ) 3 5V G n  , òàêîé, ÷òî GN . 

Â §3 ãëàâû 1 óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà î ïàðàìåòðàõ èíòåðâàëü-
íî îêðàøèâàåìûõ ãðàôîâ. 

Òåîðåìà 1.3.1. Ïóñòü G  – ñâÿçíûé ãðàô ñ ( ) 1E G  . Åñëè GN , òî 

( ) 2 ( ) 3W G V G  .  

Ëåììà 1.3.2. Ïóñòü G  – ñâÿçíûé ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ ( ) ( )G G   , 
( )3 ( ) 2 1.GV G     Òîãäà G  èìååò èíòåðâàëüíóþ íà ( )V G  

  2( ) log ( ) 1G V G     -ðàñêðàñêó. 

Òåîðåìà 1.3.3. Äëÿ ëþáîãî 0p   ñóùåñòâóåò ãðàô G  òàêîé, ÷òî GN  è 

( ) ( ) .W G V G p   

Óòâåðæäåíèå 1.3.1. Äëÿ ëþáîãî 0p   ñóùåñòâóåò ãðàô G  òàêîé, ÷òî 

GN  è ( ) ( ) .W G w G p   

Òåîðåìà 1.3.6. Äëÿ ëþáîãî n   2 3 2.nW K n   

Ñëåäñòâèå 1.3.1. Äëÿ ëþáîãî n , åñëè 2 1 3 2n t n    , òî 2 .n tK N  

Òåîðåìà 1.3.7. Ïóñòü G  – ñâÿçíûé ãðàô áåç òðåóãîëüíèêîâ. Åñëè GN , 

òî ( ) ( ) 1W G V G  . 

Ñëåäñòâèå 1.3.2. Åñëè G  – ñâÿçíûé äâóäîëüíûé ãðàô, è GN , òî 

( ) ( ) 1W G V G  . 

Òåîðåìà 1.3.10. Åñëè G  ñâÿçíûé ãðàô è GN , òî  ( ) ( ) 1W G diam G    

 ( ) 1 1.G     Åñëè G  ñâÿçíûé äâóäîëüíûé ãðàô è GN , òî ( ) ( )W G diam G   

 ( ) 1 1G    . 

Íèæåñëåäóþùèå äâå òåîðåìû ïîêàçûâàþò, ÷òî íåðàâåíñòâà, óñòàíîâëåí-
íûå â òåîðåìå 1.3.10, íå ìîãóò áûòü ñóùåñòâåííî óëó÷øåíû. 



10 

Òåîðåìà 1.3.11. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë d  è q  ñóùåñòâóåò ñâÿçíûé 

ãðàô G  ñ   ,diam G d  

 
2 1,    1
2 ,        2
2 1,   3,

q

q

q

d
G d

d

  


  
  

åñëè  

åñëè  

åñëè  

 

òàêîé, ÷òî GN  è  

 
    
    
    

1 1 2,     1

1 1 1,     2

1 1 2,     3.

d G q d

W G d G q d

d G q d

      

      


     

åñëè

åñëè

åñëè

 

Òåîðåìà 1.3.12. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë d  è q , óäîâëåòâîðÿþùèõ 

íåðàâåíñòâàì 2d  , 2q  , ñóùåñòâóåò ñâÿçíûé äâóäîëüíûé ãðàô G  ñ 

 diam G d ,  G q  , òàêîé, ÷òî GN  è    1 1W G d q    . 

Â §4 ãëàâû 1 ðàññìîòðåíû çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè, ïîñòðîåíèè è îöåíêàõ 
ïàðàìåòðîâ èíòåðâàëüíî ðàñêðàøèâàåìûõ ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ íåêîòîðûõ êëàñ-
ñîâ. 

Ñïåðâà óäåëåíî âíèìàíèå ãðàôàì 2 2,2n nH   ( 2n  ), ââåäåíûì Ô. Õàðàðè è 

ïîëó÷àþùèìñÿ èç ïîëíîãî ãðàôà 2nK  óäàëåíèåì ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ. 

Èçó÷åíèå çàäà÷ òàêîé íàïðàâëåííîñòè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òàêæå êàê èññëå-
äîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ñâîéñòâà èíòåðâàëüíîé ðàñêðàøèâàåìîñòè ãðàôà ïî îò-
íîøåíèþ ê òåì èëè èíûì îïåðàöèÿì íà ãðàôàõ.  

Òåîðåìà 1.4.1. Ïðè 2n   2 2,2 3 3.n n nH  N   

Ñëåäñòâèå 1.4.1. Ïðè 2n    2 2,2 2 2.n nw H n    

Ñëåäñòâèå 1.4.2. Ïðè 2n    2 2,2 3 3.n nW H n    

Ñëåäñòâèå 1.4.3. Ïðè 2n  , åñëè 2 2 3 3n t n    , òî 2 2,2 .n n tH  N  

Òåîðåìà 1.4.2. Äëÿ ëþáîãî m     4 2,4 2 4 2.m m mW H W K m     

Ñëåäñòâèå 1.4.4. Åñëè n  – ÷åòíîå ÷èñëî  2n  , òî  2 2,2 3,5 4.n nW H n    

Ñëåäñòâèå 1.4.5. Åñëè n  – ÷åòíîå ÷èñëî  2n   è 2 2 3,5 4n t n    , òî 

2 2,2 .n n tH  N  

Äàëåå ïîñòàâëåííûå â ïàðàãðàôå çàäà÷è èçó÷àþòñÿ äëÿ ãðàôîâ èç êëàññà 

 ,n kR  (èçâåñòíûõ â òåîðèè ãðàôîâ êàê “îáîáùåííûå öèêëû”). (Îòìåòèì, ÷òî 

 ,G n kR  ,  ,  3n k k     òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâà âåðøèí 
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è ðåáåð ãðàôà G  îïèñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè    ( )  1 ,  1 ,i
jV G x i k j n         

       ( ) ( 1) ( ) (1),  1 1,  1 ,  1 ,  1 ,1i i k
p q p qE G x x i k p n q n x x p n q n            .) 

Ñëåäñòâèå 1.4.6. Ïóñòü  , .G n kR  Òîãäà: 1) ,GN  åñëè n k  ÷åòíîå 

÷èñëî, ,GN  åñëè n k  íå÷åòíîå ÷èñëî. 

Ñëåäñòâèå 1.4.7. Åñëè  ,G n kR  è n k  ÷åòíîå ÷èñëî, òî   2 .w G n   

Òåîðåìà 1.4.3. Åñëè  ,G n kR  è k  ÷åòíîå ÷èñëî, òî 

  2 1.
2
n kW G n 

    

Ñëåäñòâèå 1.4.8. Åñëè  ,G n kR , k  – ÷åòíîå ÷èñëî è 2 2 1,
2
n kn t n 

     

òî .tGN  

Çàâåðøàåòñÿ ïàðàãðàô èññëåäîâàíèåì ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ äëÿ ïîëíûõ ðå-
ãóëÿðíûõ k -äîëüíûõ ãðàôîâ ñ n  âåðøèíàìè â êàæäîé äîëå (êëàññ ýòèõ ãðàôîâ 

â ðàáîòå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç  ,n kM ). (Îòìåòèì, ÷òî  ,G n kM  

 ,  ,  2n k k     òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâà âåðøèí è ðåáåð ãðà-

ôà G  îïèñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè    ( ) 1 ,  1i
jV G x i k j n     , 

    ( ) ( ),  1 ,  1 ,  1 .i j
p qE G x x i j k p n q n        ) 

Ñëåäñòâèå 1.4.9. Ïóñòü  , .G n kM  Òîãäà: 1) ,GN  åñëè n k  ÷åòíîå 

÷èñëî, 2) ,GN  åñëè n k  íå÷åòíîå ÷èñëî. 

Ñëåäñòâèå 1.4.10. Åñëè  ,G n kM  è n k  ÷åòíîå ÷èñëî, òî 

   1 .w G k n     

Òåîðåìà 1.4.4. Åñëè  ,G n kM  è k  ÷åòíîå ÷èñëî, òî 

  3 1 1.
2

W G k n     
 

 

Ñëåäñòâèå 1.4.11. Åñëè  ,G n kM , k  – ÷åòíîå ÷èñëî è  1k n t     

3 1 1,
2
k n     

 
 òî .tGN  

Òåîðåìà 1.4.5. Ïóñòü  ,G n kM  è 2 ,sk r   ãäå r  – íå÷åòíîå ÷èñëî, à 

.s  Òîãäà    2 1.W G k r s n      

Ñëåäñòâèå 1.4.12. Åñëè  , ,  2 ,sG n k k r  M  ãäå r  – íå÷åòíîå ÷èñëî, à 

s  è    1 2 1,k n t k r s n         òî .tGN  
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Â §5 ãëàâû 1 èññëåäîâàíû çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè, ïîñòðîåíèè è îöåíêàõ 
ïàðàìåòðîâ èíòåðâàëüíûõ ðàñêðàñîê äâóäîëüíûõ ãðàôîâ íåêîòîðûõ êëàññîâ. 

Íà÷èíàåòñÿ ïàðàãðàô ñ âñïîìîãàòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ñïåöèàëü-
íûõ áóëåâûõ ìàòðèö. 

Ïóñòü  ,H    – (0,1) -ìàòðèöà ñ   ñòðîêàìè,   ñòîëáöàìè, ñ ýëåìåíòàìè 

,  1 ,  1 .ijh i j      i -óþ ñòðîêó ìàòðèöû  , ,  1 ,H i     íàçîâåì ñîáðàí-

íîé, åñëè èç 1,ip iqh h   p t q   ñëåäóåò 1,ith   è âåðíî íåðàâåíñòâî 
1

1.ij
j
h





  

Àíàëîãè÷íî, j -ûé ñòîëáåö ìàòðèöû  , ,  1 ,H j     íàçîâåì ñîáðàííûì, åñ-

ëè èç 1,pj qjh h   p t q   ñëåäóåò 1,tjh   è âåðíî íåðàâåíñòâî 
1

1.ij
i
h





  Äëÿ i -

îé ñòðîêè  ìàòðèöû  , ,H    âñå ñòðîêè è ñòîëáöû êîòîðîé ñîáðàííûå, îïðå-

äåëèì ÷èñëî   
1

, , min ,  1, , .
ijh

i H j i   


    Äëÿ j -îãî ñòîëáöà ìàòðèöû 

 , ,H    âñå ñòðîêè è ñòîëáöû êîòîðîé ñîáðàííûå, îïðåäåëèì ÷èñëî 

      , , / , , ,  1 ,  1, , .j H i i H j i j              

 ,H    íàçîâåì r -ðåãóëÿðíîé ( 1r  ) ìàòðèöåé, åñëè 
1

,  1, , .ij
j
h r i






    

 ,H    íàçîâåì r -ñæàòîé ( r  ) ìàòðèöåé, åñëè 
1

,  1, , .ij
i
h r j






     ,H    

íàçîâåì ñîáðàííîé ìàòðèöåé, åñëè âñå åå ñòðîêè è ñòîëáöû ñîáðàííûå, 

11 1h h   è      1, , , , .H H         (0,1) -ìàòðèöû  ,A    è  ,B    

ñ ýëåìåíòàìè ,  1 ,  1ija i j      è ,ijb  1 ,  1 ,i j      ñîîòâåòñòâåííî, íà-

çîâåì ðàâíîöåííûìè, åñëè 
1 1

,ij ij
i i
a b



 

    1, , .j    r -ðåãóëÿðíóþ ( 1r  ) ìàò-

ðèöó  ,H      è r -ðåãóëÿðíóþ ( 1r  ) ìàòðèöó  ,H      íàçîâåì âçàèìíî-

ñîãëàñîâàííûìè, åñëè r    è .r    

Ëåììà 1.5.1. Åñëè ñîáðàííàÿ n -ðåãóëÿðíàÿ ( 1n  ) ìàòðèöà  ,P m w  ñ ýëå-

ìåíòàìè ,  1 ,  1 ,ijp i m j w     ÿâëÿåòñÿ n -ñæàòîé, òî .mw n
n

    
    

Ëåììà 1.5.2. Åñëè ñîáðàííàÿ n -ðåãóëÿðíàÿ ( 1n  ) ìàòðèöà  ,P m w  ñ ýëå-

ìåíòàìè ,  1 ,1ijp i m j w     ðàâíîöåííà ñîáðàííîé m -ðåãóëÿðíîé ( 1m  ) 

ìàòðèöå  ,Q n w  ñ ýëåìåíòàìè ,  1 ,  1ijq i n j w    , òî  , .w m n m n    
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Ñ ïîìîùüþ ëåììû 1.5.2 îñíîâíûå çàäà÷è ïàðàãðàôà ðåøàþòñÿ äëÿ ïîë-
íûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ.  

Òåîðåìà 1.5.1. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m  è n : 1) , ,m nK N  2)  ,m nw K   

 , ,m n m n   3)  , 1,m nW K m n    4) åñëè    , , ,m n m nw K t W K   òî 

, ,m n tK N  5)     1 ,( ) , , , .m nK Int m n m n m n       

Äàëåå ïîñòàâëåííûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ äëÿ äåðåâüåâ.  
Ïóñòü D  – äåðåâî ñ 1( ) { ,..., }pV D b b , 1p  . Äëÿ ëþáûõ , ,i j  ãäå 1 ,i p   

1 j p  , îáîçíà÷èì ÷åðåç ( ),i jP b b  ïðîñòóþ öåïü, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû ib  è 

jb , ÷åðåç ( ),i jVP b b  è ( ),i jEP b b  – ìíîæåñòâî âåðøèí è ðåáåð öåïè ( ),i jP b b , 

ñîîòâåòñòâåííî.  
Äëÿ ëþáûõ , ,i j  ãäå 1 ,  1i p j p    , ïîëîæèì: 

int ( , ) ( , ) \ ({ } { })i j i j i jVP b b VP b b b b  , 


,

int ( , )

( , ) ( , ) ( )
i j

i j i j D v
x VP b b

VP b b VP b b I x


 
  
  
 , 

,
int ( , )

( ), если int ( , )
( , )

 ( , ), если int ( , ) .
i j

D e i j
x VP b b

i j

i j i j

I x VP b b
TP b b

EP b b VP b b


  
 
  


 

 

Ïîëîæèì 
1
1

( ) max ( , )i ji p
j p

M D TP b b
 
 

 . 

Òåîðåìà 1.5.2. Ïóñòü D  – äåðåâî. Òîãäà:  
1) 

1
D N , 2) 

1
( ) ( )w D D   , 3) 

1
( ) ( )W D M D  , 4) åñëè 

1 1
( ) ( )w D t W D   , òî 

1 ,tD N , 5)  
1
( ) ( ), ( ) ( ) 1 .D Int D M D D       

Çàâåðøàåòñÿ ïàðàãðàô èññëåäîâàíèåì ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ äëÿ âûïóêëûõ 
äâóäîëüíûõ ãðàôîâ. 

Îïðåäåëåíèå. Äâóäîëüíûé ãðàô  , ,G G X Y E  ñ  1 2, , , mX x x x   è 

 1 2, , , nY y y y   ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì îòíîñèòåëüíî äàííûõ íóìåðàöèé âåðøèí 

ìíîæåñòâ X  è Y , åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: 1) äëÿ ëþáîãî ,  1i i m  , è 

ëþáûõ 1 2 3, , ,j j j  óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó 1 2 31 j j j n    , èç 

   1 3
, ,  ,i j i jx y E x y E   âûòåêàåò  2

,i jx y E , 2) äëÿ ëþáîãî ,  1j j n  , è 

ëþáûõ 1 2 3, , ,i i i  óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó 1 2 31 i i i m    , èç 

   1 3
, ,  ,i j i jx y E x y E   âûòåêàåò  2

,i jx y E . 

Îïðåäåëåíèå. Äâóäîëüíûé ãðàô  , ,G G X Y E  ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, åñëè 

ñóùåñòâóþò òàêèå íóìåðàöèè  1 2, , , mx x x  âñåõ âåðøèí ìíîæåñòâà X  è 
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 1 2, , , ny y y  âñåõ âåðøèí ìíîæåñòâà Y , îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ G  ÿâëÿåòñÿ 

âûïóêëûì. 
Òåîðåìà 1.5.3. Ïóñòü äâóäîëüíûé ãðàô  , ,G G X Y E  ñ  1 2, , , mX x x x   è 

 1 2, , , nY y y y   ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì îòíîñèòåëüíî äàííûõ íóìåðàöèé âåðøèí 

ìíîæåñòâ X  è Y . Òîãäà: 
1. ñóùåñòâóåò èíòåðâàëüíàÿ   

       1  ,  ,i j i jL i j x y E l i j x y E       
 

-ðàñêðàñêà ãðàôà G ; 

2.          1  ,  ,i j i jw G L i j x y E l i j x y E       ; 

3.          1  ,  ,i j i jW G L i j x y E l i j x y E       . 

Âî âòîðîé ãëàâå ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à äîñòðîåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ðàñê-
ðàñîê ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ (§1), äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé îñóùåñòâëåíî èñ-
ñëåäîâàíèå ñòðóêòóðû ïðîèçâîëüíîé èíòåðâàëüíîé ðàñêðàñêè ïîëíîãî äâó-
äîëüíîãî ãðàôà ,m nK  ïðè ëþáûõ m , n  (§2), ïîêàçûâàþùåå, ÷òî ïðîèç-

âîëüíàÿ èíòåðâàëüíàÿ ðàñêðàñêà ïîëíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà ,m nK  ñîñòîèò èç 

èíòåðâàëüíûõ ðàñêðàñîê åãî ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäãðàôîâ 

 2
1

( , )

,..., mn

m n

G G


, êàæäûé èç êîòîðûõ èçîìîðôåí ãðàôó ( , ), ( , )m n m nK  .  

Â §1 ãëàâû 2 ïðèâîäèòñÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è äîñòðîåíèÿ èíòåðâàëüíûõ 
ðàñêðàñîê ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ. 

Çàäà÷à äîñòðîåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ðàñêðàñîê ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ. 
Êàêèì óñëîâèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà ,m n  , 

÷òîáû ïðîèçâîëüíóþ èíòåðâàëüíóþ íà ,( )m nV K  t -ðàñêðàñêó ïîëíîãî äâóäîëü-

íîãî ãðàôà ,m nK  ìîæíî áûëî äîñòðîèòü äî èíòåðâàëüíîé íà ,( )m m n nV K     t -

ðàñêðàñêè ïîëíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà ,m m n nK     äëÿ êàêîãî-ëèáî t , t t  ? 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ äîñòðîåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ðàñêðà-
ñîê ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ èññëåäîâàíà ñòðóêòóðà ýòèõ ðàñêðàñîê. Ñ 
öåëüþ óäîáñòâà èññëåäîâàíèå âåäåòñÿ íà òàáëè÷íîì àíàëîãå ïîñòàâëåííîé çà-
äà÷è. 

Ïóñòü èìååì íåçàïîëíåííóþ ïðÿìîóãîëüíóþ òàáëèöó  ,T T n m . Ìíî-

æåñòâî ñòðîê òàáëèöû T  îáîçíà÷èì ÷åðåç ( )X T , ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ – ÷åðåç 

( )Y T , ìíîæåñòâî êëåòîê – ( )K T ; ïðè âîçìîæíîñòè áóäåì ïèñàòü ïðîùå: X , Y  

è K , ñîîòâåòñòâåííî. Ñòðîêè è ñòîëáöû òàáëèöû íàçîâåì åå ðÿäàìè. 
Åñëè ( )x X T , ( )y Y T , òî ÷åðåç ( , )x y  îáîçíà÷èì êëåòêó òàáëèöû T  íà 

ïåðåñå÷åíèè åå ñòðîêè x  è ñòîëáöà y . Äëÿ ( )X X T  , ( )Y Y T   â ñëó÷àå 

X    , Y     ïîëîæèì ( , ) {( , ) ( ) / , }X Y x y K T x X y Y       , è ÷åðåç ( , )T X Y   

áóäåì îáîçíà÷àòü ïîäòàáëèöó òàáëèöû T , äëÿ êîòîðîé ( ( , )) ( , )K T X Y X Y    , à 
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åñëè õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ ,X Y   ïóñòî, òî ñ÷èòàåì ( , )X Y    , ( , )T X Y   – 
ïóñòîé ïîäòàáëèöåé. 

Ñêàæåì, ÷òî òàáëèöà T  çàïîëíåíà, åñëè â åå êàæäóþ êëåòêó âïèñàíî îäíî 
è òîëüêî îäíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî. ×èñëî, âïèñàííîå â êëåòêó, áóäåì íàçûâàòü 
åå ñîäåðæèìûì. 

Ñêàæåì, ÷òî çàïîëíåíèå òàáëèöû T  ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè íè â êà-
êîì ðÿäó T  íåò ðàçëè÷íûõ êëåòîê ñ îäèíàêîâûì ñîäåðæèìûì. Ìíîæåñòâî âñåõ 
ïðàâèëüíûõ çàïîëíåíèé òàáëèöû T  îáîçíà÷èì ÷åðåç ( )T . 

Åñëè ( )x X T , ( )y Y T , ( )T  , òî ñîäåðæèìîå êëåòêè ( , )x y  ïðè çà-

ïîëíåíèè   áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (( , ), )c x y  . Äëÿ ( )U K T , ( )T   â ñëó-

÷àå U    ïîëîæèì 
( , )

( , ) { (( , ), )}
x y U

C U c x y 


  , à ïðè U    ñ÷èòàåì 

( , )C U    . 

Íåïóñòîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî D  ìíîæåñòâà   íàçîâåì ðàçðûâíûì, 

åñëè D  íå ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì, à ÷èñëî t  íàçîâåì ðàçðûâîì D , åñëè 
( ) ( ),l D t L D   t  , t D . Ìíîæåñòâî ðàçðûâîâ ðàçðûâíîãî ìíîæåñòâà D  

îáîçíà÷èì ÷åðåç ( )raz D . 

Ñêàæåì, ÷òî ïðàâèëüíîå çàïîëíåíèå òàáëèöû T  ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíûì, 
åñëè äëÿ êàæäîãî ðÿäà T  ìíîæåñòâî ñîäåðæèìûõ åãî êëåòîê ÿâëÿåòñÿ èíòåðâà-
ëîì.  

Äëÿ p , (1, )i Int p  îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ( , ) { / (mod )}R i p j j i p   . 

Äëÿ ( ),T   D   , ( )U K T  ïîëîæèì 

( , , ) {( , ) /( , ) , (( , ), ) }f D U x y x y U c x y D    . 

Ïðè óïîòðåáëåíèè îáîçíà÷åíèé – â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ÿñíî, î êàêîì çà-
ïîëíåíèè ðå÷ü – áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ, îïóñêàÿ ñèì-
âîë íàçâàíèÿ çàïîëíåíèÿ: òàê, íàïðèìåð, áóäåì ïèñàòü ( , )f D U  âìåñòî 

( , , )f D U  ;  äëÿ êîìïàêòíîé çàïèñè ñîäåðæèìîãî êëåòêè ( , )x y  áóäåì âìåñòî 

îáðàçóþùåéñÿ ïðè òàêîì ñîêðàùåíèè çàïèñè (( , ))c x y  èñïîëüçîâàòü çàïèñü 

( , )c x y , à â ñëó÷àÿõ, êîãäà U  ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 0 0( , )X Y , ãäå 0X X , 

0Y Y  – çàïèñü 0 0( , )C X Y  âìåñòî 0 0(( , ))C X Y ,  îáðàçóþùåéñÿ ïðè ñîêðàùåíèè. 

Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî 1( ( , )) { ,..., }nX T n m x x , 1( ( , )) { ,..., }mY T n m y y . 

Ïóñòü , 1 1( ) { ,..., , ,..., }m n n mV K u u v v , ,( ) {( , ) /1 ,  1 }m n i jE K u v i n j m      è   

– ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ïîëíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà ,m nK . Ñîïîñòàâèì 

ðàñêðàñêå   çàïîëíåíèå   òàáëèöû ( , )T n m , ïîëàãàÿ (( , ), ) (( , ))i j i jc x y u v  , 

1 i n  , 1 j m  . ßñíî, ÷òî ( ( , ))T n m  . Î÷åâèäíî, ÷òî ñèììåòðè÷íûì 

îáðàçîì ïðàâèëüíîìó çàïîëíåíèþ   òàáëèöû ( , )T n m  ìîæíî ñîïîñòàâèòü 

ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó   ãðàôà ,m nK . Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ìåæäó 

ìíîæåñòâîì èíòåðâàëüíûõ íà ,( )m nV K  ðàñêðàñîê ãðàôà ,m nK  è ìíîæåñòâîì 
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èíòåðâàëüíûõ çàïîëíåíèé òàáëèöû ( , )T n m  óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíîîäíîçíà÷- 
íîå ñîîòâåòñòâèå. 

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì òàáëè÷íûé àíàëîã çàäà÷è äîñòðîåíèÿ èíòåðâàëü-
íûõ ðàñêðàñîê ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ. 

Çàäà÷à äîñòðîåíèÿ èíòåðâàëüíûõ çàïîëíåíèé ïðÿìîóãîëüíûõ òàáëèö. 
Êàêèì óñëîâèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà 

,m n  , ÷òîáû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëüíîãî çàïîëíåíèÿ   òàáëèöû ( , )T n m  

ñóùåñòâîâàëî èíòåðâàëüíîå çàïîëíåíèå    òàáëèöû ( , )T n n m m   , ïðè êîòî-

ðîì çàïîëíåíèå ïîäòàáëèöû 1 1({ ,..., },{ ,..., })n mT x x y y  ñîâïàäàåò ñ  ? 

Â §2 ãëàâû 2 îñóùåñòâëåíî (íà÷èíàþùååñÿ ñî ñëó÷àåâ ïðîñòåéøèõ ñîîòíî-
øåíèé ìåæäó m  è n  è ïîñòåïåííî ðàçâèâàåìîå â íàïðàâëåíèè ïðîèçâîëüíîãî 
ñëó÷àÿ) èñ÷åðïûâàþùåå èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû èíòåðâàëüíûõ çàïîëíåíèé 
ïðÿìîóãîëüíûõ òàáëèö ( , )T n m  è ñôîðìóëèðîâàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äîñò-
ðîåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ðàñêðàñîê ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ. 

Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü ( , ) 1m n  , è èíòåðâàëüíîå çàïîëíåíèå   òàáëèöû 

 ,T n m  òàêîâî, ÷òî  1(( , ), )jc x y j   ïðè 1,...,j m  è 1(( , ), )ic x y i   ïðè 

1,...,i n . Òîãäà ïðè 1,...,i n , 1,...,j m  (( , ), ) 1i jc x y i j    . 

Ëåììà 2.2.1. Ïóñòü B  ðàçðûâíîå ìíîæåñòâî, B q , ( ,2 1)B Int a q  . Åñ-

ëè ( , ) 1B R i q   ïðè 1,...,i q , òî ñóùåñòâóåò òàêîå 1t a q   , ÷òî ( )t raz B . 

Ëåììà 2.2.2. Ïóñòü , , ,n k   2,n   1,   ,k n  ,m n k   è èíòåð-

âàëüíîå çàïîëíåíèå   òàáëèöû ( , )T n m  òàêîâî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî 0 0,  1i i n   

è 1,...,   
0

({ }, ) (( 1) 1, )iC x Y Int n n     è, åñëè 0k  , 
0 1({ }, )iC x Y   

( 1, )Int n k  , ãäå 1 ( 1){ ,..., },n nY y y    1,...,  , 1
1

\Y Y Y


 





  . Òîãäà: 

1) ( ,{ })jn C X y  , 1,...,  , ( 1) 1,...,j n n    , è, åñëè 0k  , òî 

( 1) ( ,{ })jn C X y   ,  1,...,j n m  ; 

2) ({ }, ) ({ },( , ))f n K f n X Y n   , 1,...,  , è, åñëè 0k  , òî 

1({( 1) }, ) ({( 1) },( , ))f n K f n X Y k      ; 

3) ( , ) (( 1) 1,2 1)C X Y Int n n     , 1,...,  , è, åñëè 0k  , òî 

1( , ) ( 1, 1)C X Y Int n k n      ; 

4) ({ }, )in C x Y  , 1,...,  , 1,...,i n ; 

5) ( ( , ), ( , ))f R j n X Y n  , 1,...,j n , 1,...,  . 

Ïóñòü , ,n k  , 2n  , 1  , k n , m n k  , ( ( , )),T n m   Y   

1 ( 1){ ,..., },n ny y    1,...,  ,  1
1

\Y Y Y


 





  . Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì èñïîëüçîâàòü 
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îáîçíà÷åíèÿ 
1

( , ) (2, , ({ }, ), )
n

i
i

H F n x Y  


 , 1,..., m
n

     
, ( ) { /1 ,mQ

n
         

 

( , ) }H     . 

Ëåììà 2.2.3. Ïóñòü , , ,n k   2,n   1,   ,k n  m n k  . Ïóñòü ïðà-

âèëüíîå çàïîëíåíèå   òàáëèöû ( , )T n m  òàêîâî, ÷òî äëÿ 1,...,i n  (({ }, ), )iC x Y   

ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì, äëÿ 1,...,j n , 1,...,   ( ( , ),( , ), )f R j n X Y n   , äëÿ 

1,...,     , , (( 1) 1,2 1)C X Y Int n n      , è, åñëè 0k  ,   1, ,C X Y    

( 1, 1)Int n k n    , ãäå 1 ( 1){ ,..., },n nY y y    1,...,  , 1
1

\Y Y Y


 





  . Òîãäà åñ-

ëè ( ) (1, )Q Int    , òî ( ( )) 1l Q   . 

Ëåììà 2.2.4. Ïóñòü , , ,n k   2,n   1,   ,k n  m n k  , è ïðàâèëü-

íîå çàïîëíåíèå   òàáëèöû ( , )T n m  òàêîâî, ÷òî äëÿ 1,...,i n  (({ }, ), )iC x Y   èí-

òåðâàë, äëÿ 1,...,j n , 1,...,   ( ( , ),( , ), )f R j n X Y n   , äëÿ 1,...,   

  , , (( 1) 1,2 1)C X Y Int n n      , è, åñëè 0k  ,   1, ,C X Y    

( 1, 1)Int n k n    , ãäå 1 ( 1){ ,..., },n nY y y     1,...,  , 1
1

\Y Y Y


 





  . Òîãäà 

( ) (1, )Q Int   . 

Ëåììà 2.2.5. Ïóñòü , ,n   2,n   2,   m n , è ïðàâèëüíîå çàïîëíå-

íèå   òàáëèöû ( , )T n m  òàêîâî, ÷òî äëÿ 1,...,i n  (({ }, ), )iC x Y   èíòåðâàë, äëÿ 

1,...,j n , 1,...,   ( ( , ),( , ), )f R j n X Y n   , è äëÿ 1,...,     , ,C X Y    

(( 1) 1,2 1)Int n n    , ãäå 1 ( 1){ ,..., },n nY y y    1,...,  . Òîãäà äëÿ 1,...,i n : 1) 

({ }, )iC x Y  èíòåðâàë, 2) 
1

1

({ }, )iC x Y








  èíòåðâàë, 3) 

1

1

( ({ }, )) 1iL C x Y









   

( ({ }, ))il C x Y , 4) 
1

1

({ }, ) ( ) ({ }, )i iC x Y m n C x Y


 






   . 

Óòâåðæäåíèå 2.2.1. Ïóñòü , ,n   2,n   m n ,  è ïðàâèëüíîå çàïîëíå-

íèå   òàáëèöû ( , )T n m  òàêîâî, ÷òî äëÿ 1,...,i n  (({ }, ), )iC x Y   èíòåðâàë, äëÿ 

1,...,j n , 1,...,   ( ( , ),( , ), )f R j n X Y n   , è äëÿ 1,...,     , ,C X Y    

(( 1) 1,2 1)Int n n    , ãäå äëÿ 1,...,   1 ( 1){ ,..., }n nY y y    . Òîãäà 

1) ({ }, )iC x Y  èíòåðâàë, 1,...,i n , 1,...,  , 

2) åñëè 2  , òî ïðè 1,...,i n , 1,..., 1     1({ }, ) ({ }, )i iC x Y n C x Y    . 
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Òåîðåìà 2.2.2. Ïóñòü , ,n   2,n   m n , è èíòåðâàëüíîå çàïîëíåíèå 

  òàáëèöû ( , )T n m  òàêîâî, ÷òî äëÿ 1,...,   è íåêîòîðîãî 0 0,  1i i n  , 

0
(({ }, ), ) (( 1) 1, )iC x Y Int n n     , ãäå 1 ( 1){ ,..., },n nY y y    1,...,  . Òîãäà: 

1) ({ }, )iC x Y  èíòåðâàë, 1,...,i n , 1,...,  , 

2) ïîäòàáëèöà ( , )T X Y  èíòåðâàëüíî çàïîëíåíà, 1,...,  , 

3) åñëè 2  , òî ïðè 1,...,i n , 1,..., 1     1({ }, ) ({ }, )i iC x Y n C x Y    , 

4) ( , ) (( 1) 1,2 1)C X Y Int n n     , 1,...,  . 

Ëåììà 2.2.6. Ïóñòü , , ,n k   2,n   ,k n  m n k  , è ïðàâèëüíîå çà-

ïîëíåíèå   òàáëèöû ( , )T n m  òàêîâî, ÷òî äëÿ 1,...,i n  (({ }, ), )iC x Y   èíòåðâàë, 

äëÿ 1,...,j n , 1,...,   ( ( , ),( , ), )f R j n X Y n   , äëÿ 1,...,     , ,C X Y    

(( 1) 1,2 1)Int n n    ,   1, , ( 1, 1)C X Y Int n k n       , ãäå 

1 ( 1){ ,..., },n nY y y    1,...,  , 1
1

\Y Y Y


 





  . Òîãäà äëÿ 1,...,i n : 1) 1({ }, )iC x Y  

èíòåðâàë, 2) 
1

({ }, )iC x Y



 
  èíòåðâàë, 3) 1

1

( ({ }, )) 1 ( ({ }, ))i iL C x Y l C x Y


 





  , 4) 

1
1

( ({ }, )) ({ }, )i iL C x Y n C x Y


 


 


  . 

Óòâåðæäåíèå 2.2.2. Ïóñòü , , ,n k   2,n   1,   ,k n  m n k  , è 

ïðàâèëüíîå çàïîëíåíèå   òàáëèöû ( , )T n m  òàêîâî, ÷òî äëÿ 1,...,i n  

(({ }, ), )iC x Y   èíòåðâàë, äëÿ 1,...,j n , 1,...,   ( ( , ),( , ), )f R j n X Y n   , äëÿ 

1,...,     , , (( 1) 1,2 1)C X Y Int n n      ,   1, ,C X Y    

( 1, 1)Int n k n    , ãäå 1 ( 1){ ,..., },n nY y y     1,...,  , 1
1

\Y Y Y


 





  . Òîãäà 

äëÿ 1,...,i n : 

1) ({ }, )iC x Y  èíòåðâàë, 1,...,  , 

2) åñëè 2  , òî ïðè 1,..., 1    1({ }, ) ({ }, )i iC x Y n C x Y    , 

3) ïðè 1 ,  a a   , 
1

({ }, )i
a

C x Y








  èíòåðâàë,  

è, åñëè 0k  , òî 
4) 1({ }, )iC x Y  èíòåðâàë, 

5) 1({ }, ) ({ }, )i iC x Y n C x Y    . 

Ëåììà 2.2.7. Ïóñòü 1 2, , , ,n k    ,k n 1 ,m n k  2n k , è èíòåðâàëüíîå 

çàïîëíåíèå   òàáëèöû ( , )T n m  òàêîâî, ÷òî 1(({ }, ), ) (1 ( 1) , )C x Y Int n n     , 

11,...,  , 
11 1 1(({ }, ), ) (1 , )C x Y Int n k     , 1(( ,{ }), ) (1 ( 1) , )C X y Int k k     , 
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21,...,  , ãäå 1 ( 1){ ,..., },n nY y y     11,...,  , 
1

1 1
1

\Y Y Y


 





  , X    

1 ( 1){ ,..., },k ky y    21,...,  . Òîãäà: 

1) 
1 1 1( , ) ( 1, 1)C X Y Int n k n      , 

2) ïîäòàáëèöà 
1 1( , )T X Y   èíòåðâàëüíî çàïîëíåíà, 

3) ïîäòàáëèöà 
1 1( , )T X Y    èíòåðâàëüíî çàïîëíåíà, 21,...,  , 

4) 1( ,{ }) ( ,{ })j jC X y k C X y    , 21,..., 1   , 1 11,...,j n n k    , 

5) äëÿ 21,...,    
11 1({ }, )in k C x Y    , ( 1) 1,...,i k k    , 

6) 
11 1({ },( , ))f n k X Y k     , 21,...,  , 

7)  
1 1 1( , ) ( 1 1 ,2 1)C X Y Int n k k         , 21,...,  . 

Òåîðåìà 2.2.4. Ïóñòü , ,m n  ,m n  ( , ) 2,m n   ,
( , )
m p
m n

  
( , )
n q
m n

 . 

Ïðè ëþáîì èíòåðâàëüíîì çàïîëíåíèè   òàáëèöû ( , )T n m  ìíîæåñòâà ñòðîê è 

ñòîëáöîâ ( , )T n m  ìîæíî ðàçáèòü íà ( , )m n -ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà 

1,..., qX X  è 1,..., pY Y , ñîîòâåòñòâåííî,  òàê ÷òî  

1) ïðè 1,...,q  , 1,..., p   ïîäòàáëèöà ( , )T X Y   èíòåðâàëüíî çàïîëíå-

íà,  
2) ïðè 1,...,q  , 1,..., p    

(( , ), ) (( 2) ( , ) ( ( )),2 ( , ) 1)C X Y Int m n l C K m n           , 

3)  åñëè 2p  , òî ïðè 1,...,i n , 1,..., 1p    (({ }, ), )iC x Y    

1( , ) (({ }, ), )im n C x Y   , åñëè 2q  , òî ïðè 1,...,j m , 1,..., 1q    

1(( ,{ }), ) ( , ) (( ,{ }), )j jC X y m n C X y     . 

Òåîðåìà 2.2.5. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n  è m  ïðè ëþáîì èíòåðâàëüíîì 

çàïîëíåíèè òàáëèöó ( , )T n m  ìîæíî ðàçáèòü íà 2( ( , ))
mn
m n

 ïîäòàáëèö ðàçìåð-

íîñòè ( , ) ( , )m n m n  , êàæäàÿ èç êîòîðûõ èíòåðâàëüíî çàïîëíåíà. 

Òåîðåìà 2.2.6. (Ãðàôîâûé àíàëîã òåîðåìû 2.2.5) Ïóñòü ( , ),m n   

2

mns


 . Òîãäà ïðè ëþáîé èíòåðâàëüíîé íà ,( )m nV K  ðàñêðàñêå ãðàô ,m nK  ìîæíî 

ðàçáèòü íà s  ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ïîäãðàôîâ 1
, ,,..., sK K    , òàê ÷òî ,

iK   

îêðàøåí èíòåðâàëüíî íà ,( ),  1,...,iV K i s   . 

Òåîðåìà 2.2.7. Åñëè ( , ),m m n   ( , )n m n  , ãäå ,   , òî ëþáóþ 

èíòåðâàëüíóþ íà ,( )m nV K  t -ðàñêðàñêó   ïîëíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà ,m nK  
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ìîæíî äîñòðîèòü äî èíòåðâàëüíîé íà ,( )m m n nV K     t -ðàñêðàñêè ( t t  ) 

ïîëíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà ,m m n nK    . 

Â §3 ãëàâû 2 ïåðå÷èñëåíû ðåçóëüòàòû, óñòàíîâëåííûå Ï.À. Ïåòðîñÿíîì ñ 
ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ §2 ãëàâû 2 è êàñàþùèåñÿ âîïðîñîâ ðåàëèçóåìîñòè ÷èñ-
ëîâûõ íàáîðîâ â èíòåðâàëüíûõ ðàñêðàñêàõ ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ. 

Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àþòñÿ çàäà÷è î ïðàâèëüíûõ ðåáåðíûõ ðàñêðàñêàõ ãðà-
ôîâ, èíòåðâàëüíûõ íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå R  åãî âåðøèí. Ïðè ýòîì ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè çàäà÷è, â ÷àñòíîñòè, òàêèå, â êîòîðûõ 
äëÿ âåðøèí ãðàôà âíå ïîäìíîæåñòâà R  èíòåðâàëüíîñòü ñïåêòðà íå ðàçðåøàåò-
ñÿ, à òàêæå òàêèå, â êîòîðûõ äëÿ âåðøèí ïîäìíîæåñòâà R  òðåáóåòñÿ íå ïðîñòî 
èíòåðâàëüíîñòü, à íåïðåðûâíîñòü ñïåêòðà.  

Â §1 ãëàâû 3 îáñóæäåíà àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé ïðàâèëüíûõ ðåáåðíûõ 
ðàñêðàñîê ãðàôîâ, èíòåðâàëüíûõ íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå R  ìíîæåñòâà 
âåðøèí ãðàôà. 

Çàäà÷è îá èíòåðâàëüíûõ íà R  ðàñêðàñêàõ îñîáåííî âàæíû äëÿ ãðàôîâ, íå 
ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó N . Ïîñòðîåíèå òàêèõ ðàñêðàñîê ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü 
èíòåðâàëüíûì ñïåêòðîì íåêîòîðóþ ÷àñòü âåðøèí ãðàôà. Â ïðàêòè÷åñêèõ èí-
òåðïðåòàöèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì “áåçîêîííûõ” ðàñïèñàíèé ó÷åáíûõ 
ïðîöåññîâ èëè ðàñïèñàíèé “íåïðåðûâíûõ” ïðîèçâîäñòâåííûõ ïðîöåññîâ, òàêîé 
ïîäõîä ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü íåïðåðûâíóþ ðàáîòó äëÿ íåêîòîðîé ÷àñòè 
“âàæíûõ” ó÷àñòíèêîâ ïðîöåññà. Îòìåòèì, ÷òî âåñüìà èíòåðåñíû èññëåäîâàíèÿ 
èíòåðâàëüíûõ íà R  ðàñêðàñîê äâóäîëüíûõ ãðàôîâ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà R  ñîâ-
ïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ âåðøèí îäíîé èç äîëåé ãðàôà. Â èíòåðïðåòàöèÿõ òà-
êèå çàäà÷è ñîîòâåòñòâóþò, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷àì î ñóùåñòâîâàíèè è ïîñòðîåíèè 
ó÷åáíûõ ðàñïèñàíèé, ÿâëÿþùèõñÿ “áåçîêîííûìè” äëÿ îäíîé èç “ñòîðîí” ó÷åá-
íîãî ïðîöåññà – íàïðèìåð, äëÿ ó÷åáíûõ ãðóïï.   

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî èíòåðåñ ê èíòåðâàëüíûì íà R  ðàñêðàñêàì ìîæåò 
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ è íà ãðàôû èç êëàññà N . Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îáъÿñíÿåòñÿ 
òåì, ÷òî âìåñòî î÷åâèäíîãî äëÿ ãðàôà GN  íåðàâåíñòâà 

              ,R RG G w G w G W G W G E G         

âåðíîãî äëÿ ëþáîãî  R V G , ìîæíî â êàêèõ-òî ñëó÷àÿõ, êîãäà  R V G , 

ïðîãíîçèðîâàòü ïîÿâëåíèå áîëåå èíôîðìàòèâíîãî íåðàâåíñòâà     

              ,R RG G w G w G W G W G E G         

÷òî îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü óìåíüøåíèÿ èëè óâåëè÷åíèÿ îáùåãî êîëè÷åñòâà öâå-
òîâ â ðàñêðàñêå çà ñ÷åò îòêàçà îò âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ èíòåðâàëüíîñòè ñïåêòðà 
äëÿ âåðøèí èç   \V G R . 

Â §2 ãëàâû 3 äëÿ íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâ R  ìíîæåñòâà 2( )nV K  âåðøèí 

ïîëíîãî ãðàôà 2nK  ïîëó÷åíû îöåíêè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ 2( )R nw K  è 2( )R nW K , 

à òàêæå èññëåäîâàíû òàêèå ðàñêðàñêè ïîëíîãî ãðàôà nK , êîòîðûå äëÿ ëþáîé 

âåðøèíû ( )nx V K  îáåñïå÷èâàþò èíòåðâàëüíûé ñïåêòð â ñòðîãîé çàâèñèìîñòè 
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îò ïðèíàäëåæíîñòè ýòîé âåðøèíû ê çàðàíåå çàäàííîìó ïîäìíîæåñòâó âåðøèí 
ãðàôà.  

Ñêàæåì, ÷òî ïðàâèëüíàÿ t -ðàñêðàñêà   ãðàôà G  îáëàäàåò ( , )R R -ñâîéñò-

âîì (    G t E G    è  R V G ), åñëè äëÿ ëþáîé ( )x V G  ( , )GS x   ÿâëÿåòñÿ 

èíòåðâàëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x R . 

Ïîäìíîæåñòâî  R V G  íàçîâåì èíòåðâàëüíî-îáîñîáëÿåìûì ïîäìíî-

æåñòâîì âåðøèí ãðàôà G , åñëè 0t ,    0G t E G   , ïðè êîòîðîì ñóùåñò-

âóåò îáëàäàþùàÿ ( , )R R -ñâîéñòâîì 0t -ðàñêðàñêà ãðàôà G .     

Òåîðåìà 3.2.1. Ïðè 2n   ëþáîå ïîäìíîæåñòâî 2 1( )nR V K   ÿâëÿåòñÿ  èí-

òåðâàëüíî-îáîñîáëÿåìûì ïîäìíîæåñòâîì âåðøèí ãðàôà 2 1nK  . 

Òåîðåìà 3.2.2. Ïðè 2n   ëþáîå ïîäìíîæåñòâî 2( )nR V K  ÿâëÿåòñÿ  èí-

òåðâàëüíî-îáîñîáëÿåìûì ïîäìíîæåñòâîì âåðøèí ãðàôà 2nK . 

Â §3 ãëàâû 3 äëÿ ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ è äëÿ íåêîòîðûõ 
áèðåãóëÿðíûõ6 äâóäîëüíûõ ãðàôîâ íàéäåíû îöåíêè ñíèçó äëÿ ìîùíîñòè òàêîãî 
ïîäìíîæåñòâà R  ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà, äëÿ âåðøèí êîòîðîãî âîçìîæíî 
îáåñïå÷èòü òðåáóåìîå ñâîéñòâî ðàñêðàñêè (èíòåðâàëüíîñòü èëè íåïðåðûâíîñòü 
ñïåêòðà). 

Óòâåðæäåíèå 3.3.5. Åñëè G  – ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ ( ) 1 ( )G G    , òî ñó-

ùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî 0 ( )R V G , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0R   

( )
1 ( )
V G

G
 

  
   

, òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íà 0R   1 ( )G  -ðàñêðàñêà 

ãðàôà G . 
Ñëåäñòâèå 3.3.1. Åñëè G  – êóáè÷åñêèé ãðàô, òî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî 

0 ( )R V G , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0

( )
4

V G
R

 
  
  

, òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò 

íåïðåðûâíàÿ íà 0R  ( )G -ðàñêðàñêà ãðàôà G . 

Óòâåðæäåíèå 3.3.6. Åñëè G  – ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ ( ) 1 ( )G G    , òî ñó-

ùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî 0 ( )R V G , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0R   

( )
1 ( )

2

V G
G

 
 
 

   
    

, òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò èíòåðâàëüíàÿ íà 0R   1 ( )G  -ðàñêðàñêà 

ãðàôà G . 

                                                
6 Asratian A.S., Casselgren C.J., Vandenbussche J., West D.B., Proper path-factors and interval edge-
coloring of (3, 4)-biregular bigraphs, J. Graph Theory 61, 2009, pp. 88–97. 
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Ñëåäñòâèå 3.3.2. Åñëè G  – êóáè÷åñêèé ãðàô, òî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî 

0 ( )R V G , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0

( )
2

V G
R  , òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò èí-

òåðâàëüíàÿ íà 0R  ( )G -ðàñêðàñêà ãðàôà G . 

Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë , , ,m l n k , ãäå m n , îïðåäåëèì êëàññ  , , ,Bip m l n k  

äâóäîëüíûõ ãðàôîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

      , ,  является связным , ,
, , , , ,

для   ( ) ,  для   ( )G G

G G X Y E X m Y n
Bip m l n k G G X Y E

x X d x l y Y d y k

      
       

 

   

, 
 

Óòâåðæäåíèå 3.3.7. Åñëè 4k   è  , 1, ,G Bip m k n k  , òî ñóùåñòâóåò 

ïîäìíîæåñòâî 0 ( )R V G , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0
1 ( )

2 1
kR V G
k


 


 

 
( )

2 1
2

k V G
k k

 
 
 
       

, òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò èíòåðâàëüíàÿ íà 0R  k -ðàñêðàñêà 

ãðàôà G . 

Ñëåäñòâèå 3.3.3. Åñëè  , 1, , ,G Bip m k n k   4k   è k  ÷åòíî, òî ñóùåñòâóåò 

ïîäìíîæåñòâî 0 ( )R V G , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0
1 ( )

2 1
kR V G
k





, òàêîå, 

÷òî ñóùåñòâóåò èíòåðâàëüíàÿ íà 0R  k -ðàñêðàñêà ãðàôà G . 

Ñëåäñòâèå 3.3.4. Åñëè  ,3, ,4G Bip m n , òî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî 

0 ( )R V G , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0
5 ( )
7

R V G , òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò èí-

òåðâàëüíàÿ íà 0R  4 -ðàñêðàñêà ãðàôà G . 

Ñëåäñòâèå 3.3.5. Åñëè  ,4, ,5G Bip m n , òî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî 

0 ( )R V G , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0
17 ( )
27

R V G    
, òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò 

èíòåðâàëüíàÿ íà 0R  5 -ðàñêðàñêà ãðàôà G . 

Óòâåðæäåíèå 3.3.8. Åñëè 3k   è  , 1, ,G Bip m k n k  , òî ñóùåñòâóåò ïîä-

ìíîæåñòâî 0 ( )R V G , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0 ( )
2 1
kR V G
k




, òàêîå, ÷òî 

ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íà 0R  k -ðàñêðàñêà ãðàôà G . 
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Ñëåäñòâèå 3.3.6. Åñëè  ,2, ,3G Bip m n , òî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî 

0 ( )R V G , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0
3 ( )
5

R V G , òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò íå-

ïðåðûâíàÿ íà 0R  3 -ðàñêðàñêà ãðàôà G . 

Ñëåäñòâèå 3.3.7. Åñëè  ,3, ,4G Bip m n , òî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî 

0 ( )R V G , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0
4 ( )
7

R V G , òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò 

íåïðåðûâíàÿ íà 0R  4 -ðàñêðàñêà ãðàôà G . 

Â §4 ãëàâû 3 ðàññìîòðåíû çàäà÷è î ïðàâèëüíûõ ðåáåðíûõ ðàñêðàñêàõ äâó-
äîëüíûõ ìóëüòèãðàôîâ, èíòåðâàëüíûõ äëÿ âåðøèí îäíîé èç äîëåé ìóëüòèãðà-
ôà. Ïðåäëîæåí ïîëèíîìèàëüíûé ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé îöå-
íèâàòü ñâåðõó íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî öâåòîâ â òàêèõ ðàñêðàñêàõ (äëÿ 
ñëó÷àÿ ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ íàéäåíî òî÷íîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà). 

Òåîðåìà 3.4.1. Ïóñòü  1 2( ), ( ), ( )G V G V G E G  – äâóäîëüíûé ìóëüòèãðàô. 

Òîãäà äëÿ ëþáîãî      
1 1( ) ( ),  V G V Gt w G t W G E G   , ñóùåñòâóåò èíòåðâàëüíàÿ 

íà  1V G  t -ðàñêðàñêà ìóëüòèãðàôà .G  

Äàëåå èññëåäóþòñÿ çàäà÷è îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà  Rw G  â ñëó÷àå, êîãäà 

G  ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì äâóäîëüíûì ãðàôîì, à R  ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì 
âñåõ âåðøèí îäíîé èç åãî äîëåé. 

Ïóñòü  , ,G G X Y E  – äâóäîëüíûé ãðàô.  

Ñêàæåì, ÷òî ñèñòåìà  s Gg  ïîäãðàôîâ    1 1 1 1, , , , , ,s s s sG X Y E G X Y E  ãðàôà 

G  ÿâëÿåòñÿ Y -ëåñòíè÷íîé, åñëè óäîâëåòâîðÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 
1. äëÿ 1, ,    ,  ,  i i ii s X X Y Y E E    , iX   , iY   , iE   ;      

2. ïðè 1    ,  i i i ii i s E E Y Y          ; 

3. 
1 1 1

; ; 
s s s

i i i
i i i

E E X X Y Y
  

     ; 

4. äëÿ ,  1i i s   , ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íà iY   iG -ðàñêðàñêà ãðà-

ôà  , ,i i i iG X Y E . 

Åñëè ñèñòåìà  s Gg  ïîäãðàôîâ ãðàôà G  ÿâëÿåòñÿ Y -ëåñòíè÷íîé, òî ïî-

ëîæèì     
1

s

s i
i

G G


 g .  

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà  , ,G X Y E  Y -ëåñòíè÷-

íàÿ ñèñòåìà ïîäãðàôîâ ñóùåñòâóåò. 
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Òåîðåìà 3.4.2. Åñëè ñèñòåìà  s Gg  ïîäãðàôîâ  1 1 1 1, , ,...G X Y E  

 , , ,s s s sG X Y E  äâóäîëüíîãî ãðàôà  , ,G G X Y E  ÿâëÿåòñÿ Y -ëåñòíè÷íîé, òî 

ñóùåñòâóåò èíòåðâàëüíàÿ íà Y    s G g -ðàñêðàñêà ãðàôà G . 

Ñëåäñòâèå 3.4.1. Ïóñòü ( , , )G G X Y E  – äâóäîëüíûé ãðàô, à ñèñòåìà 

( )sH G  åãî ïîäãðàôîâ 1 1 1 1( , , )G X Y E ,…, ( , , )s s s sG X Y E  òàêîâà, ÷òî óäîâëåòâîðÿþò-

ñÿ óñëîâèÿ 
1) äëÿ 1,...,i s , iX X , iY Y , iE E , iX   , iY   , iE   ;  

2) ïðè 1 i i s    , i iE E    , i iY Y    ; 

3) 
1

s

i
i

E E


 , 
1

s

i
i

X X


 , 
1

s

i
i

Y Y


 ; 

4) äëÿ ,  1i i s   , èç ( , ) ie x y E  , ãäå ,  i ix X y Y  , âûòåêàåò íåðàâåíñò-

âî ( ) ( )
i iG Gd x d y . 

Òîãäà ñèñòåìà ( )sH G  ÿâëÿåòñÿ Y -ëåñòíè÷íîé ñèñòåìîé ïîäãðàôîâ ãðàôà 

G . 
Ïðåäëîæåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì À, êîòîðûé ïî ëþáîìó äâóäîëü-

íîìó ãðàôó ( , , )G G X Y E  âûäàåò íà Âûõîäå ñèñòåìó ( )sH G  ïîäãðàôîâ ãðàôà 

G , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ 3.4.1. 

Ñëåäñòâèå 3.4.2. Ïóñòü  , ,G G X Y E  – äâóäîëüíûé ãðàô, è ñèñòåìà 

 sH G  ïîäãðàôîâ ãðàôà G  ïîñòðîåíà â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ê ãðàôó G  àë-

ãîðèòìà À. Òîãäà ñóùåñòâóåò èíòåðâàëüíàÿ íà Y    sH G -ðàñêðàñêà ãðàôà 

G . 

Îòìåòèì íåêîòîðûå âûâîäû, êàñàþùèåñÿ âåëè÷èí  Xw G  è  Yw G  äëÿ 

äâóäîëüíûõ ãðàôîâ  , ,G G X Y E , ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó  , , ,Bip m l n k . 

Óòâåðæäåíèå 3.4.1. Åñëè    , , , , ,G G X Y E Bip m l n k  , òî  Yw G k . 

Ñëåäñòâèå 3.4.3. Åñëè    , , , , ,G G X Y E Bip m l n k  , òî  X
mw G l
l

     
. 

Èç ñëåäñòâèÿ 3.4.3 è ëåììû 1.5.1 âûòåêàåò 
Ñëåäñòâèå 3.4.5. Åñëè R  – ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ïðîèçâîëüíîé èç äîëåé 

ïîëíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà ,m nK  ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m  è n , òî  

 ,( )R m n

R
w K m n R

m n R
 

     
   

. 

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èññëåäîâàíû öèêëè÷åñêè-íåïðåðûâíûå ðåáåðíûå ðàñ-
êðàñêè ïðîñòûõ öèêëîâ è äåðåâüåâ, à òàêæå ïîñòðîåí ïðèìåð äâóäîëüíîãî ãðà- 
ôà, íå îáëàäàþùåãî öèêëè÷åñêè-íåïðåðûâíîé ðåáåðíîé ðàñêðàñêîé. 
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Â §1 ãëàâû 4 ðàññìîòðåíû öèêëè÷åñêè-íåïðåðûâíûå ðåáåðíûå ðàñêðàñêè 
ïðîñòûõ öèêëîâ. 

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ  : 0,1  . Äëÿ k   ïîëîæèì: 

  1 .
2 2
k kk            

 

Äëÿ ëþáûõ ,  q h    è  0,1j  îïðåäåëèì ìíîæåñòâî  ( ) ,jInt q h  ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: 

      ( ) , ,  1 .jInt q h m Int q h m j     

Óòâåðæäåíèå 4.1.1. Äëÿ ,n   3n   
3
,nC N   

3
;nn C  

   
3 3 3C  ,    

3 4 2,3,4C  . 

Òåîðåìà 4.1.2. Äëÿ      
3 3

,  5  3 ,  ,n nn n w C n W C n         

 

 

   

(1)

22

(0)3

3, 2 ,  если  нечетное число

2, 2 1 , 1 1 ,  
2 2 2 2 2

                                                                         е

nn

n

Int n n

n n n n nC Int Int


  

  
     



 
                           

 



,

сли  четное число.n











 
Â §2 ãëàâû 4 ðàññìîòðåíû öèêëè÷åñêè-íåïðåðûâíûå ðåáåðíûå ðàñêðàñêè 

äåðåâüåâ. 
Òåîðåìà 4.2.1. Ïóñòü D  – äåðåâî. Òîãäà: 1) 

3
D N , 2) 

3 1
( ) ( ).D D     

Â §3 ãëàâû 4 ïîñòðîåí ïðèìåð äâóäîëüíîãî ãðàôà, íå îáëàäàþùåãî 
öèêëè÷åñêè-íåïðåðûâíîé ðåáåðíîé ðàñêðàñêîé. 

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî 2m   ïîëîæèì: 

0, 0{ }mV x , 1, ,{ 1 }m i jV x i j m    , 2, ,{ 1 ,1 }m p qV y p m q m     , 

0 ,{( , ) 1 ,1 }m p qE x y p m q m      . 

Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë , ,i j m , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì 2m  , 

1 i j m   , ïîëîæèì: 

, , , , , ,{( , ) 1 } {( , ) 1 }i j m i j i q i j j qE x y q m x y q m       . 

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî 2m   îïðåäåëèì ãðàô ( )G m  ñëåäóþùèì 
îáðàçîì:     

2

, , ,
0 1

( ) ,k m m i j m
k i j m

G m V E E
   

  
        

  . 

Òåîðåìà 4.3.1. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî 8m   
3

( )G m N . 

Â ïÿòîé ãëàâå èññëåäîâàíà ñëîæíîñòü çàäà÷ î ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ 
âåðøèííûõ ðàñêðàñîê ãðàôîâ â äâà öâåòà, ïðè êîòîðûõ â âåðøèííîé îêðåñò-
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íîñòè ëþáîé âåðøèíû êîëè÷åñòâà âåðøèí ðàçíûõ öâåòîâ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå 
÷åì íà 1. 

Â §1 ãëàâû 5 îñíîâíàÿ çàäà÷à ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñòàíäàðòíîé âåð-
ñèè îïðåäåëåíèÿ “îêðåñòíîñòè” âåðøèíû, ïðè êîòîðîé ñàìà âåðøèíà íå ñ÷è-
òàåòñÿ ïðèíàäëåæàùåé ñâîåé îêðåñòíîñòè. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ìîæåò ïðè-
ìåíÿòüñÿ â öåëÿõ ïîâûøåíèÿ áåçîïàñíîñòè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåì, ñóáúåê-
òû êîòîðûõ, ïîäâåðãàÿñü âîçäåéñòâèþ äâóõ ïðîòèâîáîðñòâóþùèõ âëèÿíèé, íå 
îáëàäàþò ñïîñîáíîñòüþ ñàìîçàùèòû. 

2-ðàçáèåíèå f  ãðàôà G  íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííûì, åñëè 

äëÿ ëþáîé âåðøèíû ( )v V G  

, ,{ ( ) / ( ) 1} { ( ) / ( ) 0} 1G v G vw I v f w w I v f w      . 

Òåîðåìà 5.1.1. Äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ G  ñ ( ) 3G   çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ 

òîãî, ñóùåñòâóåò ëè ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå 2-ðàçáèåíèå ãðàôà G , ÿâëÿåò-
ñÿ NP -ïîëíîé. 

Â §2 ãëàâû 5 îñíîâíàÿ çàäà÷à ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ â âåðñèè ðàñøèðåí-
íîãî îïðåäåëåíèÿ “îêðåñòíîñòè” âåðøèíû, ïðè êîòîðîé ñàìà âåðøèíà ñ÷èòàåò-
ñÿ ïðèíàäëåæàùåé ñâîåé îêðåñòíîñòè. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ìîæåò ïðèìå-
íÿòüñÿ â öåëÿõ ïîâûøåíèÿ áåçîïàñíîñòè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåì, ñóáúåêòû 
êîòîðûõ, ïîäâåðãàÿñü âîçäåéñòâèþ äâóõ ïðîòèâîáîðñòâóþùèõ âëèÿíèé, îáëà-
äàþò ñïîñîáíîñòüþ ñàìîçàùèòû. 

2-ðàçáèåíèå f  ãðàôà G  íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííûì, åñëè 

äëÿ ëþáîé âåðøèíû ( )v V G  

, ,{ { } ( ) / ( ) 1} { { } ( ) / ( ) 0} 1G v G vw v I v f w w v I v f w        . 

Òåîðåìà 5.2.1. Äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ G  ñ ( ) 4G   çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ 

òîãî, ñóùåñòâóåò ëè ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå 2-ðàçáèåíèå ãðàôà G , ÿâëÿåò-
ñÿ NP -ïîëíîé. 
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ԱՄՓՈՓՈՒՄ 
 
 
 
 

 
Ատենախոսությունում հետազոտվում են գրաֆների այնպիսի ներկումներ 

(կողային, գագաթային), որոնցում գրաֆի գագաթների շրջակայքերի (կողային, 
գագաթային) վրա դրվում է որևէ լոկալ  պայման: Հինգ տարբեր  -ների հա- 
մար դիտարկված են գրաֆների՝  պայմանին բավարարող, ներկումների գոյու- 
թյան, կառուցման, կառուցվածքների ուսումնասիրման և թվային պարամետրե- 
րի գնահատման խնդիրներ: 1 ( 2 ) պայմանը դրվում է գրաֆի գագաթի կողա- 
յին շրջակայքի վրա, և պահանջում է, որպեսզի կողային ճիշտ ներկման մեջ գա- 
գաթի շրջակայքում օգտագործվող գույները կազմեն միջակայք (1-ից սկսվող  
միջակայք) բնական թվերի բազմության մեջ: 3  պայմանը նույնպես դրվում է 
գրաֆի գագաթի կողային շրջակայքի վրա, և պահանջում է, որպեսզի կողային 
ճիշտ ներկման մեջ գագաթի շրջակայքում օգտագործվող գույները կազմեն 
միջակայք, եթե ներկման մեջ մասնակցող բոլոր գույները ենթադրվում են դա- 
սավորված շրջանագծի վրա: 4 ( 5 ) պայմանը դրվում է գրաֆի գագաթի գագա- 
թային շրջակայքի (գագաթի գագաթային ընդլայնված շրջակայքի, երբ գագաթը 
համարվում է իր շրջակայքին պատկանող) վրա, և պահանջում է,  որպեսզի գա- 
գաթների երկգույնանի ներկման մեջ գագաթի շրջակայքում տարբեր գույների 
գագաթների թվերը տարբերվեն ոչ ավել, քան 1-ով:  պայմանի ( 1 2 3{ , , }    ) 
և կամայական բնական t -ի համար ,tN -ով նշանակենք այն գրաֆների բազ- 

մությունը, որոնց համար գոյություն ունի գրաֆի կողային ճիշտ ներկում 1,...,t  

գույներով, որը բավարարում է   պայմանին, և, դիցուք,  ,
1

t
t

 


N N . G գրաֆի 

համար նշանակենք    ,/ tG t G     N : 

Ատենախոսության հիմնական նպատակն է տարբեր դասերի գրաֆների 
համար հետազոտել դրանց գագաթների շրջակայքերի (կողային, գագաթային) 
վրա դրված տարբեր լոկալ   պայմաններին բավարարող ներկումների գոյու- 
թյան, կառուցման, կառուցվածքների ուսումնասիրման և թվային պարամետ- 
րերի գնահատման խնդիրներ: Ուսումնասիրվող հիմնական խնդիրներն են՝ 

1. Տրված են G գրաֆը և  պայմանը: Պարզել, G N թե ոչ, 

2. Տրված է G N  գրաֆը : Գտնել  G  բազմությունը:  

Մեծ ուշադրություն է հատկացվում աշխատանքում նաև գրաֆների այն- 
պիսի ներկումներին, որոնցում   լոկալ պայմանի կատարումը պարտադիր է 
գրաֆի գագաթների բազմության որևէ R ենթաբազմության վրա: (Նշենք, որ 
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գրաֆի գագաթների ենթաբազմության անվան բացակայությունը նշանակում- 
ների ինդեքսներում նշանակում է,    որ  -ի կատարումը պահանջվում է գրաֆի 
գագաթների ամբողջ բազմության վրա:)   

Ատենախոսությունում ստացվել են հետևյալ հիմնական արդյունքները. 
1. Գտնված է գրաֆի 

1
N դասին պատկանելու անհրաժեշտ պայման, և ապա- 

ցուցված է համասեռ գրաֆի 
1

N դասին պատկանելիության խնդրի NP -

լրիվությունը: 
2. 

1 ,tG N  պայմանի առկայության դեպքում գտնված են G  գրաֆի տարբեր 

պարամետրերով արտահայտվող գնահատականներ t -ի համար:  
3. Որոշ դասերի համասեռ G  գրաֆների համար ( nK  լրիվ գրաֆների, 

2 2,2n nH   Խարարիի գրաֆների, ընդհանրացված ցիկլերի, լրիվ համասեռ k -

կողմանի գրաֆների) ստացված են 
1

N  դասին պատկանելիության 

պայմաններ, և 
1 ,tG N պայմանից հետևող գնահատականներ t -ի համար: 

4. Ապացուցված է, որ եթե G -ն լրիվ երկկողմանի գրաֆ է կամ ծառ,  ապա 

1
G N , և գտնված են t -ի բոլոր հնարավոր արժեքները, որոնց դեպքում 

1 ,tG N :  

5. Բացահայտված է կամայական լրիվ երկկողմանի գրաֆի 1  պայմանին 
բավարարող կամայական ներկման կառուցվածքը: 

6. Նկարագրված են լրիվ գրաֆի գագաթների բազմության բոլոր այն R ենթա-
բազմությունները, որոնց դեպքում գոյություն ունի գրաֆի՝ միայն R -ի գա-  
գաթների համար 1  պայմանին բավարարող կողային ճիշտ ներկում: 

7. Որոշ դասերի համասեռ գրաֆների և երկհամասեռ երկկողմանի գրաֆների 
համար գտնված են ստորին գնահատականներ գրաֆի գագաթների բազ-
մության այնպիսի R  ենթաբազմության հզորության համար, որի 
պարագայում գրաֆն ունի 1 , 2  պայմանները R -ի բոլոր գագաթների վրա 
ապահովող կողային ճիշտ ներկումներ: 

8. Ապացուցված է, որ կամայական երկկողմանի գրաֆ ունի այնպիսի կողա-
յին ճիշտ ներկում, որի դեպքում 1  պայմանը կատարվում է գրաֆի 
«կողմերից» մեկի բոլոր գագաթների համար, և առաջարկված է բազմանդա- 
մային ալգորիթմ համապատասխան ներկումներում մասնակցող գույների 
հնարավոր նվազագույն թիվը վերևից գնահատելու համար: 

9. Ապացուցված է, որ եթե G -ն պարզ ցիկլ է կամ ծառ, ապա 
3

G N , և 

գտնված են t -ի բոլոր հնարավոր արժեքները, որոնց դեպքում 
3 ,tG N :  

10. Ապացուցված է, որ երկկողմանի գրաֆների համար 4  և 5 պայմաններին 
բավարարող երկգույնանի գագաթային ներկման գոյության խնդիրները 
NP -լրիվ են:  
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                                                  RESUME 
 

 
   
 
 

Graph colorings (edge,vertex) are investigated with some local condition   
which is put on neighbourhoods (edge, vertex) of vertices. For five different  , prob-
lems of the existence, construction, structure investigations and estimations of 
numeric parameters of graph colorings satisfying such  are considered. The condition 

1 ( 2 ) is applied in proper edge colorings, is put on the edge neighbourhood of a 

vertex of the graph, and requires that colors used for edges incident to any vertex of 
the graph to form an interval (interval beginning from 1) of integers. The condition 

3 is applied in  proper edge colorings, is put on the edge neighbourhood of a vertex of 

the graph, and requires that colors used for edges incident to any vertex of the graph 
to form an interval when all colors are supposed to be arranged on a circle. The 
condition 4 ( 5 ) is applied in bicolor vertex colorings, is put on the vertex 

neighbourhood (extended vertex neighbourhood in which the vertex itself is also 
included) of a vertex of the graph, and requires that the numbers of different colors 
used in the neighbourhood of any vertex of the graph to differ from each other by at 
most 1. For a condition  ( 1 2 3{ , , }    ) and an arbitrary positive integer t , ,tN  

denotes the set of graphs for which there exists a proper edge coloring with colors 

1,...,t  satisfying the condition  , and let ,
1

t
t

 


N N ; for a graph G , let  

   ,/ .tG t G     N  

The aim of the dissertation is the investigation of the problem of existence, 
construction, structure and estimation of numerical parameters of colorings for 
various local conditions   that are imposed for (edge, vertex) neighborhoods of the 
vertices of some graphs. The main investigated problems are following: 

1. for a given graph G and condition  , determine whether G N  or not; 

2. for a given graph G N , find the set  .G   

In this work significant attention is also paid to colorings of graphs such that the 
satisfaction of the local condition   is imposed on some subset R of vertices of the 
graph. (In that case, the absence of indication of the subset of vertices of the graph in 
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the notations means that the satisfaction of   is required on the whole set of its 
vertices). 

The following results are obtained. 
1. A necessary condition is found for a graph to belong to 

1
N ;  for  a  regular   

graph it is proved that the problem of deciding whether it belongs to 
1

N  or not is 

NP -complete. 
2. For arbitrary and bipartite graphs G  from 

1
N estimates expressed via diffe- 

rent parameters of the graph  are found for t when the condition 
1 ,tG N  is satisfied. 

3. For some regular graphs G  (complete graphs nK , Harary’s graphs  2 2,2n nH  , 

generalized cycles, complete regular k -sided graphs) conditions are obtained for 
belonging to 

1
N , and estimates are found for t  when the condition 

1 ,tG N  is 

satisfied. 
4. It is proved that if G  is isomorphic to a complete bipartite graph or a tree 

then G  belongs to 
1

N , and all possible values of t  are found for which 
1 ,tG N .  

5. For any complete bipartite graph, a structure of an arbitrary coloring 
satisfying the condition 1  is described. 

6. All possible subsets R  of the set of vertices of a complete graph are described 
for which there exists a proper edge coloring of the graph satisfying the condition 1  

exclusively for vertices of R . 
7. For some regular graphs and for biregular bipartite graphs, lower bounds are 

found for the cardinality of such subset R  of vertices of the graph for which there are 
proper edge colorings satisfying the conditions 1 , 2  for all vertices of R . 

8. It is proved that any bipartite graph has a proper edge coloring satisfying the 
condition 1  for all vertices of one “side”, and a polynomial algorithm is proposed to 

find an upper bound for the least possible number of colors in such colorings.    
9. It is proved that if G  is isomorphic to a simple cycle or a tree then G  

belongs to 
3

N , and all possible values of t  are found for which 
3 ,tG N .  

10. For bipartite graphs, the NP -completeness of the problem of the existence 
of a bicolor vertex coloring satisfying the condition 4 ( 5  ) is proved.      

 


