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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïðåäñòàâëåíèÿ, èñ-

ïðàâëåíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ íåêîòîðûõ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì. Âîçìîæíîñòü ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ðàçíûìè îðòîãîíàëüíûìè ðÿäàìè ñòàëà ðàññìàòðèâàòüñÿ åùå â íà-

÷àëå ïðîøëîãî âåêà. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû Í.Í. Ëóçèíûì è

Ä.Å. Ìåíüøîâûì. Âîïðîñû ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé îáùèìè îðòîãîíàëüíûìè ðÿäàìè èñ-

ñëåäîâàëèñü ñ òðèäöàòûõ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà Ìàðöèíêåâè÷åì. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëü-

òàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû À.À. Òàëàëÿíîì, Ô.Ã. Àðóòþíÿíîì, Â.À. Ñêâîðöîâûì,

Ñ.Â. Êîíÿãèíîì, Í.Á. Ïîãîñÿíîì è äðóãèìè ìàòåìàòèêàìè. Âîïðîñû ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíê-

öèé îðòîãîíàëüíûìè ðÿäàìû ðàçâèâàëèñü â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ: âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ îäíîãî (óíèâåðñàëüíîãî) ðÿäà (Ï.Ë. Óëüÿíîâ, À.À. Òàëàëÿí,

À.Ì. Îëåâñèé, Â.Ã. Êðîòîâ, Ã.Ì. Ìóøåãÿí è äð.); ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ òàêèõ ðÿäîâ

(Ô.Ã. Àðóòþíÿí, Î.Ñ. Èâàøåâ�Ìóñàòîâ, Ò. Êîðíåð, Í.Á. Ïîãîñÿí è äð.); ïðåäñòàâëåíèå

ôóíêöèé àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè (Ô.Ã. Àðóòþíÿí, Ã.Ã. Ãåâîðêÿí, Ð.Ñ. Äàâòÿí è

äð.).

Èäåÿ �èñïðàâëåíèÿ� ôóíêöèè ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ åå ñâîéñòâ ïðèíàäëåæèò Í.Í Ëóçèíó

(C-ñâîéñòâî Ëóçèíà). Çàòåì ýòà èäåÿ ðaçâèâàëàñü Ä.Å. Ìåíüøîâûì. Òåîðåìû èñïðàâëåíèÿ

ðàçâèâàëèñü â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ: 1) âîçìîæíîñòü âûáîðà �èñêëþ÷èòåëüíîãî� ìíîæåñò-

âà (íà êîòîðîì �èñïðàâëÿåòñÿ� ôóíêöèÿ f íåêîòîðîãî êëàññà ôóíêöèé F ) íåçàâèñÿùèì

îò f ; 2) èçìåíèòü ôóíêöèþ íà ìíîæåñòâå ìàëîé ìåðû ñ öåëüþ à) óëó÷øåíèÿ ñâîéñòâ

êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ íîâîé ôóíêöèè (íàïðèìåð, ìîíîòîííîñòü ìîäóëåé âñåõ èëè

íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ), á) ïîëó÷åíèÿ ñõîäèìîñòè (àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè) ðÿäà Ôó-

ðüå íîâîé ôóíêöèè. Âîïðîñàìè èñïðàâëåíèÿ çàíèìàëèñü Êàøèí Á.Ñ., Îëåâñêèé À.Ì.,

Êèñëÿêîâ Ñ.Â., Àðóòþíÿí Ô.Ã., Ãðèãîðÿí Ì.Ã è äðóãèå èçâåñòíûå ìàòåìàòèêè.

Â òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ âîïðîñàì åäèíñòâåííîñòè ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò. Ýòà

òåìàòèêà, íà÷àòàÿ êëàññè÷åñêèìè èññëåäîâàíèÿìè Ã. Êàíòîðà, Ø.Æ. Âàëëå-Ïóññåíà,

Í.Í. Ëóçèíà, Ä.Å. Ìåíüøîâà è äðóãèõ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçðàáàòûâàåòñÿ âî

ìíîãèõ íàó÷íûõ öåíòðàõ. Áûëè óñòàíîâëåíû íîâûå òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðàçíûõ

îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì (À. Çèãìóíä, Í.Ê. Áàðè, Â. Øàïèðî, Â.À. Ñêâîðöîâ, À.À. Òàëàë-

ÿí, Ô.Ã. Àðóòþíÿí, Ø. Òåòóíàøâèëè, Ã.Ã. Ãåâîðêÿí è äð.). Îäíèì èç ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ

â ýòîì íàïðàâëåíèè äëÿ ï.â. ñõîäÿùèõñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà

Ã.Ã. Ãåâîðêÿíà, ãäå ïîÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå óñëîâèå íà ìàæîðàíòó ÷àñòè÷íèõ ñóìì. Àíàëî-

ãè÷íûå òåîðåìû äëÿ íåêîòîðûõ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì áûëè ïîëó÷åíû Â.Â. Êîñòèíûì,

Ê.À. Êåðÿíîì, Ì.Ï. Ïîãîñÿíîì è äðóãèìè ìàòåìàòèêàìè.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âûñøåóïîìÿíóòûì òåìàì, êîòîðûå äî ñèõ ïîð ÿâ-

ëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè, è ïîëó÷åíû íåêîòîðûå íîâûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Öåëü ðàáîòû è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû: Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èñ-

ñëåäîâàòü íåêîòîðûõ âîïðîñîâ ñõîäèìîñòè è åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðÿäîâ ïî ñèñòåìàì Õààðà,

Óîëøà è èõ îáîáùåíèÿì. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ↘ 0, {an} 6∈ l2, ñóùåñòâóåò ðÿä ïî ñèñòåìå Óîëøà
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∞∑
n=0

δnanWn(x), δn = ±1, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî ïîäðÿäîâ â

êëàññå ï.â. êîíå÷íûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé.

2. Ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûé îòíîñèòåëüíî çíàêîâ ðÿä ïî ñèñòåìå Óîëøà, êîýôôèöè-

åíòû êîòîðîãî ìîíîòîííî óáûâàþò è íàõîäÿòñÿ íàä çàðàíåå çàäàííîé ìèíîðàíòîé.

3. Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî E ñ ìåðîé mes(E) < ε è èí-

òåãðèðóåìàÿ íà [0, 1] ôóíêöèÿ g ñ ìîíîòîííî óáûâàþùèìè êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå�

Óîëøà òàêèå, ÷òî ëþáóþ èíòåãðèðóåìóþ íà [0, 1] ôóíêöèþ ìîæíî �èñïðàâèòü� íà

ìíîæåñòâå E òàê, ÷òîáû ðÿä Ôóðüå�Óîëøà ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ñõîäèëñÿ ê íåå ïî

L1-íîðìå, à êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�Óîëøà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñîâïàäàëè ñ êîýô-

ôèöèåíòàìè ôóíêöèè g.

4. Åñëè êóáè÷åñêèå ÷àñòè÷íûå ñóììû êðàòíîãî ðÿäà ïî ñèñòåìå Õààðà (Ôðàíêëèíà)

SKn(x), ãäå îòíîøåíèå
Kn+1

Kn

îãðàíè÷åíî, ï.â. ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè, à ìà-

æîðàíòà ýòèõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ, òî

íàéäåíû ôîðìóëû âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ðÿäà. Äîêàçàíî òàêæå, ÷òî

îãðàíè÷åííîñòü îòíîøåíèÿ
Kn+1

Kn

ñóùåñòâåííà.

5. Íàéäåíû ôîðìóëû âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êðàòíîãî ðÿäà ïî îáùåé ñèñòåìå

Ôðàíêëèíà, ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðíî ðåãóëÿðíîìó ðàçáèåíèþ, êóáè÷åñêèå ÷àñòè÷íûå

ñóììû êîòîðîãî ïî ìåðå ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè, à ìàæîðàíòà ÷àñòè÷íûõ

ñóìì ýòîãî ðÿäà óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ.

6. Äëÿ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Âèëåíêèíà è îáîáùåííîé ñèñòåìå Õààðà ââåäåí íîâûé ëèíåé-

íûé ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ è äîêàçàíà ðåãóëÿðíîñòü ýòîãî ìåòîäà.

7. Íàéäåíû ôîðìóëû âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà ïî ñèñòåìå Âèëåíêèíà èëè

îáîáùåííîé ñèñòåìå Õààðà, ÷àñòè÷íûå ñóììû Smk−1(x) êîòîðîãî ïî ìåðå ñõîäÿòñÿ ê

ï.â. êîíå÷íîé ôóíêöèè, à ìàæîðàíòà âñåõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðî-

ìó óñëîâèþ îáåñïå÷èâàþùóþ åäèíñòâåííîñòü.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Ïðèìåíÿþòñÿ îáùèå ìåòîäû ìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé

è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îòìåòèì îäèí èç

íèõ. Äëÿ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Âèëåíêèíà è îáîáùåííîé ñèñòåìå Õààðà ââåäåí íîâûé ìåòîä

ñóììèðîâàíèÿ è ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà äîêàçàíû òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðÿäîâ ïî

îòìå÷åííûì ñèñòåìàì. Â ÷àñòíîñòè ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ òîãî,

÷òîáû ðÿä ïî ýòèì ñèñòåìàì áûë ðÿäîì Ôóðüå íåêîòîðîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëü-

òàòû ïðåäñòàâëÿþò òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ. Îòìåòèì, ÷òî îäíèì èç ïðîáëåì ìåòðè÷åñêîé

òåîðèè ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé îðòîãîíàëüíûìè ðÿäàìè. Äðó-

ãàÿ ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé îðòîãîíàëüíûìè ðÿäàìè.
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Â ðàáîòå, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíû íåêîòîðûå òåîðåìû ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ðÿäàìè ïî

ñèñòåìå Óîëøà ñ ìîíîòîííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîëó÷åíû òàêæå íåêîòîðûå òåîðåìû

åäèíñòâåííîñòè. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ðÿä ïî ñèñòåìå Õààðà, Ôðàíêëèíà, Âèëåíêèíà èëè

îáîáùåííîé ñèñòåìå Õààðà ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f , à ìàæîðàíòà ÷àñòè÷íûõ

ñóìì óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó óñëîâèþ, òî êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà âîññòàíîâëèâàþò-

ñÿ ñ ïîìîùüþ f .

Ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ðàáîòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå ïðè èçó÷åíèè àíàëîãè÷íûõ ïðîá-

ëåì äëÿ äðóãèõ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ.

Àïðîáàöèÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà íà-

ó÷íûõ ñåìèíàðàõ êàôåäðû ÷èñëåííîãî àíàëèçà è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÅÃÓ,

íà îáùåì ñåìèíàðå ôàêóëüòåòà èíôîðìàòèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÅÃÓ, íà ñåìè-

íàðàõ àêàäåìèêà ÍÀÍ ÐÀ Ãåâîðêÿíà Ã.Ã., íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ "Harmonic

Analysis and Approximations, I, IV, VI, VII, [22*]�[25*], íà åæåãîäíîé ñåññèè Àðìÿíñêîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîþçà, [26*], íà 12-é Ñàðàòîâñêîé çèìíåé øêîëå, [27*].

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 21 íàó÷íûõ ñòàòüåé,

ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâîäèòñÿ â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ,

çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà öèòèðîâàííîé ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 148 íàèìåíîâàíèé. Îáúåì �

201 ñòðàíèöà.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè äèññåðòàöèè ïðèâåäåíû íåêîòîðûå, õîðîøî èçâåñòíûå, ôàêòû, äîêàçàí-

íûå Í.Í. Ëóçèíûì, Ä.Å. Ìåíüøîâûì, Ñ.Â. Êîíÿãèíûì, À.À. Òàëàëÿíîì, Ô.Ã. Àðóòþíÿ-

íîì, Ã.Ã. Ãåâîðêÿíîì è Ì.Ã. Ãðèãîðÿíîì. Äàíî òàêæå êðàòêîå îïèñàíèå âîïðîñîâ, ðàññìîò-

ðåííûõ â äèññåðòàöèè, à òàêæå ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Â êîíöå ïðèâåäåí

ñïèñîê íåêîòîðûõ îáîçíà÷åíûé, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â òåêñòå.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïðåäñòàâëåíèÿ ïî÷òè âñþäó êîíå÷íûõ èç-

ìåðèìûõ ôóíêöèé ðÿäàìû ïî ñèñòåìå Óîëøà è ïî ñèñòåìàì òèïà Õààðà (ïî H -ñèñòåìàì).

Â 1915 ã. Í.Í. Ëóçèíûì (ñì. [1, ñò. 236]) áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à: ìîæíî ëè ïðåäñòàâèòü

ïî÷òè âñþäó ñõîäÿùèìñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì ïðîèçâîëüíóþ èçìåðèìóþ (äåéñòâè-

òåëüíóþ) ôóíêöèþ, êîíå÷íóþ ïî÷òè âñþäó èëè ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ +∞ èëè −∞ íà

ìíîæåñòâàõ ïîëîæèòåëüíîé ìåðû? Ïåðâûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ýòîé çàäà÷åé, áûëè

ïîëó÷åíû èì æå â ðàáîòå [1]. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè

ïîëó÷åíû Ä.Å. Ìåíüøîâûì â ðàáîòàõ [2] è [3]. Ãäå, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíà

Òåîðåìà (Ä.Å. Ìåíüøîâ [2]). Äëÿ ëþáîé ïî÷òè âñþäó êîíå÷íîé íà [0, 2π] èçìåðèìîé

ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê íåé ïî÷òè âñþäó.

Çàòåì Ñ.Â. Êîíÿãèíîì (ñì. [4]) áûëî äîêàçàíî, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä íå ìîæåò

ñõîäèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Òåì ñàìûì â îäíîìåð-

íîì ñëó÷àå ïðîáëåìà ïðåäñòàâëåíèÿ èçìåðèìîé ôóíêöèè ñõîäÿùèìñÿ ïî÷òè âñþäó (ï.â.)

òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì áûëà ïîëíîñòüþ ðåøåíà.
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Âîïðîñû ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé îáùèìè îðòîãîíàëüíûìè ðÿäàìè èññëåäîâàëèñü ñ

òðèäöàòûõ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà Ìàðöèíêåâè÷åì (ñì. [5, ñò. 312]). Ïîäðîáíî îá ýòîé òå-

ìàòèêå ìîæíî óçíàòü èç îáçîðíûõ ñòàòåé À.À. Òàëàëÿíà [6], [7] è Ï.Ë. Óëüÿíîâà [8]. Äëÿ

äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì (ìàæîðàíòà ÷àñòè÷íûõ ñóìì êîòîðûõ

èìååò òèï (2,2)) Ô.Ã. Àðóòþíÿíîì è Í.Á. Ïîãîñÿíîì ïîëó÷åí àíàëîã òåîðåìû Ä.Å. Ìåíü-

øîâà (ñì., íàïð., [9, ñò. 452]). À.À. Òàëàëÿí è Ô.Ã. Àðóòþíÿí (ñì. [10]) äîêàçàëè, ÷òî ðÿäû

ïî ñèñòåìàì Õààðà è Óîëøà íå ìîãóò ñòðåìèòüñÿ ê +∞ íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé

ìåðû.

Âîïðîñû ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé îðòîãîíàëüíûìè ðÿäàìè ðàçâèâàëèñü â ðàçíûõ

íàïðàâëåíèÿõ: âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ îäíîãî ðÿäà (óíèâåðñàëü-

íûé ðÿä); ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ òàêèõ ðÿäîâ (ìîíîòîííîñòü, ñêîðîñòü ñòðåìëåíèÿ ê

íóëþ); ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè è ò.ä.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ïóñòü F � íåêîòîðûé êëàññ èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Ðÿä
∞∑
n=0

ϕn(x) (1)

íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî çíàêîâ (ïîäðÿäîâ) â êëàññå F , åñëè äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè f ∈ F ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γn}, γn = ±1 (γn = 0, 1), äëÿ êîòîðîé

ðÿä
∞∑
n=0

γnϕn(x) ñõîäèòñÿ ê f(x) ï.â.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ïóñòü F � íåêîòîðûé êëàññ èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Ðÿä (1) íàçû-

âàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê â êëàññå F , åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f ∈ F ÷ëåíû ðÿäà (1) ìîæíî ïåðåñòàâèòü òàê, ÷òîáû âíîâü ïîëó÷åííûé ðÿä ñõîäèëñÿ

ê f(x) ï.â.

Ïåðâûå ïðèìåðû (â ðàçíûõ ñìûñëàõ) óíèâåðñàëüíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ áûëè

ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [11]�[15]. Îòìåòèì íåêîòîðûå èç íèõ.

Òåîðåìà 1.1.À (À.À. Òàëàëÿí, [13]). Ñóùåñòâóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

îáëàäàþùèé ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé íà

[0, 2π], (f(x) ìîæåò ðàâíÿòüñÿ +∞ èëè −∞ íà ìíîæåñòâàõ ïîëîæèòåëüíîé ìåðû),

ñóùåñòâóåò ïîäðÿä ýòîãî ðÿäà, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê f(x) ï.â. íà òîì ìíîæåñòâå, ãäå f

êîíå÷íà, è ïî ìåðå íà [0, 2π].

Â ðàáîòå [14] Ã.Ì. Ìóøåãÿíîì îòìå÷åí íåêîòîðûé êëàññ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì (â êî-

òîðûé, â ÷àñòíîñòè, âõîäÿò ñèñòåìû Õààðà, Óîëøà è òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà), äëÿ

êîòîðûõ ñóùåñòâóþò óíèâåðñàëüíûå ðÿäû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê â êëàññå âñåõ èçìå-

ðèìûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1.1.B (Í.Á. Ïîãîñÿí [15]). Ïî ëþáîé ïîëíîé, îðòîíîðìèðîâàííîé è ðàâíî-

ìåðíî îãðàíè÷åííîé ñèñòåìå {ϕn(x)} ñóùåñòâóåò ðÿä
∞∑
n=0

anϕn(x),
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êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

i) ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê â êëàññå âñåõ èç-

ìåðèìûõ ôóíêöèé;

ii) ïîñëå íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè ÷ëåíîâ ïîëó÷åííûé ðÿä ñòàíîâèòñÿ óíèâåðñàëüíûì

îòíîñèòåëüíî çíàêîâ â êëàññå âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé;

iii) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ðÿä
∞∑
n=0

|an|2+ε ñõîäèòñÿ.

Îá èññëåäîâàíèÿõ óíèâåðñàëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ ïîäðîáíî ìîæíî óçíàòü èç

ðàáîò [7], [16].

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèè ñèñòåìû Ðàäåìàõåðà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

Rn(x) = sgn(sin 2nπx), x ∈ [0, 1], n = 1, 2, . . .

Ôóíêöèè ñèñòåìû Óîëøà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè ñèñòåìû Ðàäåìàõåðà ñëåäóþùèì

îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, [9, ñ. 150]): W0(x) ≡ 1, à äëÿ n ≥ 1, åñëè 2ν1 + 2ν2 + · · · + 2νp åñòü

äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà n (ν1 > ν2 > · · · > νp), òî â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé

Rνi+1, i = 1, 2, . . . , p,

Wn(x) :=

p∏
i=1

Rνi+1(x),

à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ � ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ ôóíêöèè Wn(x).

Ñèñòåìà
{
Wn(x)

}∞
n=0

íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Óîëøà (â íóìåðàöèè Ïýëè).

Â ðàçäåëàõ 1.1, 1.2 è 1.4 ðàññìàòðèâàþòñÿ ðÿäû ïî ñèñòåìå Óîëøà
∞∑
n=0

anWn(x) ñ ìîíî-

òîííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.1.4 ([1*]). Ïóñòü
{
an
}∞
n=0

� ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì an → 0, n → ∞, è
∞∑
n=0

a2n = +∞. Òîãäà

ñóùåñòâóþò ÷èñëà δn = ±1 òàêèå, ÷òî ðÿä
∞∑
n=0

δnanWn(x) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îò-

íîñèòåëüíî ïîäðÿäîâ â êëàññå ïî÷òè âñþäó êîíå÷íûõ èçìåðèìûõ íà [0, 1] ôóíêöèé.

Èçâåñòíî (ñì. [17], [18], à òàêæå [19, ñ. 165]), ÷òî ðÿä ïî ñèñòåìå Óîëøà
∞∑
n=0

anWn(x)

ñ ìîíîòîííûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå�Óîëøà ôóíêöèè f ∈ Lp(0, 1),

1 < p <∞, â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ðÿä
∞∑
n=1

apnn
p−2 ñõîäèòñÿ. Èç ýòîãî ôàêòà è èç

òåîðåìû 1.1.4 ñëåäóåò

Òåîðåìà 1.1.5 ([1*]). Ðÿä
∞∑
n=1

1√
n
Wn(x) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå�Óîëøà íåêîòîðîé

ôóíêöèè èç êëàññà
⋂
p<2

Lp(0, 1), è äëÿ ëþáîé ï.â. êîíå÷íîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f ñóùåñò-

âóþò ÷èñëà δn = 0,±1 òàêèå, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

δn√
n
Wn(x) ï.â. ñõîäèòñÿ ê f(x).

Äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â ðàáîòå [20] Í.Ñ. Ïîãîñÿí àíîíñèðîâàë ñëåäóþùóþ

òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.2.A (Í.Ñ. Ïîãîñÿí, [20]). Ïóñòü {ρn}∞n=0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ρn ↘ 0, n→∞, è
∞∑
n=0

ρ2n = +∞. Òîãäà ñóùåñò-
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âóåò ôóíêöèÿ f ∈
⋂
p<2

Lp[0, 2π], òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ óíè-

âåðñàëüíûì îäíîâðåìåííî îòíîñèòåëüíî çíàêîâ, ïåðåñòàíîâîê è ïîäðÿäîâ â êëàññå ï.â.

êîíå÷íûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé, à êîýôôèöèåíòû Ôóðüå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

|cn(f)| ≤ ρ|n|, n ∈ Z.
Àíàëîãè÷íûå âîïðîñû äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [2*]-[5*].

Ïóñòü d � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à N0 � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ

÷èñåë. Äëÿ ýëåìåíòà m = (m1,m2, . . . ,md) ∈ Nd
0 è òî÷êè x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ [0, 1]d

îáîçíà÷èì Wm(x) := Wm1(x1)Wm2(x2) · · ·Wmd(xd). Êàê îáû÷íî, äëÿ n = (n1, n2, . . . , nd)

÷åðåç cn(f) áóäåì îáîçíà÷àòü êîýôôèöèåíò Ôóðüå ïî êðàòíîé ñèñòåìå Óîëøà, ò.å.

cn(f) :=

∫
[0,1]d

f(x)Wn(x)dx.

Çàïèñüm ≤ n áóäåò îçíà÷àòü, ÷òîmi ≤ ni äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , d. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.1.6 ([5*]). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëü-

íûõ ÷èñåë {an} óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 0 < am ≤ an ïðè n ≤ m è äëÿ

ëþáîãî M := (M,M, . . . ,M) ∈ Nd
0 ðÿä

∑
n≥M

a2n ðàñõîäèòñÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

f ∈
⋂
p<2

Lp(0, 1)d ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå |cn(f)| ≤ an, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî çíàêîâ â êëàññå ï.â. êîíå÷íûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé, à äëÿ

íåêîòîðîãî íàáîðà çíàêîâ {δn}, δn = ±1, ðÿä∑
n:ni≥0

δncn(f)Wn(x)

ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî ïîäðÿäîâ â êëàññå ï.â. êîíå÷íûõ èçìåðèìûõ ôóíê-

öèé.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòèõ òåîðåìàõ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷åíû îöåíêè ñâåðõó. Â ðàçäåëå

1.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ðÿäàìè ïî ñèñòåìå Óîëøà, ìîäóëè

êîýôôèöèåíòîâ êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ íàä íàïåðåä çàäàííîé ìèíîðàíòîé è íå âîçðàñòàþò.

Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.2.1 ([6*]). Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ↓ 0 ïðè n→∞ ñóùåñòâóåò

ðÿä
∞∑
n=0

bnWn(x) ñ ìîíîòîííî óáûâàþùèìè êîýôôèöèåíòàìè bn ≥ an, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî çíàêîâ â êëàññå ïî÷òè âñþäó êîíå÷íûõ èçìåðèìûõ ôóíê-

öèé.

Â ðàçäåëå 1.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû òèïà Õààðà, ïîñòðîåííûå íà äèàäè÷åñêèõ

ñèñòåìàõ ïðîñòðàíñòâ îäíîðîäíîãî òèïà. Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Íåîòðèöàòåëüíàÿ ñèììåò-

ðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ρ : X ×X → R íàçûâàåòñÿ êâàçèìåòðèêîé, åñëè

1. ρ(x, y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y,

2. ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ K òàêàÿ, ÷òî

ρ(x, y) ≤ K (ρ(x, z) + ρ(z, y)) äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X.
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Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ, µ), ãäå ρ � êâàçèìåòðèêà, à µ � íåêîòîðàÿ

áîðåëîâàÿ σ-êîíå÷íàÿ ìåðà, îïðåäåëåííàÿ íà íåêîòîðîé σ-àëãåáðå ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñò-

âà X, íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì îäíîðîäíîãî òèïà, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ A òàêàÿ,

÷òî

µ(B(x, 2r)) ≤ Aµ(B(x, r)) < +∞ äëÿ âñåõ x ∈ X è r > 0,

ãäå B(x, r) := {y ∈ X : ρ(x, y) < r} � øàð ñ öåíòðîì x è ðàäèóñîì r.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ρ � êâàçèìåòðèêà ñ êîýôôèöèåíòîì K > 1, òî øàð B(x, r) ìîæåò

áûòü íåîòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Â ðàáîòå [21] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé êâàçèìåòðèêè ρ

ñóùåñòâóåò òàêàÿ êâàçèìåòðèêà ρ′, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ρ, è âñå øàðû îòíîñèòåëüíî ρ′

ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè. Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òàêèå ïðî-

ñòðàíñòâà, ãäå âñå øàðû � îòêðûòûå ìíîæåñòâà, à ìåðà µ ðåãóëÿðíàÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.3.2. Ïóñòü (X, ρ, µ) � íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíîãî òèïà.

Ñåìåéñòâî D =
⋃
j∈Z

D j íàçûâàåòñÿ äèàäè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ñ ïàðàìåòðîì δ ∈ (0, 1) â

ïðîñòðàíñòâå X, åñëè êàæäîå D j ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì áîðåëîâûõ ìíîæåñòâ Q ⊂ X,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

d1) äëÿ êàæäîãî j ∈ Z ìíîæåñòâà â D j ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è X =
⋃

Q∈Dj

Q;

d2) åñëè Q ∈ D j è i < j, òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Q̃ ∈ D i òàêîå, ÷òî Q ⊂ Q̃;

d3) ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ j ∈ Z è Q ∈ D j ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî 1 ≤ card{Q′ ∈ D j+1 : Q′ ⊂ Q} ≤ N ;

d4) ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå a1 è a2 òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî Q ∈ D j, j ∈ Z, ñóùåñò-
âóþò øàðû B(x1, r1) è B(x2, r2) òàêèå, ÷òî

B(x1, r1) ⊂ Q ⊂ B(x2, r2), r1 ≥ a1δ
j, r2 ≤ a2δ

j.

Ïóñòü D � íåêîòîðîå äèàäè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñ ïàðàìåòðîì δ â ïðîñòðàíñòâå îäíîðîä-

íîãî òèïà X. Äëÿ Q ∈ D j, j ∈ Z, îáîçíà÷èì

L (Q) := {Q′ ∈ D j+1 : Q′ ⊂ Q}.

Ïîëîæèì

D̃ j := {Q ∈ D j : card(L (Q)) > 1}, D̃ :=
⋃
j∈Z

D̃ j.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â D íå ñóùåñòâóþò îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà ñ ïîëîæèòåëü-

íîé ìåðîé. Ýòî îçíà÷àåò (ñì. òàêæå d4)), ÷òî äëÿ êàæäîãî Q ∈ D ñóùåñòâóåò n(Q) ∈ N
òàêîå, ÷òî Q ∈ D̃n(Q), ò.å.

D = D̃ . (2)

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñèñòåìû òèïà Õààðà (ñì. íàïðèìåð [22]).

Îïðåäåëåíèå 1.3.3 Ñèñòåìà ïðîñòûõ, èçìåðèìûõ ôóíêöèé H = {h}, îïðåäåëåííûõ
íà X, íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé òèïà Õààðà (H -ñèñòåìîé), ñâÿçàííîé ñ ñèñòåìîé D , åñëè
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(h1) äëÿ êàæäîãî h ∈ H ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííîå j = j(h) ∈ Z è ìíîæåñòâî Q =

Q(h) ∈ D̃ j òàêèå, ÷òî {x ∈ X : h(x) 6= 0} ⊂ Q, è ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåò-

ñÿ äëÿ ìíîæåñòâ èç D j+1. Áîëåå òîãî, êàæäàÿ ôóíêöèÿ h ïîñòîÿííà íà êàæäîì

ìíîæåñòâå Q′ ∈ L (Q(h));

(h2) äëÿ êàæäîãî Q ∈ D̃ ñóùåñòâóþò MQ := card(L (Q)) − 1 ≥ 1 ôóíêöèé h ∈ H ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ (h1). Ìíîæåñòâî ýòèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç H (Q);

(h3)
∫
X
hdµ = 0 äëÿ êàæäîãî h ∈H ;

(h4) åñëè äëÿ êàæäîãî Q ∈ D̃ îáîçíà÷èì ÷åðåç VQ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî òåõ ôóíê-

öèé, îïðåäåëåííûõ íà Q, êîòîðûå ïîñòîÿííû íà êàæäîì Q′ ∈ L (Q), òî ñèñòåìà{
1Q√
µ(Q)

}
∪H (Q) ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â VQ, ãäå 1Q � õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Q.

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà òèïà Õààðà, ñâÿçàííàÿ ñ äàííîé ñèñòåìîé D , ìîæåò áûòü íå

åäèíñòâåííîé.

Í.Ê. Áàðè áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáàÿ ï.â. êîíå÷íàÿ íà [0, 1], èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ

ïðåäñòàâèìà ðÿäîì ïî ñèñòåìå Õààðà, ñõîäÿùèìñÿ ê ýòîé ôóíêöèè ï.â. [1, ñ. 527]. Çàòåì

Ô.Ã. Àðóòþíÿíîì [23] ýòà òåîðåìà áûëà óñèëåíà è äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ï.â. êîíå÷íîé

íà [0, 1], èçìåðèìîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ï.â. íà [0, 1] ðÿä ïî

ñèñòåìå Õààðà, òàêîé, ÷òî
∞∑
n=0

anχn(x) = f(x) ï.â. íà [0, 1].

Â ðàáîòàõ [24]�[26] ýòîò ðåçóëüòàò Àðóòþíÿíà ðàñïðîñòðàíåí íà äðóãèå ñèñòåìû, ñîäåð-

æàùèå â ñåáå ñèñòåìó Õààðà. Â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåí âîïðîñ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé

àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè ïî H -ñèñòåìàì è ïîëó÷åí ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû

Àðóòþíÿíà.

Òåîðåìà 1.3.4 ([7*]). Ïóñòü (X, ρ, µ) � íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíîãî òèïà,

D � äèàäè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñ ïàðàìåòðîì δ â ïðîñòðàíñòâå X, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-

âèþ (2), à H = {h} � íåêîòîðàÿ ñèñòåìà òèïà Õààðà, ñâÿçàííàÿ ñ ñèñòåìîé D . Òîãäà

äëÿ ëþáîé ï.â. êîíå÷íîé íà X èçìåðèìîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ðÿä
∑
h∈H

ahh ïî ñèñòåìå

H , êîòîðûé ï.â. àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ è∑
h∈H

ahh(x) = f(x) ï.â. íà X.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû Âèëåíêèíà è îáîáùåííîé ñèñòåìû Õàððà. Ïóñòü P :=

{pk} � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñ óñëîâèåì pk ≥ 2. Ïîëîæèì

m0 = 1, mk = mk−1pk, k ∈ N. Òîãäà ëþáîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî n åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

n =
∞∑
k=1

nkmk−1, ãäå nk ∈ {0, 1, . . . , pk − 1}.
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Ëþáîå ÷èñëî x ∈ [0, 1) òîæå åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

x =
∞∑
k=1

xk
mk

, ãäå xk ∈ {0, 1, . . . , pk − 1}, k ∈ N,

è äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ k ∈ N èìååò ìåñòî xk 6= pk − 1.

Ñèñòåìà Âèëåíêèíà Ψ := {Ψn}∞n=0 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

Ψ0(x) ≡ 1 è Ψn(x) = exp

(
2πi

∞∑
k=1

nkxk
pk

)
.

Ýòà ñèñòåìà ââåäåíà â 1947 ãîäó Í.ß. Âèëåíêèíûì [27]. Êîãäà pk = 2, k ∈ N, ñèñòåìà
Âèëåíêèíà ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé Óîëøà.

Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n = mk+r(pk+1−1)+s−1, ãäå 0 ≤ r ≤ mk−1, 1 ≤ s ≤ pk+1−1,

ïîëîæèì

χn(x) := χkr,s(x) :=


√
mk exp

(
2πixk+1

pk+1
s
)
, êîãäà x ∈

[
r
mk
, r+1
mk

)
,

0, êîãäà x 6∈
[
r
mk
, r+1
mk

)
.

Ïîëàãàÿ χ0(x) ≡ 1, ïîëó÷èì îáîáùåííóþ ñèñòåìó Õààðà {χn(x)}∞n=0, ïîðîæäåííóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë pk ≥ 2. Ïðè pk = 2, k ∈ N, ýòà ñèñòåìà ñîâïàäàåò ñ
êëàññè÷åñêîé ñèñòåìîé Õààðà.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îáîáùåííàÿ ñèñòåìà Õààðà H = {χn(x)}, ïîðîæäåííàÿ îãðà-

íè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {pk}, ÿâëÿåòñÿ H -ñèñòåìîé. Ïîýòîìó, èç òåîðåìû 1.3.4

ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.3.6 ([7*]). Ïóñòü H = {χn}∞n=0 � îáîáùåííàÿ ñèñòåìà Õààðà, ïîðîæ-

äåííàÿ îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {pk}. Òîãäà äëÿ ëþáîé, ï.â. êîíå÷íîé íà [0, 1)

èçìåðèìîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä
∞∑
n=0

anχn(x) òàêîé, ÷òî

∞∑
n=0

anχn(x) = f(x) ï.â. íà [0, 1).

Ìíîãî ðàáîò ïîñâÿùåíû âîïðîñàì ïðåäñòàâëåíÿ ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà Lp(0, 1),

p ∈ (0, 1), â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ðàáîòå [28] À.À. Òàëàëÿíîì áûë

ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Lp[0, 1], p ∈ (0, 1), ñóùåñòâóåò

ðÿä ïî ëþáîé ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå {ϕn(x)}∞n=1, ñõîäÿùèéñÿ ê f â ìåòðèêå

Lp[0, 1]. Çàòåì Ì.Ã. Ãðèãîðÿíîì áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4.A (Ì.Ã. Ãðèãîðÿí, [29]). Ïî ïðîèçâîëüíîé ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé

ñèñòåìå {ϕn(x)}∞n=1 ñóùåñòâóåò ðÿä

∞∑
n=1

anϕn(x),
∞∑
n=1

|an|r < +∞ ïðè âñåõ r > 2,

êîòîðûé óíèâåðñàëåí âî âñåõ ïðîñòðàíñòâàõ Lp[0, 1], 0 < p ≤ 1, îäíîâðåìåííî îòíîñè-

òåëüíî ïåðåñòàíîâîê è ïîäðÿäîâ â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïðîñòðàíñòâà Lp.
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Äëÿ ñèñòåìû Óîëøà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.4.1 ([8*]). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {an} ìîíî-
òîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è

∞∑
n=0

a2n = ∞. Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà γn = ±1 òàêèå, ÷òî

äëÿ ëþáîãî p ∈ (0, 1) ðÿä
∞∑
n=0

γnanWn(x) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî ïîäðÿäîâ

â êëàññå Lp(0, 1) â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïðîñòðàíñòâà Lp(0, 1).

Àíàëîãè÷íûå âîïðîñû äëÿ ñèñòåìû Õààðà áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [9*]. Òàì äîêà-

çàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4.2 ([9 *]). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} òàêîâà, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ

x ∈ [0, 1] âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

∞∑
n=1

a2nχ
2
n(x) =∞ è anχn(x)→ 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî p ∈ (0, 1) ðÿä ïî ñèñòåìå Õààðà
∞∑
n=1

anχn(x) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì

îòíîñèòåëüíî ïîäðÿäîâ â êëàññå Lp(0, 1) â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïðîñòðàíñòâà Lp(0, 1).

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà âîïðîñàì �èñïðàâëåíèÿ� ôóíêöèè ñ öåëüþ óëó÷-

øåíèÿ åå ñâîéñòâ. Íàïîìíèì, ÷òî ýòà èäåÿ ïðèíàäëåæèò Í. Ëóçèíó (ñì. [30]). Èì â 1912 ã.

áûë ïîëó÷åí çíàìåíèòûé ðåçóëüòàò (C-câîéñòâî Ëóçèíà), ñîãëàñíî êîòîðîìó ëþáóþ èç-

ìåðèìóþ, ïî÷òè âñþäó êîíå÷íóþ ôóíêöèþ, ïóòåì èçìåíåíèÿ åå çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå

ñêîëü óãîäíî ìàëîé ìåðû ìîæíî ïðåâðàòèòü â íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ.

Äàëåå â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû (ñì. [31]�[40]). Â 1939 ã.

Ä.Å. Ìåíüøîâ [31] äîêàçàë ñëåäóþùóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.1.B (óñèëåííîå C-câîéñòâî Ìåíüøîâa). Ïóñòü f(x) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ,

êîíå÷íàÿ ïî÷òè âñþäó íà [0, 2π]. Êàêîâî áû íè áûëî ε > 0, ìîæíî îïðåäåëèòü íåïðåðûâ-

íóþ ôóíêöèþ g(x), ñîâïaäàþùóþ ñ f(x) íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå E, mes(E) > 2π − ε,
è òàêóþ, ÷òî åå ðÿä Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà

[0, 2π].

Çàìåòèì, ÷òî â ýòèõ òåîðåìàõ ìíîæåñòâî E çàâèñèò îò ôóíêöèè f . Çàòåì òåîðåìû èñ-

ïðàâëåíèÿ ðàçâèâàëèñü â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ: 1) âîçìîæíîñòü âûáîðà �èñêëþ÷èòåëüíî-

ãî� ìíîæåñòâà E0 (íà êîòîðîì �èñïðàâëÿåòñÿ� ôóíêöèÿ f íåêîòîðîãî êëàññà ôóíêöèé F )

íåçàâèñÿùèì îò f ; 2) èçìåíèòü ôóíêöèþ íà ìíîæåñòâå ìàëîé ìåðû ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ

ñâîéñòâ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ íîâîé ôóíêöèè (íàïðèìåð, ìîíîòîííîñòü ìîäóëåé

âñåõ èëè íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ).

Â 1988 ã. Ì.Ã. Ãðèãîðÿí äîêàçàë, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò óñèëåííûì

L1-ñâîéñòâîì ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé. Îíî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùå-

ñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 2π] ñ ìåðîé mes(E) > 2π − ε òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé

ôóíêöèè f(x) ∈ L1[0, 2π] ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ g(x) ∈ L1[0, 2π], ñîâïàäàþùóþ ñ f(x) íà

E, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ñõîäèòñÿ ê íåé ïî L1[0, 2π]-íîðìå

(ñì. [36]).

Áîëåå òîãî, â ðàáîòå [38] äîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà îá-

ëàäàåò óñèëåííûì L1-ñâîéñòâîì.
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Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ L1(0, 1), ðÿä Ôóðüå-Óîëøà êîòîðîé íå ñõîäèòñÿ

â L1(0, 1) (ñì., íàïðèìåð, [9]). Ì.Ã. Ãðèãîðÿíîì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.1.C (Ì.Ã. Ãðèãîðÿí, [41], [42]). Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóåò èçìå-

ðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé mes(E) > 1 − ε òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè

f ∈ L1(0, 1) ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ f̃ ∈ L1(0, 1), ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E, òàêóþ, ÷òî åå

ðÿä Ôóðüå�Óîëøà ñõîäèòñÿ ïî íîðìå L1(0, 1) è ïî÷òè âñþäó íà [0, 1], è âñå íåíóëåâûå

÷ëåíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå âíîâü ïîëó÷åííîé ôóíêöèè

ïî ñèñòåìå Óîëøà ðàñïîëîæåíû â óáûâàþùåì ïîðÿäêå.

Äëÿ ñèñòåìû Ôàáåðà�Øàóäåðà {ϕn(x)} â [43] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 2.1.D ( Ì.Ã. Ãðèãîðÿí, Â.Ã. Êðîòîâ, [43]). Ïóñòü bk ↘ 0, ñ

∞∑
k=1

bk
k

=∞. Òîãäà

äëÿ êàæäîãî ε > 0 è äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé, ïî÷òè âñþäó êîíå÷íîé íà [0, 1] ôóíêöèè f(x)

ìîæíî îïðåäåëèòü íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ

f̃ (x)
C
=
∞∑
k=0

Ak(f̃)ϕk(x)

ñ ìåðîé mes{x : f(x) 6= f̃(x)} < ε òàêóþ, ÷òî |Ak(f̃)| = bk ∀ k ∈ Spec(f̃).

Â ïåðâîì ðàçäåëå âòîðîé ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ ðÿäû ïî ñèñòåìå Óîëøà
∞∑
n=0

anWn(x),

êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

a0 ≥ a1 ≥ . . . ≥ an ≥ . . . , lim
n→∞

an = 0, (3)

è
∞∑
n=0

a2n =∞. (4)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.1.1 ([8*]). Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} âûïîëíÿþòñÿ (3) è (4).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî E ∈ [0, 1], mes(E) > 1 − ε, òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ f̃ ∈ L1(0, 1) è ÷èñëà δn = 0 èëè ±1

òàêèå, ÷òî f̃(x) = f(x) äëÿ x ∈ E, à ðÿä
∞∑
n=0

δnanWn(x) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f̃ â ìåòðèêå

L1(0, 1).

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå æàäíîãî (greedy) àëãîðèòìà.

Ïóñòü Ψ = {ψk(x)}∞k=0 � áàçèñ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X. Äëÿ êàæäîãî f ∈ X èìååò

ìåñòî ðàçëîæåíèå

f =
∞∑
k=0

ck(f)ψk.

Ïåðåñòàíîâêó íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë σ = {σ(k)}∞k=1 íàçîâåì óáûâàþùåé, åñëè

|cσ(k)(f)| ≥ |cσ(k+1)(f)|, k = 0, 1, 2, . . .

Ìíîæåñòâî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê îáîçíà÷èì ÷åðåç D(f,Ψ). Â ñëó÷àå ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ

D(f,Ψ) ñîäåðæèò òîëüêî îäíó óáûâàþùóþ ïåðåñòàíîâêó. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà f ∈ X
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è äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ ∈ D(f,Ψ) îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåëèíåéíûõ îïåðà-

òîðîâ {Gm(f,Ψ, σ)}∞m=0 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Gm(x, f) = Gm(x, f,Ψ, σ) :=
m∑
k=0

cσ(k)(f)ψσ(k)(x).

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Gm(x, f) çàâèñèò îò σ. Ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ ýëåìåíòà f ∈ X ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþ {Gm(f,Ψ, σ)}∞m=0 íàçûâàåòñÿæàäíûì àëãîðèòìîì. Ãîâîðÿò, ÷òî æàäíûé

àëãîðèòì ôóíêöèè f ïî ñèñòåìå Ψ ñõîäèòñÿ â X, åñëè ïðè íåêîòîðîì σ ∈ D(f,Ψ) èìååì

lim
m→∞

‖Gm(f,Ψ, σ)− f‖X = 0.

Æàäíûå àëãîðèòìû äëÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ îòíîñèòåëüíî íîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ

èçó÷åíû Â.Í. Òåìëÿêîâûì, Ñ.Â. Êîíÿãèíûì, Ð. ÄåÂîðîì, Ï. Âîéòàùèêîì, Ò.Â. Êîðíåðîì

è äðóãèìè àâòîðàìè (ñì. [44]�[56]).

Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 2.1.1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.1.2 ([8*]). Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1]

ñ ìåðîé mes(E) > 1 − ε òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ñóùåñòâóåò

f̃ ∈ L1(0, 1), êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ f íà E è æàäíûé àëãîðèòì êîòîðîé ïî ñèñòåìå Óîëøà

ñõîäèòñÿ ê f̃ ïî íîðìå L1(0, 1).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè f ∈ L1(0, 1), òî Gm(f) íå îáÿçàí ñõîäèòüñÿ (ñì. [57]). Ïîýòîìó â

òåîðåìå 2.1.2 �èñïðàâëåíèå� ôóíêöèè f âíå ìíîæåñòâà E ïî ñóùåñòâó.

Àíàëîãè÷íûå òåîðåìû äëÿ ñèñòåìû Õààðà áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [9*], ãäå ðàññìàò-

ðèâàëèñü ðÿäû
∞∑
n=1

anχn(x), äëÿ êîòîðûõ ïî÷òè âñþäó âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

∞∑
n=1

a2nχ
2
n(x) = +∞ è anχn(x)→ 0. (5)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.1.3 ([9*]). Ïóñòü äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ [0, 1] âûïîëíÿåòñÿ (5). Òîãäà äëÿ

ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1], mes(E) > 1− ε, òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ñóùåñòâóåò f̃ ∈ L1(0, 1) òàêàÿ, ÷òî f̃(x) = f(x) äëÿ x ∈
E, à ðÿä Ôóðüå�Õààðà ôóíêöèè f̃ ÿâëÿåòñÿ ïîäðÿäîì ðÿäà

∞∑
n=1

anχn(x), ò.å. ñóùåñòâóþò

÷èñëà δn = 0 èëè 1 òàêèå, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

δnanχn(x) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f̃ â ìåòðèêå L1(0, 1).

Èçâåñòíî (ñì. [58]), ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è
∞∑
n=1

a2n = +∞, òî ðÿä
∞∑
n=1

anχn(x) óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óñëîâèþ (5). Åñëè, êðîìå òîãî

an = o
(

1√
n

)
, êîãäà n→∞, òî âûïîëíÿåòñÿ è âòîðîå óñëîâèå (5).

Èç òåîðåìû 2.1.3 â ÷àñòíîñòè ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1.4 ([9*]). Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1],

mes(E) > 1 − ε, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ñóùåñòâóåò f̃ ∈ L1(0, 1),

êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ f íà E è æàäíûé àëãîðèòì êîòîðîé ïî ñèñòåìå Õààðà ñõîäèòñÿ â

L1(0, 1).
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè f ∈ L1(0, 1), òî Gm(f) íå îáÿçàí ñõîäèòüñÿ (ñì. [59]). Ïîýòîìó â

òåîðåìå 2.1.4 �èñïðàâëåíèå� ôóíêöèè f âíå ìíîæåñòâà E ïî ñóùåñòâó.

Ðàññìîòðèì òàêèå ïîäñèñòåìû {χnk(x)} ñèñòåìû Õààðà, äëÿ êîòîðûõ

mes
( ∞⋂
i=1

∞⋃
k=i

∆nk

)
= 1, ∆m := supp(χm). (6)

Èç òåîðåìû 2.1.3, êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåòñÿ òàêæå ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1.5 ([9*]). Äëÿ ëþáîé ïîäñèñòåìû {χnk} ñèñòåìû Õààðà ñ óñëîâèåì (6)

ñóùåñòâóåò ðÿä
∞∑
k=1

akχnk(x) ñ ak ↓ 0 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå

ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1], mes(E) > 1 − ε, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1)

ñóùåñòâóåò f̃ ∈ L1(0, 1), êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ f íà E è ðÿä Ôóðüå�Õààðà èìååò âèä
∞∑
k=1

δkankχnk(x), ãäå δk = 0 èëè 1.

Èç ýòîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò îäèí ðåçóëüòàò Ì.Ã. Ãðèãîðÿíà è Ñ.Ë. Ãîãÿíà,

äîêàçàííûé â ðàáîòå [60].

Â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ñõîäèìîñòè æàäíîãî àëãîðèòìà âíîâü ïîëó÷åííîé, èñïðàâëåííîé

ôóíêöèè âîçíèê ñëåäóþùèé âîïðîñ, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ìîæíî ëè èçìåíèòü çíà÷åíèÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) êëàññà Lp(0, 1), p ≥ 1, íà ìíîæåñòâå

ìàëîé ìåðû òàê, ÷òîáû âñå ÷ëåíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå âíîâü ïî-

ëó÷åííîé ôóíêöèè ïî êëàññè÷åñêèì ñèñòåìàì (â ÷àñòíîñòè ïî ñèñòåìàì Óîëøà è Õààðà è

ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå) ïî ìîäóëþ áûëè áû ðàñïîëîæåíû â óáûâàþùåì ïîðÿäêå?

Ðÿä ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [41]�[43], [60]�[62]) áûëè ïîñâÿùåíû òåîðåìàì èñïðàâëåíèÿ,

â êîòîðûõ ìîäóëè íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå âíîâü ïîëó÷åííîé ôóíêöèè (ïî ñèñòå-

ìàì Õààðà, Óîëøà, Ôàáåðà�Øàóäåðà) ìîíîòîííî óáûâàëè. Oòìåòèì, ÷òî èç äîêàçàòåëüñòâ

ðåçóëüòàòîâ ýòèõ ðàáîò (à òàêæå òåîðåì 2.1.C, 2.1.1 è 2.1.3) íå ÿñíî, ìîæíî ëè èñïðàâëåí-

íóþ ôóíêöèþ âûáðàòü òàê, ÷òîáû âñå ÷ëåíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

âíîâü ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ïî ìîäóëþ áûëè ðàñïîëîæåíû â óáûâàþùåì ïîðÿäêå. Îêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî äëÿ ñèñòåìû Óîëøà ýòî âîçìîæíî, ò.å. èñïðàâëÿåìóþ ôóíêöèþ f̃(x) ìîæíî

âûáðàòü òàê, ÷òîáû

|ck(f̃)| > |ck+1(f̃)|, k = 0, 1, 2, . . .

Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2.1 ([10*]). Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóþò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî

E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé mes(E) > 1− ε è ôóíêöèÿ g ∈ L1(0, 1) ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå�Óîëøà

0 < ck+1(g) < ck(g), k = 0, 1, 2, . . . ,

òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ f̃ ∈ L1(0, 1), ñîâïà-

äàþùóþ ñ f íà E, òàêóþ, ÷òî ðÿä Ôóðüå�Óîëøà ôóíêöèè f̃(x) ñõîäèòñÿ ê íåé ïî íîðìå

L1(0, 1) è äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå�Óîëøà âíîâü ïîëó-

÷åííîé ôóíêöèè èìååò ìåñòî

|ck(f̃)| = ck(g), k = 0, 1, 2, . . .
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Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò

Òåîðåìà 2.2.2 ([10*]). Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g(x) ∈ L1(0, 1),

mes{x : g(x) 6= 0} < ε,

òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ìîæíî íàéòè ÷èñëà δk = ±1, k = 0, 1, . . . ,

è ôóíêöèþ f̃ ∈ L1(0, 1), ñîâïàäàþùóþ ñ f íà ìíîæåñòâå E = {x : g(x) = 0}, òàêèå,
÷òî æàäíûé àëãîðèòì ôóíêöèè f̃(x) ïî ñèñòåìå Óîëøà Φ = {Wk(x)} ñõîäèòñÿ ê íåé ïî

L1(0, 1)-íîðìå è

Gm(x, f̃ ,Φ) =
m∑
k=0

δkck(g)Wk(x) = Sm(x, f̃ ,Φ) ∀x ∈ (0, 1), m = 0, 1, 2, . . .

Îïðåäåëåíèå 2.2.3. Ïóñòü ε > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

g ∈ L1(0, 1) è èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé mes(E) > 1− ε îáðàçóþò óíèâåð-

ñàëüíóþ ïàðó (g, E) â L1(E) â ñìûñëå ìîäèôèêàöèè îòíîñèòåëüíî çíàêîâ êîýôôèöèåíòîâ

Ôóðüå ïî ñèñòåìå {ϕk}, åñëè äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(E) ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ

f̃ ∈ L1(0, 1), ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ïî ñèñòåìå {ϕk} ñõîäèòñÿ ê íåé
ïî L1(0, 1)-íîðìå è

|ck(f̃)| = |ck(g)|, k = 0, 1, 2, . . .

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìó 2.2.1 ìîæíî ïîðåôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì ôîðìå.

Òåîðåìà 2.2.4 ([10*]). Ïóñòü ε > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ

g ∈ L1(0, 1) ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå�Óîëøà

0 < ck+1(g) < ck(g), k = 0, 1, 2, . . . ,

è èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé mes(E) > 1 − ε, êîòîðûå îáðàçóþò óíèâåð-

ñàëüíóþ ïàðó (g, E) â L1(E) â ñìûñëå ìîäèôèêàöèè îòíîñèòåëüíî çíàêîâ êîýôôèöèåíòîâ

Ôóðüå ïî ñèñòåìå Óîëøà.

Ïëîòíîñòüþ ïîäìíîæåñòâà B íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

ρ(B) = lim sup
n→∞

Bn

n
,

ãäå Bn � ÷èñëî ýëåìåíòîâ èç B, íå ïðåâûøàþùèõ n.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2.5 ([11*]). Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε ∈ (0, 1) ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî

E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé mes(E) > 1 − ε òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ìîæíî

íàéòè ôóíêöèþ f̃ ∈ L1(0, 1) âèäà f̃(x) = f̃1(x) + f̃2(x), ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E, òàêóþ,

÷òî

1) âñå ÷ëåíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå âíîâü ïîëó÷åííîé ôóíêöèè

f̃(x) ïî ñèñòåìå Óîëøà ïî ìîäóëþ ðàñïîëîæåíû â óáûâàþùåì ïîðÿäêå;

2) ðÿä Ôóðüå�Óîëøà ôóíêöèè f̃2(x) ñõîäèòñÿ ê íåé ïî íîðìå L1(0, 1), à ðÿä Ôóðüå�

Óîëøà ôóíêöèè f̃1 àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ê íåé;
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3) ïëîòíîñòü Spec(f̃1) ðàâíà 1 è

Spec(f̃1) ∪ Spec(f̃2) = N ∪ {0}, Spec(f̃1) ∩ Spec(f̃2) = ∅.

Îòìåòèì îäèí ðåçóëüòàò Ì.Ã. Ãðèãîðÿíà, äîêàçàííûé â ðàáîòå [42].

Òåîðåìà 2.3.À ( Ì.Ã. Ãðèãîðÿí, [42]). Äëÿ ëþáûõ 0 < ε < 1, p ≥ 1 è äëÿ êàæ-

äîé ôóíêöèè f ∈ Lp(0, 1) ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ f̃ ∈ Lp(0, 1), mes{x : f(x) 6= f̃(x)} < ε,

÷òîáû âñå íåíóëåâûå ÷ëåíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {|ck(f̃)|} áûëè ðàñïîëîæåíû â óáûâàþ-

ùåì ïîðÿäêå (çäåñü ck(f̃) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå èñïðàâëåííîé ôóíêöèè f̃(x) ïî ñèñòåìå

Óîëøà).

Ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óñèëåíèå òåîðåìû 2.3.À.

Òåîðåìà 2.3.1 ([10*]). Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g ∈ L1(0, 1) ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå�

Óîëøà

ck+1(g) > ck(g) > 0, k = 0, 1, 2, · · · ,

òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Lp(0, 1), p ≥ 1, è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè

ôóíêöèþ f̃ ∈ Lp(0, 1) ñ ìåðîé mes{x ∈ [0, 1] : f(x) = f̃(x)} > 1− ε, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ïî

ñèñòåìå Óîëøà ñõîäèòñÿ ê íåé ïî Lp(0, 1)-íîðìå è

|ck(f̃)| = ck(g) äëÿ âñåõ k ∈ Spec(f̃).

Ôóíêöèþ g (âñòðå÷àþùóþñÿ â ôîìóëèðîâêå òåîðåìû 2.3.1) áóäåì íàçâàòü óíèâåðñàëü-

íîé ôóíêöèåé â Lp(0, 1), p ≥ 1, â ñìûñëå ìîäèôèêàöèè îòíîñèòåëüíî çíàêîâ êîýôôèöèåí-

òîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìå Óîëøà.

Èç òåîðåìû 2.3.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ 0 < ε < 1, p > 1 è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè

f ∈ Lp(0, 1) ìîæíî íàéòè ÷èñëà δk = ±1, 0, k = 0, 1, ..., è òàêóþ ôóíêöèþ f̃ ∈ Lp(0, 1),

mes{x : f(x) 6= f̃(x)} < ε, ÷òî

Gm(x, f̃ ,Φ) =
m∑
k=0

δkck(g)Wk(x) = Sm(x, f̃ ,Φ), ∀x ∈ (0, 1), ∀m = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå Φ = {Wk} � ñèñòåìà Óîëøà. Ñëåäîâàòåëüíî,æàäíûé àëãîðèòì ôóíêöèè f̃ ïî ñèñòåìå

Óîëøà ñõîäèòñÿ ê íåé êàê ïî Lp(0, 1)-íîðìå, òàê è ïî÷òè âñþäó íà [0, 1].

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [49] ïîñòðîåíû îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà Ψ = {ψk(x)}∞k=1

îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ g òàêèå, ÷òî åñëè ïðè íåêîòîðîé ôóíêöèè

f ∈ Lp, p > 2, mes{x ∈ [0, 1] : f(x) = g(x)} > 0, òî åå æàäíûé àëãîðèòì {Gm(x, f,Ψ)} ïî
ñèñòåìå Ψ ðàñõîäèòñÿ â Lp(0, 1).

Âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ, îòâåò íà êîòîðûé íàì íå èçâåñòåí.

Ìîæíî ëè â òåîðåìå 2.3.1 �èñêëþ÷èòåëüíîå� ìíîæåñòâî âûáðàòü íåçàâèñÿùèì îò èñ-

ïðàâëÿåìîé ôóíêöèè f(x)?

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè íåêîòîòûõ îðòîãîíàëü-

íûõ ðÿäîâ. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä ñõîäèòñÿ ê íóëþ âñþäó, çà èñêëþ-

÷åíèåì, áûòü ìîæåò, íåêîòîðîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, òî âñå êîýôôèöèåíòû ðÿäà ðàâíû

íóëþ.
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Ïóñòü {ϕn} � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà. Íàïîìíèì, ÷òî ðÿä
∞∑
n=0

anϕn(x) íàçûâàåòñÿ

íóëü-ðÿäîì ïî ýòîé ñèñòåìå, åñëè
∞∑
n=0

anϕn(x) = 0 ïî÷òè âñþäó è
∞∑
n=0

|an| 6= 0. Ïåðâûé ïðè-

ìåð òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî íóëü-ðÿäà áûë ïîñòðîåí Ä.Å. Ìåìíüøîâûì â 1916 ã. (ñì. [63] èëè

[64, ñ. 804]). Â ðàáîòàõ ðàçíûõ àâòîðîâ (ñì. [65]�[71]) áûë ðàññìîòðåí âîïðîñ î òîì, ñ êà-

êîé ñêîðîñòüþ ìîãóò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ êîýôôèöèåíòû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ íóëü-ðÿäîâ.

Â ðàáîòàõ [65], [68] è [69] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ äàåò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò

íà ñîîòâåòñòâóþùèé âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé Óëüÿíîâûì ([72]).

Òåîðåìà 3.1.À. Ïóñòü cn ↓ 0 è
∞∑
n=0

c2n = +∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé

ðÿä
∞∑

n=−∞
ane

inx, êîòîðûé ïî÷òè âñþäó ñõîäèòñÿ ê íóëþ,
∞∑

n=−∞
|an| > 0 è |an| ≤ c|n|, n ∈ Z.

Ïîäîáíûå âîïðîñû äëÿ ñèñòåì Õààðà è Óîëøà áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [73]�[75]. Â

[66] Àðóòþíÿíîì îòìå÷åíî, ÷òî äëÿ ñèñòåìû Óîëøà ïðîáëåìà Óëüÿíîâà òàêæå ðåøàåòñÿ

ïîëîæèòåëüíî. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ñëåäóåò òàêæå èç òåîðåìû 1.1.4. Íóëü-ðÿäû ïî êðàòíûì

ñèñòåìàì Óîëøà áûëè ïîñòðîåíû òàêæå â ðàáîòàõ [2*]�[5*], ãäå, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíà

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1.1 ([3*], [5*]). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëü-

íûõ ÷èñåë
{
cn
}
n∈Nd0

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 0 < cm ≤ cn ïðè n ≤ m è ðÿä∑
n∈Nd0

c2n ðàñõîäèòñÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò êðàòíûé ðÿä
∑

n∈Nd0

anWn(x), êîòîðûé ïî÷òè âñþäó

ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì ñõîäèòñÿ ê íóëþ,
∑

n∈Nd0

|an| > 0 è |an| ≤ cn äëÿ âñåõ n ∈ Nd
0.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü îðòîãîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=0

anϕn(x) èëè íåêîòîðàÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòîãî ðÿäà ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x).

Êàê ïî f(x) âîññòàíîâèòü êîýôôèöèåíòû ðÿäà? Â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó òà-

êèõ ðÿäîâ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî, íàïðèìåð íóëü-ðÿäû, îòìå÷åííûå âûøå. Ïîýòîìó íàäî

íàêëàäûâàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ðÿä, îáåñïå÷èâàþùèå åãî åäèíñòâåííîñòü. Åñ-

ëè æå åäèíñòâåííîñòü åñòü, òî â îáùåì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû íå âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî

ôîðìóëàì Ôóðüå, ïîñêîëüêó f(x) ìîæåò îêàçàòüñÿ íå èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó. Â ýòîì

ñëó÷àå ìîæíî ïîïûòàòüñÿ âìåñòî èíòåãðàëà Ëåáåãà ðàññìàòðèâàòü åãî îáîáùåíèÿ. Îäíèì

èç íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìûõ îáîáùåíèé èíòåãðàëà Ëåáåãà ÿâëÿåòñÿ A-èíòåãðàë, îïðå-

äåëåíèå êîòîðîãî ïðèâåäåíî íèæå. Âïåðâûå òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ ï.â. ñõîäÿùèõñÿ

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [76], [77]. Â ïåðâîì ðàçäåëå òðå-

òüåé ãëàâû äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ ïî

ñèñòåìå Õààðà.

Ïóñòü {χn(x)} � êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà Õààðà. Äëÿ n = (n1, n2, . . . , nd) ∈ Nd è x =

(x1, x2, . . . , xd) ∈ [0, 1]d îáîçíà÷èì χn(x) := χn1(x1)χn2(x2) · · ·χnd(xd) è ðàññìîòðèì ðÿä∑
n

anχn(x) =
∑
n

anχn1(x1)χn2(x2) · · ·χnd(xd). (7)

Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N ÷åðåç SN(x) îáîçíà÷èì êóáè÷åñêèå ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (7),

ò. å. SN(x) :=
∑

n: ni≤N

anχn(x).
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Äëÿ ôóíêöèè ϕ(x) è ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà λ ÷åðåç [ϕ(x)]λ áóäåì îáîçíà÷àòü ñëåäóþ-

ùóþ ôóíêöèþ

[ϕ(x)]λ =

{
ϕ(x), åñëè |ϕ(x)| ≤ λ,

0, åñëè |ϕ(x)| > λ.

Â ðàáîòå [78] Ãåâîðêÿíîì áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.1.B (Ã.Ã. Ãåâîðêÿí [78]). Ïóñòü êóáè÷åñêèå ÷àñòè÷íûå ñóììû Sk(x) êðàò-

íîãî ðÿäà
∑
n

anχn(x) ïî÷òè âñþäó ñõîäÿòñÿ ê f(x) è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

λm ↑ +∞ âûïîëíÿåòñÿ

lim
m→+∞

λm ·mes

{
x ∈ [0, 1]d : sup

k
|Sk(x)| > λm

}
= 0,

òîãäà äëÿ âñåõ n ∈ Nd

an = lim
m→∞

∫
[0,1]d

[f(x)χn(x)]λnm dx,

ãäå λnm = λm‖χn‖∞.
Àíàëîãè÷íûå âîïðîñû äëÿ îäíîìåðíîãî ðÿäà ïî ñèñòåìå Âèëåíêèíà è îáîáùåííîé ñè-

ñòåìå Õààðà áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ Êîñòèíà [79], [80], à äëÿ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Ôðàí-

êëèíà � â ðàáîòàõ Ãåâîðêÿíà [81] è [82].

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óñèëåíèå òåîðåìû 3.1.B.

Òåîðåìà 3.1.2 ([12*]). Ïóñòü {qj} � íåêîòîðàÿ ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî îòíîøåíèå
qj+1

qj
îãðàíè÷åíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êóáè÷åñ-

êèõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sqj(x) ðÿäà (7) ïî÷òè âñþäó ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x)

ïðè j →∞ è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λm}, λm →∞,

lim
m→∞

λm ·mes
{
x ∈ [0, 1]d : sup

j
|Sqj(x)| > λm

}
= 0. (8)

Òîãäà äëÿ âñåõ n ∈ Nd âûïîëíÿþòñÿ

an = lim
m→∞

∫
[0,1]d

[
f(x)

]
λm
χn(x)dx.

Íàïîìíèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3.1.3. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ A-èíòåãðèðóåìîé íà ìíîæåñòâå G,

åñëè lim
λ→+∞

λ ·mes{x ∈ G : |f(x)| > λ} = 0 è ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
λ→+∞

∫
G

[f(x)]λdx =: (A)

∫
G

f(x)dx,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ A-èíòåãðàëîì ôóíêöèè f .

Îïðåäåëåíèå 3.1.4. Ïóñòü {ϕn} � íåêîòîðàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà íà [0, 1].

Ñêàæåì, ÷òî ðÿä
∑
n

anϕn(x) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå A-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè, åñëè ñó-

ùåñòâóåò òàêàÿ A-èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà [0, 1], ÷òî êîýôôèöèåíòû

an îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

an = (A)

∫
[0,1]

f(x)ϕn(x)dx.
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Èç òåîðåìû 3.1.2 íåìåäëåííî ñëåäóþò òåîðåìû 3.1.5 è 3.1.6.

Òåîðåìà 3.1.5 ([12*]). Ïóñòü {qj} � íåêîòîðàÿ ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî îòíîøåíèå
qj+1

qj
îãðàíè÷åíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êóáè-

÷åñêèõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sqj(x) ðÿäà (7) ïî÷òè âñþäó ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ï.â. êîíå÷íîé

ôóíêöèè f(x) è

lim
λ→+∞

λ ·mes

{
x ∈ [0, 1]d : sup

j
|Sqj(x)| > λ

}
= 0.

Òîãäà âñå ôóíêöèè f(x)χn(x), n ∈ Nd, A-èíòåãðèðóåìû è

an = (A)

∫
[0,1]d

f(x)χn(x)dx, n ∈ Nd.

Òåîðåìà 3.1.6 ([12*]). Ïóñòü {qj} � íåêîòîðàÿ ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî îòíîøåíèå
qj+1

qj
îãðàíè÷åíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êóáè-

÷åñêèõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sqj(x) ðÿäà (7) ïî÷òè âñþäó ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè

f(x) ∈ L1[0, 1]d è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëíîñòè {λk}, λk ↗∞,

lim
k→∞

λk ·mes

{
x ∈ [0, 1]d : sup

j
|Sqj(x)| > λk

}
= 0.

Òîãäà

an =

∫
[0,1]d

f(x)χn(x)dx, n ∈ Nd.

Îêàçûâàåòñÿ, â òåîðåìàõ 3.1.2 � 3.2.6 îãðàíè÷åííîñòü îòíîøåíèÿ
qn+1

qn
ñóùåñòâåííà.

Äåéñòâèòåëüíî, âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.1.7 ([12*]). Ïóñòü {qn} � íåêîòîðàÿ ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî sup
n

qn+1

qn
= +∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðÿä

∞∑
n=1

anχn(x) òàêîé,

÷òî

1) a1 6= 0, Sqn(x)→ 0 ï.â. ïðè n→∞;

2) lim
λ→∞

λ ·mes

{
x ∈ [0, 1] : sup

n
|Sqn(x)| > λ

}
= 0.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè ðÿä
∞∑
n=1

anχn(x) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå èíòåãðèðóåìîé ôóíê-

öèè, òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ðÿä
∞∑
n=1

εnanχn(x), ãäå εn = ±1, ìîæåò íå ñõîäèòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå

L1. Èçâåñòíî, ÷òî (ñì. [9], [83] è [84]) ðÿä
∞∑
n=1

anχn(x) áåçóñëîâíî ñõîäèòñÿ â L1 òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

P (x) :=

{
∞∑
n=1

a2nχ
2
n(x)

}1/2

∈ L1[0, 1]

èëè

S∗(x) := sup
N

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

anχn(x)

∣∣∣∣∣ ∈ L1[0, 1].
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Â ðàáîòå [78] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðÿäîâ Õààðà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

lim
λ→+∞

λ ·mes{x : S∗(x) > λ} = 0, (9)

lim
λ→+∞

λ ·mes{x : P (x) > λ} = 0.

Òàì æå äîêàçàíî, ÷òî åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (9), òî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {εn} ðÿä
∞∑
n=1

εnanχn(x) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå íåêîòîðîé A-èíòåãðèðóåìîé

ôóíêöèè.

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.1.8 ([12*]). Åñëè äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εn} ðÿä
ïî ñèñòåìå Õààðà

∞∑
n=1

εnanχn(x) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå A-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè, òî

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (9).

Îòìåòèì, ÷òî (ñì. [78]) åñëè
∞∑
n=1

anχn(x) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå A-èíòåãðèðóåìîé ôóíê-

öèè, òî ìàæîðàíòà ÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòîãî ðÿäà ìîæåò íå óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (9).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ðÿä
∞∑
n=1

anχn(x), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå A-èíòåãðèðó-

åìîé ôóíêöèè, íî ïðè íåêîòîðûõ εn = 0, 1 ðÿä
∞∑
n=1

εnanχn(x) íå ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå

A-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ ëþ-

áîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εn} ðÿä
∞∑
n=1

εnanχn(x) ÿâëÿëñÿ ðÿäîì Ôóðüå A-

èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.1.9 ([12*]). Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εn} ðÿä ïî

ñèñòåìå Õààðà
∞∑
n=1

εnanχn(x) áóäåò ðÿäîì Ôóðüå A-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (9).

Âî âòîðîì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðÿäîâ

ïî ñèñòåìå Ôðàíêëèíà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáùàÿ ñèñòåìà Ôðàíêëèíà àêòèâíî èññëåäóåòñÿ

ìíîãèìè àâòîðàìè. Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ îáùåé ñèñòåìû Ôðàíêëèíà.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ðàçáèåíèå) T = {tn : n ≥ 0} íàçûâàåòñÿ
äîïóñòèìîé íà [0, 1], åñëè t0 = 0, t1 = 1, tn ∈ (0, 1), n ≥ 2, T âñþäó ïëîòíî â [0, 1] è

êàæäàÿ òî÷êà t ∈ (0, 1) âñòðå÷àåòñÿ â T íå áîëåå ÷åì äâà ðàçà.

Ïóñòü T = {tn : n ≥ 0} � äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äëÿ n ≥ 2 îáîçíà÷èì

Tn := {ti : 0 ≤ i ≤ n}. Äîïóñòèì, πn ïîëó÷àåòñÿ èç Tn íåóáûâàþùåé ïåðåñòàíîâêîé:

πn = {τni : τni ≤ τni+1, 0 ≤ i ≤ n − 1}, πn = Tn. Òîãäà ÷åðåç Sn îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñò-

âî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà [0, 1], êîòîðûå íåïðåðûâíû ñëåâà, ëèíåéíû íà (τni , τ
n
i+1) è

íåïðåðûâíû â τni , åñëè τni−1 < τni < τni+1. ßñíî, ÷òî dimSn = n + 1 è Sn−1 ⊂ Sn. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Sn, êîòîðàÿ
îðòîãîíàëüíà Sn−1 è ‖f‖2 = 1. Ýòó ôóíêöèþ íàçûâàþò n-îé ôóíêöèåé Ôðàíêëèíà, ñîîò-

âåòñòâóþùåé ðàçáèåíèþ T . Èçâåñòíî, ÷òî f(tn) 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü,

÷òî f(tn) > 0.
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Îïðåäåëåíèå 3.2.2. Îáùàÿ ñèñòåìà Ôðàíêëèíà {fn(x) : n ≥ 0}, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ðàçáèåíèþ T , îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó f0(x) = 1, f1(x) =

√
3(2x − 1), x ∈ [0, 1], è äëÿ

n ≥ 2 ôóíêöèÿ fn(x) åñòü n-àÿ ôóíêöèÿ Ôðàíêëèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçáèåíèþ T .
Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tn =

2m− 1

2k+1
, ãäå n = 2k + m, 1 ≤ m ≤ 2k, k = 0, 1, 2, . . ., ïî-

ëó÷àåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà Ôðàíêëèíà, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì îïðåäåëåíà

Ô. Ôðàíêëèíîì â ðàáîòå [88]. Èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû Ôðàíêëèíà ïîñâÿùåíû ìíîãî ðàáîò.

Ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ýòîé ñèñòåìû íà÷àëîñü ñ ðàáîò [89] è [90].

Äëÿ ðÿäîâ ïî êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå Ôðàíêëèíà äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè, â

óñëîâèÿõ êîòîðîé ïðèñóòñòâóåò îäíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå íà ìàæîðàíòó ÷àñòè÷íûõ ñóìì

ðÿäà (ñì. [81], òåîðåìà 3).

Òåîðåìà 3.2.A (Ãåâîðêÿí Ã.Ã., [81]). Äëÿ òîãî ÷òîáû ðÿä

∞∑
n=0

anfn(x)

áûë ðÿäîì Ôóðüå�Ôðàíêëèíà íåêîòîðîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f , íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû ýòîò ðÿä ï.â. ñõîäèëñÿ ê f(x) è

lim inf
λ→∞

(
λ ·mes

{
x ∈ [0, 1] : sup

N

∣∣∣∣∣
N∑
n=0

anfn(x)

∣∣∣∣∣ > λ

})
= 0.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äëÿ îáùåé ñèñòåìû Ôðàíêëèíà äîêàçàíà Ì. Ï. Ïîãîñÿíîì â

ðàáîòå [91]. Â ðàáîòàõ [82], [92]�[94] ðàññìîòðåíû êðàòíûå ðÿäû ïî ñèñòåìå Ôðàíêëèíà.

Ïóñòü d � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì êðàòíûå ðÿäû Ôðàíêëèíà∑
m∈Nd0

amfm(x), (10)

ãäå m = (m1, . . . ,mk) ∈ Nd
0 � âåêòîð ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè,

x = (x1, . . . , xd) ∈ [0, 1]d è fm(x) = fm1(x1) · · · fmd(xd). Â ðàáîòàõ [92]�[94] äëÿ ðÿäà (10) ïî

êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå Ôðàíêëèíà ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

σν(x) =
∑

m:mi≤2ν
amfm(x), σ∗(x) = sup

ν
|σν(x)|,

è äîêàçàíû ñëåäóþùèå òîåðåìû.

Òåîðåìà 3.2.B (Ãåâîðêÿí Ã.Ã., [92], [94]). Äëÿ òîãî ÷òîáû êðàòíûé ðÿä (10) ïî êëàñ-

ñè÷åñêîé ñèñòåìå Ôðàíêëèíà áûë áû ðÿäîì Ôóðüå�Ôðàíêëèíà íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈
L([0, 1]d), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ñóììû σν(x) ïî ìåðå ñõîäèëèñü áû ê f ;

2. lim inf
λ→+∞

(
λ ·mes

{
x ∈ [0, 1]d : σ∗(x) > λ

})
= 0.

Òåîðåìà 3.2.C (Ãåâîðêÿí Ã.Ã., Ïîãîñÿí Ì.Ï., [93]). Ïóñòü ñóììû σν(x) êðàòíîãî

ðÿäà (10) ïî êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå Ôðàíêëèíà ñõîäÿòñÿ ïî ìåðå ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f

è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λk →∞ âûïîëíÿåòñÿ

lim
k→∞

(
λk ·mes

{
x ∈ [0, 1]d : σ∗(x) > λk

})
= 0.

22



Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ∈ Nd
0 èìååò ìåñòî am = lim

k→∞

∫
[0,1]d

[f(x)]λkfm(x)dx.

Â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äëÿ ðÿäîâ ïî îáùåé ñèñòåìå

Ôðàíêëèíà, ïîðîæäåííîé ïàðíî ðåãóëÿðíûì ðàçáèåíèåì îòðåçêà [0, 1]. Ïðè ýòîì âìåñòî

÷àñòè÷íûõ ñóìì σν(x) è ôóíêöèè σ∗(x) ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü âñþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü êâàäðàòè÷íûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì è ìàæîðàíòó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ îáùåé ñèñòåìû Ôðàíêëèíà ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå

óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ðàçáèåíèÿ T , ââåäåííûå â ðàáîòàõ [85]�[87] è [95].

Îïðåäåëåíèå 3.2.3. Äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T ðåãóëÿðíàÿ ïî ïàðàì (ïàðíî

ðåãóëÿðíà) ñ ïàðàìåòðîì γ > 1, åñëè äëÿ êàæäîãî n ≥ 2 è 1 ≤ i ≤ n èìååò ìåñòî

1

γ
≤
τni+1 − τni−1
τni − τni−2

≤ γ,

ãäå τn−1 = τn0 = 0, τnn+1 = τnn = 1.

Â òåîðåìàõ 3.2.4 è 3.2.5 ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçáèåíèå T ðåãóëÿðíîå ïî ïàðàì ñ ïàðàìåòðîì

γ > 1 è {fn}∞n=0 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó îáùàÿ ñèñòåìà Ôðàíêëèíà. Äëÿ ðÿäà (10) ââåäåì

îáîçíà÷åíèÿ

Sn(x) =
∑
m:mi≤n

amfm(x), S∗(x) = sup
n
|Sn(x)|.

Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2.4 ([14*]). Ïóñòü {fn}∞n=0 � îáùàÿ ñèñòåìà Ôðàíêëèíà, ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ ïàðíî ðåãóëÿðíîìó ðàçáèåíèþ T ñ ïàðàìåòðîì γ > 1. Äàëåå, ïóñòü êóáè÷åñêèå

÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(x) ïî ìåðå ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f è äëÿ íåêîòîðîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λk →∞ âûïîëíÿåòñÿ

lim
k→+∞

(λk ·mes{x ∈ [0; 1]d : S∗(x) > λk}) = 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ∈ Nd
0 èìååò ìåñòî am = lim

k→∞

∫
[0,1]d

[f(x)]λkfm(x)dx.

Èç òåîðåìû 3.2.4 ñëåäóåò

Òåîðåìà 3.2.5 ([14*]). Ïóñòü {fn}∞n=0 � îáùàÿ ñèñòåìà Ôðàíêëèíà, ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ ïàðíî ðåãóëÿðíîìó ðàçáèåíèþ T ñ ïàðàìåòðîì γ > 1. Ïóñòü êóáè÷åñêèå ÷àñòè÷íûå

ñóììû Sn(x) ïî ìåðå ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

lim
λ→∞

(λ ·mes{x ∈ [0; 1]d : S∗(x) > λ}) = 0,

òîãäà ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ A-èíòåãðèðóåìîé è ðÿä (10) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå�Ôðàíêëèíà

â ñìûñëå A-èíòåãðèðîâàíèÿ, ò.å. äëÿ ëþáîãî m ∈ Nd
0 èìååò ìåñòî

am = (A)

∫
[0,1]d

f(x)fm(x)dx.

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äëÿ êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû Ôðàíêëèíà äîêàçàíà â

ðàáîòå [93]. Îäíàêî èç òåîðåìû 3.2.5 íå ñëåäóåò ðåçóëüòàò ðàáîòû [93], òàê êàê òàì âìåñòî

S∗(x) ðàññìàòðèâàåòñÿ σ∗(x).

23



Äëÿ êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû Ôðàíêëèíà â ðàáîòàõ [13*] è [15*] äîêàçàíû òåîðåìû, àíà-

ëîãè÷íûå òåîðåìàì 3.1.2�3.1.7 (òåîðåìû 3.2.6�3.2.9).

Èçâåñòíî, ÷òî ðÿä Ôóðüå èíòåãðèðóåìîé íà [0, 1] ôóíêöèè ïî ñèñòåìå Âèëåíêèíà, à

òàêæå ïî îáîáùåííîé ñèñòåìå Õààðà ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ ïî÷òè âñþäó (ñì. [96], [97]). Â

ðàçäåëå 3.3 ââåäåí íîâûé ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ òàêèõ ðÿäîâ è äîêàçàíû íåêîòîðûå ñâîé-

ñòâà ýòîãî ìåòîäà. Â ÷àñòíîñòè äîêàçàíà ïî÷òè âñþäó ñóììèðóåìîñòü ýòèì ìåòîäîì ðÿäîâ

Ôóðüå èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé. Çàòåì ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ äîêàçàíû

òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ ýòèõ ñèñòåì.

Ïóñòü P := {pk} � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ óñëîâèåì pk ≥ 2,

k ∈ N. Ñèñòåìó Âèëåíêèíà èëè îáîáùåííóþ ñèñòåìó Õààðà, ïîñòðîåííóþ ïî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè P, áóäåì íàçûâàòü P-ñèñòåìîé è îáîçíà÷èì åå ÷åðåç {fn}.
Ïîëîæèì m0 = 1, mk = mk−1pk, k ∈ N,

Ik :=

{[
j

mk

,
j + 1

mk

)
: j = 0, 1, . . . ,mk − 1

}
, k = 0, 1, 2, . . .

Äëÿ èíòåðâàëà J ∈ Ik, k ∈ N, îáîçíà÷èì ÷åðåç J̃ òîò èíòåðâàë èç Ik−1, êîòîðûé ñîäåðæèò
J è îïðåäåëèì èíòåðâàëû (J)l, l ∈ Z, è ìíîæåñòâà (J)q, q ∈ Z, 0 ≤ q ≤ pk

2
, ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

1) (J)0 = J, (J)l ∈ Ik, (J)l ⊂ J̃ ;

2) ïðàâûé êîíåö èíòåðâàëà (J)l ñîâïàäàåò ñ ëåâûì êîíöîì èíòåðâàëà (J)l+1, ïðè÷åì

êîíöû îòðåçêà J̃ îòîæäåñòâëÿþòñÿ, ò.å. åñëè ïðàâûé êîíåö èíòåðâàëà (J)l ñîâïàäàåò

ñ ïðàâûì êîíöîì J̃ è åñòü
j

mk−1
, òî ëåâûé êîíåö èíòåðâàëà (J)l+1 áóäåò

j − 1

mk−1
.

à

(J)q :=

q⋃
l=−q

(J)l, (J)0 = (J)0 = J.

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k è äëÿ êàæäîãî x ∈ [0, 1) îáîçíà÷èì ÷åðåç Ik,x òîò

èíòåðâàë èç Ik, êîòîðûé ñîäåðæèò òî÷êó x è ïîëîæèì

ϕ
(q)
k,x(t) :=


mk

q

(
1− |l|

q

)
, åñëè t ∈ (Ik,x)l, |l| < q,

0, åñëè t 6∈ (Ik,x)
q−1.

Èç îïðåäåëåíèÿ P-ñèñòåìû èìååì, ÷òî ïðè ëþáîì ϕ
(q)
k,x(

fn, ϕ
(q)
k,x

)
:=

∫ 1

0

fn(t)ϕ
(q)
k,x(t)dt = 0, êîãäà n ≥ mk.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ðÿäà
∞∑
n=0

anfn(x) (11)

è ëþáîãî x ∈ [0, 1), ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ k è q, 2q ≤ pk, îïðåäåëåíû ñóììû

σk,q(x) :=
∞∑
n=0

an

∫ 1

0

fn(t)ϕ
(q)
k,x(t)dt. (12)
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Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ôîðìóëàìè (12) îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðûé ëèíåéíûé ìåòîä ñóììè-

ðîâàíèÿ, ò.å.

1. σk,q(x) =

mk−1∑
n=0

αk,qn anΨn(x), êîãäà {fn(x)} = {Ψn(x)};

2. σk,q(x) =

mk−1∑
n=0

βk,qn anχn(x), êîãäà {fn(x)} = {χn(x)},

ãäå ÷èñëà αk,qn è βk,qn íå çàâèñÿò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ an. Çàìåòèì, ÷òî

ýòîò ìåòîä îòëè÷àåòñÿ îò èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ äëÿ ðÿäîâ ïî P-ñèñòåìàì (ñì.

[98]).

Ïóñòü Sm(x) :=
m∑
n=0

anfn(x) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (11). Ïîëîæèì

S∗(x) := sup
m
|Sm(x)|, σ∗(x) := sup

k,q
|σk,q(x)|.

Åñëè ðÿä (11) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå íåêîòîðîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f , òî îáîçíà÷èì

σk,q(f, x) := σk,q(x) è

M∗(f, x) := sup
k,q:

1≤q≤pk/2

1

mes((Ik,x)q)

∫
(Ik,x)q

|f(t)|dt.

Äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.3.2 ([17*]). Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà λ è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f ∈ L1(0, 1) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

1) mes{x ∈ [0, 1) : M∗(f, x) > λ} ≤ 3

λ
‖f‖1;

2) mes{x ∈ [0, 1) : σ∗(f, x) > λ} ≤ 3

λ
‖f‖1.

Òåîðåìà 3.3.3 ([17*]). Äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f âûïîëíÿåòñÿ

mes{x ∈ [0, 1) : σ∗(f, x) > λ} = o

(
1

λ

)
ïðè λ→ +∞.

Òåîðåìà 3.3.4 ([17*]). Äëÿ êàæäîé èíòåãðèðóåìîé íà [0, 1) ôóíêöèè f èìååì

lim
k→∞

σk,q(f, x) = f(x) äëÿ ï.â. x ∈ [0, 1).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ, îïðåäåëåííûé âûøå, ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3.5 ([18*], [19*]). Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ðÿäà âèäà (11) (ïî P-ñèñòåìå) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

σ∗(x) ≤ CS∗(x) äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1).

Áîëåå òîãî, åñëè ðÿä (11) â òî÷êå x ñõîäèòñÿ è S(x) � ñóììà ðÿäà â ýòîé òî÷êå, òî

lim
k→∞

σk,q(x) = S(x).
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Ïðèìåíåíèåì îïèñàííîãî ìåòîäà, äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðÿäîâ

âèäà (11) ïî P-ñèñòåìàì. Â ðàáîòàõ [79] è [80] ðàññìàòðèâàëèñü P-ñèñòåìû, ïîðîæäåí-

íûå îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {pk}, è äëÿ ðÿäîâ ïî òàêèì ñèñòåìàì, äîêàçàí

ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû 3.1.B.

Òåîðåìà 3.3.A (Â.Â. Êîñòèí, [79]) Ïóñòü {fn(x)}∞n=0 � íåêîòîðàÿ P-ñèñòåìà, ïî-

ðîæäåííàÿ îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ pk, k ∈ N. Òîãäà, åñëè ÷àñòè÷íûå ñóììû

Smk−1(x) ðÿäà (11) ïî÷òè âñþäó ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x) è äëÿ íåêîòîðîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λp ↑ +∞ âûïîëíÿåòñÿ

lim
p→∞

λp ·mes

{
x ∈ [0, 1) : sup

k
|Smk−1(x)| > λp

}
= 0, (13)

òî äëÿ âñåõ n èìåþò ìåñòî

an = lim
p→∞

∫ 1

0

[f(t)]λpfn(t)dt. (14)

Â òîé æå ðàáîòå [79] ïðèâåäåí ïðèìåð ñèñòåìû {fn(x)}∞n=0, ïîðîæäåííîé íåîãðàíè÷åí-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ pk, k ∈ N, äëÿ êîòîðîé òåîðåìà 3.3.A íå âåðíà.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè â òåîðåìå 3.3.A â óñëîâèè (13) ìàæîðàíòó ÷àñòè÷íûõ ñóìì

Smk−1(x) çàìåíèòü ìàæîðàíòîé âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì S∗(x), òî ôîð-

ìóëû (14) âåðíû äëÿ ëþáîé P-ñèñòåìû. Òî÷íåå, âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.3.6 ([18*], [19*]). Åñëè ÷àñòè÷íûå ñóììû Smk−1(x) ðÿäà (11) ïî ìåðå

ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ï.â. êîíå÷íîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè λp ↑ +∞ âûïîëíÿåòñÿ

lim
p→∞

λp ·mes {x ∈ [0, 1) : S∗(x) > λp} = 0,

òî äëÿ âñåõ n èìåþò ìåñòî ôîðìóëû (14).

Òåîðåìà 3.3.6 ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.3.5 è ñëåäóþùåé, áîëåå îáùåé, òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.3.7 ([18*], [19*]). Åñëè ÷àñòè÷íûå ñóììû Smk−1(x) ðÿäà (11) ïî ìåðå

ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ï.â. êîíå÷íîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè λp ↑ +∞ âûïîëíÿåòñÿ

lim
p→∞

λp ·mes {x ∈ [0, 1) : σ∗(x) > λp} = 0, (15)

òî äëÿ âñåõ n èìåþò ìåñòî ôîðìóëû (14). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà

ïî Ëåáåãó, òî ðÿä (11) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f .

Èç òåîðåìû 3.3.7 ñëåäóåò

Òåîðåìà 3.3.8 ([18*], [19*]). Åñëè ÷àñòè÷íûå ñóììû Smk−1(x) ðÿäà (11) ïî ìåðå ñõî-

äÿòñÿ ê íåêîòîðîé ï.â. êîíå÷íîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f è âûïîëíÿåòñÿ

lim
λ→∞

λ ·mes{x ∈ [0, 1) : σ∗(x) > λ} = 0, (16)
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òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ A-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé, à ðÿä (11) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå

ýòîé ôóíêöèè â ñìûñëå A-èíòåãðèðîâàíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåì 3.3.3, 3.3.4 è 3.3.7 ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3.9. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðÿä (11) ÿâëÿëñÿ ðÿäîì Ôóðüå èíòåãðèðóåìîé

ôóíêöèè f , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóììû Smk−1(t) ïî ìåðå ñõîäèëèñü ê f è

âûïîëíÿëîñü (16).

Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè è âîññòà-

íîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êðàòíûõ ðÿäîâ ïî P-ñèñòåìàì. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêîé ñèñòåìû â [99] Ãåâîðêÿíîì äîêàçàíî, ÷òî åñëè êðàòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

ï.â. ìåòîäîì Ðèìàíà ñóììèðóåòñÿ ê èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f è óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó

óñëîâèþ ñõîæåìó ñ (15), òî îí ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f .

Ïóñòü {fn(x)} � P-ñèñòåìà, ïîðîæäåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ pk, à d � íåêîòîðîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äëÿ êàæäîãî x = (x1, . . . , xd) ∈ [0, 1)d, n = (n1, n2, . . . , nd) ∈ Nd
0,

k = (k1, k2, . . . , kd) ∈ Nd è q = (q1, q2, . . . , qd) ∈ Nd (2qi < pki , i = 1, 2, . . . , d) îáîçíà÷èì

fn(x) := fn1(x1)fn2(x2) · · · fnd(xd),

(fn, ϕ
(q)
k,x) :=

d∏
i=1

(fni , ϕ
(qi)
ki,xi

) =
d∏
i=1

∫ 1

0

fni(ti)ϕ
(qi)
ki,xi

(ti)dti

è ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ðÿä:∑
n∈Nd0

anfn(x) =
∑
n∈Nd0

anfn1(x1)fn2(x) · · · fnd(xd). (17)

Äëÿ òàêîãî ðÿäà ïîëîæèì

σk,q(x) :=
∑
n∈Nd0

an(fn, ϕ
(q)
k,x).

Òåîðåìà 3.4.1 ([20*], [21*]). Åñëè ñóììû σk,q(x) ðÿäà (17) ïî÷òè âñþäó íà [0, 1)d

ñõîäÿòñÿ ê èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f(x) ïðè min{k1, k2, . . . , kd} → ∞ è

lim
λ→∞

λ ·mes
{
x ∈ [0, 1)d : sup

k,q
|σk,q(x)| > λ

}
= 0,

òî ðÿä (17) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f ïî ñèñòåìå {fn}, ò.å.

an =

∫
[0,1)d

f(x)fn(x)dx.
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Ամփոփում 

 

Ատենախոսությունում հետազոտվում են որոշ դասական համակարգերով 

զուգամիտության և միակության հարցեր: 

Տարբեր օրթոգոնալ համակարգերով ֆունկցիաների ներկայացման հարցեր 

սկսվել են քննարկվել դեռևս նախորդ դարի սկզբներից և մինչ այժմ ակտիվորեն 

ուսումնասիրվում են տարբեր գիտական կենտրոններում: Առաջին գլխում դիտարկված 

են ըստ Ուոլշի համակարգի մոնոտոն գործակիցներով շարքեր և ապացուցված է, որ 

կամայական այդպիսի շարքի գործակիցները եթե չեն պատկանում 𝑙2-ին, ապա այդ 

շարքի անդամները որոշակի նշաններով (±1-ով) բազմապատկելով կարելի է ստանալ 

ենթաշարքերի նկատմամբ ունիվերսալ շարք համարյա ամենուրեք վերջավոր չափելի 

ֆունկցիաների դասում: Ապացուցված է նաև, որ այդ եղանակով կարելի է ստանալ 

շարք, որը ունիվերսալ է ենթաշարքերի նկատմամբ բոլոր 𝐿𝑝, 𝑝 ∈ (0,1), 

տարածություններում այդ տարածության զուգամիտության իմաստով: 

Ապացուցված է, որ գոյություն ունի մոնոտոն գործակիցներով Ուոլշի շարք, որը 

ունիվերսալ է նշանների նկատմամբ, իսկ գործակիցները գտնվում են նախապես տրված 

մինորանտից վերև: 

Դիտարկված են նաև Հաարի տիպի համակարգեր և ապացուցված է, որ համարյա 

ամենուրեք վերջավոր կամայական չափելի ֆունկցիայի համար գոյություն ունի ըստ 

այդ համակարգի բացարձակ զուգամետ շարք, որի գումարը տրված ֆունկցիան է: 

Երկրորդ գլուխը նվիրված է «ուղղման» հարցերին. այն է, փոխելով ֆունկցիան 

փոքր չափի բազմության վրա, ստանալ ավելի «լավ» հատկություններով օժտված 

ֆունկցիա: Ապացուցված է, որ մոնոտոն և 𝑙2-ին չպատկանող գործակիցներով ըստ 

Ուոլշի համակարգի կամայական շարքի համար գոյություն ունի ինչքան ասես փոքր 

դրական չափի բազմություն այնպես, որ յուրաքանչյուր ինտեգրելի ֆունկցիա այդ 

բազմության վրա փոխելով, կարելի է ստանալ նոր ինտեգրելի ֆունկցիա, որի Ֆուրիե-

Ուոլշի շարքը զուգամետ է 𝐿1(0,1)-ում, իսկ Ֆուրիե-Ուոլշի ոչ զրոյական գործակիցների 

մոդուլները համընկնում են տրված շարքի համապատասխան գործակիցների հետ: 

Ապացուցված է նաև, որ գոյություն ունի ինչքան ասես փոքր դրական չափի 

բազմություն և Ֆուրիե-Ուոլշի մոնոտոն գործակիցներով ինտեգրելի 𝑔 ֆունկցիա 

այնպես, որ կամայական ինտեգրելի ֆունկցիա, փոխելով այդ բազմության վրա, կարելի 

է ստանալ նոր ֆունկցիա, որի Ֆուրիե-Ուոլշի շարքը 𝐿1-նորմով զուգամիտում է 

ստացված ֆունկցիային, իսկ Ֆուրիե-Ուոլշի բոլոր գործակիցների մոդուլները 

համընկնում են 𝑔-ի համապատասխան գործակիցների հետ (հետևաբար բոլոր 

գործակիցների մոդուլներից կազմված հաջորդականությունը մոնոտոն նվազող է):  
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Ստացված են նաև «ուղղման» թեորեմներ 𝐿𝑝, 𝑝 ≥ 1, տարածությունների համար:   

Երրորդ գլխում ստացվել են միակությանը վերաբերվող արդյունքներ: Ստացվել է 

այնպիսի պայման, որ եթե Հաարի կամ Ֆրանկլինի դասական  համակարգով 

բազմապատիկ շարքի որոշակի համարներով քառակուսային մասնակի գումարները 

բավարարում են այդ պայմանին և ըստ չափի զուգամիտում են ինչ որ 𝑓 ֆունկցիայի, 

ապա այդ շարքի գործակիցները հնարավոր է վերականգնել 𝑓-ի միջոցով:  

Դիտարկվել են նաև զույգերով ռեգուլյար տրոհմանը համապատասխանող 

Ֆրանկլինի ընդհանուր համակարգերով բազմապատիկ շարքեր, որոնց քառակուսային 

մասնակի գումարները ըստ չափի զուգամիտում են ինչ որ ֆունկցիայի, իսկ այդ 

գումարների մաժորանտը բավարարում է անհրաժեշտ պայմանի: Ստացվել են 

գործակիցների վերականգնման բանաձևեր: 

 Վիլենկինի և ընդհանրացված Հաարի համակարգերի համար ներմուծվել է մի 

նոր գծային գումարման մեթոդ և ապացուցվել է, որ այն ռեգուլյար է: Այդ մեթոդի 

օգնությամբ ապացուցվել են միակության թեորեմներ և ստացվել գործակիցների 

վերականգնման բանաձևեր:  

Ստացվել է անհրաժեշտ և բավարար պայման, որի դեպքում Վիլենկինի կամ 

ընդհանրացված Հաարի համակարգով շարքը կլինի ինչ որ ինտեգրելի ֆունկցիայի 

Ֆուրիեի շարք: 
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Resume 

 

In the thesis we study various problems of convergence and uniqueness for some 

classical orthogonal systems. 

Investigations of representation problems of functions by different orthogonal systems 

were initiated since the beginning of the last century, and they are actively studied in different 

scientific centers so far. In Chapter 1 of the thesis series by the Walsh system with monotonic 

coefficients are considered. It is proved that for any such series, whose coefficients do not 

belong to 𝑙2, by taking the terms of this series with some signs (multiplying by ±1) one obtains 

a new series which is universal with respect to the subseries in the class of almost everywhere 

finite measurable functions. It is also proved, that in the same manner one can obtain a series, 

which is universal with respect to the subseries in all spaces 𝐿𝑝, 𝑝 ∈ (0,1), in the sense of 

convergence in 𝐿𝑝 space. 

Then the existence of a series by the Walsh system with decreasing coefficients is 

shown, which is universal with respect to the signs, and the coefficients are located above than 

a pregiven decreasing minorant.   

Next the Haar type systems are considered and it is proved that for any almost 

everywhere finite measurable function there exists an absolutely convergent series by this 

system, whose sum is the given function. 

The second chapter is devoted to the “correction” problems, i.e., by changing a function 

on a set with small measure, obtain a new function with “better” properties. It is proved that for 

any series by the Walsh system, whose coefficients are monotonically decreasing and do not 

belong to 𝑙2, there exists a set with measure less than any pregiven any positive number, such 

that from each integrable function by correcting on this set, one can obtain a new integrable 

function, whose Fourier-Walsh series is convergent in 𝐿1(0,1), and the absolute values of the 

non-zero Fourier-Walsh coefficients coincide with the corresponding coefficients of the given 

series. 

It is also proved, that there exists a set with the measure less than any pregiven  positive 

number and an integrable function 𝑔 with monotonically decreasing Fourier-Walsh 

coefficients, such that from each integrable function, by correcting on this set, one can obtain a 

new integrable function, whose Fourier-Walsh series is convergent to the obtained function in 

𝐿1(0,1), and the absolute values of all Fourier-Walsh coefficients coincide with the 

corresponding coefficients of 𝑔 (therefore the sequence of absolute values of all coefficients is 

monotonically decreasing). 

“Correction” theorems for the space 𝐿𝑝(0,1), 𝑝 ≥ 1, are also obtained.   
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The third chapter is devoted to the uniqueness theorems. A condition is obtained, such 

that if а certain subsequence of the square partial sums of a multiple series by the Haar or 

classical Franklin systems satisfies the mentioned condition and converges in measure to some 

function 𝑓, then the coefficients of that series can be recovered by using 𝑓.  

Then multiple series by the general Franklin system, corresponding to a regular by pairs 

partition of the segment [0,1], are considered. If the sequence of the square partial sums 

converges in measure to certain function and the majorant of these sums satisfies some 

necessary condition, then the recovery formulas for the coefficients are obtained. 

A new linear method of summation for series by the Vilenkin and generalized Haar 

systems is defined and the regularity of this method is proved. Some uniqueness theorems and 

recovery formulas for the coefficients are obtained, by using this method.  

At the end a necessary and sufficient condition for the series by the Vilenkin or 

generalized Haar system to be the Fourier series of some integrable function is obtained. 

 




