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Ââåäåíèå

Â 1915 ã. Í.Í. Ëóçèíûì (ñì. [1, ñò. 236]) áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à: ìîæíî ëè ïðåä-

ñòàâèòü ïî÷òè âñþäó ñõîäÿùèìñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì ïðîèçâîëüíóþ èçìåðèìóþ

(äåéñòâèòåëüíóþ) ôóíêöèþ, êîíå÷íóþ ïî÷òè âñþäó èëè ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ +∞

èëè −∞ íà ìíîæåñòâàõ ïîëîæèòåëüíîé ìåðû? Ïåðâûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ýòîé çà-

äà÷åé, áûëè ïîëó÷åíû èì æå â ðàáîòå [1]. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâ-

ëåíèè áûëè ïîëó÷åíû Ä.Å. Ìåíüøîâûì â ðàáîòàõ [2] è [3]. Ãäå, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíà

Òåîðåìà (Ä.Å. Ìåíüøîâ [2]). Äëÿ ëþáîé ïî÷òè âñþäó êîíå÷íîé íà [0, 2π] èçìåðèìîé

ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê íåé ïî÷òè âñþ-

äó.

Çàòåì Ñ.Â. Êîíÿãèíîì (ñì. [4]) áûëî äîêàçàíî, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä íå ìîæåò

ñõîäèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Òåì ñàìûì â îäíîìåð-

íîì ñëó÷àå ïðîáëåìà ïðåäñòàâëåíèÿ èçìåðèìîé ôóíêöèè ñõîäÿùèìñÿ ïî÷òè âñþäó (ï.â.)

òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì áûëà ïîëíîñòüþ ðåøåíà.

Âîïðîñû ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé îáùèìè îðòîãîíàëüíûìè ðÿäàìè èíòåíñèâíî ðàñ-

ñìàòðèâàëèñü ñ òðèäöàòûõ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà Ìàðöèíêåâè÷åì (ñì. [5, ñò. 312]). Ïîäðîá-

íî îá ýòîé òåìàòèêå ìîæíî óçíàòü èç îáçîðíûõ ñòàòåé À.À. Òàëàëÿíà [6], [7] è Ï.Ë. Óëüÿ-

íîâà [8]. Äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì (ìàæîðàíòà ÷àñòè÷íûõ

ñóìì êîòîðûõ èìååò òèï (2,2)) Ô.Ã. Àðóòþíÿíîì è Í.Á. Ïîãîñÿíîì ïîëó÷åí àíàëîã òåî-

ðåìû Ä.Å. Ìåíüøîâà (ñì., íàïð., [9, ñò. 452]). À.À. Òàëàëÿí è Ô.Ã. Àðóòþíÿí (ñì. [10])

äîêàçàëè, ÷òî ðÿäû ïî ñèñòåìàì Õààðà è Óîëøà íå ìîãóò ñòðåìèòüñÿ ê +∞ íà ìíîæåñòâå

ïîëîæèòåëüíîé ìåðû.

Âîïðîñû ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé îðòîãîíàëüíûìè ðÿäàìè ðàçâèâàëèñü â ðàçíûõ íà-

ïðàâëåíèÿõ: âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ îäíîãî ðÿäà (óíèâåðñàëü-
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íûé ðÿä); ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ òàêèõ ðÿäîâ (ìîíîòîííîñòü, ñêîðîñòü ñòðåìëåíèÿ

ê íóëþ); ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè è ò.ä.

Â ãëàâå 1 ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïðåäñòàâëåíèÿ ï.â. êîíå÷íîé èçìåðèìîé ôóíê-

öèè ðÿäàìè ïî ñèñòåìå Óîëøà, à òàêæå ïî H -ñèñòåìàì (îïðåäåëåíèå ñèñòåìû Óîëøà

ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 1.1.2, à îïðåäåëåíèå H -ñèñòåìû � â ðàçäåëå 1.3.1). Â ðàçäåëå 1.1, â

÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.1.3 ([128]). Ïóñòü
{
an
}∞
n=0

� ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì an → 0, n → ∞, è
∞∑
n=0

a2
n = +∞. Òîãäà

äëÿ ëþáîé ï.â. êîíå÷íîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé íà [0, 1], ñóùåñòâóåò ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {δn}, δn = 0,±1, òàêàÿ, ÷òî ðÿä ïî ñèñòåìå Óîëøà
∞∑
n=0

δnanWn(x)

ñõîäèòñÿ ê f(x) ï.â. íà [0, 1].

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé òåîðåìå (â îáùåì ñëó÷àå) ðÿä
∞∑
n=0

δnanWn(x) ñîäåðæèò íóëåâûå

ñëàãàåìûå (δn = 0), ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ {|δnan|} íå

ìîæåò áûòü ìîíîòîííîé. Â ðàçäåëå 1.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïðåäñòàâëåíèÿ ðÿäàìè

ïî ñèñòåìå Óîëøà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáñîëþòíûõ âåëè÷èí êîýôôèöèåíòîâ êîòîðûõ

ìîíîòîííàÿ è íàõîäèòñÿ íàä íàïåðåä çàäàííîé ìèíîðàíòîé. Òî÷íåå, äîêàçàíà

Òåîðåìà 1.2.1 ([133]). Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ↓ 0 ïðè n→∞ ñóùåñòâóåò

ðÿä
∞∑
n=0

bnWn(x) ñ ìîíîòîííî óáûâàþùèìè êîýôôèöèåíòàìè bn ≥ an, êîòîðûé ÿâëÿ-

åòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî çíàêîâ â êëàññå ïî÷òè âñþäó êîíå÷íûõ èçìåðèìûõ

ôóíêöèé.

Â ðàáîòàõ [129]�[132] ðàññìîòðåíû òåîðåìû ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà.

Ïðèâåäåì îäèí ðåçóëüòàò, äîêàçàííûé â [132].

Òåîðåìà 1.1.6 ([132]). Ïóñòü êðàòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë {an}, ãäå n = (n1, n2, . . . , nd) ∈ Nd
0, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

äëÿ ëþáîãî M ∈ N ðÿä
∑

n:ni≥M
a2
n ðàñõîäèòñÿ è 0 < am ≤ an, åñëè mi ≥ ni äëÿ âñåõ

i = 1, 2, . . . , d. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈
⋂
p<2

Lp(0, 1)d ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå�

Óîëøà |cn(f)| ≤ an, ðÿä Ôóðüå�Óîëøà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî

çíàêîâ â êëàññå ï.â. êîíå÷íûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé, à äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà çíàêîâ {δn},
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δn = ±1, ðÿä ∑
n:ni≥0

δncn(f)Wn(x)

ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî ïîäðÿäîâ â êëàññå ï.â. êîíå÷íûõ èçìåðèìûõ

ôóíêöèé.

Â ðàçäåëå 1.3 ïðèâåäåíî îïðåäåëåíèe äèàäè÷åñêîãî ñåìåéñòâà D ñ ïàðàìåòðîì δ ∈

(0, 1) â ïðîñòðàíñòâå îäíîðîäíîãî òèïà X, à òàêæå äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ñèñòåìû òèïà Õà-

àðà (H -ñèñòåìû), ñâÿçàííîé ñ ñåìåéñòâîì D . Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïðåäñòàâëåíèÿ

ôóíêöèé àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè ïî ýòèì ñèñòåìàì. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.3.4 ([134]). Ïóñòü (X, ρ, µ) � íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíîãî òèïà,

D � äèàäè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñ ïàðàìåòðîì δ â ïðîñòðàíñòâå X, à H = {h} � íåêîòîðàÿ

ñèñòåìà òèïà Õààðà, ñâÿçàííàÿ ñ ñèñòåìîé D . Òîãäà äëÿ ëþáîé ï.â. êîíå÷íîé íà X

èçìåðèìîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ðÿä
∑
h∈H

ahh ïî ñèñòåìå H , êîòîðûé ï.â. àáñîëþòíî

ñõîäèòñÿ è ∑
h∈H

ahh(x) = f(x) ï.â. íà X.

Èç ýòîé òåîðåìû, êàê ñëåäñòâèå, äëÿ îãðàíè÷åííîé îáîáùåííîé ñèñòåìû Õààðà ïîëó-

÷àåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1.3.6 ([134]). Ïóñòü H = {χn}∞n=0 � îáîáùåííàÿ ñèñòåìà Õààðà, ïîðîæäåí-

íàÿ îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {pk}. Òîãäà äëÿ ëþáîé ï.â. êîíå÷íîé íà [0, 1)

èçìåðèìîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä
∞∑
n=0

anχn(x) òàêîé, ÷òî

∞∑
n=0

anχn(x) = f(x) ï.â. íà [0, 1).

Â ðàçäåëå 1.4 ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïðåäñòàâëåíÿ ðÿäàìè Óîëøà ôóíêöèé ïðî-

ñòðàíñòâà Lp(0, 1), p ∈ (0, 1), â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà è äîêàçûâàåòñÿ

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4.1 ([135]). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {an} ìîíî-

òîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è
∞∑
n=0

a2
n = ∞. Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà γn = ±1, n ∈ N,
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òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî p ∈ (0, 1) ðÿä
∞∑
n=0

γnanWn(x) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñè-

òåëüíî ïîäðÿäîâ â êëàññå Lp(0, 1) â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïðîñòðàíñòâà Lp(0, 1).

Àíàëîãè÷íûå âîïðîñû äëÿ ñèñòåìû Õààðà áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [136] (îïðåäå-

ëåíèå ñèñòåìû Õààðà ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 1.1.2). Òàì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4.2 ([136]). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} òàêîâà, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ

x ∈ [0, 1] âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

∞∑
n=1

a2
nχ

2
n(x) =∞ è anχn(x)→ 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî p ∈ (0, 1) ðÿä ïî ñèñòåìå Õààðà
∞∑
n=1

anχn(x) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì

îòíîñèòåëüíî ïîäðÿäîâ â êëàññå Lp(0, 1) â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïðîñòðàíñòâà Lp(0, 1).

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà âîïðîñàì �èñïðàâëåíèÿ� ôóíêöèè ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ åå ñâîéñòâ.

Íàïîìíèì, ÷òî ýòà èäåÿ ïðèíàäëåæèò Í. Ëóçèíó (ñì. [42]). Èì â 1912 ã. áûë ïîëó÷åí

çíàìåíèòûé ðåçóëüòàò (C-câîéñòâî Ëóçèíà), ñîãëàñíî êîòîðîìó ëþáóþ èçìåðèìóþ, ïî-

÷òè âñþäó êîíå÷íóþ ôóíêöèþ ïóòåì èçìåíåíèÿ åå çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå ñêîëü óãîäíî

ìàëîé ìåðû ìîæíî ïðåâðàòèòü â íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ.

Òåîðåìà (C-câîéñòâî Ëóçèíà). Äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé, ï.â. êîíå÷íîé íà [0, 1] ôóíêöèè

f(x) è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ñ ìåðîé mes(E) > 1− ε

è íåïðåðûâíàÿ íà [0, 1] ôóíêöèÿ g(x), ñîâïàäàþùàÿ ñ f(x) íà E.

Äàëåå â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû (ñì. [43]�[56]). Â 1939 ã.

Ä.Å. Ìåíüøîâ [43] äîêàçàë ñëåäóþùóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà (óñèëåííîå C-câîéñòâî Ìåíüøîâa [43]). Ïóñòü f(x) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ,

êîíå÷íàÿ ïî÷òè âñþäó íà [0, 2π]. Êàêîâî áû íè áûëî ε > 0, ìîæíî îïðåäåëèòü íåïðåðûâ-

íóþ ôóíêöèþ g(x), ñîâïaäàþùóþ ñ f(x) íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå E, mes(E) > 2π − ε,

è òàêóþ, ÷òî åå ðÿä Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà

[0, 2π].

Çàìåòèì, ÷òî â ýòèõ òåîðåìàõ ìíîæåñòâî E çàâèñèò îò ôóíêöèè f . Çàòåì òåîðåìû

èñïðàâëåíèÿ ðàçâèâàëèñü â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ: 1) âîçìîæíîñòü âûáîðà �èñêëþ÷èòåëü-

íîãî� ìíîæåñòâà E0 (íà êîòîðîì �èñïðàâëÿåòñÿ� ôóíêöèÿ f íåêîòîðîãî êëàññà ôóíêöèé

F ) íåçàâèñÿùèì îò f ; 2) èçìåíèòü ôóíêöèþ íà ìíîæåñòâå ìàëîé ìåðû ñ öåëüþ óëó÷-
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øåíèÿ ñâîéñòâ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ íîâîé ôóíêöèè (íàïðèìåð, ìîíîòîííîñòü

ìîäóëåé âñåõ èëè íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ).

Â 1988 ã. Ì.Ã. Ãðèãîðÿí äîêàçàë, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò óñèëåí-

íûì L1-ñâîéñòâîì ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé. Îíî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

Òåîðåìà (Ì.Ã. Ãðèãîðÿí [50]). Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî

E ⊂ [0, 2π] ñ ìåðîé mes(E) > 2π − ε òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f(x) ∈ L1[0, 2π]

ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ g(x) ∈ L1[0, 2π], ñîâïàäàþùóþ ñ f(x) íà E, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé

ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ñõîäèòñÿ ê íåé ïî L1[0, 2π]-íîðìå.

Áîëåå òîãî, â ðàáîòå [54] äîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà

îáëàäàåò óñèëåííûì L1-ñâîéñòâîì. Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ L1(0, 1), ðÿä

Ôóðüå�Óîëøà êîòîðîé íå ñõîäèòñÿ â L1(0, 1) (ñì., íàïðèìåð, [9]).

Â ðàçäåëå 2.1 ðàññìàòðèâàþòñÿ ðÿäû ïî ñèñòåìå Óîëøà
∞∑
n=0

anWn(x) ñ ìîíîòîííûìè

êîýôôèöèåíòàìè è äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1.1 ([135]) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

è
∞∑
n=0

a2
n =∞. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî E ∈ [0, 1], mes(E) > 1−ε,

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ f̃ ∈ L1(0, 1) è ÷èñëà

δn = 0 èëè ±1 òàêèå, ÷òî f̃(x) = f(x) äëÿ x ∈ E, à ðÿä
∞∑
n=0

δnanWn(x) ñõîäèòñÿ ê

ôóíêöèè f̃ â ìåòðèêå L1(0, 1).

Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 2.1.1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.1.2 ([135]). Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1]

ñ ìåðîé mes(E) > 1 − ε òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ñóùåñòâóåò f̃ ∈

L1(0, 1), êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ f íà E è æàäíûé àëãîðèòì êîòîðîé ïî ñèñòåìå Óîëøà

ñõîäèòñÿ ê f̃ ïî íîðìå L1(0, 1).

Îòìåòèì, ÷òî æàäíûå àëãîðèòìû äëÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ îòíîñèòåëüíî íîðìèðî-

âàííûõ áàçèñîâ èçó÷åíû Â.Í. Òåìëÿêîâûì, Ñ.Â. Êîíÿãèíûì, Ð. ÄåÂîðîì, Ï. Âîéòàùè-

êîì, Ò.Â. Êîðíåðîì è äðóãèìè àâòîðàìè (ñì. [59]�[73]). Íàïîìíèì, ÷òî åñëè f ∈ L1(0, 1),

òî æàäíûé àëãîðèòì ôóíêöèè f ïî ñèñòåìå Óîëøà íå îáÿçàí ñõîäèòüñÿ (ñì. [74]). Ïî-

ýòîìó â òåîðåìå 2.1.2 �èñïðàâëåíèå� ôóíêöèè f âíå ìíîæåñòâà E ñóùåñòâåííî.

Àíàëîãè÷íûå òåîðåìû äëÿ ñèñòåìû Õààðà áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [136], ãäå â ÷àñò-

8



íîñòè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1.3 ([136]). Ïóñòü ðÿä ïî ñèñòåìå Õààðà
∞∑
n=1

anχn(x) òàêîâ, ÷òî äëÿ ïî÷òè

âñåõ x ∈ [0, 1] âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
∞∑
n=1

a2
nχ

2
n(x) = +∞ è anχn(x)→ 0 ïðè n→∞. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1], mes(E) > 1− ε, òàêîå,

÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ñóùåñòâóåò f̃ ∈ L1(0, 1) òàêàÿ, ÷òî f̃(x) = f(x)

äëÿ x ∈ E, à ðÿä Ôóðüå�Õààðà ôóíêöèè f̃ ÿâëÿåòñÿ ïîäðÿäîì ðÿäà
∞∑
n=1

anχn(x), ò.å.

ñóùåñòâóþò ÷èñëà δn = 0 èëè 1, òàêèå, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

δnanχn(x) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f̃ â

ìåòðèêå L1(0, 1).

Â [136] òàêæå ðàññìàòðèâàëèñü ïîäñèñòåìû {χnk(x)} ñèñòåìû Õààðà, äëÿ êîòîðûõ

ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.1.5 ([136]). Äëÿ ëþáîé ïîäñèñòåìû {χnk} ñèñòåìû Õààðà ñ óñëîâèåì

mes
( ∞⋂
i=1

∞⋃
k=i

∆nk

)
= 1 (∆m := supp(χm)) ñóùåñòâóåò ðÿä

∞∑
k=1

akχnk(x), ñ ak ↓ 0, òàêîé,

÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1], mes(E) > 1 − ε,

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ñóùåñòâóåò f̃ ∈ L1(0, 1), êîòîðàÿ ñîâïà-

äàåò ñ f íà E è ðÿä Ôóðüå�Õààðà êîòîðîé èìååò âèä
∞∑
k=1

δkankχnk(x), ãäå δk = 0 èëè

1.

Oòìåòèì, ÷òî â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ñõîäèìîñòè æàäíîãî àëãîðèòìà âíîâü ïîëó÷åííîé,

èñïðàâëåííîé, ôóíêöèè âîçíèê ñëåäóþùèé âîïðîñ, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëü-

íûé èíòåðåñ.

Âîïðîñ. Ìîæíî ëè èçìåíèòü çíà÷åíèÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) êëàññà Lp(0, 1), p ≥ 1,

íà ìíîæåñòâå ìàëîé ìåðû òàê, ÷òîáû âñå ÷ëåíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ

Ôóðüå âíîâü ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ïî êëàññè÷åñêèì ñèñòåìàì (â ÷àñòíîñòè ïî ñèñòåìàì

Óîëøà è Õààðà è ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå) ïî ìîäóëþ áûëè áû ðàñïîëîæåíû â

óáûâàþùåì ïîðÿäêå?

Ðÿä ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [57], [58], [77]�[80], [135], [136]) áûëè ïîñâÿùåíû òåîðå-

ìàì èñïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ ìîäóëè íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå âíîâü ïîëó÷åííîé

ôóíêöèè (ïî ñèñòåìàì Õààðà, Óîëøà, Ôàáåðà� Øàóäåðà) ìîíîòîííî óáûâàëè. Oòìåòèì,

÷òî èç äîêàçàòåëüñòâ ðåçóëüòàòîâ ýòèõ ðàáîò íå ÿñíî, ìîæíî ëè èñïðàâëåííóþ ôóíê-

öèþ âûáðàòü òàê, ÷òîáû âñå ÷ëåíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå âíîâü
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ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ïî ìîäóëþ áûëè ðàñïîëîæåíû â óáûâàþùåì ïîðÿäêå.

Â ðàçäåëå 2.2 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ñèñòåìû Óîëøà ýòî âîçìîæíî, ò.å. èñïðàâëÿåìóþ

ôóíêöèþ f̃(x) ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû

|ck(f̃)| > |ck+1(f̃)|, k = 0, 1, 2, ...

Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2.1 ([137]). Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóþò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî

E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé mes(E) > 1−ε è ôóíêöèÿ g ∈ L1(0, 1) ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå�Óîëøà

0 < ck+1(g) < ck(g), k = 0, 1, 2, . . . ,

òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ f̃ ∈ L1(0, 1),

ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E, òàêóþ, ÷òî ðÿä Ôóðüå�Óîëøà ôóíêöèè f̃(x) ñõîäèòñÿ ê íåé ïî

íîðìå L1(0, 1) è ìîäóëè âñåõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå�Óîëøà

âíîâü ïîëó÷åííîé ôóíêöèè èìåþò âèä:

|ck(f̃)| = ck(g), k = 0, 1, 2, . . . .

Òàì æå ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå óíèâåðñàëüíîé ïàðû (g, E) (îïðåäåëåíèå 2.2.3) è, êàê

ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2.2.1, ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2.4 ([137]). Ïóñòü ε > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ

g ∈ L1(0, 1) ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå�Óîëøà

0 < ck+1(g) < ck(g), k = 0, 1, 2, . . . ,

è èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé mes(E) > 1− ε, êîòîðûå îáðàçóþò óíèâåð-

ñàëüíóþ ïàðó (g, E) â L1[E] â ñìûñëå ìîäèôèêàöèè îòíîñèòåëüíî çíàêîâ êîýôôèöèåí-

òîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìå Óîëøà.

Ïëîòíîñòüþ ïîäìíîæåñòâà B íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

ρ(B) = lim sup
n→∞

Bn

n
,

ãäå Bn � ÷èñëî ýëåìåíòîâ èç B, íå ïðåâûøàþùèõ n.
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Â ðàçäåëå 2.2 äîêàçûâàåòñÿ òàêæå ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2.5 ([138]). Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε ∈ (0, 1) ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæå-

ñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé mes(E) > 1 − ε òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1)

ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ f̃ ∈ L1(0, 1) âèäà f̃(x) = f̃1(x) + f̃2(x), ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E,

òàêóþ, ÷òî

1. âñå ÷ëåíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå âíîâü ïîëó÷åííîé ôóíêöèè

f̃(x) ïî ñèñòåìå Óîëøà ïî ìîäóëþ ðàñïîëîæåíû â óáûâàþùåì ïîðÿäêå;

2. ðÿä Ôóðüå�Óîëøà ôóíêöèè f̃2(x) ñõîäèòñÿ ê íåé ïî íîðìå L1(0, 1), à ðÿä Ôóðüå�

Óîëøà ôóíêöèè f̃1 àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ê íåé;

3. ïëîòíîñòü ñïåêòðà Spec(f̃1) := {k ∈ N0 : ck(f̃1) 6= 0} ðàâíà 1 è

Spec(f̃1) ∪ Spec(f̃2) = N ∪ {0}, Spec(f̃1) ∩ Spec(f̃2) = ∅.

Â ðàçäåëå 2.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû èñïðàâëåíèÿ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(0, 1)

(p ≥ 1) ñ òî÷êè çðåíèÿ óíèâåðñàëüíûõ ôóíêöèé. Îòìåòèì îäèí ðåçóëüòàò Ì.Ã. Ãðèãîðÿ-

íà, äîêàçàííûé â ðàáîòå [58].

Òåîðåìà ( Ì.Ã. Ãðèãîðÿí, [58]). Äëÿ ëþáûõ 0 < ε < 1, p ≥ 1 è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè

f ∈ Lp(0, 1) ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ f̃ ∈ Lp(0, 1), mes{x : f(x) 6= f̃(x)} < ε, ÷òîáû

âñå íåíóëåâûå ÷ëåíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {|ck(f̃)|} áûëè ðàñïîëîæåíû â óáûâàþùåì

ïîðÿäêå (çäåñü ck(f̃) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�Óîëøà èñïðàâëåííîé ôóíêöèè f̃(x)).

Â ðàçäåëå 2.3 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óñèëåíèå ýòîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.3.1 ([137]). Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g ∈ L1(0, 1) ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå�

Óîëøà

ck(g) > ck+1(g) > 0, k = 0, 1, 2, . . . ,

òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Lp(0, 1), p ≥ 1, è ëþáîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè

ôóíêöèþ f̃ ∈ Lp(0, 1) ñ ìåðîé mes{x ∈ [0, 1] : f(x) = f̃(x)} > 1 − ε, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé

ïî ñèñòåìå Óîëøà ñõîäèòñÿ ê íåé ïî Lp(0, 1)-íîðìå è

|ck(f̃)| = ck(g) äëÿ âñåõ k ∈ Spec(f̃).
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Ôóíêöèþ g (âñòðå÷àþùóþñÿ â ôîìóëèðîâêå òåîðåìû 2.3.1) áóäåì íàçâàòü óíèâåð-

ñàëüíîé ôóíêöèåé â Lp(0, 1), p ≥ 1, â ñìûñëå ìîäèôèêàöèè îòíîñèòåëüíî çíàêîâ êîýô-

ôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìå Óîëøà.

Èç òåîðåìû 2.3.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ 0 < ε < 1, p > 1 è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè

f ∈ Lp(0, 1) ìîæíî íàéòè ÷èñëà δk = ±1, 0, k = 0, 1, ..., è ôóíêöèþ f̃ ∈ Lp(0, 1),

mes{x : f(x) 6= f̃(x)} < ε, òàêóþ, ÷òî

Gm(x, f̃ ,Φ) =
m∑
k=0

δkck(g)Wk(x) = Sm(x, f̃ ,Φ), ∀x ∈ (0, 1),∀m = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå Φ = {Wk} � ñèñòåìà Óîëøà. Ñëåäîâàòåëüíî, æàäíûé àëãîðèòì ôóíêöèè f̃ ïî ñè-

ñòåìå Óîëøà ñõîäèòñÿ ê íåé êàê ïî Lp(0, 1)-íîðìå, òàê è ïî÷òè âñþäó íà [0, 1].

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [65] ïîñòðîåíû îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà Ψ = {ψk(x)}∞k=1

îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ g òàêèå, ÷òî åñëè ïðè íåêîòîðîé ôóíê-

öèè f ∈ Lp, p > 2, mes{x ∈ [0, 1] : f(x) = g(x)} > 0, òî åå æàäíûé àëãîðèòì {Gm(x, f,Ψ)}

ïî ñèñòåìå Ψ ðàñõîäèòñÿ â Lp(0, 1).

Âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ, îòâåò íà êîòîðûé íàì íå èçâåñòåí.

Âîïðîñ. Ìîæíî ëè â òåîðåìå 2.3.1 �èñêëþ÷èòåëüíîå� ìíîæåñòâî âûáðàòü íåçàâèñÿ-

ùèì îò èñïðàâëÿåìîé ôóíêöèè f(x)?

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà âîïðîñàì åäèíñòâåííîñòè íåêîòîðûõ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ. Ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü îðòîòîãîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=0

anϕn(x) èëè íåêîòîðàÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòîãî ðÿäà ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x).

Êàê ïî f(x) âîññòàíîâèòü êîýôôèöèåíòû ðÿäà? Åùå â 19-îì âåêå áûëî èçâåñòíî, ÷òî

åñëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä ñõîäèòñÿ ê íóëþ âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò,

íåêîòîðîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, òî âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ. Â ñëó÷àå ñõîäèìî-

ñòè ïî÷òè âñþäó òàêèõ ðÿäîâ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî, íàïðèìåð íóëü-ðÿäû (íàïîìíèì,

÷òî ïåðâûé ïðèìåð òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî íóëü-ðÿäà áûë ïîñòðîåí Ä.Å. Ìåíüøîâûì â

1916 ã.). Ïîýòîìó íàäî íàêëàäûâàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ðÿä, îáåñïå÷èâàþùèå

åãî åäèíñòâåííîñòü. Åñëè æå åäèíñòâåííîñòü åñòü, òî â îáùåì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû íå

âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî ôîðìóëàì Ôóðüå, ïîñêîëüêó f(x) ìîæåò îêàçàòüñÿ íå èíòåãðè-

ðóåìîé ïî Ëåáåãó. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîïûòàòüñÿ âìåñòî èíòåãðàëà Ëåáåãà ðàññìàò-

ðèâàòü åãî îáîáùåíèÿ. Îäíèì èç íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìûõ îáîáùåíèé èíòåãðàëà
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Ëåáåãà ÿâëÿåòñÿ A-èíòåãðàë, îïðåäåëåíèå êîòîðîãî ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 3.1. Âïåðâûå

òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ ï.â. ñõîäÿùèõñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ áûëè ðàññìîò-

ðåíû â ðàáîòàõ [95], [96]. Ðÿä ðàáîò ïîñâÿùåíû òåîðåìàì åäèíñòâåííîñòè ï.â. ñõîäÿùèõ

ðÿäîâ ïî ðàçíûì îðòîãîíàëüíûìè ñèñòåìàìè, ãäå ïðèñóòñòâóåò îäíî íåîáõîäèìîå óñëî-

âèå íà ìàæîðàíòó ÷àñòè÷íûõ ñóìì (ñì. [97]�[101], [111]�[117]). Â ÷àñòíîñòè â ðàáîòå [97]

Ãåâîðêÿíîì áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà (Ã.Ã. Ãåâîðêÿí [97]). Ïóñòü êóáè÷åñêèå ÷àñòè÷íûå ñóììû Sk(x) êðàòíîãî

ðÿäà
∑
n

anχn(x) ïî ñèñòåìå Õààðà ïî÷òè âñþäó ñõîäÿòñÿ ê f(x) è äëÿ íåêîòîðîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè λm ↑ +∞ âûïîëíÿåòñÿ

lim
m→+∞

λm ·mes

{
x ∈ [0, 1]d : sup

k
|Sk(x)| > λm

}
= 0,

òîãäà äëÿ âñåõ n ∈ Nd

an = lim
m→∞

∫
[0,1]d

[f(x)χn(x)]λnm dx,

ãäå λnm = λm‖χn‖∞, à

[ϕ(x)]λ =


ϕ(x), åñëè |ϕ(x)| ≤ λ,

0, åñëè |ϕ(x)| > λ.

Â ðàçäåëå 3.1 äîêàçàíî ñëåäóþùåå óñèëåíèå ýòîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.1.2 ([139]). Ïóñòü {qj} � íåêîòîðàÿ ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî îòíîøåíèå
qj+1

qj
îãðàíè÷åííî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êóáè-

÷åñêèõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sqj(x) ðÿäà (3.1.1) ïî÷òè âñþäó ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè

f(x) ïðè j →∞ è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λm}, λm →∞,

lim
m→∞

λm ·mes
{
x ∈ [0, 1]d : sup

j
|Sqj(x)| > λm

}
= 0.

Òîãäà äëÿ âñåõ n ∈ Nd âûïîëíÿþòñÿ

an = lim
m→∞

∫
[0,1]d

[
f(x)

]
λm
χn(x)dx.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â òåîðåìå 3.1.2 îãðàíè÷åííîñòü îòíîøåíèÿ
qn+1

qn
ñóùåñòâåííà. Äåé-

ñòâèòåëüíî, âåðíà ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 3.1.7 ([139]). Ïóñòü {qn} � íåêîòîðàÿ ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî sup
n

qn+1

qn
= +∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðÿä

∞∑
n=1

anχn(x) òàêîé,

÷òî

1) a1 6= 0, Sqn(x)→ 0 ï.â. ïðè n→∞;

2) lim
λ→∞

λ ·mes
{
x ∈ [0, 1] : sup

n
|Sqn(x)| > λ

}
= 0.

Àíàëîãè÷íûå âîïðîñû äëÿ êëàññè÷åñêîé è îáùåé ñèñòåì Ôðàíêëèíà ðàññìîòðåíû â

ðàçäåëå 3.2, ãäå äëÿ êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû Ôðàíêëèíà äîêàçàíû àíàëîãè òåîðåì 3.1.2

è 3.1.7 (ñì. òåîðåìû 3.2.6 è 3.2.9). Äëÿ îáùåé ñèñòåìû Ôðàíêëèíà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2.4 ([141]). Ïóñòü {fn}∞n=0 � îáùàÿ ñèñòåìà Ôðàíêëèíà, ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ ïàðíî ðåãóëÿðíîìó ðàçáèåíèþ T ñ ïàðàìåòðîì γ > 1. Äàëåå, ïóñòü êóáè÷åñêèå

÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(x) êðàòíîãî ðÿäà ïî ýòîé ñèñòåìå ïî ìåðå ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé

ôóíêöèè f è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λk →∞ âûïîëíÿåòñÿ

lim
k→+∞

(
λk ·mes

{
x ∈ [0, 1]d : sup

n
|Sn(x)| > λk

})
= 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ∈ Nd
0 èìååò ìåñòî

am = lim
k→∞

∫
[0,1]d

[f(x)]λkfm(x)dx.

Â ðàáîòàõ [98] è [99] ðàññìàòðèâàëèñü âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðÿäîâ ïî ñèñòå-

ìå Âèëåíêèíà è îáîáùåííîé ñèñòåìå Õààðà, ïîðîæäåííîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ pk, k ∈ N. Â ðàáîòå [98] äîêàçàí ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû Ãåâîðêÿíà.

Òåîðåìà (Êîñòèí Â.Â., [98]). Ïóñòü {fn(x)}∞n=0 � ëèáî ñèñòåìà Âèëåíêèíà, ëèáî îáîá-

ùåííàÿ ñèñòåìà Õààðà, ïîðîæäåííàÿ îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ pk, k ∈ N.

Òîãäà, åñëè ÷àñòè÷íûå ñóììû Smk−1(x) ðÿäà
∞∑
n=0

anfn(x) ïî÷òè âñþäó ñõîäÿòñÿ ê íåêî-

òîðîé ôóíêöèè f(x) è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λp ↑ +∞ âûïîëíÿåòñÿ

lim
p→∞

λp ·mes

{
x ∈ [0, 1) : sup

k
|Smk−1(x)| > λp

}
= 0,

òî äëÿ âñåõ n èìåþò ìåñòî

an = lim
p→∞

∫ 1

0

[f(t)]λpfn(t)dt.
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Â òîé æå ðàáîòå [98] ïðèâåäåí ïðèìåð ñèñòåìû {fn(x)}∞n=0, ïîðîæäåííîé íåîãðàíè-

÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ pk, k ∈ N, äëÿ êîòîðîé ýòà òåîðåìà íå âåðíà.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè â òåîðåìå Êîñòèíà âìåñòî ìàæîðàíòû ÷àñòè÷íûõ ñóìì Smk−1(x)

ðàññìàòðèâàòü ìàæîðàíòó âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì S∗(x), òî òå æå ôîð-

ìóëû âîññòàíîâëåíèÿ âåðíû äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {pk}.

Ðàçäåëû 3.3 è 3.4 ïîñâÿùåíû òåîðåìàì åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Âè-

ëåíêèíà è îáîáùåííîé ñèñòåìû Õààðà. Â ïóíêòå 3.3.1 ââåäåí íîâûé ëèíåéíûé ìåòîä

ñóììèðîâàíèÿ äëÿ ðÿäîâ ïî îòìå÷åííûì ñèñòåìàì. Äîêàçàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòîãî

ìåòîäà, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíà åãî ðåãóëÿðíîñòü. Çàòåì äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè

äëÿ ðÿäîâ, ñóììèðóåìûõ ýòèì ìåòîäîì, èç êîòîðîé êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå

îáîáùåíèå òåîðåìû Êîñòèíà.

Òåîðåìà 3.3.6 ([145], [146]). Ïóñòü {pk} � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë ñ óñëîâèåì pk ≥ 2, k ∈ N, à {fn(x)}∞n=0 � ëèáî ñèñòåìà Âèëåíêèíà, ëèáî

îáîáùåííàÿ ñèñòåìà Õààðà, ïîðîæäåííàÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Òîãäà, åñëè ÷à-

ñòè÷íûå ñóììû Smk−1(x) ðÿäà
∞∑
n=0

anfn(x) ïî ìåðå ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ï.â. êîíå÷íîé

èçìåðèìîé ôóíêöèè f è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λp ↑ +∞ âûïîëíÿåòñÿ

lim
p→∞

λp ·mes

{
x ∈ [0, 1) : sup

n
|Sn(x)| > λp

}
= 0,

òî äëÿ âñåõ n èìåþò ìåñòî

an = lim
p→∞

∫ 1

0

[f(t)]λpfn(t)dt.

Â òåêñòå âñòðå÷àþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

C,C1, . . . � àáñîëþòíûå ïîñòîÿííûå;

Cδ, Cδ,m, . . . � ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå òîëüêî îò èíäåêñîâ;

1E(x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà E;

mes(E) � Ëåáåãîâà ìåðà ìíîæåñòâà E.
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Ãëàâà 1

Òåîðåìû ïðåäñòàâëåíèÿ

1.1 Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé ïî÷òè âñþäó ñõîäÿùèìèñÿ

ðÿäàìè Óîëøà

1.1.1 Ââåäåíèå

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1 Ïóñòü F � íåêîòîðûé êëàññ èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Ðÿä

∞∑
n=0

ϕn(x) (1.1.1)

íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî çíàêîâ (ïîäðÿäîâ) â êëàññå F , åñëè äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè f ∈ F ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γn}, γn = ±1 (γn = 0, 1), äëÿ êîòîðîé

ðÿä
∞∑
n=0

γnϕn(x) ñõîäèòñÿ ê f(x) ï.â.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2 Ïóñòü F � íåêîòîðûé êëàññ èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Ðÿä (1.1.1)

íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê â êëàññå F , åñëè äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè f ∈ F ÷ëåíû ðÿäà (1.1.1) ìîæíî ïåðåñòàâèòü òàê, ÷òîáû âíîâü ïîëó÷åííûé

ðÿä ñõîäèëñÿ ê f(x) ï.â.

Ïåðâûå ïðèìåðû (â ðàçíûõ ñìûñëàõ) óíèâåðñàëüíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ áû-

ëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [11]�[15]. Îòìåòèì íåêîòîðûå èç íèõ.
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Òåîðåìà 1.1.A (À.À. Òàëàëÿí, [13]). Ñóùåñòâóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

îáëàäàþùèé ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé íà

[0, 2π], (f(x) ìîæåò ðàâíÿòüñÿ +∞ èëè −∞ íà ìíîæåñòâàõ ïîëîæèòåëüíîé ìåðû),

ñóùåñòâóåò ïîäðÿä ýòîãî ðÿäà, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê f(x) ï.â. íà òîì ìíîæåñòâå, ãäå

f êîíå÷íà, è ïî ìåðå íà [0, 2π].

Â ðàáîòå [14] Ã.Ì. Ìóøåãÿíîì îòìå÷åí íåêîòîðûé êëàññ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì (â

êîòîðûé, â ÷àñòíîñòè, âõîäÿò ñèñòåìû Õààðà, Óîëøà è òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà)

äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò óíèâåðñàëüíûå ðÿäû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê â êëàññå âñåõ

èçìåðèìûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1.1.B (Í.Á. Ïîãîñÿí [15]). Ïî ëþáîé ïîëíîé, îðòîíîðìèðîâàííîé è ðàâíî-

ìåðíî îãðàíè÷åííîé ñèñòåìå {ϕn(x)} ñóùåñòâóåò ðÿä

∞∑
n=0

anϕn(x),

êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

i) ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê â êëàññå âñåõ èç-

ìåðèìûõ ôóíêöèé;

ii) ïîñëå íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè ÷ëåíîâ ïîëó÷åííûé ðÿä ñòàíîâèòñÿ óíèâåðñàëü-

íûì îòíîñèòåëüíî çíàêîâ â êëàññå âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé;

iii) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ðÿä
∞∑
n=0

|an|2+ε ñõîäèòñÿ.

Îá èññëåäîâàíèÿõ óíèâåðñàëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ ïîäðîáíî ìîæíî óçíàòü èç

ðàáîò [7], [16].

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðÿäû ïî ñèñòåìå Óîëøà
∞∑
n=0

anWn(x) ñ ìîíîòîííûìè

êîýôôèöèåíòàìè. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.1.3 ([128]). Ïóñòü
{
an
}∞
n=0

� ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì an → 0, n → ∞, è
∞∑
n=0

a2
n = +∞. Òîãäà

äëÿ ëþáîé ï.â. êîíå÷íîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé íà [0, 1], ñóùåñòâóåò ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {δn}, δn = 0,±1, òàêàÿ, ÷òî ðÿä ïî ñèñòåìå Óîëøà
∞∑
n=0

δnanWn(x)

ñõîäèòñÿ ê f(x) ï.â. íà [0, 1].
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Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 1.1.3 ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà 1.1.4 ([128]) Ïóñòü
{
an
}∞
n=0

� ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì an → 0, n → ∞, è
∞∑
n=0

a2
n = +∞. Òîãäà

ñóùåñòâóþò ÷èñëà δn = ±1 òàêèå, ÷òî ðÿä
∞∑
n=0

δnanWn(x) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì

îòíîñèòåëüíî ïîäðÿäîâ â êëàññå ïî÷òè âñþäó êîíå÷íûõ èçìåðèìûõ íà [0, 1] ôóíêöèé.

Èçâåñòíî (ñì. [17], [18], à òàêæå [25, ñ. 165]), ÷òî ðÿä ïî ñèñòåìå Óîëøà
∞∑
n=0

anWn(x)

ñ ìîíîòîííûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå�Óîëøà ôóíêöèè f ∈ Lp(0, 1),

1 < p < ∞, â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ðÿä
∞∑
n=1

apnn
p−2 ñõîäèòñÿ. Èç ýòîãî ôàêòà è

èç òåîðåìû 1.1.3 ñëåäóåò

Òåîðåìà 1.1.5 ([128]). Ðÿä
∞∑
n=1

1√
n
Wn(x) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå�Óîëøà íåêîòîðîé

ôóíêöèè èç êëàññà
⋂
p<2

Lp(0, 1), è äëÿ ëþáîé ï.â. êîíå÷íîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f ñó-

ùåñòâóþò ÷èñëà δn = 0,±1, n ∈ N, òàêèå, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

δn√
n
Wn(x) ï.â. ñõîäèòñÿ ê f(x).

Ðàáîòû [129]�[132] ïîñâÿùåíû òåîðåìàì ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà.

Ïóñòü d � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à N0 � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ

÷èñåë. Äëÿ ýëåìåíòà m = (m1,m2, . . . ,md) ∈ Nd
0 è òî÷êè x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ [0, 1]d

îáîçíà÷èì Wm(x) := Wm1(x1)Wm2(x2) · · ·Wmd(xd). Êàê îáû÷íî, äëÿ n = (n1, n2, . . . , nd)

÷åðåç cn(f) áóäåì îáîçíà÷àòü êîýôôèöèåíò Ôóðüå ïî êðàòíîé ñèñòåìå Óîëøà, ò.å.

cn(f) :=

∫
[0,1]d

f(x)Wn(x)dx.

Çàïèñü m ≤ n áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî mi ≤ ni äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , d. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-

ùàÿ

Òåîðåìà 1.1.6 ([132]). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë {an} óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 0 < am ≤ an ïðè n ≤ m è äëÿ ëþ-

áîãî M := (M,M, . . . ,M) ∈ Nd
0 ðÿä

∑
n≥M

a2
n ðàñõîäèòñÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

f ∈
⋂
p<2

Lp(0, 1)d ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå |cn(f)| ≤ an, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ÿâëÿåò-

ñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî çíàêîâ â êëàññå ï.â. êîíå÷íûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé, à

äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà çíàêîâ {δn}, δn = ±1, ðÿä∑
n:ni≥0

δncn(f)Wn(x)
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ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî ïîäðÿäîâ â êëàññå ï.â. êîíå÷íûõ èçìåðèìûõ

ôóíêöèé.

1.1.2 Íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèè ñèñòåìû Ðàäåìàõåðà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

Rn(x) = sgn(sin 2nπx), x ∈ [0, 1], n = 1, 2, . . .

Ôóíêöèè ñèñòåìû Óîëøà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè ñèñòåìû Ðàäåìàõåðà ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, [9, ñ. 150]): W0(x) ≡ 1, à äëÿ n ≥ 1, åñëè 2ν1 + 2ν2 + · · ·+ 2νp

åñòü äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà n (ν1 > ν2 > · · · > νp), òî â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèé Rνi+1, i = 1, 2, . . . , p,

Wn(x) :=

p∏
i=1

Rνi+1(x),

à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ � ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ ôóíêöèèWn(x).

Ñèñòåìà
{
Wn(x)

}∞
n=0

íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Óîëøà â íóìåðàöèè Ïýëè èëè ñèñòåìîé

Óîëøà�Ïýëè. Â äàëüíåéøåì ñèñòåìó Óîëøà�Ïýëè íàçûâàòü ïðîñòî ñèñòåìîé Óîëøà. Èç

îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû Óîëøà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè k < 2n, òî

W2n(x)Wk(x) = W2n+k(x). (1.1.2)

Èçâåñòíî òàêæå (ñì. [25]), ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m è M

2m−1∑
k=0

Wk(x) =
2m+1−1∑
k=2m

Wk(x) = 0 ïðè âñåõ x >
1

2m
, (1.1.3)

∣∣∣∣∣
M∑
k=0

Wk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

x
ïðè âñåõ x ∈ (0, 1]. (1.1.4)

Ñèñòåìà Õààðà íà [0, 1] îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, [9], ñ. 70):

χ1(x) = χ
(0)
0 (x) = 1, à äëÿ n = 2k + i, i = 1, 2, . . . , 2k, k = 0, 1, 2, . . .,

χn(x) = χ
(k)
i (x) =


2
k
2 , åñëè i−1

2k
< x < 2i−1

2k+1 ,

−2
k
2 , åñëè 2i−1

2k+1 < x < i
2k
,

0, åñëè x 6∈ [ i−1
2k
, i

2k
].
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Â òî÷êàõ ðàçðûâà ôóíêöèè Õààðà îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå îäíîñòî-

ðîííèõ ïðåäåëîâ.

Äëÿ ñèñòåìû Óîëøà ìû èíîãäà áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå îáîçíà÷åíèå ñ äâóìÿ èí-

äåêñàìè, òî÷íåå W (0)
0 (x) = W0(x), a åñëè n = 2k + i− 1, i = 1, 2, . . . , 2k, k = 0, 1, 2, . . ., òî

W
(k)
i (x) = Wn(x).

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îïðåäåëèì ìàòðèöó Êà÷ìàæà Kn =
(
ε

(n)
k,m

)2n

k,m=1

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ε
(n)
k,m = Wk−1(x), ãäå x ∈

(
m− 1

2n
,
m

2n

)
.

ßñíî, ÷òî åñëè k = 2i + j, ãäå 0 ≤ i < n è 1 ≤ j ≤ 2i, òî

ε
(n)
k,m = ε

(n)

2i+j,m
= W

(i)
j (x), ãäå x ∈

(
m− 1

2n
,
m

2n

)
. (1.1.5)

Èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöà Êà÷ìàæà Kn(n ∈ N) � ñèììåòðè÷íàÿ è îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðè-

öà, è äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, . . . , 2n èìååì (ñì. [19, ñòð. 155])

W
(n)
k (x) = 2−

n
2

2n∑
m=1

ε
(n)
k,mχ

(n)
m (x) è χ

(n)
k (x) = 2−

n
2

2n∑
m=1

ε
(n)
k,mW

(n)
m (x). (1.1.6)

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìàòðèö Êà÷ìàæà.

Ñâîéñòâî 1. Åñëè çàïèñàòü êàæäóþ ñòðîêó ìàòðèöû Kn äâàæäû è ê êàæäîé íîâîé

ñòðîêå äîáàâèòü òó æå ñòðîêó, åñëè ó íåå íå÷åòíûé íîìåð, è ñòðîêó ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè

ýëåìåíòàìè, åñëè ó íîâîé ñòðîêè ÷åòíûé íîìåð, òîãäà ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà Kn+1, ò.å.

ε
(n+1)
2k−1,m = ε

(n)
k,m, ε

(n+1)
2k−1,2n+m = ε

(n)
k,m, k,m = 1, 2, . . . , 2n, (1.1.7)

ε
(n+1)
2k,m = ε

(n)
k,m, ε

(n+1)
2k,2n+m = −ε(n)

k,m, k,m = 1, 2, . . . , 2n. (1.1.8)

Ñâîéñòâî 2. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî j, 1 ≤ j ≤ 2n, îáîçíà÷èì ÷åðåç ε(n)
j j-óþ ñòðîêó

ìàòðèöû Kn. Íà ìåñòå ýëåìåíòà ε
(i)
k,m ìàòðèöû Ki çàïèøåì ñòðîêó ε(i)

k,mε
(n)
j . Ïîëó÷åííûå

ìàòðèöûK
(j)
n,i , 1 ≤ j ≤ 2n, çàïèøåì îäíó ïîä äðóãîé (K(j+1)

n,i ïîäK(j)
n,i ). Â èòîãå ïîëó÷èòñÿ

ìàòðèöà Kn+i, ò.å.

ε
(i)
k,mε

(n)
p,q = ε

(n+i)

(p−1)2i+k,(m−1)2n+q
. (1.1.9)

Ñâîéñòâî 3. Ïðè ëþáîì n ∈ N âåðíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

2n∑
m=1

ε
(n)
1,m =

2n∑
k=1

ε
(n)
k,1 = 2n,
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2n∑
m=1

ε(n)
s,m =

2n∑
k=1

ε
(n)
k,s = 0, êîãäà s 6= 1.

Âåðíà ñëåäóþùàÿ ëåììà (ñì. [20, Ëåììà 1] èëè [21, Ëåììà 1]).

Ëåììà 1.1.A Ïóñòü
{
ε

(2n)
k,m

}
� ýëåìåíòû ìàòðèöû Êà÷ìàæà K2n. Òîãäà ñóùåñòâóþò

÷èñëà δk = ±1, k = 1, 2, . . . , 22n, òàêèå, ÷òî

22n∑
k=1

δkε
(2n)
k,m = ±2n, m = 1, 2, . . . 22n.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {δk} áûëà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δ1 = δ2 = δ3 = −δ4, δ4k−j = δkδ4−j, j = 0, 1, 2, 3. (1.1.10)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè m = θp4
p + θp+14p+1 + · · ·+ θq4

q, ãäå θp 6= 0 è θi = 0, 1, 2, 3,

êîãäà p ≤ i ≤ q, 1 ≤ m ≤ 22n, òî

δj22n+m = (−1)pδθpδθp+1+1 · · · δθq+1δj+1, j = 0, 1, 2, 3. (1.1.11)

Äåéñòâèòåëüíî, íåñêîëüêî ðàç ïðèìåíÿÿ (1.1.10), ïîëó÷àåì

δj22n+m = δj4n+θq4q+···+θp+14p+1+θp4p = δ4p(j4n−p+θq4q−p+···+θp) =

(−1)pδ(j4n−p+θq4q−p+···+θp) = (−1)pδθpδ(j4n−p−1+θq4q−p−1+···+θp+1+1) = · · · =

(−1)pδθpδθp+1+1 · · · δθq+1δj4n−q−1+1 = · · · = (−1)pδθpδθp+1+1 · · · δθq+1δj+1.

Èç (1.1.10) è (1.1.11) ñëåäóåò, ÷òî

δm = δ22n+m = δ2·22n+m = −δ3·22n+m, 1 ≤ m ≤ 22n. (1.1.12)

Ó÷èòûâàÿ (1.1.12), áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.1.A ìîæíî

ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 1.1.7 Ïóñòü
{
ε

(2n)
k,m

}
� ýëåìåíòû ìàòðèöû Êà÷ìàæà K2n. Òîãäà, åñëè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü {δk} îïðåäåëÿåòñÿ êàê â (1.1.10), òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

22n∑
k=1

δkε
(2n)
k,m = δm2n, m = 1, 2, . . . 22n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëåììó ïî èíäóêöèè. Äëÿ n = 1 èìååì

K2 =



1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1


.

Ïîýòîìó èç (1.1.10) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû 1.1.7. Äîïóñòèì, ÷òî

ëåììà âåðíà äëÿ n, ò.å.

22n∑
k=1

δkε
(2n)
k,m = δm2n, m = 1, 2, . . . , 22n, (1.1.13)

è äîêàæåì åå äëÿ n+ 1.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè k = 4(p−1)+r è m = (s−1)22n+q, ãäå 1 ≤ q ≤ 22n, r, s ∈ {1, 2, 3, 4},

òî

ε
(2n+2)
k,m = ε

(2n+2)

4(p−1)+r,(s−1)22n+q = ε(2)
r,sε

(2n)
p,q ,

(ñì. (1.1.9)). Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (1.1.10) è (1.1.13) ïîëó÷èì, ÷òî

22n+2∑
k=1

δkε
(2n+2)

k,(s−1)22n+q =
4∑
r=1

22n∑
p=1

δ4(p−1)+rε
(2)
r,sε

(2n)
p,q =

4∑
r=1

δrε
(2)
r,s

22n∑
p=1

δpε
(2n)
p,q = δsδq2

n+1.

Êîìáèíèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñ óñëîâèåì (1.1.12), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ÷èñëà

m = (s− 1)22n + q ñïðàâåäëèâî

22n+2∑
k=1

δkε
(2n+2)

k,(s−1)22n+q = 2n+1δ(s−1)22n+q = 2n+1δm.

Ëåììà 1.1.7 äîêàçàíà. �

Â ðàáîòå [21] áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1.1.B ([21, Ëåììà 1]). Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû Êà÷ìàæà Kν è äëÿ ëþáûõ íàòó-

ðàëüíûõ n è p âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

δkε
(ν)
k,m

∣∣∣∣∣ ≤M
√
p, 1 ≤ m ≤ 2ν ,

ãäå M � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à ÷èñëà {δk} îïðåäåëÿþòñÿ êàê â (1.1.10).
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Îïðåäåëåíèå 1.1.8 Ïóñòü f � èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà [0, 1]. Ôóíê-

öèÿ

S∗(f, x) := sup
N

∣∣∣∣∣
N∑
n=0

cn(f)Wn(x)

∣∣∣∣∣
íàçûâàåòñÿ ìàæîðàíòîé ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Ôóðüå-Óîëøà ôóíêöèè f , ãäå

cn(f) :=

∫ 1

0

f(x)Wn(x)dx, n = 0, 1, . . . ,

� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�Óîëøà ôóíêöèè f .

Âåðíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1.1.9 Äëÿ ëþáîãî äâîè÷íîãî èíòåðâàëà I :=

[
i

2σ
,
i+ 1

2σ

]
, σ ∈ N, 0 ≤ i < 2σ, è

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > σ, ãäå (n − σ) � ÷åòíîå ÷èñëî, ñóùåñòâóåò ïîëèíîì ïî

ñèñòåìå Óîëøà P (x) =
2n∑
k=1

a
(n)
k W

(n)
k (x) òàêîé, ÷òî:

1. |a(n)
k | = 2−

n+σ
2 =

(
2−nmes(I)

) 1
2 , 1 ≤ k ≤ 2n;

2. P (x) =


1, åñëè x ∈ E1 ⊂ I, mes(E1) = 2−σ−1,

−1, åñëè x ∈ E2 ⊂ I, mes(E2) = 2−σ−1,

0, åñëè x 6∈ I;

3. S∗(P, x) ≤ (2nmes(I))−
1
2 , åñëè x 6∈ I;

4. S∗(P, x) ≤ C, åñëè x ∈ I,

ïðè÷åì E1 è E2 ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè îáúåäèíåíèÿìè äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ, à C � àá-

ñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëèíîì P (x) áóäåì èñêàòü ñðåäè ôóíêöèé âèäà

2−
n
2

(i+1)2n−σ∑
k=i2n−σ+1

αkχ
(n)
k (x), ãäå αk = ±1. (1.1.14)

ßñíî, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå ÷èñåë αk, ôóíêöèè âèäà (1.1.14) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 2

ëåììû 1.1.9.
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Èç (1.1.6) èìååì (îòìåòèì, ÷òî ÷èñëà αk åùå íå ôèêñèðîâàíû)

2−
n
2

(i+1)2n−σ∑
k=i2n−σ+1

αkχ
(n)
k (x) = 2−n

(i+1)2n−σ∑
k=i2n−σ+1

αk

2n∑
m=1

ε
(n)
k,mW

(n)
m (x) =

2−n
2n∑
m=1

 (i+1)2n−σ∑
k=i2n−σ+1

αkε
(n)
k,m

W (n)
m (x).

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî j, 1 ≤ j ≤ 2σ, ìàòðèöû

(
ε

(n)

i2n−σ+l,(q−1)2σ+j

)2n−σ

l,q=1

(ñì. (1.1.9)) ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè Êà÷ìàæà ïîðÿäêà 2n−σ, óìíîæåííûìè íà ε(σ)
i+1,j. Âçÿâ

αk = δk−i2n−σ (ãäå {δk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îïðåäåëåííàÿ â (1.1.10)) è ïðèìåíèâ ëåììó

1.1.7 äëÿ m = (q − 1)2σ + j, 1 ≤ q ≤ 2n−σ, j = 1, 2, . . . , 2σ, ïîëó÷èì

(i+1)2n−σ∑
k=i2n−σ+1

αkε
(n)
k,m =

2n−σ∑
l=1

δlε
(n−σ)
l,q ε

(σ)
i+1,j = 2

n−σ
2 δqε

(σ)
i+1,j. (1.1.15)

Îáîçíà÷èì

a(n)
m = 2−n

(i+1)2n−σ∑
k=i2n−σ+1

αkε
(n)
k,m, m = 1, 2, . . . , 2n. (1.1.16)

Èç (1.1.15) è (1.1.16) ñëåäóåò, ÷òî

a
(n)
(q−1)2σ+j = 2−

n+σ
2 δqε

(σ)
i+1,j, q = 1, 2, . . . , 2n−σ, j = 1, 2, . . . , 2σ, (1.1.17)

|a(n)
m | = 2−

n+σ
2 , m = 1, 2, . . . , 2n. (1.1.18)

Ïóñòü x ∈ [0, 1] � äâîè÷íî èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî è

x ∈
(
r2n−σ+1 + s− 1

2n+1
,
r2n−σ+1 + s

2n+1

)
äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë r è s (r ∈ {0, 1, . . . , 2σ − 1}, s ∈ {1, 2, . . . , 2n−σ+1}). Äàëåå, ïóñòü

m = (q− 1)2σ + j, ãäå 1 ≤ q ≤ 2n−σ, 1 ≤ j ≤ 2σ. Òîãäà èç (1.1.5) è (1.1.7)�(1.1.9) ïîëó÷àåì

W (n)
m (x) = ε

(n+1)

2n+(q−1)2σ+j,r2n−σ+1+s = ε
(σ)
j,r+1ε

n−σ+1
2n−σ+q,s = (−1)s+1ε

(σ)
r+1,jε

(n−σ)

q,[ s+1
2

]
, (1.1.19)

ãäå [α] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà α. Ó÷èòûâàÿ (1.1.17) è (1.1.19), äëÿ ëþáîãî N , 1 ≤ N ≤ 2n,
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áóäåì èìåòü

N∑
m=1

a(n)
m W (n)

m (x) =

2σ[ N2σ ]∑
m=1

a(n)
m W (n)

m (x) +
N∑

m=2σ[ N2σ ]+1

a(n)
m W (n)

m (x) =

=

[ N2σ ]∑
q=1

2σ∑
j=1

a
(n)
(q−1)2σ+jW

(n)
(q−1)2σ+j(x) +

N∑
m=2σ[ N2σ ]+1

a(n)
m W (n)

m (x) = (1.1.20)

(−1)s+12−
n+σ

2

[ N2σ ]∑
q=1

2σ∑
j=1

δqε
(σ)
i+1,jε

(σ)
r+1,jε

(n−σ)

q,[ s+1
2 ]

+
N∑

m=2σ[ N2σ ]+1

a(n)
m W (n)

m (x).

Åñëè x 6∈ I (ò.å. r 6= i), òî èç îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèöû Êà÷ìàæà èìååì

2σ∑
j=1

ε
(σ)
i+1,jε

(σ)
r+1,j = 0.

Ïîýòîìó èç (1.1.18) è (1.1.20) ñëåäóåò, ÷òî

∣∣∣∣∣
N∑
m=1

a(n)
m W (n)

m (x)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
N∑

m=2σ[ N2σ ]+1

a(n)
m W (n)

m (x)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2σ · 2−
n+σ

2 = 2−
n−σ

2 = (2nmes(I))−
1
2 .

Åñëè æå x ∈ I (ò.å. r = i), òî
2σ∑
j=1

ε
(σ)
i+1,jε

(σ)
r+1,j = 2σ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì ëåììû 1.1.B, (1.1.18) è (1.1.20) ïîëó÷àåì

∣∣∣∣∣
N∑
m=1

a(n)
m W (n)

m (x)

∣∣∣∣∣ ≤ 2−
n−σ

2

∣∣∣∣∣∣∣
[ N2σ ]∑
q=1

δqε
(n−σ)

q,[ s+1
2 ]

∣∣∣∣∣∣∣+ 2−
n−σ

2 ≤ 2−
n−σ

2

(
M

√[
N

2σ

]
+ 1

)
≤ C.

Òåì ñàìûì ëåììà 1.1.9 äîêàçàíà. �

Ëåììà 1.1.10 Äëÿ ëþáîãî äâîè÷íîãî èíòåðâàëà I =

[
i

2σ
,
i+ 1

2σ

]
, σ ∈ N, 0 ≤ i < 2σ, è

äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m, n è q, ãäå (n−m− σ − 1) � ïîëîæèòåëüíîå ÷åòíîå

÷èñëî, à q ∈ {0, 1, . . . , 2m − 1}, ñóùåñòâóåò ïîëèíîì ïî ñèñòåìå Óîëøà

P (x) =
2n+1−1∑
k=2n

δkWk(x)

òàêîé, ÷òî:

1. δk = ±1, åñëè 2n + q2n−m + 2n−m−1 ≤ k < 2n + (q + 1)2n−m;
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2. δk = 0 äëÿ îñòàëüíûõ k;

3. P (x) =


2
n−m+σ−1

2 , åñëè x ∈ E1 ⊂ I, mes(E1) = 1
2
mes(I),

−2
n−m+σ−1

2 , åñëè x ∈ E2 ⊂ I, mes(E2) = 1
2
mes(I),

0, åñëè x 6∈ I;

4. S∗(P, x) ≤ C2
n−m+σ−1

2 , äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1],

ïðè÷åì E1 è E2 ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè îáúåäèíåíèÿìè äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ, à C � àá-

ñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I =

[
i

2σ
,
i+ 1

2σ

]
� äâîè÷íûé èíòåðâàë, à m è n � òàêèå

íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ÷òî (n−m− σ − 1) � ïîëîæèòåëüíîå ÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà, ñîãëàñíî

ëåììå 1.1.9, ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì

P ′(x) =
2n−m−1∑
k=2n−m−1

akWk(x) =
2n−m−1∑
i=1

a
(n−m−1)
i W

(n−m−1)
i (x),

÷òî:

1') |ak| = 2−
n−m+σ−1

2 , 2n−m−1 ≤ k < 2n−m;

2') P ′(x) =


1, åñëè x ∈ E1 ⊂ I, mes(E1) = 1

2
mes(I),

−1, åñëè x ∈ E2 ⊂ I, mes(E2) = 1
2
mes(I),

0, åñëè x 6∈ I;

3') S∗(P ′, x) ≤ C äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1].

Ïóñòü 0 ≤ q < 2m � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è q = 2ν1 + 2ν2 + · · · + 2νi (ν1 > ν2 >

· · · > νi). Ðàññìîòðèì ïîëèíîì

P (x) := 2
n−m+σ−1

2 W2n−m+ν1 (x) · · ·W2n−m+νi (x)P ′(x)W2n(x). (1.1.21)

ßñíî, ÷òî P (x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 3 è 4 ëåììû 1.1.10. Èç (1.1.2) è (1.1.21) ñëåäóåò,

÷òî

P (x) = 2
n−m+σ−1

2

2n−m−1∑
k=2n−m−1

akW2n+q2n−m+k(x) =
2n+1−1∑
k=2n

δkWk(x),

ãäå (ñì. òàêæå 1')) ÷èñëà δk óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1. è 2. ëåììû 1.1.10.
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Ëåììà 1.1.10 äîêàçàíà. �

Ïóñòü Pn(x) =
2n+1∑

k=2n+1

akχk(x) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ ïî ñèñòåìå Õààðà ñî

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

a) åñëè ∆n := {x : Pn(x) 6= 0}, òî ïîëèíîìû P1(x), P2(x), . . . , Pn−1(x) ïðèíèìàþò ïî-

ñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà ∆n, è åñëè ∆+
n := {x : Pn(x) > 0} è ∆−n := {x : Pn(x) < 0}, òî

|Pn(x)| � ïîñòîÿííàÿ íà ìíîæåñòâå ∆+
n ∪∆−n . Êðîìå òîãî, äëÿ íåêîòîðîãî äâîè÷íîãî

èíòåðâàëà I âñå ∆n ⊂ I;

b)
∞∑
n=1

P 2
n(x) = +∞ ï.â. íà èíòåðâàëå I;

c) sup
x
S∗(Pn, x)→ 0 ïðè n→∞;

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1.1.11 Äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ε < 1, δ è d ñóùåñòâóþò ïîëèíîì

P (x) =
m∑
k=1

Pnk(x)

è ìíîæåñòâî E ⊂ I òàêèå, ÷òî:

1. |P (x)− d| < δ, åñëè x ∈ E, mes(E) > (1− ε)mes(I);

2. S∗(P, x) < δ, åñëè x 6∈ I;

3. S∗(P, x) <
Cd

ε
+ δ äëÿ ï.â. x ∈ I.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ëåììû ìû ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè òåîðåìàìè.

Òåîðåìà 1.1.C (ñì. [22], [23] èëè [9]). Äëÿ òîãî ÷òîáû ðÿä ïî ñèñòåìå Õààðà

∞∑
n=1

anχn(x) (1.1.22)

ñõîäèëñÿ ï.â. íà ìíîæåñòâå E ⊂ [0, 1], mes(E) > 0, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

äëÿ ï.â. x ∈ E áûëà êîíå÷íà ñóììà ðÿäà
∞∑
n=1

a2
nχ

2
n(x).

Òåîðåìà 1.1.D (ñì. [22]�[24] èëè [9]). Åñëè äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà (1.1.22) âûïîë-

íÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

lim sup
N→∞

N∑
n=1

anχn(x) <∞, x ∈ E, mes(E) > 0,

òî ðÿä (1.1.22) ñõîäèòñÿ ï.â. íà E (ê êîíå÷íîé ï.â. ôóíêöèè).
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Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1.1.11. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ðÿä:

∞∑
m=1

amχm(x) :=
∞∑
n=1

Pn(x) =
∞∑
n=1

2n+1∑
k=2n+1

akχk(x). (1.1.23)

Èç (1.1.23) è ñâîéñòâà b) ïîëèíîìîâ Pn ñëåäóåò, ÷òî

∞∑
m=1

a2
mχ

2
m(x) =

∞∑
n=1

P 2
n(x) = +∞

ï.â. íà èíòåðâàëå I. Ïîýòîìó, â ñèëó òåîðåìû 1.1.C, ðÿä (1.1.23) ðàñõîäèòñÿ ï.â. íà èí-

òåðâàëå I. Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. òåîðåìó 1.1.D),

lim sup
M→∞

M∑
m=1

amχm(x) = +∞ äëÿ ï.â. x ∈ I. (1.1.24)

Èç (1.1.23) è (1.1.24) ñëåäóåò, ÷òî

lim sup
N→∞

N∑
n=1

Pn(x) = +∞ äëÿ ï.â. x ∈ I. (1.1.25)

Èç ñâîéñòâà c) ïîëèíîìîâ Pn ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n0 òàêîå, ÷òî

äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, 1]

S∗(Pn, x) <
δ

2
ïðè n > n0, (1.1.26)

îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, 1]

|Pn(x)| < δ

2
ïðè n > n0. (1.1.27)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:

τ(x) =


+∞, åñëè sup

N : x∈∆N

{
max
t∈∆N

N∑
n=n0

Pn(t)

}
≤ d,

inf

{
N : x ∈ ∆N+1, max

t∈∆N+1

N+1∑
n=n0

Pn(t) > d

}
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

(1.1.28)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè êàæäîì j ≥ n0 ìíîæåñòâî ej := {x : τ(x) = j} ëèáî ïóñòî, ëèáî

ñîâïàäàåò ñ ∆j+1. Òàê êàê Pn � ïîëèíîì ïî ñèñòåìå Õààðà, òî èç ñâîéñòâà a) ïîëó÷àåì,

÷òî ïðè n > j + 1 ìíîæåñòâà ∆n è ej ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ∆n ⊂ ej. Ïîëîæèì

γn = 0, åñëè ∆n ⊂ ej äëÿ íåêîòîðîãî j, è γn = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Èç âûáîðà ÷èñåë

{γn} è èç (1.1.28) ñëåäóåò, ÷òî

sup
N

N∑
n=n0

γnPn(x) ≤ d, x ∈ I. (1.1.29)
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Ïóñòü x ∈ I è lim sup
N→∞

N∑
n=1

Pn(x) = +∞. Òîãäà x ∈ ej äëÿ íåêîòîðîãî j ≥ n0, ïîýòîìó

∞∑
n=n0

γnPn(x) =

j∑
n=n0

Pn(x), x ∈ ej.

Íî ïîëèíîìû Pn0(x), Pn0+1(x), . . . , Pj(x) ïðèíèìàþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå

ej = ∆j+1 (ñì. ñâîéñòâî a)), à
j+1∑
n=n0

Pn(x′) > d äëÿ íåêîòîðîãî x′ ∈ ej. Ñëåäîâàòåëüíî, èç

(1.1.27) è (1.1.29) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ x ∈ ej∣∣∣∣∣
∞∑

n=n0

γnPn(x)− d

∣∣∣∣∣ < δ

2
. (1.1.30)

Ó÷èòûâàÿ òàêæå (1.1.25), ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (1.1.30) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ï.â. x ∈ I.

Äëÿ êàæäîãî x ∈ I ïîëîæèì

τ ′(x) =


+∞, åñëè inf

N : x∈∆N

{
min
t∈∆N

N∑
n=n0

γnPn(t)

}
≥ −4d

ε
,

inf
{
N : x ∈ ∆N+1, min

t∈∆N+1

N+1∑
n=n0

γnPn(t) < −4d
ε

}
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

(1.1.31)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè j ≥ n0 ìíîæåñòâî e′j := {x : τ ′(x) = j} ëèáî ïóñòî, ëèáî ñîâïàäàåò

ñ ∆j+1. Ïóñòü γ′n = 0, åñëè ∆n ⊂ e′j äëÿ íåêîòîðîãî j, è γ′n = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî :

inf
N

N∑
n=n0

γ′nγnPn(x) ≥ −4d

ε
äëÿ ï.â. x ∈ I, (1.1.32)

∞∑
n=n0

γ′nγnPn(x) =

j∑
n=n0

γnPn(x), åñëè x ∈ e′j, j ≥ n0, (1.1.33)

∞∑
n=n0

γ′nγnPn(x) =
∞∑

n=n0

γnPn(x), åñëè τ ′(x) = +∞. (1.1.34)

Èç (1.1.30) è (1.1.34) ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣∣∣
∞∑

n=n0

γ′nγnPn(x)− d

∣∣∣∣∣ < δ

2
äëÿ ï.â. x ∈ {x : τ ′(x) = +∞}. (1.1.35)

Äîêàæåì, ÷òî mes{x : τ ′(x) = +∞} >
(

1− ε

2

)
mes(I). Äåéñòâèòåëüíî, èç (1.1.31) èìååì

mes{x : τ ′(x) = +∞} = mes(I)−mes{x : τ ′(x) < +∞} = mes(I)−
∞∑

j=n0

mes(e′j), (1.1.36)
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è íà ìíîæåñòâå e′j = {x : τ ′(x) = j} = ∆j+1 (åñëè e′j 6= ∅) ñóììà
j∑

n=n0

γnPn(x) ïîñòîÿííàÿ

(ñì. ñâîéñòâî a)). Ñëåäîâàòåëüíî, íà îäíîì èç ìíîæåñòâ ∆+
j+1 èëè ∆−j+1 âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî
j+1∑
n=n0

γnPn(x) < −4d

ε
.

Ïîýòîìó

mes(e′j) = 2mes

{
x ∈ ∆j+1 :

j+1∑
n=n0

γnPn(x) < −4d

ε

}
. (1.1.37)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

S(x) =


j+1∑
n=n0

γnPn(x), åñëè x ∈ e′j,
∞∑

n=n0

γnPn(x), åñëè τ ′(x) = +∞.
(1.1.38)

Òàê êàê ìíîæåñòâà e′j, j ≥ n0, íå ïåðåñåêàþòñÿ,
∫ 1

0

Pn(x)dx = 0 äëÿ âñåõ n ≥ n0 (Pn(x)

� ïîëèíîì ïî ñèñòåìå Õààðà) è

sup
N

∣∣∣∣∣
N∑

n=n0

γ′nγnPn(x)

∣∣∣∣∣ ≤ d+
4d

ε
äëÿ ï.â. x ∈ I, (1.1.39)

(ñì. (1.1.29) è (1.1.32)), òî èç (1.1.33), (1.1.34) è (1.1.38) ñëåäóåò, ÷òî∫ 1

0

S(x)dx =

∫ 1

0

∞∑
n=n0

γ′nγnPn(x)dx+

∫ 1

0

∞∑
n=n0
e′n 6=∅

γn+1Pn+1(x) =

=
∞∑

n=n0

γ′nγn

∫ 1

0

Pn(x)dx+
∞∑

n=n0
e′n 6=∅

γn+1

∫ 1

0

Pn+1(x) = 0.

Ó÷èòûâàÿ òàêæå (1.1.29), ïîëó÷àåì

0 =

∫ 1

0

S(x)dx < dmes(I)− 4d

ε
mes

{
x : S(x) < −4d

ε

}
,

îòêóäà

mes

{
x : S(x) < −4d

ε

}
<
ε

4
mes(I).

Ïîýòîìó (ñì. òàêæå (1.1.36)�(1.1.38))

mes{x : τ ′(x) = +∞} ≥ mes(I)− 2
∞∑

j=n0

mes

{
x ∈ e′j :

j+1∑
n=n0

γnPn(x) < −4d

ε

}
=

= mes(I)− 2mes

{
x ∈ I : S(x) < −4d

ε

}
>
(

1− ε

2

)
mes(I).

30



Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñ ó÷åòîì (1.1.35) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî

m > n0 è ìíîæåñòâî E ⊂ {x : τ ′(x) = +∞} ñ ìåðîé mes(E) > (1− ε)mes(I) òàêèå, ÷òî∣∣∣∣∣
m∑

n=n0

γ′nγnPn(x)− d

∣∣∣∣∣ < δ ïðè x ∈ E.

Ïîëîæèâ P (x) :=
m∑

n=n0

γ′nγnPn(x) è ó÷èòûâàÿ (1.1.26) è ñâîéñòâî a) ïîëèíîì Pn, íåòðóäíî

óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

S∗(P, x) < δ, åñëè x 6∈ I,

è (ñì. òàêæå (1.1.39))

S∗(P, x) < d

(
1 +

4

ε

)
+ δ <

5d

ε
+ δ äëÿ ï.â. x ∈ I.

Òåì ñàìûì ëåììà 1.1.11 äîêàçàíà. �

1.1.3 Ãëàâíàÿ ëåììà

Ëåììà 1.1.12 Ïóñòü
{
an
}∞
n=0

� ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì an → 0 ïðè n → ∞ è
∞∑
n=0

a2
n = +∞. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî äâîè÷íîãî èíòåðâàëà I =

[
η

2σ
,
η + 1

2σ

]
, σ ∈ N, 0 ≤ η < 2σ, è äëÿ ëþáûõ ïîëî-

æèòåëüíûõ ÷èñåë ε < 1, δ < 1, d, M ∈ N, ñóùåñòâóþò ïîëèíîì ïî ñèñòåìå Óîëøà

Q(x) =
N∑

n=M

δnanWn(x) è ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] òàêèå, ÷òî:

1. δn = 0,±1 äëÿ M ≤ n ≤ N ;

2. |Q(x)− d1I(x)| < δ, åñëè x 6∈ E;

3. mes(E) < ε ·mes(I);

4. S∗(Q, x) < δ, åñëè x 6∈ I ∪ E;

5. S∗(Q, x) < C
d

ε
+ δ, åñëè x ∈ I \ E,

ãäå 1I(x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èíòåðâàëà I, à C � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü an ↓ 0 è
∞∑
n=0

a2
n = +∞. Òîãäà

∞∑
k=0

2ka2
2k = +∞. (1.1.40)
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Îáîçíà÷èì

G := {k ∈ N : a2k < 2a2k+1}. (1.1.41)

Ïóñòü m ∈ G, à n � òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî k 6∈ G ïðè âñåõ m < k < n. Òîãäà ñ

ó÷åòîì ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ïîëó÷èì

n∑
k=m+1

2ka2
2k ≤

n∑
k=m+1

2k
( a2m+1

2k−m−1

)2

=
n∑

k=m+1

22m+2a2
2m+1

2k
< 2m+2a2

2m .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
∞∑
k=0

2ka2
2k ≤ 4a2

1 + 4
∑
m∈G

2ma2
2m .

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñ ó÷åòîì (1.1.40) ïîëó÷àåì

∑
k∈G

2ka2
2k = +∞. (1.1.42)

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè k, k′ ∈ G, òî (k − k′) � ÷åòíîå

÷èñëî. Äåéñòâèòåëüíî, çà G ìîæíî âçÿòü îäíî èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ: G1 = {k ∈ G :

k−÷åòíîå} è G2 = {k ∈ G : k−íå÷åòíîå}. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îäíîãî èç íèõ âûïîëíÿåòñÿ

(1.1.42).

Ïóñòü γ � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

γ2 <

(
(d+ 1)2 +

4(Cd+ 1)2

ε

)−1

· δ
2ε

16
, (1.1.43)

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ èç ëåììû 1.1.11.

Âîçüìåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî m íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

(1 + γ)2m > 2, (1.1.44)

è ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ:

a2n+q2n−m

a2n+(q+1)2n−m
, n ∈ G, n > m, q = 0, 1, . . . , 2m − 1.

Èç (1.1.41) è (1.1.44) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ G, n > m, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî

qn ∈ {0, 1, . . . , 2m − 1}, ÷òî

a2n+qn2n−m

a2n+(qn+1)2n−m
< 1 + γ, n ∈ G, n > m.
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Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè n ∈ G, òî n > m. Îáîçíà÷èì

αn := a2n+(qn+1)2n−m , n ∈ G. (1.1.45)

Î÷åâèäíî, ÷òî

ak
αn
− 1 < γ, åñëè 2n + qn2n−m ≤ k ≤ 2n + (qn + 1)2n−m. (1.1.46)

Èç (1.1.41) è (1.1.45) ñ ó÷åòîì ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ñëåäóåò, ÷òî

∑
n∈G

2nα2
n ≥

∑
n∈G

2na2
2n+1 ≥ 2−2

∑
n∈G

2na2
2n .

Ïîýòîìó (ñì. òàêæå (1.1.42)) ∑
n∈G

2nα2
n = +∞. (1.1.47)

Îáîçíà÷èì G′ := {n ∈ G : 2nα2
n > 2−

n
2 }. Î÷åâèäíî, ÷òî

∑
n∈G\G′

2nα2
n ≤

∑
n∈G\G′

2−
n
2 < +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ òàêæå (1.1.47), ïîëó÷àåì
∑
n∈G′

2nα2
n = +∞. Âûáåðåì íàòóðàëü-

íûå ÷èñëà pn (n ∈ G′), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

(n−m− pn) � ÷åòíîå ÷èñëî, (1.1.48)

∑
n∈G′

2n−pnα2
n = +∞, (1.1.49)

lim
n→∞
n∈G′

2n−pnα2
n = 0, (1.1.50)

lim
n→∞
n∈G′

2n−pnαn = +∞. (1.1.51)

Â äàëüíåéøåì äëÿ êàæäîãî n ∈ G ÷åðåç n′ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî n − m − pn.

Ïóñòü I =

[
η

2σ
,
η + 1

2σ

]
� äâîè÷íûé èíòåðâàë, à M � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Èç

(1.1.49)�(1.1.51) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî B′1 ìíîæåñòâà G
′ òàêîå,

÷òî

minB′1 ≥ log2M,

2n
′
αn > 4, åñëè n ∈ B′1, (1.1.52)

2n
′
α2
n < 2−σ, åñëè n ∈ B′1, (1.1.53)
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∑
n∈B′1

2n
′
α2
n > 2−σ+1. (1.1.54)

Äëÿ êàæäîãî n ∈ B′1 ñóùåñòâóåò íå÷åòíîå ÷èñëî σn ≥ σ òàêîå, ÷òî (ñì. (1.1.53))

2−σn−1 < 2n
′
α2
n ≤ 2−σn+1. (1.1.55)

Èç (1.1.52) è (1.1.55) ñëåäóåò, ÷òî 2n
′−σn ≥ 2−1(2n

′
αn)2 > 8 ïðè n ∈ B′1, êîòîðîå îçíà÷àåò

(ñì. òàêæå (1.1.48)), ÷òî (n′ − σn − 1) � ïîëîæèòåëüíîå ÷åòíîå ÷èñëî äëÿ âñåõ n ∈ B′1.

Ó÷èòûâàÿ òàêæå (1.1.54), ïîëó÷àåì, ÷òî

∑
n∈B′1

2−σn ≥ 1

2

∑
n∈B′1

2n
′
α2
n > 2−σ.

Ñëåäîâàòåëüíî (íàïîìíèì, ÷òî σn ≥ σ), ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî B1 ìíîæåñòâà B′1

òàêîå, ÷òî ∑
n∈B1

2−σn = 2−σ.

Èíòåðâàë I ïðåäñòàâèì â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ In, n ∈ B1, ñ ìåðîé

mes(In) = 2−σn . Â ñèëó ëåììû 1.1.10, äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà In, n ∈ B1, è ÷èñåë m+ pn,

n è 2pnqn ñóùåñòâóåò ïîëèíîì ïî ñèñòåìå Óîëøà Pn(x) =
2n+1−1∑
k=2n

αnδkWk(x) òàêîé, ÷òî

1') δk =


±1, åñëè 2n + 2n−mqn + 2n−m−pn−1 ≤ k < 2n + 2n−mqn + 2n−m−pn ,

0 äëÿ îñòàëüíûõ k;

2') Pn(x) =


2
n′+σn−1

2 αn, åñëè x ∈ E ′n, mes(E ′n) = 1
2
mes(In),

−2
n′+σn−1

2 αn, åñëè x ∈ E ′′n, mes(E ′′n) = 1
2
mes(In),

0, åñëè x 6∈ In,

ïðè÷åì E ′n è E
′′
n, n ∈ B1, ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè îáúåäèíåíèÿìè äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ. Èç

(1.1.55) è 2') ñëåäóåò, ÷òî

2−1 ≤ |Pn(x)| = 2
n′+σn−1

2 αn ≤ 1, åñëè x ∈ E ′n ∪ E ′′n, n ∈ B1.

Äîïóñòèì, ÷òî ìíîæåñòâà B1, B2, . . . , Bj−1 è ïîëèíîìû Pn, n ∈
j−1⋃
i=1

Bi, óæå ïîñòðîåíû,

λj−1 := maxBj−1+1 è ïîëèíîì Pn (n ∈
j−1⋃
i=1

Bi) ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå íà êàæäîì

äâîè÷íîì èíòåðâàëå ñ äëèíîé 2λj−1 .
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Èç (1.1.49)�(1.1.51) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî B′j ìíîæåñòâà G
′

òàêîå, ÷òî:

minB′j ≥ λj−1,

2n
′
αn >

4√
j
, åñëè n ∈ B′j, (1.1.56)

2n
′
α2
n ≤

1

j
2−λj−1 , åñëè n ∈ B′j, (1.1.57)

∑
n∈B′j

2n
′
α2
n >

2

j
2−σ. (1.1.58)

Â ñèëó (1.1.57), äëÿ êàæäîãî n ∈ B′j ñóùåñòâóåò íå÷åòíîå ÷èñëî σn ≥ λj−1 òàêîå, ÷òî

1

j
2−σn−1 < 2n

′
α2
n ≤

1

j
2−σn+1. (1.1.59)

Èç (1.1.56) è (1.1.59) ñëåäóåò, ÷òî 2n
′−σn ≥ j22n′−1α2

n > 8, êîòîðîå îçíà÷àåò (ñì. òàêæå

(1.1.48)), ÷òî (n′ − σn − 1) � ïîëîæèòåëüíîå ÷åòíîå ÷èñëî äëÿ âñåõ n ∈ B′j.

Ó÷èòûâàÿ (1.1.58) è (1.1.59), íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî

∑
n∈B′j

2−σn ≥ j

2

∑
n∈B′j

2n
′
α2
n > 2−σ.

Ñëåäîâàòåëüíî (íàïîìíèì, ÷òî σn ≥ λj−1 > σ), ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî Bj ìíîæåñòâà

B′j òàêîå, ÷òî ∑
n∈Bj

2−σn = 2−σ.

Ïîýòîìó èíòåðâàë I ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ In,

n ∈ Bj, mes(In) = 2−σn . Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëèíîì Pk(x)
(
k ∈

j−1⋃
i=1

Bi

)
ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå

çíà÷åíèå íà êàæäîì èíòåðâàëå In, n ∈ Bj. Â ñèëó ëåììû 1.1.10, äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà

In, n ∈ Bj, è ÷èñåë m+ pn, n è 2pnqn ñóùåñòâóåò ïîëèíîì ïî ñèñòåìå Óîëøà

Pn(x) =
2n+1−1∑
k=2n

αnδkWk(x) (1.1.60)

òàêîé, ÷òî

1�) δk =


±1, åñëè 2n + qn2n−m + 2n

′−1 ≤ k < 2n + qn2n−m + 2n
′
,

0 äëÿ îñòàëüíûõ k;

35



2�) Pn(x) =


2
n′+σn−1

2 αn, åñëè x ∈ E ′n ⊂ In, mes(E ′n) = 1
2
mes(In),

−2
n′+σn−1

2 αn, åñëè x ∈ E ′′n ⊂ In, mes(E ′′n) = 1
2
mes(In),

0, åñëè x 6∈ In;

3�) S∗(Pn, x) ≤ C12
n′+σn−1

2 αn äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1],

ïðè÷åì E ′n è E ′′n ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè îáúåäèíåíèÿìè äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ ñ äëèíîé

2−n−1.

Èç 2�), 3�) è (1.1.59) ñëåäóåò, ÷òî

1

2
√
j
≤ |Pn(x)| = 2

n′+σn−1
2 αn ≤

1√
j
, åñëè x ∈ E ′n ∪ E ′′n, n ∈ Bj,

è S∗(Pn, x) ≤ C1√
j

äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1]. Ïîýòîìó

∑
n∈Bj

(Pn(x))2 >
1

4j
äëÿ ï.â. x ∈ I.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ê ïîëèíîìàì Pn(x), n ∈ Bj, j = 1, 2, . . . , ïðèìåíèìà

ëåììà 1.1.11 (âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ a)�c)). Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ëåììå 1.1.11, ñóùåñòâóåò

ïîëèíîì

P (x) =
ν∑
i=1

Pni(x), ni ∈
∞⋃
j=1

Bj,

óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

P (x) = 0, åñëè x 6∈ I, (1.1.61)

mes

{
x ∈ I : |P (x)− d| > δ

2

}
<
ε

4
mes(I), (1.1.62)

S∗(P, x) <
δ

2
, åñëè x 6∈ I, (1.1.63)

S∗(P, x) < C
4d

ε
+
δ

2
äëÿ ï.â. x ∈ I, (1.1.64)

ãäå C � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ èç ëåììû 1.1.11.

Èç (1.1.61), (1.1.62), (1.1.64) è (1.1.43) ñëåäóåò, ÷òî

‖P‖2
2 ≤

(
d+

δ

2

)2

mes(I) +

(
4Cd

ε
+
δ

2

)2
ε

4
mes(I) <

εδ2

16γ2
mes(I). (1.1.65)
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Äëÿ êàæäîãî n ∈ Bj, j = 1, 2, . . ., îáîçíà÷èì Qn(x) :=
2n+1−1∑
k=2n

akδkWk(x) è ðàññìîòðèì

ïîëèíîì

Q(x) =
N∑

k=M

δ′kakWk(x) ≡
ν∑
i=1

Qni(x). (1.1.66)

ßñíî, ÷òî ëèáî δ′k = δk (åñëè 2ni ≤ k < 2ni+1 äëÿ íåêîòîðîãî i = 1, 2, . . . .ν), ëèáî δ′k = 0

(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå). Èç (1.1.46), (1.1.60), (1.1.66) è 1�) ñëåäóåò, ÷òî

‖Q− P‖2
2 =

ν∑
i=1

2ni+1−1∑
k=2ni

δ2
k(ak − αni)2 =

ν∑
i=1

2ni+1−1∑
k=2ni

δ2
kα

2
ni

(
ak
αni
− 1

)2

<

< γ2

ν∑
i=1

‖Pni‖2
2 = γ2‖P‖2

2.

Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (1.1.65) ïîëó÷àåì

‖Q− P‖2
2 ≤

εδ2

16
mes(I). (1.1.67)

Ñëåäîâàòåëüíî, mes

{
x ∈ [0, 1] : |Q(x)− P (x)| > δ

2

}
≤ 4‖Q− P‖2

2

δ2
<
ε

4
mes(I). Èç (1.1.61),

(1.1.62) è ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

mes{x ∈ [0, 1] : |Q(x)− d · 1I(x)| > δ} < ε

2
mes(I). (1.1.68)

Òàê êàê ñèñòåìà Óîëøà èìååò ñëàáûé òèï (2, 2) (ñì., íàïðèìåð, [25] ñò. 189), òî èç (1.1.67)

ñëåäóåò, ÷òî

mes

{
x : S∗(Q− P, x) >

δ

2

}
≤ 4C ′

δ2
‖Q− P‖2

2 < C ′
ε

2
mes(I), (1.1.69)

Îáîçíà÷èì E := {x : |Q(x) − d · 1I(x)| > δ} ∪ {x : S∗(Q − P, x) > δ/2}. Èç (1.1.68) è

(1.1.69) ñëåäóåò, ÷òî mes(E) < (C ′ + 1)εmes(I). À èç (1.1.63) è (1.1.64) ïîëó÷àåì, ÷òî

S∗(Q, x) ≤ S∗(P, x) + S∗(Q− P, x) < δ, åñëè x 6∈ E ∪ I,

S∗(Q, x) <
4Cd

ε
+ δ, åñëè x ∈ I \ E.

Ëåììà 1.1.12 äîêàçàíà. �

Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.1.12 âèäíî, ÷òî ñïàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà, êîòîðóþ

ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â ãëàâå 2.
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Ëåììà 1.1.13 Ïóñòü
{
an
}∞
n=0

� ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì an → 0 ïðè n→∞ è
∞∑
n=0

a2
n = +∞. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

äâîè÷íîãî èíòåðâàëà I ⊂ [0, 1] è äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ε < 1, δ < 1, d è M

(M ∈ N) ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî F ⊂ I è ïîëèíîìû ïî ñèñòåìå Óîëøà

Q(x) =
N∑

n=M

δnanWn(x), P (x) =
N∑

n=M

bnWn(x)

òàêèå, ÷òî:

1. δn = 0,±1, åñëè M ≤ n ≤ N ;

2. P (x) = 0, åñëè x 6∈ I;

3. |P (x)− d| < δ, åñëè x ∈ F, mes(F ) > (1− ε)mes(I);

4. S∗(P, x) < δ, åñëè x 6∈ I;

5. S∗(P, x) < C
d

ε
+ δ;

6. ‖Q− P‖2
2 < εδ2mes(I).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Q(x) è P (x) � ïîëèíîìû, ïîëó÷åííûå â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäû-

äóùåé ëåììû. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû 1.1.13 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç

(1.1.61)�(1.1.64) è (1.1.67). �

1.1.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî {(∆, d, λ)}, çàâèñÿùåå îò òðåõ ïàðàìåòðîâ, ãäå ∆ ïðîáåãàåò

âñå äâîè÷íûå èíòåðâàëû, d ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, à λ � ìíî-

æåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èíòåðâàëà (0, 1). Ïðîíóìåðîâàâ ýòî ìíîæåñòâî, ìû ìîæåì

ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(∆1, d1, λ1), (∆2, d2, λ2), . . . , (∆m, dm, λm), . . . (1.1.70)

Â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòû îòëè÷íû äðóã îò äðóãà, íî ïàðàìåòðû, ñòîÿùèå â

ðàçíûõ ýëåìåíòàõ â îäèíàêîâûõ ìåñòàõ, ìîãóò ñîâïàäàòü.
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Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë
{
ηm
}∞
m=1

, ãäå

1 > η1 > η2 > · · · ,
∞∑
m=1

ηm < +∞. (1.1.71)

Â ñèëó ëåììû 1.1.12, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m ñóùåñòâóþò ïîëèíîì

Pm(x) =

Mm+1∑
n=Mm+1

δnanWn(x),

ìíîæåñòâî Em ⊂ [0, 1] è àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ C òàêèå, ÷òî:

A) δn = 0,±1 äëÿ âñåõ n;

B) |Pm(x)− dm1∆m(x)| < ηm, åñëè x 6∈ Em;

C) mes(Em) < λmmes(∆m);

D) S∗(Pm, x) < C
|dm|
λm

+ ηm, åñëè x ∈ ∆m \ Em;

E) S∗(Pm, x) < ηm, åñëè x 6∈ ∆m ∪ Em.

Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
n=0

δnanWn(x) ≡
∞∑
m=1

Pm(x) (1.1.72)

è äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ï.â. êîíå÷íîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ïîäðÿä ýòîãî

ðÿäà, êîòîðûé ï.â. ñõîäèòñÿ ê f . Òåì ñàìûì òåîðåìà 1.1.4 áóäåò äîêàçàíà. Äëÿ ýòîãî

ñíà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 1.1.14 Ïóñòü ϕ � ï.â. êîíå÷íàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà [0, 1],

äàëåå, ïóñòü ε > 0, δ > 0 � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, à ν � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-

ëî. Òîãäà ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà m1,m2, . . . ,mj, ìíîæåñòâî E è àáñîëþòíàÿ

ïîñòîÿííàÿ C, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

i) ν < m1 < m2 < · · · < mj;

ii) E ⊂ [0, 1], mes(E) > 1− ε;

iii)

∣∣∣∣∣
j∑
i=1

Pmi(x)− ϕ(x)

∣∣∣∣∣ < δ, åñëè x ∈ E;
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iv) S∗
( j∑
i=1

Pmi , x
)
≤ C
|ϕ(x)|
ε

+ ε äëÿ âñåõ x ∈ E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíå÷íîå ðàçáèåíèå èíòåð-

âàëà [0, 1] íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ äâîè÷íûå èíòåðâàëû ∆′1,∆
′
2, . . . ,∆

′
j, ðàöèîíàëü-

íûå ÷èñëà d′1, d
′
2, . . . , d

′
j è ìíîæåñòâî E0 òàêèå, ÷òî

E0 ⊂ [0, 1], mes(E0) > 1− ε, (1.1.73)

|ϕ(x)− d′i| < min

{
δ

2
,
ε2

C

}
ïðè x ∈ ∆′i ∩ E0, i = 1, 2, . . . , j, (1.1.74)

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ èç D).

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî i, 1 ≤ i ≤ j, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.1.70) ñóùåñòâóåò ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà

(∆′i, d
′
i, λk1), (∆′i, d

′
i, λk2), . . . , (∆′i, d

′
i, λkn), . . . ,

ãäå

λkn > ε, n = 1, 2, . . . , è lim
n→∞

λkn = ε. (1.1.75)

Ïóñòü m0 > ν âûáðàíî íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû (ñì. (1.1.71))

∞∑
m=m0

ηm < min

{
ε,
δ

2

}
. (1.1.76)

Ïðèìåíÿÿ óñëîâèÿ B)�E) ïîëèíîìîâ Pm äëÿm = kn ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì èíäåêñîì n

è ó÷èòûâàÿ (1.1.74)�(1.1.76), ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ íîìåðà mi := kn > mi−1 âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ:

|Pmi(x)− d′i| < ηmi , åñëè x ∈ ∆′i \ Emi , (1.1.77)

ãäå

Emi ⊂ [0, 1], mes(Emi) < λmimes(∆′i) < 2εmes(∆′i), (1.1.78)

|Pmi(x)| < ηmi , åñëè x 6∈ ∆′i ∪ Emi , (1.1.79)

S∗(Pmi , x) < ηmi , åñëè x 6∈ ∆′i ∪ Emi , (1.1.80)

S∗(Pmi , x) < C
|d′i|
λmi

+ ηmi < C
|ϕ(x)|+ ε2/C

ε
+ ηmi <

< C
|ϕ(x)|
ε

+ 2ε, åñëè x ∈ E0 ∩ (∆′i \ Emi).
(1.1.81)
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Îáîçíà÷èì E := E0 \
( j⋃
i=1

Emi

)
. Èç (1.1.78) ñëåäóåò, ÷òî

mes
( j⋃
i=1

Emi

)
≤

j∑
i=1

mes(Emi) <

j∑
i=1

2εmes(∆′i) = 2ε.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (1.1.73) ïîëó÷àåì, ÷òî mes(E) > 1− 3ε.

Ïóñòü x ∈ E, òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî q, 1 ≤ q ≤ j, èìååì x ∈ ∆′q. Èç (1.1.74), (1.1.76),

(1.1.77) è (1.1.79) ïîëó÷àåì, ÷òî

∣∣∣∣∣
j∑
i=1

Pmi(x)− ϕ(x)

∣∣∣∣∣ ≤ |Pmq(x)− ϕ(x)|+
j∑
i=1
i 6=q

|Pmi(x)| ≤

≤ |Pmq(x)− d′q|+ |ϕ(x)− d′q|+
j∑
i=1
i 6=q

ηmi ≤
δ

2
+

j∑
i=1

ηmi < δ.

À èç (1.1.76), (1.1.80) è (1.1.81) ñëåäóåò, ÷òî

S∗

(
j∑
i=1

Pmi , x

)
≤ S∗(Pmq , x) +

∑
i 6=q

S∗(Pmi , x) < C
|ϕ(x)|
ε

+ 3ε.

Ëåììà äîêàçàíà. �

Ïóñòü f � ïî÷òè âñþäó êîíå÷íàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [0, 1],

à {γn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

∞∑
m=1

γm < +∞, 1 > γ1 > γ2 > · · · (1.1.82)

Â ñèëó ëåììû 1.1.14 (ϕ(x) = f(x), ε = γ1, δ = γ2
2 , ν = 1) ñóùåñòâóþò ïîëèíîì

Q1(x) =
j1∑
i=1

P
m

(1)
i

(x), 1 < m
(1)
1 < m

(1)
2 < · · · < m

(1)
j1
, è ìíîæåñòâî F1 òàêèå, ÷òî

mes(F1) > 1− γ1,

|f(x)−Q1(x)| < γ2
2 äëÿ âñåõ x ∈ F1.

Äîïóñòèì, ÷òî óæå ïîñòðîåíû ïîëèíîìû Q1(x), Q2(x), . . . , Qk(x) è ìíîæåñòâà F1,

F2, . . . , Fk òàêèå, ÷òî

mes(Fi) > 1− γi, i = 1, 2, . . . , k, (1.1.83)∣∣∣∣∣f(x)−
k∑
i=1

Qi(x)

∣∣∣∣∣ < γ2
k+1, äëÿ âñåõ x ∈ Fk. (1.1.84)
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Ïîëîæèì fk(x) := f(x)−
k∑
i=1

Qi(x). Â ñèëó ëåììû 1.1.14 (ϕ(x) = fk(x), ε = γk+1, δ = γ2
k+2,

ν = m
(k)
jk
), ñóùåñòâóåò ïîëèíîì Qk+1(x) =

jk+1∑
i=1

P
m

(k+1)
i

(x) è ìíîæåñòâî Fk+1 òàêèå, ÷òî

m
(k)
jk
< m

(k+1)
1 < m

(k+1)
2 < · · · < m

(k+1)
jk+1

,

mes(Fk+1) > 1− γk+1,

|fk(x)−Qk+1(x)| < γ2
k+2 äëÿ âñåõ x ∈ Fk+1

è

S∗(Qk+1, x) < C
|fk(x)|
γk+1

+ γk+1 äëÿ âñåõ x ∈ Fk+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ òàêæå (1.1.84), ïîëó÷àåì, ÷òî íà ìíîæåñòâå F ′k+1 := Fk ∩ Fk+1

S∗(Qk+1, x) < Cγk+1 + γk+1 < C1γk+1. (1.1.85)

Òàê, ïî èíäóêöèè ìû ïîñòðîèì ìíîæåñòâà Fk, k = 1, 2, . . . , è ïîäðÿä

∞∑
n=1

bnWn(x) :=
∞∑
k=1

Qk(x) (1.1.86)

ðÿäà (1.1.72) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) äëÿ ëþáîãî k ≥ 1 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (1.1.83) è (1.1.84);

2) äëÿ ëþáîãî k ≥ 1 íà ìíîæåñòâå F ′k+1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (1.1.85).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðÿä (1.1.86) íà ìíîæåñòâå

F0 :=
∞⋃
m=1

∞⋂
k=m

F ′k (F ′1 := [0, 1])

ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x).

Èç (1.1.82) è (1.1.83) ñëåäóåò, ÷òî

mes(F0) = lim
m→∞

mes

(
∞⋂
k=m

F ′k

)
≥ lim

m→∞

(
1−

∞∑
k=m

(γk + γk+1)

)
= 1.

Òåîðåìà 1.1.4 äîêàçàíà. �
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1.2 Óíèâåðñàëüíûå ðÿäû ïî ñèñòåìå Óîëøà ñ

ìîíîòîííûìè êîýôôèöèåíòàìè

1.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ñêîðîñòè ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ êîýôôè-

öèåíòîâ óíèâåðñàëüíûõ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Óîëøà. Â ðàáîòå [26] À.Ì. Îëåâñêèé äîêàçàë

ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ îãðàíè÷åííîé â ñîâîêóïíîñòè ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû

Φ = {ϕn} è ôóíêöèè f ∈ Lp ïðè âñåõ p ∈ [1, 2), ÷òî ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ïî ñèñòåìå Φ

ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê â êëàññå âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé.

Äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â ðàáîòå [27] Í. Ñ. Ïîãîñÿí àíîíñèðîâàë ñëåäóþùóþ

òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.2.A (Í.Ñ. Ïîãîñÿí, [27]). Ïóñòü {ρn}∞n=0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ρn ↘ 0, n → ∞, è
∞∑
n=0

ρ2
n = +∞. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈
⋂
p<2

Lp[0, 2π], òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

óíèâåðñàëüíûì îäíîâðåìåííî îòíîñèòåëüíî çíàêîâ, ïåðåñòàíîâîê è ïîäðÿäîâ â êëàññå

ï.â. êîíå÷íûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé, à êîýôôèöèåíòû Ôóðüå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí-

ñòâàì |cn(f)| ≤ ρ|n|, n ∈ Z.

Àíàëîãè÷íûå âîïðîñû äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [131]

è [132] (ñì. òåîðåìó 1.1.6).

Îòìåòèì, ÷òî â ýòèõ òåîðåìàõ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷åíû îöåíêè ñâåðõó. Â ýòîì

ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ðÿäàìè ïî ñèñòåìå Óîëøà, ìî-

äóëè êîýôôèöèåíòîâ êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ íàä íàïåðåä çàäàííîé ìèíîðàíòîé è íå âîçðàñ-

òàþò. Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.2.1 ([133]). Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ↓ 0 ïðè n→∞ ñóùåñòâóåò

ðÿä
∞∑
n=0

bnWn(x) ñ ìîíîòîííî óáûâàþùèìè êîýôôèöèåíòàìè bn ≥ an, êîòîðûé ÿâëÿåò-

ñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî çíàêîâ â êëàññå ïî÷òè âñþäó êîíå÷íûõ èçìåðèìûõ

ôóíêöèé.
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Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû, äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìî-

ãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 1.2.2 Äëÿ ëþáîãî äâîè÷íîãî èíòåðâàëà I =

[
j

2σ
,
j + 1

2σ

]
, 0 ≤ j < 2σ, è äëÿ

ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m,n è i, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì n > m > σ, (m − σ) �

÷åòíîå ÷èñëî è 0 ≤ i < 2n−m, ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí ïî ñèñòåìå Óîëøà

P (x) =

2n+(i+1)2m−1∑
k=2n+i2m

akWk(x)

òàêîé, ÷òî:

1. |ak| = 2−
m+σ

2 , 2n + i2m ≤ k < 2n + (i+ 1)2m;

2. P (x) =


1, åñëè x ∈ E1 ⊂ I, mes(E1) = 2−σ−1,

−1, åñëè x ∈ E2 ⊂ I, mes(E2) = 2−σ−1,

0, åñëè x 6∈ I;

3. S∗(P, x) ≤ 2−
m−σ

2 , åñëè x 6∈ I;

4. S∗(P, x) ≤ C, åñëè x ∈ I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1.1.9, ñóùåñòâóåò ïîëèíîì

P (x) =
2m+1−1∑
k=2m

αkWk(x) = W2m(x)
2m−1∑
k=0

α2m+kWk(x)

ñ êîýôôèöèåíòàìè αk = 2−
m+σ

2 , 2m ≤ k < 2k+1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 2�4 ëåììû

1.2.2. Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî (1.1.2) ñèñòåìû Óîëøà, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëèíîì

P1(x) :=

2n+(i+1)2m−1∑
k=2n+i2m

akWk(x) ≡ W2n(x)Wi2m(x)
2m−1∑
k=0

α2m+kWk(x)

óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ëåììû 1.2.2. �

Ëåììà 1.2.3 Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {an} ìîíîòîííî ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë 0 < ε < 1, δ > 0, l 6= 0, n0 ∈ N è äëÿ

ëþáîãî äâîè÷íîãî èíòåðâàëà I ⊂ [2−n0 , 1] ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí ïî ñèñòåìå Óîëøà

P (x) =
2n−1∑
k=2n0

bkWk(x), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:
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1. |bk−1| ≥ |bk| ≥ ak äëÿ âñåõ 2n0 < k < 2n, b2n0 = a2n0 ;

2. P (x) = l, åñëè x ∈ E ⊂ I, mes(E) > (1− ε)mes(I);

3. P (x) = 0, åñëè x 6∈ I ∪ [0, 2−n0 ];

4. S∗(P, x) <
2a2n0

x
+
C|l|
ε

+ δ, åñëè x ∈ I;

5. S∗(P, x) <
2a2n0

x
+ δ, åñëè x 6∈ I ∪ [0, 2−n0 ];

6. P̂ (x) :=
2n−1∑
k=2n0

|bk|Wk(x) = 0, åñëè x > 2−n0;

7. S∗(P̂ , x) <
2a2n0

x
, åñëè x > 2−n0,

ãäå C � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n0 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à I � äâîè÷íûé èíòåðâàë òàêîé,

÷òî

mes(I) = 2−σ è I ⊂ [2−n0 , 1]. (1.2.1)

Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà m0 è n1 óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

n1 > m0 > max{σ, n0}, (m0 − σ) � ÷åòíîå,

|l|2−
m0−σ

2 < δ, (1.2.2)

a2n0 ≥ |l|2−
m0+σ

2 ≥ a2n1 . (1.2.3)

Ïóñòü P̃0(x) :=
2n1+2m0−1∑
k=2n1

αkWk(x) � ïîëèíîì, ïîëó÷åííûé ïðèìåíåíèåì ëåììû 1.2.2 ê

èíòåðâàëó I ïðè m = m0, n = n1, i = 0. Ðàññìîòðèì ïîëèíîì

P0(x) =
2n1+1−1∑
k=2n0

bkWk(x) :=
2n1−1∑
k=2n0

a2n0Wk(x) + lP̃0(x) +
2n1+1−1∑

k=2n1+2m0

|l|2−
m0+σ

2 Wk(x).

Èç (1.2.3), ïóíêòà 1 ëåììû 1.2.2 è ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ñëåäóåò, ÷òî

|bk−1| ≥ |bk| ≥ ak äëÿ âñåõ 2n0 < k < 2n1+1. Î÷åâèäíî, ÷òî b2n0 = a2n0 . Ïîëîæèì

I+
0 := {x : P̃0(x) > 0} è I−0 := {x : P̃0(x) < 0}. ßñíî, ÷òî I+

0 è I−0 ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íû-

ìè îáúåäèíåíèÿìè äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ è mes(I+
0 ) = mes(I−0 ) = 2−1mes(I). Èç (1.1.3),

(1.2.1) è ëåììû 1.2.2 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

P0(x) = l, åñëè x ∈ I+
0 , (1.2.4)
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P0(x) = −l, åñëè x ∈ I−0 , (1.2.5)

P0(x) = 0, åñëè x 6∈ I ∪ [0, 2−n0 ]. (1.2.6)

ßñíî òàêæå, ÷òî

P̂0(x) :=
2n1+1−1∑
k=2n0

|bk|Wk(x) = 0, åñëè x > 2−n0 . (1.2.7)

Äîïóñòèì, ÷òî óæå ïîñòðîåíû ïîëèíîìû P0(x), P1(x), . . . , Pj−1(x) è

Pj−1(x) =
2nj+1−1∑
k=2nj−1+1

bkWk(x) = −2j−1l, åñëè x ∈ I−j−1,

ãäå I−j−1 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ è mes(I−j−1) = 2−j−σ.

Ïóñòü I−j−1 =
rj⋃
i=1

Iji, ãäå Iji � äâîè÷íûå èíòåðâàëû è mes(Iji) = 2−σj , i = 1, 2, . . . , rj. ßñíî,

÷òî rj = 2σj−σ−j.

Âûáåðåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà mj è nj+1, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

mj > max{σj, nj + 1}, (mj − σj) � ÷åòíîå, (1.2.8)

2j|l|2−
mj−σj

2 < δ, (1.2.9)

a2nj+1 ≥ 2j|l|2−
mj+σj

2 > a2nj+1 , (1.2.10)

nj+1 > mj + σj − σ − j. (1.2.11)

Äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà Iji, i = 1, . . . , rj, ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.2.2 ïðè m = mj, n = nj+1,

i = i− 1, ïîëó÷èì ïîëèíîìû

P̃ji(x) =
2nj+1+i2mj−1∑

k=2nj+1+(i−1)2mj

αkWk(x), i = 1, 2, . . . , rj.

Ïîëîæèì

Q1(x) :=
2nj+1−1∑
k=2nj+1

a2nj+1Wk(x), Q2(x) := 2jl

rj∑
i=1

P̃ji(x),

Q3(x) :=
2nj+1+1−1∑

k=2nj+1+rj2
mj

2j|l|2−
mj+σj

2 Wk(x)

è ðàññìîòðèì ïîëèíîì

Pj(x) =
2nj+1+1−1∑

2nj+1

bkWk(x) := Q1(x) +Q2(x) +Q3(x). (1.2.12)
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Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, èç (1.2.10), (1.2.12) è ëåììû 1.2.2 ïîëó-

÷àåì

b2nj+1 = a2nj+1 , |bk−1| ≥ |bk| ≥ ak äëÿ âñåõ 2nj+1 < k < 2nj+1+1. (1.2.13)

Èç (1.1.3) è (1.1.2) ñëåäóåò, ÷òî

Q1(x) = 0 äëÿ âñåõ x > 2−nj+1, (1.2.14)

2nj+1+(i+1)2mj−1∑
k=2nj+1+i2mj

Wk(x) = W2nj+1+i2mj (x)
2mj−1∑
k=0

Wk(x) = 0, åñëè i < 2nj+1−mj è x > 2−mj .

Ïîýòîìó èç (1.2.1), (1.2.8), (1.2.12) è ëåììû 1.2.2 èìååì

Q3(x) = 0 ïðè x > 2−n0 , (1.2.15)

Pj(x) = 2jl, åñëè x ∈ I+
j ⊂ I−j−1, mes(I+

j ) = 2−1mes(I−j−1) = 2−j−1mes(I), (1.2.16)

Pj(x) = −2jl, åñëè x ∈ I−j ⊂ I−j−1, mes(I−j ) = 2−1mes(I−j−1) = 2−j−1mes(I), (1.2.17)

Pj(x) = 0, åñëè x 6∈ [0, 2−n0 ] ∪ I−j−1. (1.2.18)

Òî÷íî òàêæå ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè x ∈ [2−(nj+1), 1] ⊃ [2−n0 , 1], òî

P̂j(x) :=
2nj+1+1−1∑
k=2nj+1

|bk|Wk(x) = Q1(x) + 2j|l|2−
mj+σj

2

2nj+1+1−1∑
k=2nj+1

Wk(x) = 0. (1.2.19)

Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëèíîìîâ Q1 è Q3, ñ ó÷åòîì (1.1.4) è (1.2.10) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî

x ∈ (0, 1]

S∗(Q1, x) ≤
2a2nj+1

x
, (1.2.20)

S∗(Q3, x) ≤ 2j|l|2−
mj+σj

2
2

x
≤

2a2nj+1

x
. (1.2.21)

Ïóñòü x ∈ I−j−1, òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî i0 èìååì x ∈ Iji0 . Â ñèëó ëåììû 1.2.2

S∗(2jlPji, x) ≤ 2j|l|2−
mj−σj

2 ïðè i 6= i0 è S∗(2jlPji0 , x) ≤ 2j|l|C.

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî Pji(x) = 0 ïðè i 6= i0, èç (1.2.9) è (1.2.12) ïîëó÷àåì

S∗(Q2, x) ≤ δ + 2j|l|C. Êîìáèíèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñ (1.2.14), (1.2.15), (1.2.20) è

(1.2.21), ñ ó÷åòîì (1.2.1) ïîëó÷àåì, ÷òî

S∗(Pj, x) ≤
2a2nj+1

x
+ δ + 2j|l|C äëÿ âñåõ x ∈ I−j−1. (1.2.22)
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Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

S∗(Pj, x) ≤
2a2nj+1

x
+ δ, åñëè x 6∈ [0, 2−n0 ] ∪ I−j−1,

S∗(P̂j, x) ≤
2a2nj+1

x
, åñëè x > 2−n0 .

Ïóñòü ε ∈ (0, 1) � íåêîòîðîå ÷èñëî. Ïîëîæèì q = [log2 ε
−1] è ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû

P (x) :=

q∑
j=0

Pj(x) =
2nq+1+1−1∑
k=2n0

bkWk(x), P̂ (x) :=
2nq+1+1−1∑
k=2n0

|bk|Wk(x).

Èç (1.2.4)�(1.2.6) è (1.2.16)�(1.2.18) ñëåäóåò, ÷òî

P (x) = l, åñëè x ∈ E := I \ I−q ,

P (x) = 0, åñëè x 6∈ [0, 2−n0 ] ∪ I.

ßñíî, ÷òî mes(E) = mes(I) − 2−(q+1)mes(I) ≥ (1 − ε)mes(I), ýòî îçíà÷àåò (ñì. òàêæå

(1.2.13), (1.2.7) è (1.2.19)), ÷òî ïîëèíîì P (x) óäîâëåòâîðÿåò ïóíêòàì 1�3 è 6 ëåììû

1.2.3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ I è

S∗(P, x) =

∣∣∣∣∣
i−1∑
j=0

Pj(x) +
M∑

k=2ni+1

bkWk(x)

∣∣∣∣∣
äëÿ íåêîòîðûõ i < q è M . Òîãäà â ñèëó (1.2.16)�(1.2.18) è (1.2.22) èìååì

S∗(P, x) ≤

∣∣∣∣∣
i−1∑
j=0

Pj(x)

∣∣∣∣∣+ S∗(Pi, x) ≤ 2a2n0+1

x
+ δ + 2q|l|(C + 1) ≤ 2a2n0+1

x
+ δ +

|l|C1

ε
.

Îñòàëüíûå ïóíêòû ëåììû äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ëåììà 1.2.3 äîêàçàíà. �

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî {(∆, l, ε)}, çàâèñÿùåå îò òðåõ ïàðàìåòðîâ, ãäå ∆ ïðîáåãàåò âñå

äâîè÷íûå èíòåðâàëû, ëåâûé êîíåö êîòîðûõ îòëè÷åí îò íóëÿ, l ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ

íåíóëåâûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, à ε � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èíòåðâàëà (0, 1).

Ïðîíóìåðîâàâ ýòî ìíîæåñòâî, ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(∆1, l1, ε1), (∆2, l2, ε2), . . . , (∆m, lm, εm), . . . (1.2.23)

Â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòû îòëè÷íû äðóã îò äðóãà, íî ïàðàìåòðû, ñòîÿùèå â

ðàçíûõ ýëåìåíòàõ â îäèíàêîâûõ ìåñòàõ, ìîãóò ñîâïàäàòü.

48



Ëåììà 1.2.4 Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {an} ìîíîòîííî ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ. Òîãäà ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû

Pm(x) =

Nm+1∑
k=Nm+1

bkWk(x), m = 1, 2, . . . ,

è ìíîæåñòâà {Gm}∞m=1 è {Em}∞m=1, ïðè÷åì Gm ⊃ Gm−1, mes(Gm) → 1, ∆m ⊂ Gm

(G0 = ∅, N1 = −1), òàêèå, ÷òî

1. b0 = a0, |bk−1| ≥ |bk| ≥ ak äëÿ âñåõ k ∈ N;

2. Pm(x) = lm, åñëè x ∈ Em ⊂ ∆m, mes(Em) > (1− εm)mes(∆m), m ∈ N;

3. Pm(x) = 0, åñëè x ∈ Gm \∆m, m ∈ N;

4. S∗(Pm, x) ≤ 2−m +
C|lm|
εm

, åñëè x ∈ ∆m, m > 1;

5. S∗(Pm, x) ≤ 2−m, åñëè x ∈ Gm \∆m, m > 1;

6. P̂m(x) :=

Nm+1∑
k=Nm+1

|bk|Wk(x) = 0, åñëè x ∈ Gm, m ∈ N;

7. S∗(P̂m, x) ≤ 2−m åñëè x ∈ Gm, m > 1,

ãäå C � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∆m =

[
km
2σm

,
km + 1

2σm

]
, m ∈ N. Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî

n0 > σ1 è ðàññìîòðèì ïîëèíîì

Q0(x) :=
2n0−1∑
k=0

a0Wk(x).

ßñíî, ÷òî (ñì. (1.1.3)) Q0(x) = 0, åñëè x ∈ (2−n0 , 1) è ∆1 ⊂ (2−n0 , 1). Äëÿ èíòåðâàëà

∆1, ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.2.3 ïðè ε = ε1, δ = 2−2 è l = l1, ïîëó÷èì ìíîæåñòâî E1 ⊂ ∆1 è

ïîëèíîìû

R1(x) =
2r1−1∑
k=2n0

βkWk(x), R̂1(x) =
2r1−1∑
k=2n0

|βk|Wk(x),

îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

i) β2n0 = a2n0 , |βk−1| ≥ |βk| ≥ ak, 2n0 < k < 2r1 ;

ii) R1(x) = l1, åñëè x ∈ E1, mes(E1) > (1− ε1)mes(∆1);
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iii) R1(x) = 0, åñëè x 6∈ ∆1 ∪ [0, 2−n0 ];

iv) R̂1(x) = 0, åñëè x > 2−n0 .

Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n1 > r1, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì n1 > σ2 è
√
a2n1 < min{2−σ2 , 2−5}, è ðàññìîòðèì ïîëèíîì Q1(x) :=

2n1−1∑
k=2r1

a2r1Wk(x). ßñíî, ÷òî

Q1(x) = 0 äëÿ âñåõ x > 2−n0 (ñì. (1.1.3)).

Ïîëîæèì

P1(x) :=
2n1−1∑
k=0

bkWk(x) ≡ Q0(x) +R1(x) +Q1(x), G1 := [2−n0 , 1].

Î÷åâèäíî, ÷òî óòâåðæäåíèÿ 1�3 è 6 ëåììû 1.2.4, ïðè k = 1 âûïîëíÿþòñÿ.

Äîïóñòèì, ÷òî óæå ïîñòðîåíû ïîëèíîìû Pi(x) =
2ni−1∑
k=2ni−1

bkWk(x), i = 1, 2, . . . ,m − 1,

ïðè÷åì ÷èñëà ni óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

ni > σi+1, i = 1, 2, . . . ,m− 1, (1.2.24)

√
a2ni < min{2−σi+1 , 2−(i+4)}, i = 1, 2, . . . ,m− 1. (1.2.25)

Ïîëîæèì

Gm := [2−nm−1 , 1] ∩ [
√
a2nm−1 , 1]. (1.2.26)

Ïîñêîëüêó ëåâûé êîíåö èíòåðâàëà ∆m îòëè÷åí îò íóëÿ, òî èç (1.2.24) è (1.2.25) ñëåäóåò,

÷òî ∆m ⊂ Gm. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.2.3 ê èíòåðâàëó ∆m (ïðè ε = εm, δ = 2−m−1 è l = lm)

ïîëó÷èì ìíîæåñòâî Em ⊂ ∆m è ïîëèíîìû

Rm(x) =
2rm−1∑
k=2nm−1

βkWk(x), R̂m(x) =
2rm−1∑
k=2nm−1

|βk|Wk(x),

îáëàäàþùèìè ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

A) β2nm−1 = a2nm−1 è |βk−1| ≥ |βk| ≥ ak, åñëè 2nm−1 < k < 2rm ;

B) Rm(x) = lm, åñëè x ∈ Em ⊂ ∆m, mes(Em) > (1− εm)mes(∆m);

C) Rm(x) = 0, åñëè x 6∈ ∆m ∪ [0, 2−nm−1 ];

D) S∗(Rm, x) ≤ 2a2nm−1

x
+ 2−m−1 +

C|lm|
εm

, åñëè x ∈ ∆m;

E) S∗(Rm, x) ≤ 2a2nm−1

x
+ 2−m−1, åñëè x 6∈ ∆m ∪ [0, 2−nm−1 ];
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F) R̂m(x) = 0 è S∗(R̂m, x) ≤ 2a2nm−1

x
, åñëè x > 2−nm−1 .

Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî nm > rm òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü òàêæå íåðàâåíñòâà

nm > σm+1 è
√
a2nm < min{2−σm+1 , 2−m−4}. Ïóñòü

Qm(x) :=
2nm−1∑
k=2rm

a2rmWk(x).

Èç (1.1.3), (1.1.4), (1.2.26) è óñëîâèÿ rm > nm−1 ïîëó÷èì, ÷òî

Qm(x) = 0, åñëè x ∈ Gm, (1.2.27)

S∗(Qm, x) ≤ 2a2rm

x
≤ 2a2nm−1

x
äëÿ âñåõ x ∈ (0, 1], (1.2.28)

Gm−1 ⊂ Gm è mes(Gm)→ 1.

Ïîëîæèì

Pm(x) := Rm(x) +Qm(x), m ∈ N.

Òàê, ïî èíäóêöèè, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî m îïðåäåëÿþòñÿ ïîëèíîìû Pm(x) è ìíî-

æåñòâà Gm è Em. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1�7 ëåììû 1.2.4.

Ïóíêò 1 íåìåäëåííî ñëåäóåò èç i), A) è ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}. Òàê êàê

∆m ⊂ Gm, òî ñ ó÷åòîì (1.2.27) è B) ïîëó÷àåì, ÷òî

Pm(x) = lm, åñëè x ∈ Em ⊂ ∆m, mes(Em) > (1− εm)mes(∆m).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì Pm(x) = 0, åñëè x ∈ Gm \ ∆m. Äëÿ ìàæîðàíòû ÷àñòè÷íûõ ñóìì

ïîëèíîìà Pm èìååì (ñì. D) è (1.2.28)), ÷òî ïðè x ∈ ∆m

S∗(Pm, x) ≤ S∗(Rm, x) + S∗(Qm, x) ≤ 2a2nm−1

x
+ 2−m−1 +

C|lm|
εm

+
2a2nm−1

x
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ òàêæå (1.2.25), (1.2.26) è ∆m ⊂ Gm, ïîëó÷èì, ÷òî

S∗(Pm, x) ≤ 4
√
a2nm−1 + 2−m−1 +

C|lm|
εm

< 2−m +
C|lm|
εm

, åñëè x ∈ ∆m.

Îñòàëüíûå ïóíêòû ëåììû 1.2.4 äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ëåììà 1.2.4 äîêàçàíà. �

Ëåììà 1.2.5 Ïóñòü
{
Pm(x)

}∞
m=1

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ, ïîëó÷åííûõ â ëåì-

ìå 1.2.4, à g � ïî÷òè âñþäó êîíå÷íàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà [0, 1]. Òî-

ãäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë 0 < ε < 1, δ > 0 è m ∈ N ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà

m1,m2, . . . ,mj è ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1], óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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a) m < m1 < m2 < · · · < mj;

b)

∣∣∣∣∣g(x)−
j∑

k=1

Pmk(x)

∣∣∣∣∣ < δ, åñëè x ∈ E, mes(E) > 1− ε;

c) S∗

(
j∑

k=1

Pmk , x

)
≤ C|g(x)|

ε
+ ε äëÿ âñåõ x ∈ E,

ãäå C � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε ∈ (0, 1) � íåêîòîðîå ÷èñëî. Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî

p òàê, ÷òîáû
1

2p
<
ε

4
. (1.2.29)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíå÷íîå ðàçáèåíèå èíòåðâàëà [2−p, 1] íà ïîïàðíî íåïåðå-

ñåêàþùèåñÿ äâîè÷íûå èíòåðâàëû I1, . . . , Ij, íåíóëåâûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà d1, . . . , dj è

ìíîæåñòâî E0 òàêèå, ÷òî

E0 ⊂ [2−p, 1], mes(E0) > 1− ε

4
, (1.2.30)

|g(x)− dk| < min

{
δ,
ε2

C

}
, åñëè x ∈ Ik ∩ E0, k = 1, 2, . . . , j, (1.2.31)

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ èç ëåììû 1.2.4. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî k, 1 ≤ k ≤ j, â ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè (1.2.23) ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà

(Ik, dk, εr1), (Ik, dk, εr2), . . . , (Ik, dk, εrn), . . . ,

ãäå

εrn ≥ ε, n = 1, 2, . . . , è lim
n→∞

εrn = ε. (1.2.32)

Ïóñòü {Pm}, {Gm} è {Em} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îïðåäåëåííûå â ëåììå 1.2.4, à íà-

òóðàëüíîå ÷èñëî m0 > m âûáðàíî íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû 2−m0 < ε. Â ñèëó ëåììû

1.2.4 è (1.2.32), ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî áîëüøîå n òàêîå, ÷òî äëÿ mk := rn > mk−1 âû-

ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

mes(Gmk) > 1− ε

4
, (1.2.33)

Pmk(x) = dk, åñëè x ∈ Emk , (1.2.34)

ãäå

Emk ⊂ Ik, mes(Emk) > (1− εmk)mes(Ik) > (1− ε)mes(Ik)−
ε

4j
, (1.2.35)
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Pmk(x) = 0, åñëè x ∈ Gmk \ Ik, (1.2.36)

S∗(Pmk , x) ≤ 2−mk +
C|dk|
εmk

≤ 2−mk +
C|dk|
ε

, åñëè x ∈ Ik, (1.2.37)

S∗(Pmk , x) ≤ 2−mk , åñëè x ∈ Gmk \ Ik. (1.2.38)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî

E := E0 ∩Gm1 ∩
(
∪jk=1Emk

)
.

Èç (1.2.29) è (1.2.35) ñëåäóåò, ÷òî

mes

(
j⋃

k=1

Emk

)
≥

j∑
k=1

(
(1− ε)mes(Ik)−

ε

4j

)
> 1− 3

2
ε.

Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (1.2.30) è (1.2.33) ïîëó÷àåì, ÷òî mes(E) > 1− 2ε.

Ïóñòü x ∈ E, òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî i, 1 ≤ i ≤ j, èìååì x ∈ Emi . Â ñèëó (1.2.31),

(1.2.34) è (1.2.36), ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Gm1 ⊂ Gm2 ⊂ · · · ⊂ Gmj è Imk ⊂ Gmk , ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣∣g(x)−
j∑

k=1

Pmk(x)

∣∣∣∣∣ = |g(x)− Pmi(x)| < δ.

Íàêîíåö, èç (1.2.31), (1.2.37) è (1.2.38) âûòåêàåò, ÷òî

S∗

(
j∑

k=1

Pmk , x

)
≤ S∗(Pmi , x) +

j∑
k=1
k 6=i

S∗(Pmk , x) ≤

≤ 2−mi +
C|di|
ε

+

j∑
k=1
k 6=i

2−mk ≤ 2ε+
C|g(x)|

ε
.

Ëåììà 1.2.5 äîêàçàíà. �

1.2.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2.1

Ïóñòü

{
Pm(x) =

Nm+1∑
k=Nm+1

bkWk(x)

}∞
m=1

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ, ïîñòðîåííàÿ â

ëåììå 1.2.4. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.2.1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü (ñì. ïóíêò 1 ëåììû

1.2.4), ÷òî ðÿä
∞∑
k=0

|bk|Wk(x) ≡
∞∑
m=1

P̂m(x) (1.2.39)
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ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî çíàêîâ â êëàññå ïî÷òè âñþäó êîíå÷íûõ èçìåðè-

ìûõ ôóíêöèé. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {γm} è íàòóðàëüíîå

÷èñëî i0 òàê, ÷òîáû

1 > γ1 > γ2 > · · · ,
∞∑
m=1

γm < +∞, mes(Gi0) > 1− γ1 (1.2.40)

({Gm} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ, ïîñòðîåííàÿ â ëåììå 1.2.4).

Ïóñòü f(x) � ïî÷òè âñþäó êîíå÷íàÿ, èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà [0, 1]. Â

ñèëó ëåììû 1.2.5, äëÿ ôóíêöèè g(x) = f(x) −
i0∑

m=1

P̂m(x) (ε = γ1, δ = γ2
2 , m = i0)

ñóùåñòâóþò ïîëèíîìû Pm0
1
(x), Pm0

2
(x), . . . , Pm0

k0
(x), i0 < m0

1 < · · · < m0
k0
, è ìíîæåñòâî E1

òàêèå, ÷òî

mes(E1) > 1− γ1, (1.2.41)∣∣∣∣∣f(x)−
i0∑

m=1

P̂m(x)−
k0∑
j=1

Pm0
j
(x)

∣∣∣∣∣ < γ2
2 , åñëè x ∈ E1. (1.2.42)

Âîçüìåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî i1 > m0
k0

òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü òàêæå íåðàâåíñòâà

2−i1 < γ2 è mes(Gi1) > 1− γ2 (âñïîìíèì, ÷òî mes(Gm)→ 1). Ïîëîæèì

E ′1 := E1 ∩Gi0 , J1 := {m : i0 < m ≤ i1} \ {m0
1,m

0
1, . . . ,m

0
k0
}, (1.2.43)

Q1(x) :=

i0∑
m=1

P̂m(x) +

k0∑
j=1

Pm0
j
(x) +

∑
m∈J1

P̂m(x). (1.2.44)

Èç (1.2.40)�(1.2.44) è ïóíêòà 6) ëåììû 1.2.4 ñëåäóåò, ÷òî

|f(x)−Q1(x)| ≤ γ2
2 äëÿ âñåõ x ∈ E ′1 è mes(E ′1) > 1− 2γ1.

Äîïóñòèì, ÷òî óæå îïðåäåëåíû ÷èñëî ip, ìíîæåñòâî E ′p è ïîëèíîì Qp(x) òàê, ÷òî

2−ip < γp+1, mes(Gip) > 1− γp+1, E ′p ⊂ Gip−1 , mes(E ′p) > 1− 2γp, (1.2.45)∣∣∣∣∣f(x)−
p∑
j=1

Qj(x)

∣∣∣∣∣ ≤ γ2
p+1, åñëè x ∈ E ′p. (1.2.46)

Â ñèëó ëåììû 1.2.5, äëÿ ôóíêöèè g(x) = fp(x) := f(x) −
p∑
j=1

Qj(x) (ε = γp+1, δ = γ2
p+2,

m = ip) ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà ip < mp
1 < mp

2 < · · · < mp
kp

è ìíîæåñòâî Ep+1

òàêèå, ÷òî

mes(Ep+1) > 1− γp+1, (1.2.47)
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∣∣∣∣∣f(x)−
p∑
j=1

Qj(x)−
kp∑
j=1

Pmpj (x)

∣∣∣∣∣ < γ2
p+2 äëÿ âñåõ x ∈ Ep+1, (1.2.48)

S∗

(
kp∑
j=1

Pmpj , x

)
≤ C|fp(x)|

γp+1

+ γp+1 äëÿ âñåõ x ∈ Ep+1. (1.2.49)

Ïóñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî ip+1 > mkpp âûáðàíî òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü òàêæå íåðàâåíñòâà

2−ip+1 < γp+2 è mes(Gip+1) > 1− γp+2. Ïîëîæèì

Jp+1 := {m ∈ N : ip < m ≤ ip+1} \ {mp
1,m

p
2, . . . ,m

p
kp
},

Qp+1(x) :=

kp∑
j=1

Pmpj (x) +
∑

m∈Jp+1

P̂m(x), (1.2.50)

E ′p+1 := Ep+1 ∩Gip , E ′′p+1 := E ′p+1 ∩ E ′p. (1.2.51)

Èç (1.2.45), (1.2.47) è (1.2.51) ñëåäóåò, ÷òî

mes(E ′p+1) > 1− 2γp+1, mes(E ′′p+1) > 1− 2γp − 2γp+1. (1.2.52)

ßñíî, ÷òî åñëè m > ip, òî P̂m(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ Gip (ñì. ëåììó 1.2.4). Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì

(1.2.48), (1.2.50) è (1.2.51) ïîëó÷àåì∣∣∣∣∣f(x)−
p+1∑
j=1

Qj(x)

∣∣∣∣∣ ≤ γ2
p+2, åñëè x ∈ E ′p+1. (1.2.53)

Ïóñòü x ∈ E ′′p+1, òîãäà â ñèëó (1.2.46), (1.2.49) è (1.2.51) èìååì, ÷òî

S∗

(
kp∑
j=1

Pmpj , x

)
≤
Cγ2

p+1

γp+1

+ γp+1 ≤ C1γp+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (1.2.50), ïåðâîãî íåðàâåíñòâà (1.2.45) è ïóíêòà 7) ëåììû 1.2.4 çàêëþ-

÷àåì, ÷òî

S∗(Qp+1, x) ≤ C1γp+1 +
∞∑

m=ip+1

2−m ≤ (C1 + 1)γp+1 äëÿ âñåõ x ∈ E ′′p+1. (1.2.54)

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà F ′ :=
∞⋃
m=1

∞⋂
p=m

E ′p è F ′′ :=
∞⋃
m=1

∞⋂
p=m

E ′′p , (E
′′
1 = [0, 1]). Î÷åâèäíî,

÷òî mes(F ′) = mes(F ′′) = 1 (ñì. (1.2.40) è (1.2.52)). Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (1.2.53) è

(1.2.54), çàêëþ÷àåì, ÷òî ðÿä

∞∑
k=0

αkWk(x) ≡
∞∑
j=1

Qj(x)
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íà ìíîæåñòâå F ′∩F ′′ ñõîäèòñÿ ê f(x) è mes(F ′∩F ′′) = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðÿä (1.2.39) ÿâ-

ëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî çíàêîâ â êëàññå ïî÷òè âñþäó êîíå÷íûõ èçìåðèìûõ

ôóíêöèé (òàê êàê |αk| = |bk| äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ k).

Òåîðåìà 1.2.1 äîêàçàíà. �

1.3 Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ

ðÿäÿìè ïî H -ñèñòåìàì

1.3.1 Ââåäåíèå

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû òèïà Õààðà, ïîñòðîåííûå íà äèàäè÷åñêèõ

ñèñòåìàõ ïðîñòðàíñòâ îäíîðîäíîãî òèïà.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1 Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Íåîòðèöàòåëüíàÿ ñèììåò-

ðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ρ : X ×X → R íàçûâàåòñÿ êâàçèìåòðèêîé, åñëè

1) ρ(x, y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y;

2) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ K òàêàÿ, ÷òî

ρ(x, y) ≤ K (ρ(x, z) + ρ(z, y)) äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(x, r) := {y ∈ X : ρ(x, y) < r} øàð ñ öåíòðîì x è ðàäèóñîì r.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ρ � êâàçèìåòðèêà ñ êîýôôèöèåíòîì K > 1, òî øàð B(x, r) ìîæåò

áûòü íåîòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Â ðàáîòå [28] äîêàçàío, ÷òî äëÿ ëþáîé êâàçèìåòðèêè ρ

ñóùåñòâóåò òàêàÿ êâàçèìåòðèêà ρ′, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ρ, è âñå øàðû îòíîñèòåëüíî ρ′

ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå øàðû � îòêðûòûå

ìíîæåñòâà.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ, µ), ãäå ρ � êâàçèìåòðèêà, à µ � íåêîòîðàÿ

áîðåëîâàÿ σ-êîíå÷íàÿ ìåðà, îïðåäåëåííàÿ íà íåêîòîðîé σ-àëãåáðå ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-

ñòâà X, íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì îäíîðîäíîãî òèïà, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ A

56



òàêàÿ, ÷òî

µ(B(x, 2r)) ≤ Aµ(B(x, r)) < +∞ äëÿ âñåõ x ∈ X è r > 0. (1.3.1)

Ìû áóäåì ïðåäïîëaãàòü, ÷òî ìåðà µ ðåãóëÿðíàÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.3.2 Ïóñòü (X, ρ, µ) � íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíîãî òèïà.

Ñåìåéñòâî D =
⋃
j∈Z

D j íàçûâàåòñÿ äèàäè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ñ ïàðàìåòðîì δ ∈ (0, 1) â

ïðîñòðàíñòâå X, åñëè êàæäîå D j ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì áîðåëîâûõ ìíîæåñòâ Q ⊂ X,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

d1) äëÿ êàæäîãî j ∈ Z ìíîæåñòâà â D j ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è X =
⋃

Q∈Dj

Q;

d2) åñëè Q ∈ D j è i < j, òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Q̃ ∈ D i òàêîå, ÷òî Q ⊂ Q̃;

d3) ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ j ∈ Z è Q ∈ D j ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî 1 ≤ card{Q′ ∈ D j+1 : Q′ ⊂ Q} ≤ N ;

d4) ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå a1 è a2 òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî Q ∈ D j, j ∈ Z, ñóùåñò-

âóþò øàðû B(x1, r1) è B(x2, r2) òàêèå, ÷òî

B(x1, r1) ⊂ Q ⊂ B(x2, r2), r1 ≥ a1δ
j, r2 ≤ a2δ

j.

Ïåðâûå íåòðèâèàëüíûå êîíñòðóêöèè äèàäè÷åñêèõ ñåìåéñòâ áûëè ðàññìîòðåíû â [29].

Â ðàáîòàõ [30]�[33] äàíî îïðåäåëåíèå ñèñòåìû òèïà Õààðà, ñîîòâåòñòâóþùåé äèàäè-

÷åñêîé ñèñòåìå D , è èññëåäîâàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòîé ñèñòåìû.

Ïóñòü D � íåêîòîðîå äèàäè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñ ïàðàìåòðîì δ â ïðîñòðàíñòâå îäíîðîä-

íîãî òèïà X. Äëÿ Q ∈ D j, j ∈ Z, îáîçíà÷èì

L (Q) := {Q′ ∈ D j+1 : Q′ ⊂ Q}.

Ïîëîæèì

D̃ j := {Q ∈ D j : card(L (Q)) > 1}, D̃ :=
⋃
j∈Z

D̃ j.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â D íå ñóùåñòâóþò îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà ñ ïîëîæèòåëü-

íîé ìåðîé. Ýòî îçíà÷àåò (ñì. òàêæå d4)), ÷òî äëÿ êàæäîãî Q ∈ D ñóùåñòâóåò n(Q) ∈ N

òàêîå, ÷òî Q ∈ D̃n(Q), ò.å.

D = D̃ . (1.3.2)
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Îïðåäåëåíèå 1.3.3 Ñèñòåìà ïðîñòûõ, èçìåðèìûõ ôóíêöèé H = {h}, îïðåäåëåííûõ

íà X, íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé òèïà Õààðà (H -ñèñòåìîé), ñâÿçàííîé ñ ñèñòåìîé D , åñëè:

(h1) äëÿ êàæäîãî h ∈ H ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííîå j = j(h) ∈ Z è ìíîæåñòâî Q =

Q(h) ∈ D̃ j òàêèå, ÷òî {x ∈ X : h(x) 6= 0} ⊂ Q, è ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ ìíîæåñòâ èç D j+1. Áîëåå òîãî, êàæäàÿ ôóíêöèÿ h ïîñòîÿííà íà êàæäîì

ìíîæåñòâå Q′ ∈ L (Q(h));

(h2) äëÿ êàæäîãî Q ∈ D̃ ñóùåñòâóþò MQ := card(L (Q)) − 1 ≥ 1 ôóíêöèé h ∈ H ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ (h1). Ìíîæåñòâî ýòèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç H (Q);

(h3)
∫
X
hdµ = 0 äëÿ êàæäîãî h ∈H ;

(h4) åñëè äëÿ êàæäîãî Q ∈ D̃ îáîçíà÷èì ÷åðåç VQ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî òåõ ôóíê-

öèé, îïðåäåëåííûõ íà Q, êîòîðûå ïîñòîÿííû íà êàæäîì Q′ ∈ L (Q), òî ñèñòåìà{
1Q√
µ(Q)

}
∪H (Q) ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â VQ (1Q � õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Q).

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà òèïà Õààðà, ñâÿçàííàÿ ñ äàííîé ñèñòåìîé D , ìîæåò áûòü íå åäèí-

ñòâåííîé.

Í.Ê. Áàðè áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáàÿ ï.â. êîíå÷íàÿ íà [0, 1], èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ

ïðåäñòàâèìà ðÿäîì ïî ñèñòåìå Õààðà, ñõîäÿùèìñÿ ê ýòîé ôóíêöèè ï.â. [1, ñ. 527]. Çàòåì

Ô.Ã. Àðóòþíÿíîì [22] ýòà òåîðåìà áûëà óñèëåíà è äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ï.â. êîíå÷íîé

íà [0, 1], èçìåðèìîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ï.â. íà [0, 1] ðÿä ïî

ñèñòåìå Õààðà, òàêîé, ÷òî

∞∑
n=0

anχn(x) = f(x) ï.â. íà [0, 1].

Â ðàáîòàõ [34]�[36] ýòîò ðåçóëüòàò Àðóòþíÿíà ðàñïðîñòðàíåí íà äðóãèå ñèñòåìû, ñî-

äåðæàùèå â ñåáå ñèñòåìó Õààðà. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì âîïðîñû ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé

àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè ïî H -ñèñòåìàì è äëÿ íèõ äîêàæåì àíàëîã òåîðåìû

Àðóòþíÿíà. Òî÷íåå, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 1.3.4 ([134]) Ïóñòü (X, ρ, µ) � íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíîãî òèïà,

D � äèàäè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñ ïàðàìåòðîì δ â ïðîñòðàíñòâå X, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-

âèþ (1.3.2), à H = {h} � íåêîòîðàÿ ñèñòåìà òèïà Õààðà, ñâÿçàííàÿ ñ ñèñòåìîé D .

Òîãäà äëÿ ëþáîé ï.â. êîíå÷íîé íà X èçìåðèìîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ðÿä
∑
h∈H

ahh ïî

ñèñòåìå H , êîòîðûé ï.â. àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ è

∑
h∈H

ahh(x) = f(x) ï.â. íà X.

Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà k0 îáîçíà÷èì (ñì. (h1))

Hk0 := {h ∈H : j(h) ≥ k0}.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî òåîðåìà 1.3.4 ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà 1.3.5 ([134]) Ïóñòü (X, ρ, µ) � íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíîãî òèïà,

D � äèàäè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñ ïàðàìåòðîì δ â ïðîñòðàíñòâå X, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-

âèþ (1.3.2), à H = {h} � íåêîòîðàÿ ñèñòåìà òèïà Õààðà, ñâÿçàííàÿ ñ ñèñòåìîé D .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî k0 ∈ Z è ëþáîé ï.â. êîíå÷íîé íà X èçìåðèìîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò

ðÿä
∑

h∈Hk0

ahh ïî ñèñòåìå Hk0, êîòîðûé ï.â. àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ è

∑
h∈Hk0

ahh(x) = f(x) ï.â. íà X.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îáîáùåííîé ñèñòåìû Õàððà (ñì., íàïðèìåð, [37]). Ïóñòü {pk}

� íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ óñëîâèåì pk ≥ 2, k ∈ N. Äîïóñòèì

m0 = 1 è mk = mk−1pk, k ∈ N. Òîãäà ëþáîå ÷èñëî x ∈ [0, 1) åäèíñòâåííûì îáðàçîì

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

x =
∞∑
k=1

xk
mk

, ãäå xk ∈ {0, 1, . . . , pk − 1}, k ∈ N,

è äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ k ∈ N èìååò ìåñòî xk 6= pk − 1. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

n = mk + r(pk+1 − 1) + s− 1, ãäå 0 ≤ r ≤ mk − 1, 1 ≤ s ≤ pk+1 − 1, ïîëîæèì

χn(x) := χkr,s(x) :=


√
mk exp

(
2πixk+1

pk+1
s
)
, êîãäà x ∈

[
r
mk
, r+1
mk

)
,

0, êîãäà x 6∈
[
r
mk
, r+1
mk

)
.

(1.3.3)
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Ïîëàãàÿ χ0(x) ≡ 1, ïîëó÷èì îáîáùåííóþ ñèñòåìó Õààðà {χn(x)}∞n=0, ïîðîæäåííóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë pk ≥ 2. Ïðè pk = 2, k ∈ N, ýòà ñèñòåìà ñîâïàäàåò

ñ êëàññè÷åñêîé ñèñòåìîé Õààðà. Â ðàçäåëå 3.3 ìû áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìû åäèíñòâåí-

íîñòè äëÿ îáîáùåííîé ñèñòåìû Õààðà, à òàêæå äëÿ ñèñòåìû Âèëåíêèíà. Çäåñü äëÿ îáîá-

ùåííîé ñèñòåìû Õààðà îòìåòèì îäèí ðåçóëüòàò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì

ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1.3.5.

Ïóñòü {pk} � íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ óñëî-

âèåì pk ≥ 2, a íàòóðàëüíûå ÷èñëà jk óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 2jk−1 < mk ≤ 2jk , k ∈ N.

Ïîëîæèì D j = {[0, 1)}, åñëè j < j1 è

D jk = D jk+1 = · · · = D jk+1−1 =

{[
i− 1

mk

,
i

mk

)
: i = 1, 2, . . . ,mk

}
, k = 1, 2, . . .

ßñíî, ÷òî åñëè jk ≤ j < jk+1 è Q ∈ D j, òî

2−j ≤ 1

mk

= µQ ≤ max{pk}
mk+1

≤ max{pk}
2jk+1−1

≤ max{pk}
2j

,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî D =
∞⋃
j=0

D j ÿâëÿåòñÿ äèàäè÷åñêîé ñèñòåìîé íà [0, 1) ñ ïàðàìåòðîì δ =

2−1, à îáîáùåííàÿ ñèñòåìà Õààðà H = {χn(x)}, ïîðîæäåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {pk},

ÿâëÿåòñÿ H -ñèñòåìîé, ñâÿçàííîé ñ D . Èç òåîðåìû 1.3.5 è âûøåñêàçàííîãî â ÷àñòíîñòè

ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.3.6 ([134]) Ïóñòü H = {χn}∞n=0 � îáîáùåííàÿ ñèñòåìà Õààðà, ïîðîæäåí-

íàÿ îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {pk}. Òîãäà äëÿ ëþáîé ï.â. êîíå÷íîé íà [0, 1)

èçìåðèìîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä
∞∑
n=0

anχn(x) òàêîé, ÷òî

∞∑
n=0

anχn(x) = f(x) ï.â. íà [0, 1).

1.3.2 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ïóñòü D � íåêîòîðàÿ äèàäè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ïàðàìåòðîì δ ∈ (0, 1) â ïðîñòðàíñòâå

îäíîðîäíîãî òèïà X, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (1.3.2). Èç îïðåäåëåíèÿ H -ñèñòåìû

íåòðóäíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùóþ ëåììó, (ñì. [33, ëåììà 3.2]).
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Ëåììà 1.3.7 Ïóñòü H = {h} � íåêîòîðàÿ ñèñòåìà òèïà Õààðà, ñâÿçàííàÿ ñ D .

Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè h ∈H

|h(x)| ≤ C√
µ(Q(h))

äëÿ âñåõ x ∈ Q(h).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h ∈ H è Q := Q(h) ∈ D j. Â ñèëó (h1) è d3), ñóùåñòâóåò

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ÷èñåë {dQ′ : Q′ ∈ L (Q)} òàêîå, ÷òî

h(x) =
∑

Q′∈L (Q)

dQ′1Q′(x).

Ïîñêîëüêó H � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà, òî

‖h‖2
2 =

∑
Q′∈L (Q)

|dQ′ |2µ(Q′) = 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (1.3.1) è îïðåäåëåíèÿ äèàäè÷åñêîé ñèñòåìû D ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñò-

âóåò ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ Q′ ∈ L (Q) âûïîëíÿåòñÿ

µ(Q′) ≤ µ(Q) ≤ Cµ(Q′).

Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî Q′ ∈ L (Q) èìååì |dQ′| ≤
1√
µ(Q′)

≤ C1√
µ(Q)

. Ñëåäîâàòåëüíî,

|h(x)| ≤ C√
µ(Q(h))

äëÿ âñåõ x ∈ Q(h). Ëåììà 1.3.7 äîêàçàíà. �

Ëåììà 1.3.8 Ïóñòü H = {h} � íåêîòîðàÿ ñèñòåìà òèïà Õààðà, ñâÿçàííàÿ ñ D . Òîãäà

äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε ∈ (0, 1) è äëÿ êàæäîãî Q ∈ D ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî Q′ ⊂ Q è

ïîëèíîì PQ =
k∑
i=1

∑
h∈H (Qi)

bhh ïî ñèñòåìå H òàêèå, ÷òî:

1) Q′ ∈ D è µ(Q′) < εµ(Q);

2) PQ(x) = 1 , åñëè x ∈ Q \Q′;

3) P̃Q(x) :=
k∑
i=1

∑
h∈H (Qi)

|bhh(x)| ≤ C

ε
äëÿ âñåõ x ∈ Q;

4) P̃Q(x) = 0, åñëè x 6∈ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî Q ∈ D îáîçíà÷èì ÷åðåç Q∗ òî ìíîæåñòâî èç L (Q),

äëÿ êîòîðîãî

µ(Q∗) = min{µ(Q′) : Q′ ∈ L (Q)}

61



(åñëè ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî òàêèõ ìíîæåñòâ, òî áóäåì áðàòü îäíî èç íèõ). Èç (1.3.1) è

d4) íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó

µ(Q∗) ≤ µ(Q) ≤ C1µ(Q∗). (1.3.4)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

FQ(x) =


1, åñëè x ∈ Q \Q∗,

−µ(Q \Q∗)
µ(Q∗)

, åñëè x ∈ Q∗,

0, åñëè x 6∈ Q.

(1.3.5)

ßñíî, ÷òî ∫
X

FQdµ =

∫
Q

FQdµ = 0, (1.3.6)

ïîýòîìó èç (h4) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèþ FQ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé ôîðìå:

FQ(x) =
∑

h∈H (Q)

dQ,hh(x).

Èç ëåììû 1.3.7 è (1.3.5) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî h ∈H (Q)

|dQ,h| =
∣∣∣∣∫
Q

FQhdµ

∣∣∣∣ ≤ C√
µ(Q)

∫
Q

|FQ|dµ ≤
2C√
µ(Q)

µ(Q) ≤ 2C
√
µ(Q).

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ òàêæå d3), ïîëó÷èì

F̃Q(x) :=
∑

h∈H (Q)

|dQ,hh(x)| ≤ 2NC2 äëÿ âñåõ x ∈ Q.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C3 òàêàÿ, ÷òî

F̃Q(x) ≤ C3 ≤ C3|FQ(x)| äëÿ âñåõ x ∈ Q. (1.3.7)

Ïóñòü ε ∈ (0, 1) è Q ∈ D . Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà {Qm} ⊂ D ñëåäóþùèì îáàçîì:

Q0 = Q, Qm := Q∗m−1, m = 1, 2, . . . (1.3.8)

(ò.å. m-é ïîòîìîê Q ñ íàèìåíüøåé ìåðîé), è îáîçíà÷èì

k := min{m : µ(Qm+1) < εµ(Q)}. (1.3.9)

Èç (1.3.5) è (1.3.8) ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî ïîî÷åðåäíî âûáðàòü ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà l0, l1, . . . , lk,

òàê, ÷òîáû l0 = 1 è äëÿ êàæäîãî m ≤ k

m∑
i=0

liFQi(x) = 1, åñëè x ∈ Q \Q∗m. (1.3.10)
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëèíîì

PQ(x) :=
k∑
i=0

∑
h∈H (Qi)

bhh(x) ≡
k∑
i=0

liFQi(x) =
k∑
i=0

li
∑

h∈H (Qi)

dQi,hh(x)

è ìíîæåñòâî Q′ := Qk+1 óäîâëåòâîðÿþò ïóíêòàì 1), 2) è 4) ëåììû 1.3.8. Ïðèñòóïèì ê

äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà 3).

Ïóñòü x0 � íåêîòîðûé ýëåìåíò èç Q, òîãäà ëèáî x0 ∈ Qm \ Qm+1 äëÿ íåêîòîðîãî

m ∈ {0, 1, . . . , k}, ëèáî x0 ∈ Qk+1. Åñëè x0 ∈ Q0 \ Q1, òî äëÿ âñåõ ôóíêöèèé h ∈ H (Qi),

i = 1, 2, . . . , k, èìååì, ÷òî h(x0) = 0. Ïîýòîìó èç (1.3.7) ïîëó÷èì, ÷òî

P̃Q(x0) = F̃Q0(x0) ≤ C3 ≤
C3

ε
.

Åñëè æå x0 ∈ Qm \ Qm+1 è 1 ≤ m ≤ k, òî èç (1.3.5) è (1.3.10) ñëåäóåò, ÷òî liFQi(x0) < 0

äëÿ âñõ i ∈ 0, 1, . . . ,m− 1, òàê êàê li > 0, à FQi(x0) < 0 ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ òàêæå (1.3.6),

ïîëó÷èì

0 =

∫
Q

m−1∑
i=0

liFQidµ = µ(Q \Qm) +

∫
Qm

m−1∑
i=0

liFQidµ ≤ µ(Q)−
m−1∑
i=0

|liFQi(x0)|µ(Qm).

Îòêóäà ñ ó÷åòîì (1.3.9) ïîëó÷èì

m−1∑
i=0

|liFQi(x0)| ≤ 1

ε
.

Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. òàêæå (1.3.10))

k∑
i=0

|liFQi(x0)| =
m∑
i=0

|liFQi(x0)| ≤
m−1∑
i=0

|liFQi(x0)|+ 1 +
m−1∑
i=0

|liFQi(x0)| ≤ 3

ε
.

Ïóñòü òåïåðü x0 ∈ Qk+1, òîãäà èç (1.3.5) è (1.3.6) ïîëó÷èì

0 =

∫
Q

k∑
i=0

liFQidµ = µ(Q \Qk+1) +

∫
Qk+1

k∑
i=0

liFQidµ ≤ µ(Q)−
k∑
i=0

|liFQi(x0)|µ(Qk+1).

Ó÷èòûâàÿ (1.3.4) è (1.3.9), ïîëó÷èì

k∑
i=0

|liFQi(x0)| ≤ µ(Q)

µ(Qk+1)
≤ C1µ(Q)

µ(Qk)
≤ C1

ε
.

Èç ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ è (1.3.7) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Q

P̃Q(x) =
k∑
i=0

∑
h∈H (Qi)

|lidQi,hh(x)| ≤ C3

k∑
i=0

|li||FQi(x)| ≤ C4

ε
.

Ëåììà 1.3.8 äîêàçàíà. �
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Ëåììà 1.3.9 Ïóñòü Q ∈ D è f � íåêîòîðàÿ èçìåðèìàÿ ïî÷òè âñþäó êîíå÷íàÿ ôóíê-

öèÿ íà Q. Òîãäà äëÿ ëþáûõ N ∈ N, δ > 0 è ε ∈ (0, 1) ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî R ⊂ Q è

ïîëèíîì

P (x) =
∑
h∈Ω

dhh(x)

ïî H -ñèñòåìå, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. j(h) > N äëÿ âñåõ h ∈ Ω (ñì. (h1));

2. µ(R) > (1− ε)µ(Q);

3. |P (x)− f(x)| < δ äëÿ âñåõ x ∈ R;

4.
∑
h∈Ω

|dhh(x)| ≤ C|f(x)|
ε

, åñëè x ∈ R;

5.
∑
h∈Ω

|dhh(x)| = 0, åñëè x 6∈ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëèðîâêè ëåììû ñëåäóåò, ÷òî, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè,

ìîæíî ñ÷èòàòü ôóíêöèþ f íåîòðèöàòåëüíîé. Äîïóñòèì, ÷èñëî M âûáðàíî òàê, ÷òîáû

µ{x ∈ Q : f(x) > M} < ε

10
µ(Q). (1.3.11)

Âûáåðåì ÷èñëà β0, β1, . . . , βn, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

0 = β0 < β1 < · · · < βn = M, βi − βi−1 < δ, i = 1, 2, . . . , n, (1.3.12)

è îáîçíà÷èì

m := min
1≤i≤n

µ(Ei), ãäå Ei := {x ∈ Q : βi−1 ≤ f(x) < βi}, i = 1, 2, . . . , n. (1.3.13)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî m > 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì

ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ìíîæåñòâà Ei, äëÿ êîòîðûõ µ(Ei) > 0). Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà

Ei (i = 1, 2, . . . , n) èçìåðèìûå, à ìåðà µ ðåãóëÿðíàÿ, òî äëÿ êàæäîãî i ñóùåñòâóåò îòêðû-

òîå ìíîæåñòâî Gi òàêîå, ÷òî

Ei ⊂ Gi è µ(Gi \ Ei) <
ε

10n
m. (1.3.14)
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Ìîæíî óñòàíîâèòü (ñì., íàïðèìåð, [31, ëåììà 2.3]), ÷òî äëÿ êàæäîãî i (i = 1, 2, . . . , n)

ñóùåñòâóþò ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà {Qα}α∈Ii òàêèå, ÷òî

{Qα}α∈Ii ⊂
⋃
j>N

D j,
⋃
α∈Ii

Qα ⊂ Gi è µ
(
Gi \

( ⋃
α∈Ii

Qα

))
= 0. (1.3.15)

Òàê êàê ìíîæåñòâà Qα, α ∈ Ii, ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, à µGi < ∞ (ñì. (1.3.13) è

(1.3.14)), òî èç (1.3.15) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Ĩi ìíîæåñòâà

èíäåêñîâ Ii òàêîå, ÷òî

µ
( ⋃
α∈Ĩi

Qα

)
=
∑
α∈Ĩi

µQα > µGi −
ε

10
µEi. (1.3.16)

Ïóñòü α ∈ Ĩi. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Qα ∩Q = ∅, òî Qα ⊂
n⋃
k=1

(Gk \Ek). ßñíî òàêæå, ÷òî

åñëèQα ⊂ Qβ äëÿ íåêîòîðîãî β ∈ Ĩj, òîQα ⊂ Gi∩Gj ⊂
n⋃
k=1

(Gk\Ek), òàê êàê ìíîæåñòâà Ei,

i = 1, 2, . . . , n, ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ äèàäè÷åñêîé

ñèñòåìû ñëåäóåò: åñëè Q′, Q′′ ∈ D , òî ëèáî Q′ ∩ Q′′ = ∅, ëèáî îäíî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ

ïîäìíîæåñòâîì äðóãîãî. Ïîýòîìó, åñëè èç Ĩi èñêëþ÷èì òå α, äëÿ êîòîðûõ Qα∩Q = ∅ èëè

Qα ⊂ Qβ äëÿ íåêîòîðîãî β ∈ Ĩj, j 6= i, è îáîçíà÷èì îñòàâøååñÿ ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâ Ĩi

÷åðåç I ′i, òî ñ ó÷åòîì (1.3.13)�(1.3.16) ïîëó÷èì, ÷òî Qα ⊂ Q äëÿ âñåõ α ∈ I ′i, i = 1, 2, . . . , n,

Qα ∩Qβ = ∅ äëÿ âñåõ α, β ∈
n⋃
i=1

I ′i, α 6= β, (1.3.17)

µ
(
Ei ∩

( ⋃
α∈I′i

Qα

))
≥ µ(Ei)− µ

( ⋃
α∈Ii\I′i

Qα

)
> µ(Ei)−

ε

10
µ(Ei)−

−
n∑
k=1

µ(Gk \ Ek) > µ(Ei)−
ε

10
µ(Ei)−

ε

10
µ(Ei) >

(
1− ε

4

)
µ(Ei).

(1.3.18)

Äëÿ êàæäîãî α ∈
⋃n
i=1 I

′
i, ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.3.8 äëÿ ìíîæåñòâà Qα è ÷èñëà

ε

2
, ïîëó÷èì

ìíîæåñòâî Q′α ⊂ Qα è ïîëèíîì PQα =
∑
h∈Γα

bhh, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

Q′α ∈ D è µ(Q′α) <
ε

2
µ(Qα), (1.3.19)

PQα(x) = 1 äëÿ âñåõ x ∈ Qα \Q′α, (1.3.20)

P̃Qα(x) =
∑
h∈Γα

|bhh(x)| ≤ C

ε
äëÿ âñåõ x ∈ Qα, (1.3.21)

P̃Qα(x) = 0, åñëè x 6∈ Qα. (1.3.22)
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

R :=
n⋃
i=1

(
Ei
⋂( ⋃

α∈I′i

Qα \Q′α
))
. (1.3.23)

Èç (1.3.11), (1.3.18) è (1.3.19) ñëåäóåò, ÷òî

µ(R) ≥
n∑
i=1

(1− ε

4

)
µ(Ei)−

∑
α∈I′i

ε

2
µ(Qα)

 ≥ (1− ε)µ(Q).

Ïîëîæèì

P (x) :=
∑
h∈Ω

dhh(x) ≡
n∑
i=1

βi−1

∑
α∈I′i

PQα(x) =
n∑
i=1

βi−1

∑
α∈I′i

∑
h∈Γα

bhh(x). (1.3.24)

Èç (1.3.12), (1.3.13), (1.3.17), (1.3.20)�(1.3.23) ñëåäóåò, ÷òî ïîëèíîì P (x) óäîâëåòâîðÿåò

âñåì ïóíêòàì ëåììû 1.3.9.

Ëåììà 1.3.9 äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 1.3.10 Åñëè â ôîðìóëèðîâêå ëåììû 1.3.9 ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ |f(x)| ≤M äëÿ âñåõ x ∈ Q, òî ïóíêò 4 ëåììû 1.3.9 ìîæíî çàìåíèòü óñëîâèåì

∑
h∈Ω

|dhh(x)| ≤ CM

ε
äëÿ âñåõ x ∈ Q,

êîòîðîå ñëåäóåò èç (1.3.21), (1.3.22) è (1.3.24).

1.3.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3.5

Ïóñòü f � íåêîòîðàÿ ï.â. êîíå÷íàÿ, èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, à k0 ∈ Z. Äëÿ êàæäîãî

Q ∈ Dk0 îáîçíà÷èì

fQ(x) := f(x)1Q(x).

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà Q â Dk0 ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

äëÿ êàæäîé ôóíêöèè fQ ñóùåñòâóåò ðÿä
∑
h∈ΓQ

ahh, ãäå ΓQ � ìíîæåñòâî òåõ ôóíêöèé èç

H , äëÿ êîòîðûõ {x : h(x) 6= 0} ⊂ Q, êîòîðûé àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ è

∑
h∈ΓQ

ahh(x) = fQ(x) ï.â. íà X.

Ïóñòü {εn} � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñ óñëîâèåì

1 > ε1 > ε2 > · · · ,
∞∑
n=1

εn < +∞. (1.3.25)
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Ïîëîæèì dh = 0 äëÿ âñåõ h ∈H (Q) =: Ω0 (ñì. (h2)) è P0 :=
∑

h∈Ω0
dhh ≡ 0.

Äîïóñòèì, óæå îïðåäåëåíû ïîëèíîìû Pk =
∑
h∈Ωk

dhh, k = 0, 1, 2, . . . ,m − 1, è ÷èñ-

ëà Nk := max{j(h) : h ∈ Ωk}. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.3.9 ê ôóíêöèè fQ(x) −
m−1∑
k=0

Pk(x)

è ÷èñëàì N = Nm−1, δ = ε2
m+1 è ε = εm, ïîëó÷èì ìíîæåñòâî Rm ⊂ Q è ïîëèíîì

Pm(x) =
∑
h∈Ωm

dhh(x), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

min{j(h) : h ∈ Ωm} > Nm−1, (1.3.26)

µ(Rm) > (1− εm)µ(Q), (1.3.27)∣∣∣fQ(x)−
m∑
k=0

Pk(x)
∣∣∣ < ε2

m+1 äëÿ âñåõ x ∈ Rm, (1.3.28)

∑
h∈Ωm

|dhh(x)| ≤ C

εm

∣∣∣fQ(x)−
m−1∑
k=0

Pk(x)
∣∣∣, åñëè x ∈ Rm, (1.3.29)

∑
h∈Ωm

|dhh(x)| = 0, åñëè x 6∈ Q. (1.3.30)

Òàêèì îáðàçîì, ïî èíäóêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïîëèíîìû Pm è ìíîæåñòâà Rm,m = 1, 2, . . .,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (1.3.26)�(1.3.30).

Ðàññìîòðèì ðÿä

∑
h∈ΓQ

ahh(x) ≡
∞∑
m=1

Pm(x) =
∞∑
m=1

∑
h∈Ωm

dhh(x) (1.3.31)

è ìíîæåñòâî R :=
∞⋃
n=1

∞⋂
m=n

Rm. Èç (1.3.25) è (1.3.27) ñëåäóåò, ÷òî µ(R) = µ(Q).

Ó÷èòûâàÿ (1.3.28) è (1.3.29), äëÿ âñåõ x ∈ Rm ∩Rm−1 ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

∑
h∈Ωm

|dhh(x)| ≤ C

εm
ε2
m = Cεm,

êîòîðîå âìåòå ñ (1.3.25) è (1.3.30) îáåñïå÷èâàþò àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà (1.3.31)

ï.â. íà X. Èç (1.3.25), (1.3.28) è (1.3.30) ïîëó÷èì, ÷òî ñóììà ðÿäà (1.3.31) íà ìíîæåñòâå

R ÿâëÿåòñÿ fQ(x).

Òåîðåìà 1.3.5 äîêàçàíà. �
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1.4 Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà Lp(0, 1),

p ∈ (0, 1), ðÿäàìè Óîëøà

1.4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïðåäñòàâëåíèÿ ðÿäàìè Óîëøà ôóíêöèé

ïðîñòðàíñòâà Lp(0, 1), p ∈ (0, 1), â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ðàáîòå [40]

À.À. Òàëàëÿíîì áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Lp[0, 1],

p ∈ (0, 1), ñóùåñòâóåò ðÿä ïî ëþáîé ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå {ϕn(x)}∞n=1,

ñõîäÿùèéñÿ ê f â ìåòðèêå Lp[0, 1]. Çàòåì Ì.Ã. Ãðèãîðÿíîì áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4.A (Ì.Ã. Ãðèãîðÿí, [41]). Ïî ïðîèçâîëüíîé ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé

ñèñòåìå {ϕn(x)}∞n=1 ñóùåñòâóåò ðÿä

∞∑
n=1

anϕn(x),
∞∑
n=1

|an|r < +∞ ïðè âñåõ r > 2,

êîòîðûé óíèâåðñàëåí âî âñåõ ïðîñòðàíñòâàõ Lp[0, 1], 0 < p ≤ 1, îäíîâðåìåííî îòíîñè-

òåëüíî ïåðåñòàíîâîê è ïîäðÿäîâ â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïðîñòðàíñòâà Lp.

Äëÿ ñèñòåìû Óîëøà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.4.1 ([135]). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {an} ìî-

íîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è
∞∑
n=0

a2
n = ∞. Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà γn = ±1 òàêèå,

÷òî äëÿ ëþáîãî p ∈ (0, 1) ðÿä
∞∑
n=0

γnanWn(x) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî

ïîäðÿäîâ â êëàññå Lp(0, 1) â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïðîñòðàíñòâà Lp(0, 1).

Àíàëîãè÷íûå âîïðîñû äëÿ ñèñòåìû Õààðà áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [136]. Òàì

äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4.2 ([136]). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} òàêîâà, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ

x ∈ [0, 1] âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

∞∑
n=1

a2
nχ

2
n(x) =∞ è anχn(x)→ 0.
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî p ∈ (0, 1) ðÿä ïî ñèñòåìå Õààðà
∞∑
n=1

anχn(x) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì

îòíîñèòåëüíî ïîäðÿäîâ â êëàññå Lp(0, 1) â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïðîñòðàíñòâà Lp(0, 1).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.4.1 ìû ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé.

Ëåììà 1.4.3 Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {an} ìîíîòîííî ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ è
∞∑
n=0

a2
n =∞, à ϕ(x) =

j∑
k=1

lk1Ik(x) � ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ

íà [0, 1], ãäå {Ik}jk=1 � íåïåðåñåêàþùèåñÿ äâîè÷íûå èíòåðâàëû. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë

N ∈ N, p ∈ (0, 1) è α > 0 ñóùåñòâóåò ïîëèíîì

Q(x) =
M∑
n=N

δnanWn(x), ãäå δn = 0 èëè ± 1,

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

1)

∫ 1

0

|ϕ(x)−Q(x)|pdxy < α;

2) sup
m≤M

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

n=N

δnanWn(x)

∣∣∣∣∣
p

dx ≤ C

∫ 1

0

|ϕ(x)|pdx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ(x) =
j∑

k=1

lk1Ik(x) � ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, à p ∈ (0, 1),

N ∈ N, è α > 0 � íåêîòîðûå ÷èñëà. Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε ∈ (0, 1) òàê, ÷òîáû

(2(C + 1)|lk|)pε1−p <
α

4
, k = 1, 2, . . . , j, (1.4.1)

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ èç ëåììû 1.1.13.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , j(
C|lk|
ε

+ 1

)p
mes(Ik) <

∫ 1

0

|ϕ(x)|pdx =: Ap. (1.4.2)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðåäñòàâèì èíòåðâàëû Ik â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ,

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ (1.4.2). Âûáåðåì δ ∈ (0, 1) òàê, ÷òîáû

δ < min{|lk| : |lk| 6= 0, k = 1, 2, . . . , j}, (1.4.3)

j∑
k=1

(
εδ2mes(Ik)

)p/2
< min{α/2, Ap}, (1.4.4)

δp < min{α/4, Ap}. (1.4.5)
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Ñîãëàñíî ëåììå 1.1.13, äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, . . . , j ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà Ek è ïîëèíîìû

ïî ñèñòåìå Óîëøà

Qk(x) =

Nk+1∑
n=Nk+1

δnanWn(x), Pk(x) =

Nk+1∑
n=Nk+1

bnWn(x)

(ãäå δn = 0,±1) òàêèå, ÷òî

Pk(x) = 0, åñëè x 6∈ Ik, (1.4.6)

|Pk(x)− lk| < δ, åñëè x ∈ Ek ⊂ Ik, mes(Ek) > (1− ε)mes(Ik), (1.4.7)

S∗(Pk, x) < δ, åñëè x 6∈ Ik, (1.4.8)

S∗(Pk, x) <
C|lk|
ε

+ δ, åñëè x ∈ Ik, (1.4.9)

‖Qk − Pk‖2
2 < εδ2mes(Ik). (1.4.10)

Èç (1.4.1), (1.4.3), (1.4.5)�(1.4.7) è (1.4.9) ïîëó÷àåì∫ 1

0

|Pk(x)− lk1Ik(x)|pdx =

∫
Ik

|Pk(x)− lk|pdx ≤

≤ δpmes(Ek) +

(
C|lk|
ε

+ δ

)p
mes(Ik \ Ek) + |lk|pmes(Ik \ Ek) ≤

≤ δpmes(Ik) +

((
(C + 1)|lk|

ε

)p
+ |lk|p

)
εmes(Ik) ≤

≤ (δp + (2(C + 1)|lk|)pε1−p)mes(Ik) <
α

2
mes(Ik).

(1.4.11)

Òàê êàê (ñì. (1.4.10))∫ 1

0

|Qk(x)− Pk(x)|pdx ≤
{∫ 1

0

|Qk(x)− Pk(x)|2dx
}p/2

≤
(
εδ2mes(Ik)

)p/2
, (1.4.12)

òî ñ ó÷åòîì (1.4.11) ïîëó÷àåì∫ 1

0

|Qk(x)− lk1Ik(x)|pdx ≤ α

2
mes(Ik) +

(
εδ2mes(Ik)

)p/2
. (1.4.13)

Ïîëîæèì

Q(x) =
M∑
n=N

δnanWn(x) ≡
j∑

k=1

Qk(x). (1.4.14)

Èç (1.4.14), (1.4.13) è (1.4.4) ñëåäóåò, ÷òî∫ 1

0

|Q(x)−ϕ(x)|pdx ≤
j∑

k=1

∫ 1

0

|Qk(x)− lk1Ik(x)|p dx ≤
j∑

k=1

(α
2

mes(Ik) +
(
εδ2mes(Ik)

)p/2) ≤
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≤ α

2
+

j∑
k=1

(
εδ2mes(Ik)

)p/2
< α.

Èç (1.4.3), (1.4.6), (1.4.7) è (1.4.9) èìååì∫ 1

0

|Pk(x)|pdx ≤ (|lk|+ δ)pmes(Ek) +

(
C|lk|
ε

+ δ

)p
ε ·mes(Ik) ≤

≤ ((|lk|+ δ)p + ((C + 1)|lk|)p) mes(Ik) ≤ C1|lk|pmes(Ik).

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ òàêæå (1.4.12), ïîëó÷àåì∫ 1

0

|Qk(x)|pdx ≤
∫ 1

0

|Pk(x)|pdx+

∫ 1

0

|Qk(x)−Pk(x)|pdx ≤ C1|lk|pmes(Ik) +
(
εδ2mes(Ik)

)p/2
.

Ïóñòü

sup
m≤Nj

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

n=N

δnanWn(x)

∣∣∣∣∣
p

dx =

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m0∑
n=N

δnanWn(x)

∣∣∣∣∣
p

dx

è Nk < m0 ≤ Nk+1. Òîãäà, ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, (1.4.9), (1.4.8), (1.4.4),

(1.4.12), (1.4.2) è (1.4.5) ïîëó÷àåì

sup
m

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

n=N

δnanWn(x)

∣∣∣∣∣
p

dx ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
k−1∑
i=1

Qi(x)

∣∣∣∣∣
p

dx+

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m0∑

n=Nk+1

δnanWn(x)

∣∣∣∣∣
p

dx ≤

≤
k−1∑
i=1

∫ 1

0

|Qi(x)|pdx+

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m0∑

n=Nk+1

(δnan − bn)Wn(x)

∣∣∣∣∣
p

dx+

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m0∑

n=Nk

bnWn(x)

∣∣∣∣∣
p

dx ≤

≤
k−1∑
i=1

(
C1|li|pmes(Ii) + (εδ2mes(Ii))

p/2
)

+ ‖Qk − Pk‖p2 +
(C|lk|

ε
+ δ
)p

mes(Ik)+

+δpmes([0, 1] \ Ik) ≤ C3Ap.

Ëåììà 1.4.3 äîêàçàíà. �

1.4.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4.1

Ïóñòü p ∈ (0, 1) � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, à {αn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëü-

íûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðîé lim
n→∞

αn = 0. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ñòóïåí÷àòûõ

ôóíêöèé

fn(x) =
Mn∑
k=1

β
(n)
k 1

I
(n)
k

(x) (1.4.15)

ñ ðàöèîíàëüíûìè çíà÷åíèÿìè β(n)
k è äâîè÷íûìè èíòåðâàëàìè ïîñòîÿíñòâà I(n)

k (ãäå I(n)
k ∩

I
(n)
m = ∅ ïðè k 6= m). Òîãäà, â ñèëó ëåììû 1.4.3, äëÿ êàæäîé ôóíêöèè fk(x), k = 1, 2, . . . ,
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èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.4.15) ñóùåñòâóåò ïîëèíîì

Pk(x) =

Nk+1∑
Nk+1

δnanWn(x), δn = 0 èëè ± 1,

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì ∫ 1

0

|fk(x)− Pk(x)|pdx < αk, (1.4.16)

sup
Nk<m≤Nk+1

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

n=Nk+1

δnanWn(x)

∣∣∣∣∣
p

dx < C

∫ 1

0

|fk(x)|pdx. (1.4.17)

Ïîëîæèì

γn =


δk, åñëè δk 6= 0,

1, åñëè δk = 0,

è ïîêàæåì, ÷òî ðÿä
∞∑
n=0

γnanWn(x) (1.4.18)

ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî ïîäðÿäîâ â ïðîñòðàíñòâå Lp(0, 1), p ∈ (0, 1).

Ïóñòü f ∈ Lp(0, 1) è {ηk} � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî

η1 > η2 > . . . , ηk → 0 ïðè k →∞. (1.4.19)

Âûáåðåì n1 íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü
∫ 1

0

|f(x)−fn1(x)|pdx < η1 è αn1 < η1.

ßñíî, ÷òî∫ 1

0

|f(x)− Pn1(x)|pdx ≤
∫ 1

0

|f(x)− fn1(x)|pdx+

∫ 1

0

|fn1(x)− Pn1(x)|pdx < 2η1.

Äîïóñòèì, ÷òî óæå îïðåäåëåíû ÷èñëà n1, n2, ..., nk−1, äëÿ êîòîðûõ∫ 1

0

∣∣∣∣∣f(x)−
k−1∑
i=1

Pni(x)

∣∣∣∣∣
p

< 2ηk−1. (1.4.20)

Âûáåðåì ÷èñëî nk òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü

αnk < ηk è
∫ 1

0

∣∣∣∣∣f(x)−
k−1∑
i=1

Pni(x)− fnk(x)

∣∣∣∣∣
p

< ηk. (1.4.21)

Èç (1.4.16) è (1.4.21) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò∫ 1

0

∣∣∣∣∣f(x)−
k∑
i=1

Pni(x)

∣∣∣∣∣
p

≤ ηk + αnk < 2ηk. (1.4.22)
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Äàëåå, èç (1.4.21) ñ ó÷åòîì (1.4.19) è (1.4.20) ïîëó÷àåì∫ 1

0

|fnk(x)|pdx ≤ ηk + 2ηk−1 < 3ηk−1.

Êîìáèíèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñ (1.4.17), ïîëó÷èì

sup
Nnk<m≤Nnk+1

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
m∑

n=Nnk+1

δnanWn(x)

∣∣∣∣∣∣
p

dx < Cηk−1. (1.4.23)

Òàêèì îáðàçîì, ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì ïîëèíîìû Pnk , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

(1.4.22) è (1.4.23).

Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

bnWn(x) ≡
∞∑
k=1

Pnk(x) =
∞∑
k=1

Nnk+1∑
Nnk+1

δnanWn(x), (1.4.24)

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîäðÿäîì ðÿäà (1.4.18) è äîêàæåì, ÷òî îí ñõîäèòñÿ ê f .

Ïóñòü M � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è äëÿ íåêîòîðîãî k èìååò ìåñòî Nnk < M ≤

Nnk+1
. Òîãäà èç (1.4.22) è (1.4.23) ñëåäóåò, ÷òî

∫ 1

0

∣∣∣∣∣f(x)−
M∑
n=1

bnWn(x)

∣∣∣∣∣
p

dx ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣∣f(x)−
k−1∑
i=1

Pni(x)

∣∣∣∣∣
p

dx+

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
M∑

n=Nk+1

δnanWn(x)

∣∣∣∣∣
p

dx ≤

≤ 2ηk−1 + Cηk−1 = C1ηk−1,

îòêóäà ñ ó÷åòîì (1.4.19) ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä (1.4.24) ñõîäèòñÿ ê f â ìåòðèêå Lp(0, 1).

Òåîðåìà 1.4.1 äîêàçàíà. �
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Ãëàâà 2

Òåîðåìû èñïðàâëåíèÿ

2.1 Òåîðåìû èñïðàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå L1(0, 1)

2.1.1 Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì �èñïðàâëåíèÿ� ôóíêöèè ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ åå

ñâîéñòâ. Íàïîìíèì, ÷òî ýòà èäåÿ ïðèíàäëåæèò Í. Ëóçèíó (ñì. [42]). Èì â 1912 ã. áûë

ïîëó÷åí çíàìåíèòûé ðåçóëüòàò (C-câîéñòâî Ëóçèíà), ñîãëàñíî êîòîðîìó ëþáóþ èçìåðè-

ìóþ, ïî÷òè âñþäó êîíå÷íóþ ôóíêöèþ ïóòåì èçìåíåíèÿ åå çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå ñêîëü

óãîäíî ìàëîé ìåðû ìîæíî ïðåâðàòèòü â íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ.

Òåîðåìà 2.1.A (C-câîéñòâî Ëóçèíà). Äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé, ï.â. êîíå÷íîé íà [0, 1]

ôóíêöèè f(x) è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ñ ìåðîé

mes(E) > 1− ε è íåïðåðûâíàÿ íà [0, 1] ôóíêöèÿ g(x), ñîâïàäàþùàÿ ñ f(x) íà E.

Äàëåå â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû (ñì. [43]�[56]).

Â 1939 ã. Ä.Å. Ìåíüøîâ [43] äîêàçàë ñëåäóþùóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.1.B (óñèëåííîå C-câîéñòâî Ìåíüøîâa). Ïóñòü f(x) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ,

êîíå÷íàÿ ïî÷òè âñþäó íà [0, 2π]. Êàêîâî áû íè áûëî ε > 0, ìîæíî îïðåäåëèòü íåïðåðûâ-

íóþ ôóíêöèþ g(x), ñîâïaäàþùóþ ñ f(x) íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå E, mes(E) > 2π − ε,

è òàêóþ, ÷òî åå ðÿä Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà

[0, 2π].
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Çàìåòèì, ÷òî â ýòèõ òåîðåìàõ ìíîæåñòâî E çàâèñèò îò ôóíêöèè f . Çàòåì òåîðåìû

èñïðàâëåíèÿ ðàçâèâàëèñü â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ: 1) âîçìîæíîñòü âûáîðà �èñêëþ÷èòåëü-

íîãî� ìíîæåñòâà E0 (íà êîòîðîì �èñïðàâëÿåòñÿ� ôóíêöèÿ f íåêîòîðîãî êëàññà ôóíêöèé

F ) íåçàâèñÿùèì îò f ; 2) èçìåíèòü ôóíêöèþ íà ìíîæåñòâå ìàëîé ìåðû ñ öåëüþ óëó÷-

øåíèÿ ñâîéñòâ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ íîâîé ôóíêöèè (íàïðèìåð, ìîíîòîííîñòü

ìîäóëåé âñåõ èëè íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ).

Â 1988 ã. Ì.Ã. Ãðèãîðÿí äîêàçàë, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò óñèëåí-

íûì L1-ñâîéñòâîì ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé. Îíî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: äëÿ ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 2π] ñ ìåðîé mes(E) > 2π − ε òàêîå, ÷òî äëÿ

êàæäîé ôóíêöèè f(x) ∈ L1[0, 2π] ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ g(x) ∈ L1[0, 2π], ñîâïàäàþ-

ùóþ ñ f(x) íà E, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ñõîäèòñÿ ê íåé ïî

L1[0, 2π]-íîðìå (ñì. [50]).

Áîëåå òîãî, â ðàáîòå [54] äîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà

îáëàäàåò óñèëåííûì L1-ñâîéñòâîì.

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ L1(0, 1), ðÿä Ôóðüå�Óîëøà êîòîðîé íå ñõî-

äèòñÿ â L1(0, 1) (ñì., íàïðèìåð, [9]). Ì.Ã. Ãðèãîðÿíîì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.1.C (Ì.Ã. Ãðèãîðÿí, [57], [58]). Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóåò èçìå-

ðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé mes(E) > 1 − ε òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè

f ∈ L1(0, 1) ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ f̃ ∈ L1(0, 1), ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E, òàêóþ, ÷òî åå

ðÿä Ôóðüå�Óîëøà ñõîäèòñÿ ïî íîðìå L1(0, 1) è ïî÷òè âñþäó íà [0, 1], è âñå íåíóëåâûå

÷ëåíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå âíîâü ïîëó÷åííîé ôóíêöèè

ïî ñèñòåìå Óîëøà ðàñïîëîæåíû â óáûâàþùåì ïîðÿäêå.

Äëÿ ñèñòåìû Ôàáåðà�Øàóäåðà {ϕn(x)} â [80] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.1.D ( Ì.Ã. Ãðèãîðÿí, Â.Ã. Êðîòîâ, [80]). Ïóñòü bk ↘ 0,
∞∑
k=1

bk
k

=∞. Òîãäà

äëÿ êàæäîãî ε > 0 è äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé, ïî÷òè âñþäó êîíå÷íîé íà [0, 1] ôóíêöèè

f(x) ìîæíî îïðåäåëèòü íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ

f̃ (x)
C
=
∞∑
k=0

Ak(f̃)ϕk(x)

ñ ìåðîé mes{x : f(x) 6= f̃(x)} < ε òàêóþ, ÷òî |Ak(f̃)| = bk ∀ k ∈ Spec(f̃).
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Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðÿäû ïî ñèñòåìå Óîëøà
∞∑
n=0

anWn(x), êîýôôèöèåíòû

êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

a0 ≥ a1 ≥ . . . ≥ an ≥ . . . , lim
n→∞

an = 0. (2.1.1)

è
∞∑
n=0

a2
n =∞. (2.1.2)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.1.1 ([135]). Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} âûïîëíÿþòñÿ (2.1.1) è

(2.1.2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî E ∈ [0, 1], mes(E) > 1 − ε,

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ f̃ ∈ L1(0, 1) è ÷èñëà

δn = 0 èëè ±1 òàêèå, ÷òî f̃(x) = f(x) äëÿ x ∈ E, à ðÿä
∞∑
n=0

δnanWn(x) ñõîäèòñÿ ê

ôóíêöèè f̃ â ìåòðèêå L1(0, 1).

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå æàäíîãî (greedy) àëãîðèòìà.

Ïóñòü Ψ = {ψk(x)}∞k=0 � áàçèñ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X. Äëÿ êàæäîãî f ∈ X

áóäåì èìåòü ðàçëîæåíèå

f =
∞∑
k=0

ck(f)ψk.

Ïåðåñòàíîâêó íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë σ = {σ(k)}∞k=1 íàçîâåì óáûâàþùåé, åñëè

|cσ(k)(f)| ≥ |cσ(k+1)(f)|, k = 0, 1, 2, . . .

Ìíîæåñòâî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê îáîçíà÷èì ÷åðåç D(f,Ψ). Â ñëó÷àå ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ

D(f,Ψ) ñîäåðæèò òîëüêî îäíó óáûâàþùóþ ïåðåñòàíîâêó. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà f ∈ X

è äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ ∈ D(f,Ψ) îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåëèíåéíûõ îïå-

ðàòîðîâ {Gm(f,Ψ, σ)}∞m=0 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Gm(x, f) = Gm(x, f,Ψ, σ) :=
m∑
k=0

cσ(k)(f)ψσ(k)(x).

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Gm(x, f) çàâèñèò îò σ. Ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ ýëåìåíòà f ∈ X

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {Gm(f,Ψ, σ)}∞m=0 íàçûâàåòñÿ æàäíûì àëãîðèòìîì. Ãîâîðÿò, ÷òî

æàäíûé àëãîðèòì ôóíêöèè f ïî ñèñòåìå Ψ ñõîäèòñÿ â X, åñëè ïðè íåêîòîðîì σ ∈

D(f,Ψ) èìååì

lim
m→∞

‖Gm(f,Ψ, σ)− f‖X = 0.
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Æàäíûå àëãîðèòìû äëÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ îòíîñèòåëüíî íîðìèðîâàííûõ áàçè-

ñîâ èçó÷åíû Â.Í. Òåìëÿêîâûì, Ñ.Â. Êîíÿãèíûì, Ð. ÄåÂîðîì, Ï. Âîéòàùèêîì, Ò.Â. Êîð-

íåðîì è äðóãèìè àâòîðàìè (ñì. [59]�[73]).

Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 2.1.1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.1.2 ([135]). Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂

[0, 1] ñ ìåðîé mes(E) > 1 − ε òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ñóùåñòâóåò

f̃ ∈ L1(0, 1), êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ f íà E è æàäíûé àëãîðèòì êîòîðîé ïî ñèñòåìå

Óîëøà ñõîäèòñÿ ê f̃ ïî íîðìå L1(0, 1).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â òåîðåìå 2.1.1 ïîëîæèòü an =
1√
n
. Îòìåòèì,

÷òî åñëè f ∈ L1(0, 1), òî Gm(f) íå îáÿçàí ñõîäèòüñÿ (ñì. [74]). Ïîýòîìó â òåîðåìå 2.1.2

�èñïðàâëåíèå� ôóíêöèè f âíå ìíîæåñòâà E ïî ñóùåñòâó.

Àíàëîãè÷íûå òåîðåìû äëÿ ñèñòåìû Õààðà áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [136], ãäå ðàñ-

ñìàòðèâàëèñü ðÿäû
∞∑
n=1

anχn(x), äëÿ êîòîðûõ ïî÷òè âñþäó âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

∞∑
n=1

a2
nχ

2
n(x) = +∞ è anχn(x)→ 0. (2.1.3)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.1.3 ([136]). Ïóñòü äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ [0, 1] âûïîëíÿåòñÿ (2.1.3). Òîãäà

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1], mes(E) > 1− ε, òàêîå,

÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ñóùåñòâóåò f̃ ∈ L1(0, 1) òàêàÿ, ÷òî f̃(x) = f(x)

äëÿ x ∈ E, à ðÿä Ôóðüå�Õààðà ôóíêöèè f̃ ÿâëÿåòñÿ ïîäðÿäîì ðÿäà
∞∑
n=1

anχn(x), ò.å.

ñóùåñòâóþò ÷èñëà δn = 0 èëè 1 òàêèå, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

δnanχn(x) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f̃ â

ìåòðèêå L1(0, 1).

Èçâåñòíî (ñì. [75]), ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

è
∞∑
n=1

a2
n = +∞, òî ðÿä

∞∑
n=1

anχn(x) óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óñëîâèþ (2.1.3). Åñëè, êðîìå

òîãî, an = o
(

1√
n

)
, êîãäà n→∞, òî âûïîëíÿåòñÿ è âòîðîå óñëîâèå (2.1.3).

Èç òåîðåìû 2.1.3 â ÷àñòíîñòè ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1.4 ([136]).Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1],

mes(E) > 1 − ε, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ñóùåñòâóåò f̃ ∈ L1(0, 1),
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êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ f íà E è æàäíûé àëãîðèòì êîòîðîé ïî ñèñòåìå Õààðà ñõîäèòñÿ

â L1(0, 1).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â òåîðåìå 2.1.3 ïîëîæèòü an =
1√

n ln(n+ 1)
.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè f ∈ L1(0, 1), òî Gm(f) íå îáÿçàí ñõîäèòüñÿ (ñì. [76]). Ïîýòîìó â

òåîðåìå 2.1.4 �èñïðàâëåíèå� ôóíêöèè f âíå ìíîæåñòâà E ïî ñóùåñòâó.

Ðàññìîòðèì òàêèå ïîäñèñòåìû {χnk(x)} ñèñòåìû Õààðà, äëÿ êîòîðûõ

mes
( ∞⋂
i=1

∞⋃
k=i

∆nk

)
= 1, ∆m := supp(χm). (2.1.4)

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè äëÿ {χnk(x)} íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.1.4), òî îíà íå ïîëíà ïî ìåðå.

Òî åñòü (2.1.4) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ðÿäàìè ïî

ñèñòåìå {χnk(x)}. ßñíî òàêæå, ÷òî åñëè óñëîâèå (2.1.4) íå âûïîëíÿåòñÿ è åñëè ïîëîæèòü

an = 0 äëÿ n 6∈ {nk}, òî íå âûïîëíèòñÿ è (2.1.3).

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî åñëè (2.1.4) âûïîëíÿåòñÿ, òî ÷èñëà ank ìîæíî âûáðàòü òàê,

÷òîáû óñëîâèå (2.1.3) òàêæå âûïîëíÿëîñü. Ïðè ýòîì ank ìîæíî ïîäîáðàòü ìîíîòîííûìè,

ò.å. ank ≥ ank+1
.

Äåéñòâèòåëüíî, èç (2.1.4) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ÷èñåë Nk, Nk < Nk+1, òàêèõ, ÷òî

mes
( Ni+1⋃
k=Ni+1

∆nk

)
> 1− 2−i.

ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî j èìååò ìåñòî

mes
( ∞⋂
i=j

Ni+1⋃
k=Ni+1

∆nk

)
> 1− 21−j,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî E =
∞⋃
j=1

∞⋂
i=j

Ni+1⋃
k=Ni+1

∆nk èìååò ìåðó 1. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {ank}, ãäå ank =
1√
i · nk

, åñëè Ni < k ≤ Ni+1. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {ank} ìîíîòîííàÿ. Ïóñòü x ∈ E. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî j òî÷êà x ïðèíàäëåæèò

ìíîæåñòâó
∞⋂
i=j

Ni+1⋃
k=Ni+1

∆nk è, ñëåäîâàòåëüíî,

∞∑
k=1

a2
nk
χ2
nk

(x) ≥
∞∑
i=j

Ni+1∑
k=Ni+1

a2
nk
χ2
nk

(x) ≥
∞∑
i=j

1

2i
=∞.

Ïîýòîìó èç òåîðåìû 2.1.3 ñëåäóåò
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Òåîðåìà 2.1.5 ([136]). Äëÿ ëþáîé ïîäñèñòåìû {χnk} ñèñòåìû Õààðà ñ óñëîâèåì (2.1.4)

ñóùåñòâóåò ðÿä
∞∑
k=1

akχnk(x) ñ ak ↓ 0 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò èçìåðè-

ìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1], mes(E) > 1− ε, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1)

ñóùåñòâóåò f̃ ∈ L1(0, 1), êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ f íà E è ðÿä Ôóðüå�Õààðà èìååò âèä
∞∑
k=1

δkankχnk(x), ãäå δk = 0 èëè 1.

Èç ýòîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò îäèí ðåçóëüòàò Ì. Ã. Ãðèãîðÿíà è Ñ. Ë. Ãîãÿíà,

äîêàçàííûé â ðàáîðå [77].

2.1.2 Âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.1

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1.1 íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 2.1.6 Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2.1.1) è

(2.1.2), à ϕ(x) =
j∑

k=1

lk1Ik(x) � ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà [0, 1], ãäå {Ik}jk=1

� íåïåðåñåêàþùèåñÿ äâîè÷íûå èíòåðâàëû. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë ε, δ ∈ (0, 1) è N ∈ N

ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ g ∈ L1(0, 1), èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] è ïîëèíîì

P (x) =
M∑
n=N

δnanWn(x), ãäå δn = 0,±1,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

1) mes(E) > (1− ε);

2) g(x) = ϕ(x) äëÿ âñåõ x ∈ E;

3) ‖g − P‖1 < δ;

4) ‖g‖1 ≤ C‖ϕ‖1;

5) sup
m≤M

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

n=N

δnanWn(x)

∣∣∣∣∣ dx ≤ C‖ϕ‖1.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1.6. Ïóñòü ϕ(x) =
j∑

k=1

lk1Ik(x) � ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ,

à ε, δ ∈ (0, 1), N ∈ N � íåêîòîðûå ÷èñëà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

C|lk|mes(Ik)

ε
< ‖ϕ‖1, k = 1, 2, . . . , j, (2.1.5)
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ãäå C � ïîñòîÿííàÿ èç ëåììû 1.1.13 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èíòåðâàëû Ik ïðåäñòàâèì â

âèäå îáúåäèíåíèÿ äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.1.5)).

Âûáåðåì ÷èñëî δ1 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

max
{
δ1, δ1

j∑
k=1

√
ε ·mes(Ik)

}
< min {‖ϕ‖1, δ/2}. (2.1.6)

Ñîãëàñíî ëåììå 1.1.13, äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, . . . , j ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî Ek ⊂ Ik è

ïîëèíîìû

Pk(x) =

Nk+1∑
n=Nk+1

δnanWn(x), P ′k(x) =

Nk+1∑
n=Nk+1

bnWn(x)

(ãäå δn = 0,±1, N1 = N), òàêèå ÷òî:

mes(Ek) > (1− ε)mes(Ik), (2.1.7)

P ′k(x) = 0, åñëè x 6∈ Ik, (2.1.8)

|P ′k(x)− lk| < δ1, åñëè x ∈ Ek, (2.1.9)

S∗(P ′k, x) < δ1, åñëè x 6∈ Ik, (2.1.10)

S∗(P ′k, x) <
C|lk|
ε

+ δ1, åñëè x ∈ Ik, (2.1.11)

‖Pk − P ′k‖2 < δ1

√
ε ·mes(Ik). (2.1.12)

Ïîëîæèì

P (x) =

j∑
k=1

Pk(x), E =

j⋃
k=1

Ek, P ′(x) =

j∑
k=1

P ′k(x), (2.1.13)

g(x) =


ϕ(x), åñëè x ∈ E,

P (x), åñëè x ∈ [0, 1]\E.
(2.1.14)

Òîãäà óñëîâèÿ 1) è 2) ëåììû 2.1.6 íåìåäëåííî ñëåäóþò èç (2.1.7), (2.1.13) è (2.1.14).

Èç (2.1.6) è (2.1.12) ïîëó÷àåì, ÷òî

j∑
k=1

‖Pk − P ′k‖1 ≤
j∑

k=1

‖Pk − P ′k‖2 ≤ min{‖ϕ‖1, δ/2}. (2.1.15)

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ òàêæå (2.1.13), ïîëó÷àåì

‖P − P ′‖1 ≤ min{‖ϕ‖1, δ/2}. (2.1.16)
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Èç (2.1.7)�(2.1.9), (2.1.11) è (2.1.13) ñëåäóåò, ÷òî

j∑
k=1

‖P ′k‖1 ≤
j∑

k=1

(
(|lk|+ δ1)mes(Ik) +

(
C|lk|
ε

+ δ1

)
εmes(Ik)

)
≤

≤
j∑

k=1

(|lk|+ 2δ1 + C|lk|)mes(Ik) ≤ 2δ1 + (C + 1)‖ϕ‖1.

(2.1.17)

Îòêóäà, ñ ó÷åòîì (2.1.6) ïîëó÷àåì, ÷òî

‖P ′‖1 ≤ C1‖ϕ‖1. (2.1.18)

Èç (2.1.13)�(2.1.16), (2.1.6) è (2.1.9) ñëåäóåò, ÷òî

‖g − P‖1 =

∫
E

|P (x)− ϕ(x)|dx ≤ ‖P − P ′‖1 +

∫
E

|P ′(x)− ϕ(x)|dx ≤

≤ δ

2
+ δ1

j∑
k=1

mes(Ik) ≤
δ

2
+ δ1 ≤ δ.

ßñíî, ÷òî (ñì. (2.1.14), (2.1.16) è (2.1.18))

‖g‖1 ≤ ‖ϕ‖1 + ‖P‖1 ≤ ‖ϕ‖1 + ‖P ′‖1 + ‖P − P ′‖1 ≤ C2‖ϕ‖1.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ïîñëåäíûé ïóíêò ëåììû 2.1.6. Ïóñòü

sup
m≤Nj+1

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

n=N

δnanWn(x)

∣∣∣∣∣ dx =

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m0∑
n=N

δnanWn(x)

∣∣∣∣∣ dx
äëÿ íåêîòîðîãî m0 è Nk < m0 ≤ Nk+1. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ òàêæå (2.1.15), (2.1.17), (2.1.10)�

(2.1.12), (2.1.6) è (2.1.5), ïîëó÷èì

sup
m≤Nj+1

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

n=N

δnanWn(x)

∣∣∣∣∣ dx ≤
k−1∑
i=1

‖Pi(x)‖1 +

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m0∑

n=Nk+1

δnanWn(x)

∣∣∣∣∣ dx ≤
≤

k−1∑
i=1

‖Pi − P ′i‖1 +
k−1∑
i=1

‖P ′i‖1 +

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m0∑

n=Nk+1

(δnan − bn)Wn(x)

∣∣∣∣∣ dx+

+

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m0∑

n=Nk+1

bnWn(x)

∣∣∣∣∣ dx ≤ ‖ϕ‖1 + C1‖ϕ‖1 + ‖Pk − P ′k‖2+

+

(
C|lk|
ε

+ δ1

)
mes(Ik) + δ1 ≤ C3‖ϕ‖1.

Ëåììà 2.1.6 äîêàçàíà. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.1. Ïóñòü {ηk} � ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñ óñëîâèåì
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∞∑
k=1

ηk < +∞. (2.1.19)

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé {fn(x)},

fn(x) =
Mn∑
k=1

α
(n)
k 1

I
(n)
k

(x), (2.1.20)

ñ ðàöèîíàëüíûìè çíà÷åíèÿìè α(n)
k è äâîè÷íûìè èíòåðâàëàìè ïîñòîÿíñòâà I(n)

k (ãäå I(n)
k ∩

I
(n)
m = ∅ ïðè k 6= m).

Ïóñòü ε ∈ (0, 1) � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Òîãäà, â ñèëó ëåììû 2.1.6, äëÿ êàæäîé ôóíê-

öèè fk(x) èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.1.20) ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ gk ∈ L1(0, 1), èçìåðèìîå

ìíîæåñòâî Ek ⊂ [0, 1] è ïîëèíîì

Pk(x) =

Nk+1∑
n=Nk+1

δnanWn(x),

ãäå δn = 0 èëè ±1, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

mes(Ek) > 1− ε

2k
, (2.1.21)

gk(x) = fk(x), åñëè x ∈ Ek, (2.1.22)

‖gk − Pk‖1 < ηk, (2.1.23)

‖gk‖1 ≤ C‖fk‖1, (2.1.24)

sup
Nk<m≤Nk+1

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

n=Nk+1

δnanWn(x)

∣∣∣∣∣ dx ≤ C‖fk‖1. (2.1.25)

Îáîçíà÷èì

E =
∞⋂
k=1

Ek. (2.1.26)

Èç (2.1.21) è (2.1.26) ñëåäóåò, ÷òî mes(E) > 1− ε.

Ïóñòü f ∈ L1(0, 1). Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.1.20) âûáåðåì òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {fnk}, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü

lim
k→∞

∥∥∥∥∥f −
k∑

m=1

fnm

∥∥∥∥∥
1

= 0 (2.1.27)

è

‖fnk‖1 ≤ ηk, k ≥ 2. (2.1.28)
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Ïîëîæèì ϕ1(x) := gn1(x) è

Q1(x) := Pn1(x) =

Nn1+1∑
n=Nn1+1

δnanWn(x).

Äîïóñòèì, ÷òî óæå îïðåäåëåíû ôóíêöèè ϕ1(x), ..., ϕk−1(x) è ïîëèíîìû Q1(x), ..., Qk−1(x),

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

ϕi(x) = fni(x), x ∈ E, 1 ≤ i ≤ k − 1,∫ 1

0

∣∣∣∣∣
k−1∑
i=1

(Qi(x)− ϕi(x))

∣∣∣∣∣ dx < 2ηk−1. (2.1.29)

Âûáåðåì ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ fmk (mk > mk−1, m1 = n1) èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(2.1.20) òàêóþ, ÷òî ∥∥∥∥∥fmk −
(
fnk −

k−1∑
i=1

(Qi − ϕi)

)∥∥∥∥∥
1

< ηk. (2.1.30)

Ñîãëàñíî (2.1.28) è (2.1.29), ñ ó÷åòîì ìîíîòîííîñòè {ηk} èìååì, ÷òî∥∥∥∥∥fnk −
k−1∑
i=1

(Qi − ϕi)

∥∥∥∥∥
1

≤ 3ηk−1. (2.1.31)

Èç (2.1.30) è (2.1.31) ïîëó÷èì

‖fmk‖1 ≤ 4ηk−1. (2.1.32)

Ïîëîæèì

ϕk(x) := fnk(x) + (gmk(x)− fmk(x)), (2.1.33)

Qk(x) := Pmk(x) =

Nmk+1∑
n=Nmk+1

δnanWn(x). (2.1.34)

ßñíî, ÷òî (ñì. (2.1.33) è (2.1.22))

ϕk(x) = fnk(x), åñëè x ∈ E ⊂ Emk . (2.1.35)

Èç (2.1.33), (2.1.30), (2.1.24), (2.1.32) è (2.1.29) ïîëó÷èì

‖ϕk‖1 ≤ ‖fnk − fmk‖1 + ‖gmk‖1 ≤

≤

∥∥∥∥∥fmk −
(
fnk −

k−1∑
i=1

(Qi − ϕi)

)∥∥∥∥∥
1

+ ‖gmk‖1 +

∥∥∥∥∥
k−1∑
i=1

(Qi − ϕi)

∥∥∥∥∥
1

≤

≤ ηk + 4Cηk−1 + 2ηk−1 ≤ (3 + 4C)ηk−1 = C1ηk−1.

(2.1.36)
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Ñ ó÷åòîì (2.1.33), (2.1.30) è (2.1.23) ïîëó÷àåì∥∥∥∥∥
k∑
i=1

(Qi − ϕi)

∥∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥∥Pmk + fmk − gmk − fnk +
k−1∑
i=1

(Qi − ϕi)

∥∥∥∥∥
1

≤

≤

∥∥∥∥∥fmk −
(
fnk −

k−1∑
i=1

(Qi − ϕi)

)∥∥∥∥∥
1

+ ‖Pmk − gmk‖1 ≤ 2ηk.

(2.1.37)

Èç (2.1.25) è (2.1.32) ñëåäóåò, ÷òî

sup
Nk<m≤Nk+1

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
m∑

n=Nmk+1

δnanWn(x)

∣∣∣∣∣∣ dx ≤ C‖fmk‖1 ≤ 4Cηk−1. (2.1.38)

Òàêèì îáðàçîì, ïî èíäóêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé {ϕk(x)} è ïî-

ëèíîìîâ {Qk(x)}, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2.1.35)�(2.1.38).

Òåïåðü îïðåäåëèì ôóíêöèþ g(x) è ðÿä
∞∑
n=1

δ′nanWn(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(x) :=
∞∑
n=1

ϕn(x),

δ′n =


δn, åñëè Nmk + 1 ≤ n ≤ Nmk+1 äëÿ íåêîòîðîãî k,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

(2.1.39)

ßñíî, ÷òî
∞∑
n=1

δ′nanWn(x) =
∞∑
k=1

Qk(x).

Èç (2.1.36), (2.1.19), (2.1.35) è (2.1.27) ñëåäóåò, ÷òî g ∈ L1(0, 1) è g(x) = f(x), êîãäà

x ∈ E. Ïóñòü N � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N èìååò ìåñòî

Nmk + 1 ≤ N < Nmk+1
. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (2.1.36)�(2.1.39) ïîëó÷èì∥∥∥∥∥

N∑
n=1

δ′nanWn(x)− g

∥∥∥∥∥
1

≤

∥∥∥∥∥
k−1∑
i=1

(Qi − ϕi)

∥∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥∥
∞∑
i=k

ϕi

∥∥∥∥∥
1

+

+

∥∥∥∥∥∥
N∑

n=Nmk+1

δ′nanWn(x)

∥∥∥∥∥∥
1

≤ 2ηk−1 + C1

∞∑
i=k

ηi−1 + 4Cηk−1 ≤ C2

∞∑
i=k−1

ηi.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (2.1.19) ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

δ′nanWn(x) â ìåòðèêå L1 ñõîäèòñÿ ê g(x).

Òåîðåìà 2.1.1 äîêàçàíà. �
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2.2 Óíèâåðñàëüíûå ôóíêöèè â çàäà÷àõ �èñïðàâëåíèÿ�,

îáåñïå÷èâàþùåãî ñõîäèìîñòü ðÿäîâ Ôóðüå�Óîëøà

2.2.1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû èçó÷èì êëàññ òåõ ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé, ìîäóëè êîýôôèöè-

åíòîâ Ôóðüå êîòîðûõ ïî ñèñòåìå Óîëøà ïî ìîäóëþ ðàñïîëîæåíû â óáûâàþùåì ïîðÿäêå.

Oòìåòèì, ÷òî â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ñõîäèìîñòè æàäíîãî àëãîðèòìà âíîâü ïîëó÷åííîé,

èñïðàâëåííîé ôóíêöèè âîçíèê ñëåäóþùèé âîïðîñ, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëü-

íûé èíòåðåñ.

Âîïðîñ 1. Ìîæíî ëè èçìåíèòü çíà÷åíèÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) êëàññà Lp(0, 1), p ≥ 1,

íà ìíîæåñòâå ìàëîé ìåðû òàê, ÷òîáû âñå ÷ëåíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ

Ôóðüå âíîâü ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ïî êëàññè÷åñêèì ñèñòåìàì (â ÷àñòíîñòè ïî ñèñòåìàì

Óîëøà è Õààðà è ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå) ïî ìîäóëþ áûëè áû ðàñïîëîæåíû â

óáûâàþùåì ïîðÿäêå?

Ðÿä ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [57], [58], [77]�[80], [135], [136]) áûëè ïîñâÿùåíû òåîðå-

ìàì èñïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ ìîäóëè íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå âíîâü ïîëó÷åííîé

ôóíêöèè (ïî ñèñòåìàì Õààðà, Óîëøà, Ôàáåðà�Øàóäåðà) ìîíîòîííî óáûâàëè. Oòìåòèì,

÷òî èç äîêàçàòåëüñòâ ðåçóëüòàòîâ ýòèõ ðàáîò (à òàêæå òåîðåì 2.1.C, 2.1.1 è 2.1.3) íå

ÿñíî, ìîæíî ëè èñïðàâëåííóþ ôóíêöèþ âûáðàòü òàê, ÷òîáû âñå ÷ëåíû â ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå âíîâü ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ïî ìîäóëþ áûëè ðàñïîëîæåíû

â óáûâàþùåì ïîðÿäêå. Çäåñü ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû Óîëøà ýòî âîçìîæíî, ò.å.

èñïðàâëÿåìóþ ôóíêöèþ f̃(x) ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû

|ck(f̃)| > |ck+1(f̃)|, k = 0, 1, 2, . . .

Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2.1 ([137]). Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóþò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî

E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé mes(E) > 1 − ε è ôóíêöèÿ g ∈ L1(0, 1) ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå�

Óîëøà

0 < ck+1(g) < ck(g), k = 0, 1, 2, . . . ,
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òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ f̃ ∈ L1(0, 1),

ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E, òàêóþ, ÷òî ðÿä Ôóðüå�Óîëøà ôóíêöèè f̃(x) ñõîäèòñÿ ê íåé

ïî íîðìå L1(0, 1) è äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå�Óîëøà

âíîâü ïîëó÷åííîé ôóíêöèè èìååò ìåñòî

|ck(f̃)| = ck(g), k = 0, 1, 2, . . .

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò

Òåîðåìà 2.2.2 ([137]). Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g(x) ∈ L1(0, 1),

mes{x : g(x) 6= 0} < ε,

òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ìîæíî íàéòè ÷èñëà δk = ±1, k = 0, 1, ...,

è ôóíêöèþ f̃ ∈ L1(0, 1), ñîâïàäàþùóþ ñ f íà ìíîæåñòâå E = {x : g(x) = 0}, òàêèå,

÷òî æàäíûé àëãîðèòì ôóíêöèè f̃(x) ïî ñèñòåìå Óîëøà Φ = {Wk(x)} ñõîäèòñÿ ê íåé

ïî L1(0, 1)-íîðìå è

Gm(x, f̃ ,Φ) =
m∑
k=0

δkck(g)Wk(x) = Sm(x, f̃ ,Φ) ∀x ∈ (0, 1), m = 0, 1, 2, . . .

Îïðåäåëåíèå 2.2.3 Ïóñòü ε > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíê-

öèÿ g ∈ L1(0, 1) è èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé mes(E) > 1 − ε îáðàçóþò

óíèâåðñàëüíóþ ïàðó (g, E) â L1(E) â ñìûñëå ìîäèôèêàöèè îòíîñèòåëüíî çíàêîâ êîýô-

ôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìå {ϕk}, åñëè äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(E) ìîæíî íàéòè

ôóíêöèþ f̃ ∈ L1(0, 1), ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ïî ñèñòåìå {ϕk}

ñõîäèòñÿ ê íåé ïî L1(0, 1)-íîðìå è

|ck(f̃)| = |ck(g)|, k = 0, 1, 2, . . .

Îòìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 2.2.1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2.4 ([137]). Ïóñòü ε > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ

g ∈ L1(0, 1) ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå�Óîëøà

0 < ck+1(g) < ck(g), k = 0, 1, 2, . . . ,
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è èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé mes(E) > 1− ε, êîòîðûå îáðàçóþò óíèâåð-

ñàëüíóþ ïàðó (g, E) â L1(E) â ñìûñëå ìîäèôèêàöèè îòíîñèòåëüíî çíàêîâ êîýôôèöèåí-

òîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìå Óîëøà.

Ïëîòíîñòüþ ïîäìíîæåñòâà B íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

ρ(B) = lim sup
n→∞

Bn

n
,

ãäå Bn � ÷èñëî ýëåìåíòîâ èç B, íå ïðåâûøàþùèõ n.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2.5 ([138]). Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε ∈ (0, 1) ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæå-

ñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé mes(E) > 1 − ε òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1)

ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ f̃ ∈ L1(0, 1) âèäà f̃(x) = f̃1(x) + f̃2(x), ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E,

òàêóþ, ÷òî

1) âñå ÷ëåíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå âíîâü ïîëó÷åííîé ôóíê-

öèè f̃(x) ïî ñèñòåìå Óîëøà ïî ìîäóëþ ðàñïîëîæåíû â óáûâàþùåì ïîðÿäêå;

2) ðÿä Ôóðüå�Óîëøà ôóíêöèè f̃2(x) ñõîäèòñÿ ê íåé ïî íîðìå L1(0, 1), à ðÿä Ôóðüå�

Óîëøà ôóíêöèè f̃1 àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ê íåé;

3) ïëîòíîñòü ρ(Spec(f̃1)) ðàâíà 1 è

Spec(f̃1) ∪ Spec(f̃2) = N ∪ {0}, Spec(f̃1) ∩ Spec(f̃2) = ∅.

Âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ, îòâåò íà êîòîðûé íàì íå èçâåñòåí.

Âîïðîñ 2. Âåðíû ëè òåîðåìû 2.2.1�2.2.5 äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû?

Â ñâÿçè ñ âîïðîñîì 1 îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñèñòåìû Õààðà èñïðàâëåííóþ ôóíêöèþ f̃

(êîãäà èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî E0, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå, íå çàâèñèò îò

èñïðàâëÿåìîé ôóíêöèè f) íåâîçìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå�

Õààðà ôóíêöèè f̃ èìåëè ìåñòî

ck(f̃) ≥ ck+1(f̃), k = 1, 2, 3, . . .

Ýòî ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû, äîêàçàííîé â ðàáîòå [75].
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Òåîðåìà 2.2.A (Ï. Ë. Óëüÿíîâ). Ïóñòü p > 1 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñåë {ak} òàêîâà, ÷òî

lim
k→∞

ak = 0 è ak ≥ ak+1 äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k.

Òîãäà, åñëè ðÿä
∞∑
k=1

akχk(x)

ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå�Õààðà íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ Lp(0, 1), òî ôóíêöèÿ
∣∣f ∣∣ èíòå-

ãðèðóåìà â ëþáîé ñòåïåíè q ∈ [1,∞).

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà E ⊂ [0, 1] ñ mes(E) > 0,

åñëè âûáðàòü ôóíêöèþ f òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èìåëî ìåñòî
∫
E

f 2(t)dt = ∞, òî íè äëÿ

êàêîé ôóíêöèè f̃ ∈ L1(0, 1), ñîâïàäàþùåé ñ f íà E, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ

Ôóðüå�Õààðà ôóíêöèè f̃ íå ìîæåò ìîíîòîííî ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ.

2.2.2 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñèñòåìû Óîëøà (ñì., íàïðèìåð, [25]). Èç îïðåäåëåíèÿ

ñèñòåìû Óîëøà ñëåäóåò, ÷òî åñëè k < 2m è n ≥ m, òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i

èìååò ìåñòî

Wi2n(x) ·Wk(x) = Wi2n+k(x). (2.2.1)

Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m èìååì

2m−1∑
k=0

Wk(x) =


0 åñëè x ∈ (2−m; 1],

2m åñëè x ∈ [0; 2−m),

(2.2.2)

à äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà M è äëÿ ëþáîãî x ∈ (0, 1) âûïîëíÿåòñÿ∣∣∣∣∣
M∑
k=0

Wk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

x
.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë M, N è n,

0 ≤M < N < 2n, èìååò ìåñòî∥∥∥∥∥
N∑

k=M

Wk(x)

∥∥∥∥∥
1

≤
∫ 2−n

0

2ndx+

∫ 1

2−n

2

x
dx = 1 + 2n ln 2 < 3n. (2.2.3)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.
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Ëåììà 2.2.6 Ïóñòü n0 � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à ∆ ⊂ [2−n0 ; 1] � äâîè÷íûé

èíòåðâàë ñ äëèíîé 2−σ, òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë ε, b > 0, p ≥ 1 è l 6= 0 ñóùåñòâóþò

ìíîæåñòâî E ⊂ ∆ ñ ìåðîé mes(E) > (1− ε)mes(∆) è ìíîãî÷ëåíû ïî ñèñòåìå Óîëøà

P (x) =
2n−1∑
k=2n0

akWk(x), R(x) =
2n−1∑
k=2n0

δkakWk(x), δk = 0, 1,

òàêèå, ÷òî

1) |ak+1| ≤ |ak| ≤ b äëÿ âñåõ k, 2n0 ≤ k < 2n − 1 ;

2) P (x) = R(x) = l, åñëè x ∈ E;

3) P (x) = 0, åñëè x ∈ [2−n0 ; 1] \∆;

4) sup
M

∥∥∥∥∥
M∑

k=2n0

akWk(x)

∥∥∥∥∥
1

≤ C|l|mes(∆);

5) P̃ (x) =
2n−1∑
k=2n0

|ak|Wk(x) = 0, åñëè x > 2−n0;

6) sup
M

∥∥∥∥∥
M∑

k=2n0

|ak|Wk(x)

∥∥∥∥∥
1

≤ b;

7) R(x) = 0, åñëè x /∈ ∆;

8)

∫ 1

0

|R(x)|pdx ≤ 2p|l|p

εp−1
mes(∆).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.2.6. Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî σ1, óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèÿì

σ1 ≥ σ + 2, |l|2−σ1 < b. (2.2.4)

Èíòåðâàë ∆ ïðåäñòàâèì â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ

∆ =

r1⋃
i=1

∆
(1)
i , mes(∆

(1)
i ) = 2−σ1 , i = 1, 2, . . . , r1, (2.2.5)

íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Î÷åâèäíî, ÷òî r1 = 2σ1−σ.

Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëîm1 > max{σ1 +2σ; n0} òàê, ÷òîáû (m1−σ1) áûëî ÷åòíûì

è

2
m1
2 > (m1 + σ1)2

σ1
2 . (2.2.6)
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Ïóñòü n1 = m1 + σ1 − σ + 1 è

Q′1(x) =
2n1−1∑
k=2n0

akWk(x) ≡ |l|2
−σ1

n1

2n1−1∑
k=2n0

Wk(x).

Èç (2.2.4) ñëåäóåò, ÷òî

ak =
|l|2−σ1

n1

< |l|2−σ1 ≤ b äëÿ âñåõ 2n0 ≤ k < 2n1 . (2.2.7)

À èç (2.2.1)�(2.2.4) ïîëó÷àåì, ÷òî

Q′1(x) = 0, åñëè x > 2−n0 , (2.2.8)

‖Q′1(x)‖1 ≤ 2
|l|2−σ1

n1

< min

{
b;
|l|mes(∆)

2

}
, (2.2.9)

sup
M<2n1

∥∥∥∥∥
M∑

k=2n0

akWk(x)

∥∥∥∥∥
1

≤ 3n1
|l|2−σ1

n1

< min{3b; |l|mes(∆)}.

Òåïåðü äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, 2, . . . , r1}, ïðèìåíèâ ëåììó 1.1.9 äëÿ èíòåðâàëà ∆ = ∆
(1)
i è

÷èñëà n = m1, ïîëó÷àåì ïîëèíîì ïî ñèñòåìå Óîëøà

P
(1)
i (x) =

2m1+1−1∑
k=2m1

lα
(i)
k Wk(x)

ñ êîýôôèöèåíòàìè (ñì. òàêæå (2.2.6))

|lα(i)
k | = |l|2

−m1+σ1
2 ≤ |l| 2−σ1

m1 + σ1

≤ |l|2
−σ1

n1

, 2m1 ≤ k < 2m1+1. (2.2.10)

Îáîçíà÷èì

P ′1(x) :=

r1∑
i=1

P
(1)
i (x)W2n1+(i−1)2m1+1(x).

Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëèíîìà P ′1(x) ñëåäóåò, ÷òî (ñì. ëåììó 1.1.9, (2.2.1) è (2.2.5))

P ′1(x) =


0, åñëè x 6∈ ∆,

l, åñëè x ∈ E ′1,

−l, åñëè x ∈ E ′′1 ,

(2.2.11)

ãäå E ′1 è E ′′1 ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè îáúåäèíåíèÿìè äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ, à mes(E ′1) =

mes(E ′′1 ) = 2−σ−1 =
1

2
mes(∆). ßñíî, ÷òî

‖P ′1‖1 =

r1∑
i=1

∥∥∥P (1)
i

∥∥∥
1

=

r1∑
i=1

|l|mes(∆
(1)
i ) = |l|mes(∆).
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Îáîçíà÷èì

Q1(x) :=
2m1−1∑
k=0

|l|2−
m1+σ1

2 Wk(x),

Q′′1(x) :=

r1∑
i=1

Q1(x)W2n1+(i−1)2m1+1(x).

Èç (2.2.1), (2.2.2) è îïðåäåëåíèÿ Q′′1 ñëåäóåò, ÷òî

Q′′1(x) = 0 ïðè x > 1/2n0 > 1/2m1 . (2.2.12)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïîëèíîì

P1(x) :=
2n1+1−1∑
k=2n0

akWk(x) ≡ Q′1(x) +Q′′1(x) + P ′1(x).

ßñíî, ÷òî P1(x) = −l, åñëè x ∈ E ′′1 (ñì. (2.2.8), (2.2.11) è (2.2.12)), à ìîäóëè êîýôôèöè-

åíòîâ ak ïðè 2n1 ≤ k < 2n1+1 ðàâíû |l|2−
m1+σ1

2 (ñì. (2.2.1)), ïîýòîìó äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

ïîëèíîìà P1(x) ïîëó÷àåì (ñì. òàêæå (2.2.7) è (2.2.10))

b > |a2n0 | = |a2n0+1| = · · · = |a2n1−1| ≥ |a2n1 | = · · · = |a2n1+1−1|. (2.2.13)

Èç (2.2.1), (2.2.2), (2.2.8) è (2.2.13) ñëåäóåò, ÷òî

P̃1(x) :=
2n1+1−1∑
k=2n0

|ak|Wk(x) = 0, åñëè x > 2−n0 .

Äîïóñòèì, ÷òî óæå ïîñòðîåíû ìíîãî÷ëåíû P1(x), P2(x), . . . , Pq−1(x), ìíîæåñòâà E ′′q−1 ⊂

E ′′q−2 ⊂ · · · ⊂ E ′′1 ⊂ E ′′0 = ∆ è ÷èñëà σ1, σ2, . . . , σq−1, m1, m2, . . . , mq−1, óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèÿì

σj >
mj−1 + σj−1

2
+ 2 (σ0 = m0 = σ), j = 1, 2, . . . , q − 1,

σj ≥ σj−1 + 2 ≥ σ + 2j, j = 1, 2, . . . , q − 1, (2.2.14)

mj > σj + 2σ, j = 1, 2, . . . , q − 1, (2.2.15)

Pj(x) =
2nj+1−1∑
k=2nj−1+1

akWk(x) = −2j−1l ïðè x ∈ E ′′j , j = 1, 2, . . . , q − 1,

ãäå E ′′j ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ ñ ìåðîé

mes(E ′′j ) = 2−jmes(∆) = 2−j−σ,
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à

|ak| ≥ |ak+1| ≥ |a2nj+1−1| = 2j−1|l|2−
mj+σj

2 , k ∈ [2nj−1+1; 2nj+1 − 1),

ïðè j = 1 ïîä 2nj−1+1 ïîíèìàåì 2n0 .

Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî σq òàê, ÷òîáû

σq >
mq−1 + σq−1

2
+ 2, (2.2.16)

è ìíîæåñòâî E ′′q−1 ïðåäñòàâèì â âèäå

E ′′q−1 =

rq⋃
i=1

∆
(q)
i ,

ãäå ∆
(q)
i � íåïåðåñåêàþùèåñÿ äâîè÷íûå èíòåðâàëû ñ ìåðîé mes(∆

(q)
i ) = 2−σq , i = 1, 2, ..., rq,

rq = 2σq−σ−(q−1).

Èç (2.2.14)�(2.2.16) ñëåäóåò, ÷òî σq > σq−1 + 2 ≥ σ1 + 2(q− 1) ≥ σ+ 2q. ßñíî, ÷òî (ñì.

òàêæå (2.2.4))

|l|2−σq ≤ |l|2−σ1−2(q−1) ≤ min

{
b

22(q−1)
;
|l|2−σ

22q

}
. (2.2.17)

Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî mq òàê, ÷òîáû (mq − σq) áûëî ÷åòíûì,

mq > max{σq + 2σ + 2q;nq−1 + 1} è 2
mq
2 > (mq + σq)2

σq
2 . (2.2.18)

Ïóñòü nq := mq + σq − σ − (q − 1) + 1 è

Q′q(x) :=
2nq−1∑

k=2nq−1+1

akWk(x) :=
2q−1|l|2−σq

nq

2nq−1∑
k=2nq−1+1

Wk(x).

Èç (2.2.16) ñëåäóåò, ÷òî ïðè 2nq−1+1 ≤ k ≤ 2nq − 1

ak = |ak| =
2q−1|l|2−σq

nq
< 2q−2|l|2−

mq−1+σq−1
2 = |a2nq−1+1 − 1|, (2.2.19)

ò.å. êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà Q′q(x) ïî ìîäóëþ ìåíüøå, ÷åì ìîäóëè êîýôôèöèåíòîâ

Pq−1(x). Â ñèëó (2.2.1)�(2.2.3) è (2.2.17), äëÿ ìíîãî÷ëåíà Q′q(x) ïîëó÷àåì

Q′q(x) = 0 ïðè x > 2−n0 > 2−(nq−1+1), (2.2.20)

‖Q′q(x)‖1 ≤ 2
2q−1|l|2−σq

nq
≤ min

{
b

2q−1
;
|l|mes(∆)

2q

}
, (2.2.21)
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sup
M<2nq

∥∥∥∥∥∥
M∑

k=2nq−1+1

akWk(x)

∥∥∥∥∥∥
1

≤ 3nq2
q−1 |l|2−σq

nq
≤ min

{
3b

2q−1
;
|l|mes(∆)

2q−1

}
. (2.2.22)

Äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , rq, ïðèìåíèâ ëåììó 1.1.9 ïðè n = mq è ∆ = ∆
(q)
i , ïîëó÷àåì

ïîëèíîì

P
(q)
i (x) =

2mq+1−1∑
k=2mq

2q−1lα
(i)
k Wk(x),

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ (ñì. òàêæå (2.2.18)):

2q−1
∣∣∣lα(i)

k

∣∣∣ = 2q−1|l|2−
mq+σq

2 ≤ 2q−1|l| 2−σq

(mq + σq)
≤ 2q−1|l|2

−σq

nq
, (2.2.23)

ò.å. îíè ïî ìîäóëþ ìåíüøå, ÷åì êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà Q′q(x).

Îáîçíà÷èì

P ′q(x) :=

rq∑
i=1

P
(q)
i (x)W2nq+(i−1)2mq+1(x), (2.2.24)

E ′q := {x ∈ E ′′q−1 : lP ′q(x) > 0}, E ′′q := {x ∈ E ′′q−1 : lP ′q(x) < 0}.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëèíîìà P ′q(x), (2.2.1) è ëåììû 1.1.9 ñëåäóåò, ÷òî

P ′q(x) =


0, åñëè x 6∈ E ′′q−1,

2q−1l, åñëè x ∈ E ′q,

−2q−1l, åñëè x ∈ E ′′q ,

(2.2.25)

à E ′q è E
′′
q ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè îáúåäèíåíèÿìè äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ ñ ìåðîé

mes(E ′q) = mes(E ′′q ) =
1

2
mes(E ′′q−1) =

1

2q
mes(∆). (2.2.26)

Òàê êàê P (q)
i (x) = 0 âíå èíòåðâàëà ∆

(q)
i , òî (ñì. òàêæå (2.2.24))

||P ′q||1 =

rq∑
i=1

||P (q)
i ||1 =

rq∑
i=1

2q−1|l|mes(∆
(q)
i ) = 2q−1|l|mes(E ′′q−1) = |l|mes(∆). (2.2.27)

Îáîçíà÷èì

Qq(x) :=
2mq−1∑
k=0

2q−1|l|2−
mq+σq

2 Wk(x),

Q′′q(x) :=

rq∑
i=1

Qq(x)W2nq+(i−1)2mq+1(x).

Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëèíîìà Q′′q(x), (2.2.2) è ïåðâîãî íåðàâåíñòâà (2.2.18) ñëåäóåò, ÷òî

Q′′q(x) = 0, åñëè x > 2−n0 > 2−mq , (2.2.28)
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||Q′′q(x)||1 ≤ rq2
q−1|l|2−

mq+σq
2 = 2−

mq−σq
2
−σ|l| < 2−q|l|mes(∆). (2.2.29)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïîëèíîìû

Pq(x) :=
2nq+1−1∑
k=2nq−1+1

akWk(x) ≡ Q′q(x) +Q′′q(x) + P ′q(x),

P̃q(x) :=
2nq+1−1∑
k=2nq−1+1

|ak|Wk(x) = Q′q(x) +
2nq+1−1∑
k=2nq

|ak|Wk(x). (2.2.30)

ßñíî, ÷òî ìîäóëè êîýôôèöèåíòîâ ak ïðè 2nq ≤ k < 2nq+1 ðàâíû 2q−1|l|2−
mq+σq

2 (ñì.

(2.2.1)), ïîýòîìó äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà Pq(x) ïîëó÷àåì (ñì. òàêæå (2.2.19) è

(2.2.23))

|a2nq−1+1−1| ≥ |a2nq−1+1| = · · · = |a2nq−1| ≥ |a2nq | = · · · = |a2nq+1−1|. (2.2.31)

Èç (2.2.1), (2.2.2), (2.2.20) è (2.2.31) ñëåäóåò, ÷òî

P̃q(x) = 0 ïðè x > 2−n0 . (2.2.32)

Åñëè M ∈ [2nq ; 2nq+1), òî èç (2.2.3), (2.2.17), (2.2.18), (2.2.21) è (2.2.30) ïîëó÷àåì∥∥∥∥∥∥
M∑

k=2nq−1+1

|ak|Wk(x)

∥∥∥∥∥∥
1

≤ b

2q−1
+ 2q−1|l|2−

mq+σq
2 · 3nq ≤

≤ b

2q−1
+

2q−1|l|2−σq · 3nq
mq + σq

≤ 4b

2q−1
,

ïîñêîëüêó ak > 0 ïðè 2nq−1+1 ≤ k < 2nq . Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (2.2.22) ïîëó÷àåì

sup
M<2nq+1

∥∥∥∥∥∥
M∑

k=2nq−1+1

|ak|Wk(x)

∥∥∥∥∥∥
1

≤ Cb

2q−1
. (2.2.33)

Òàêèì îáðàçîì, ïî èíäóêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïîëèíîìû {Q′j}, {Q′′j}, {P ′j}, {Pj}, {P̃j} è

ìíîæåñòâà E ′′1 ⊃ E ′′2 ⊃ · · · , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2.2.20)�(2.2.33).

Îáîçíà÷èì

s =
[
log2 ε

−1
]

+ 1 (2.2.34)

è ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

P (x) :=
2ns+1−1∑
k=2n0

akWk(x) =
s∑
j=1

Pj(x) =
s∑
j=1

Q′j(x) +
s∑
j=1

Q′′j (x) +
s∑
j=1

P ′j(x).
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Èç (2.2.11) è (2.2.25) ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ r ≤ s

r∑
j=1

P ′j(x) =


l, åñëè x ∈ ∆ \ E ′′r ,

−(2r − 1)l, åñëè x ∈ E ′′r ,

0, åñëè x 6∈ ∆.

(2.2.35)

Îáîçíà÷èì

δk :=

 1, åñëè k ∈ Spec(P ′j), j = 1, 2, . . . , s,

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

R(x) :=
s∑
j=1

P ′j(x) =
2ns+1−1∑
k=2n0

δkakWk(x),

E := ∆ \ E ′′s .

Îòñþäà è èç (2.2.34), (2.2.26) è (2.2.35) âûòåêàåò

mes(E) = mes(∆)− 2−smes(∆) > (1− ε)mes(∆),∫ 1

0

|R(x)|pdx ≤ |l|pmes(∆) + (2sl)pmes(E ′′s ) ≤ 2p

εp−1
|l|pmes(∆).

Ó÷èòûâàÿ òàêæå (2.2.13), (2.2.20), (2.2.28), (2.2.31), è (2.2.35), ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëèíîìû

P (x), R(x) è ìíîæåñòâî E óäîâëåòâîðÿþò ïóíêòàì 1)�3), 7) è 8) ëåììû 2.2.6. ßñíî òàêæå,

÷òî ïðè âñåõ r ≤ s∥∥∥∥∥
r∑
j=1

P ′j

∥∥∥∥∥
1

= |l|mes(∆ \ E ′′r ) + (2r − 1)|l|mes(E ′′r ) < 2|l|mes(∆). (2.2.36)

ÏóñòüM � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 2n0 ≤M < 2ns+1.

Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî r, 1 ≤ r ≤ s, èìååì M ∈ [2nr−1+1; 2nr+1) (ïðè r = 1 âìåñòî 2nr−1+1

íóæíî ïîíèìàòü 2n0). Â ñëó÷àå, êîãäà 2nr−1+1 ≤ M < 2nr , ïîëèíîì
M∑

k=2n0

akWk(x) èìååò

âèä
M∑

k=2n0

akWk(x) =
r−1∑
j=1

Q′j(x) +
r−1∑
j=1

Q′′j (x) +
r−1∑
j=1

P ′j(x) +
M∑

k=2nr−1+1

akWk(x),

ïîýòîìó èç (2.2.9) è (2.2.21) ïîëó÷àåì, ÷òî L1-íîðìà ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ìåíüøå, ÷åì

|l|mes(∆). Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ è äëÿ íîðìû âòîðîãî ñëàãàåìîãî (ñì. (2.2.29)).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (2.2.36) è (2.2.22) èìååì∥∥∥∥∥
M∑

k=2n0

akWk(x)

∥∥∥∥∥
1

≤ 5|l|mes(∆). (2.2.37)
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Åñëè æå 2nr ≤ M < 2nr+1, òî ïðè íåêîòîðîì ÷èñëå i, 0 ≤ i < 2nr−mr , èìååì M ∈

[2nr + i2mr ; 2nr + (i+ 1)2mr), ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íîðìû ïîëèíîìà
M∑

k=2n0

akWk(x) ïîëó÷àåì

∥∥∥∥∥
M∑

k=2n0

akWk(x)

∥∥∥∥∥
1

≤

∥∥∥∥∥
r∑
j=1

Q′j

∥∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥∥
r−1∑
j=1

Q′′j

∥∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥∥
r−1∑
j=1

P ′j

∥∥∥∥∥
1

+

+

∥∥∥∥∥
2nr+i2mr−1∑

k=2nr

akWk(x)

∥∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥∥
M∑

k=2nr+i2mr

akWk(x)

∥∥∥∥∥
1

.

(2.2.38)

Ñóììà ïåðâûõ òðåõ ñëàãàåìûõ , êàê è â ïðåæíåì ñëó÷àå, ìåíüøå ÷åì 4|l|mes(∆). ×åò-

âåðòîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ êàê â (2.2.27) è (2.2.29) � ìåíüøå ÷åì 2|l|mes(∆). Äëÿ

ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî i ÷åòíîå, èç îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Q′′r(x), (2.2.1), (2.2.3),

(2.2.17) è (2.2.18) ïîëó÷àåì, ÷òî∥∥∥∥∥
M∑

k=2nr+i2mr

akWk(x)

∥∥∥∥∥
1

= 2r−1|l|2−
mr+σr

2

∥∥∥∥∥
M−2nr−i2mr∑

k=0

Wk(x)

∥∥∥∥∥
1

≤

≤ 2r−1|l|2−
mr+σr

2 · 3mr < 2|l|mes(∆).

À åñëè ÷èñëî i íå÷åòíîå, òî ñ ó÷åòîì ïóíêòîâ 5) è 6) ëåììû 1.1.9, (2.2.18), (2.2.26) è

îïðåäåëåíèÿ ïîëèíîìà P (r)
i (x), ïîëó÷àåì, ÷òî∥∥∥∥∥

M∑
k=2nr+i2mr

akWk(x)

∥∥∥∥∥
1

=

∫
E′′r−1

+

∫
[0,1]\E′′r−1

≤ C2r−1|l|mes(E ′′r−1)+

2r−1|l|2−
mr−σr

2 ≤ C|l|mes(∆) + 2r−1|l|2−(σ+r) < (C + 1)|l|mes(∆),

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ èç ëåììû 1.1.9. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (2.2.37) è (2.2.38) ïîëó-

÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò C1 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà M èç ïðîìåæóòêà

[2n0 ; 2ns+1) èìååì ∥∥∥∥∥
M∑

k=2n0

akWk(x)

∥∥∥∥∥
1

< C1|l|mes(∆).

Ïóñòü

P̃ (x) :=
2ns+1−1∑
k=2n0

|ak|Wk(x) =
s∑
j=1

P̃j(x).

Òîãäà èç (2.2.32) ñëåäóåò, ÷òî P̃ (x) = 0 ïðè x > 2n0 , à èç (2.2.33) ïîëó÷àåì

sup
M<2ns+1

∥∥∥∥∥
M∑

k=2n0

|ak|Wk(x)

∥∥∥∥∥
1

≤ Cb.

Ëåììà 2.2.6 äîêàçàíà. �
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Ëåììà 2.2.7 Ïóñòü ε ∈ (0, 1), n0 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à b0 � íåêîòîðîå ïîëîæè-

òåëüíîå ÷èñëî. Äàëåå, ïóñòü f(x) =
j∑

k=1

lk1∆k
(x) � ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ

íåíóëåâîå çíà÷åíèå â íåêîòîðîé òî÷êå èç èíòåðâàëà (2−n0 , 1), è ∆1,∆2, . . . ,∆j � íåïåðå-

ñåêàþùèåñÿ äâîè÷íûå èíòåðâàëû. Òîãäà ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåí ïî ñèñòåìå Óîëøà

P (x) =
2m−1∑
k=2n0

akWk(x)

è ìíîæåñòâî E ⊂ [2−n0 , 1] òàêèå, ÷òî

1) |ak+1| ≤ |ak| ≤ b0 äëÿ âñåõ k, 2n0 ≤ k < 2m − 1;

2) mes(E) > 1− ε− 2−n0;

3) P (x) = f(x), åñëè x ∈ E;

4)

∥∥∥∥∥
M∑

k=2n0

akWk(x)

∥∥∥∥∥
1

≤ C‖f(x)‖1 äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ M ∈ [2n0 ; 2m);

5) P̃ (x) :=
2m−1∑
k=2n0

|ak|Wk(x) = 0, åñëè x > 2−n0;

6) sup
M<2m

∥∥∥∥∥
M∑

k=2n0

|ak|Wk(x)

∥∥∥∥∥
1

≤ b0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ

f̃(x) := f(x) · 1[2−n0 ,1](x) =
r∑

k=1

l′k1∆′k
(x),

ãäå l′k 6= 0, 1 ≤ k ≤ r. Äëÿ êàæäîãî k, 1 ≤ k ≤ r, ïîî÷åðåäíî ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.2.6

äëÿ èíòåðâàëà ∆′k, ÷èñåë ε, b = min{ b0
2k−1 ; |a2nk−1−1|} (ïðè k = 1 âîçüìåì b = b0) è l = l′k,

ïîëó÷àåì ìíoãî÷ëåíû ïî ñèñòåìå Óîëøà

Pk(x) =
2nk−1∑
i=2nk−1

aiWi(x), P̃k(x) =
2nk−1∑
i=2nk−1

|ai|Wi(x)

è ìíîæåñòâà Ek ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

A) Ek ⊂ ∆′k, mes(Ek) > (1− ε)mes(∆′k);

B) b0 ≥ |a2n0 | ≥ |a2n0+1| ≥ · · · ≥ |a2nr−1|;

C) Pk(x) = l′k, åñëè x ∈ Ek;

D) Pk(x) = 0, åñëè x ∈ [2−n0 ; 1] \∆′k;

E) sup
2nk−1≤M<2nk

∥∥∥∥∥
M∑

i=2nk−1

aiWi(x)

∥∥∥∥∥
1

≤ C|l′k|mes(∆′k);

F) P̃k(x) = 0 ïðè x > 2n0 ;
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G) sup
M<2nk

∥∥∥∥∥
M∑

i=2nk−1

|ai|Wi(x)

∥∥∥∥∥
1

≤ b0

2k−1
.

Îáîçíà÷èì

E := [2−n0 ; 1] \
r⋃

k=1

(∆′k \ Ek),

P (x) :=
r∑

k=1

Pk(x).

Èç óñëîâèÿ A) ñëåäóåò, ÷òî mes(E) > 1− ε− 2−n0 . Ïîñêîëüêó íà ìíîæåñòâå E ôóíêöèè

f(x) è f̃(x) ñîâïàäàþò, òî, â ñèëó C) è D), ïîëó÷àåì P (x) = f̃(x) = f(x) ïðè âñåõ x ∈ E.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 4) ëåììû 2.2.7 çàìåòèì, ÷òî ||f̃ ||1 ≤ ||f ||1, à äëÿ

ëþáîãî M < 2nr (ñì. E))∥∥∥∥∥
M∑

k=2n0

akWk(x)

∥∥∥∥∥
1

≤
r∑

k=1

C|l′k|mes(∆′k) = C||f̃ ||1 ≤ C||f ||1.

Îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç B), F) è G).

Ëåììà 2.2.7 äîêàçàíà. �

Ëåììà 2.2.8 Ïóñòü ε ∈ (0, 1), n0 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à b0 � íåêîòîðîå ïîëîæè-

òåëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü, äàëåå, f(x) =
j∑

k=1

lk1∆k
(x) � ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ ñ óñëîâèåì

supp(f)
⋂

(2−n0 , 1) 6= ∅ è ∆1,∆2, . . . ,∆j � íåïåðåñåêàþùèåñÿ äâîè÷íûå èíòåðâàëû. Òîãäà

ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ g ∈ L1(0, 1), ìíîãî÷ëåí ïî ñèñòåìå Óîëøà

Q(x) =
2m−1∑
k=2n0

ckWk(x)

è ìíîæåñòâî E ⊂ [2−n0 , 1] òàêèå, ÷òî

1. |ck+1| < |ck| < b0 äëÿ âñåõ k, 2n0 ≤ k < 2m − 1;

2. mes(E) > 1− ε− 2−n0;

3. g(x) = f(x), åñëè x ∈ E;

4. ‖g‖1 ≤ C‖f‖1;

5. ‖Q(x)− g(x)‖1 ≤ ε;

6.

∥∥∥∥ M∑
k=2n0

ckWk(x)

∥∥∥∥
1

≤ C‖f(x)‖1 + ε äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ M ∈ [2n0 , 2m).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.2.8. Â ñèëó ëåììû 2.2.7, ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåí ïî

ñèñòåìå Óîëøà

g(x) =
2m−1∑
k=2n0

akWk(x)
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è ìíîæåñòâî E ⊂ [2−n0 , 1] òàêèå, ÷òî

A) |ak+1| ≤ |ak| ≤ b0/2 äëÿ âñåõ k, 2n0 ≤ k < 2m − 1;

B) mes(E) > 1− ε− 2n0 ;

C) g(x) = f(x), åñëè x ∈ E;

D)

∥∥∥∥∥
M∑

k=2n0

akWk(x)

∥∥∥∥∥
1

≤ C‖f(x)‖1 äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ M ∈ [2n0 , 2m).

Ïîëîæèì αi := 2−i min{b0; ε}, ci := ai + αi, 2n0 ≤ i < 2m è ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

Q(x) =
2m−1∑
i=2n0

ciWi(x) = g(x) +
2m−1∑
i=2n0

αiWi(x).

Óòâåðæäåíèå 1 ëåììû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç A). Î÷åâèäíî, ÷òî

‖Q(x)− g(x)‖ ≤
2m−1∑
i=2n0

αi ≤ ε,

à äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî M ∈ [2n0 , 2m) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∥
M∑

k=2n0

ckWk(x)

∥∥∥∥∥
1

≤

∥∥∥∥∥
M∑

k=2n0

akWk(x)

∥∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥∥
M∑

k=2n0

αkWk(x)

∥∥∥∥∥
1

≤ C‖f‖1 +
2nr−1∑
i=2n0

αi ≤ C‖f‖1 + ε.

Ëåììà 2.2.8 äîêàçàíà. �

2.2.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2.1. Ïóñòü ε ∈ (0, 1) � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, à {βn} �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðîé

βn ↓ 0 è
∞∑
n=1

βn < +∞. (2.2.39)

Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n0 òàê, ÷òîáû

2−n0+1 < ε. (2.2.40)

Îáîçíà÷èì

P0(x) := P̃0(x) =
2n0−1∑
i=0

aiWi(x) ≡
2n0−1∑
i=0

β1Wi(x). (2.2.41)
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Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé {fn(x)},

fn(x) =
Mn∑
k=1

α
(n)
k 1

I
(n)
k

(x), (2.2.42)

ñ ðàöèîíàëüíûìè çíà÷åíèÿìè α(n)
k 6= 0 è äâîè÷íûìè èíòåðâàëàìè ïîñòîÿíñòâà I(n)

k , äëÿ

êîòîðûõ ñóùåñòâóþò èíòåðâàëû I
(n)

k̃
ñ óñëîâèåì I(n)

k̃
∩(2−n0 , 1) 6= ∅. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.2.7

äëÿ êàæäîé ôóíêöèè fn(x) èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.2.42), ïîëó÷àåì ïîëèíîì ïî ñèñòåìå

Óoëøà Pn(x) =
2kn−1∑
i=2kn−1

aiWi(x), k0 = n0, è ìíîæåñòâî En ⊂ [2−n0 , 1], óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèÿì

mes(En) > 1− 2−n0 − ε

2n+1
, (2.2.43)

|ai+1| ≤ |ai| ≤ min{βn; |a2kn−1−1|} ïðè 2kn−1 ≤ i < 2kn − 1, (2.2.44)

Pn(x) = fn(x), åñëè x ∈ En, (2.2.45)

sup
M<2kn

∥∥∥∥∥∥
M∑

i=2kn−1

aiWi(x)

∥∥∥∥∥∥
1

≤ C‖fn‖1, (2.2.46)

P̃n(x) :=
2kn−1∑
i=2kn−1

|ai|Wi(x) = 0, åñëè x > 2−n0 , (2.2.47)

sup
M<2kn

∥∥∥∥∥∥
M∑

i=2kn−1

|ai|Wi(x)

∥∥∥∥∥∥
1

≤ βn. (2.2.48)

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è (2.2.39) ñëåäóåò, ÷òî ðÿä

∞∑
i=0

biWi(x) ≡
∞∑
i=0

(
|ai|+

1

2i+3

)
Wi(x)

ñõîäèòñÿ ïî íîðìå L1(0, 1). Ïîëîæèì

g(x) :=
∞∑
i=0

biWi(x). (2.2.49)

Î÷åâèäíî, ÷òî g ∈ L1(0, 1). Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî

E :=
∞⋂
n=1

En (2.2.50)

è ôóíêöèÿ g(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.2.1. Èç (2.2.40), (2.2.43) è (2.2.50)

ñëåäóåò, ÷òî mes(E) > 1− ε. À èç (2.2.44) ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöè-

åíòîâ ðÿäà (2.2.49) ìîíîòîííî óáûâàåò.
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Èç (2.2.39) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî l1 > n0 òàêîå, ÷òî

∞∑
k=l1

βk < 2−1.

Ðàññìîòðèì ïîëèíîìû

ϕ0(x) :=
2
kl1−1∑
i=0

|ai|Wi(x) =

l1∑
j=0

P̃j(x), Q0(x) :=
2
kl1−1∑
i=0

biWi(x). (2.2.51)

Èç (2.2.2), (2.2.41) (2.2.47) è (2.2.51) ñëåäóåò, ÷òî

ϕ0(x) = 0, åñëè x > 2−n0 .

Ïóñòü f ∈ L1(0, 1) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.2.42) âûáåðåì

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü fnk(x) òàê, ÷òîáû n1 > l1,

lim
m→∞

∥∥∥∥∥f − ϕ0 −
m∑
k=1

fnk

∥∥∥∥∥
1

= 0, (2.2.52)

‖fnk‖1 ≤ 2−k ïðè k ≥ 2. (2.2.53)

Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî l2 > n1 òàê, ÷òîáû (ñì.(2.2.39))
∞∑
k=l2

βk < 2−2, è îáîçíà÷èì

ϕ1(x) :=
2
kl2−1∑
i=2

kl1

diWi(x) ≡
n1−1∑
j=l1+1

P̃j(x) + Pn1(x) +

l2∑
j=n1+1

P̃j(x), (2.2.54)

Q1(x) :=
2
kl2−1∑
i=2

kl1

(
|di|+

1

2i+3

)
(sgn di)Wi(x). (2.2.55)

Èç (2.2.45), (2.2.47) è (2.2.54) ñëåäóåò, ÷òî

ϕ1(x) = fn1(x), åñëè x ∈ E,

à èç (2.2.49) è (2.2.55) ïîëó÷àåì, ÷òî

Q1(x) =
2
kl2−1∑
i=2

kl1

δibiWi(x), ãäå δi = ±1,

êðîìå òîãî (ñì. òàêæå (2.2.51) è (2.2.54))

‖Q0 − ϕ0 +Q1 − ϕ1‖1 ≤
2
kl2−1∑
i=0

1

2i+3
< 2−2.
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Äîïóñòèì, ÷òî óæå îïðåäåëåíû ÷èñëà l1, l2, . . . , lr, ôóíêöèè ϕ0(x), ϕ1(x), . . . , ϕr−1(x) è

ïîëèíîìû Q0(x), Q1(x), . . . , Qr−1(x), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

∞∑
i=lr

βi < 2−r, (2.2.56)

ϕi(x) = fni(x), x ∈ E, 1 ≤ i ≤ r − 1,∥∥∥∥∥
r−1∑
i=0

(Qi(x)− ϕi(x))

∥∥∥∥∥
1

< 2−(r−1). (2.2.57)

Âûáåðåì ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ fmr , mr > lr, èç (2.2.42) òàêóþ, ÷òî∥∥∥∥∥fmr − (fnr −
r−1∑
i=0

(Qi − ϕi))

∥∥∥∥∥
1

< 2−(r+1). (2.2.58)

Ñîãëàñíî (2.2.53) è (2.2.57), èìååì∥∥∥∥∥fnr −
r−1∑
i=0

(Qi − ϕi)

∥∥∥∥∥
1

≤ 3

2r
. (2.2.59)

Èç (2.2.58) è (2.2.59) ïîëó÷èì

‖fmr‖1 ≤
4

2r
. (2.2.60)

Âîçüìåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî lr+1 ≥ mr íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû
∞∑

i=lr+1

βi <
1

2r+1
è

ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

gr(x) :=
2
klr+1−1∑
i=2klr

diWi(x) ≡
mr−1∑
j=lr+1

P̃j(x) + Pmr(x) +

lr+1∑
j=mr+1

P̃j(x). (2.2.61)

Èç (2.2.45), (2.2.47) (2.2.50) è (2.2.61) ñëåäóåò, ÷òî íà ìíîæåñòâå E èìååì gr(x) = Pmr(x) =

fmr(x), ïîýòîìó

ϕr(x) := fnr(x) + (gr(x)− fmr(x)) = fnr(x), åñëè x ∈ E. (2.2.62)

Èç (2.2.46), (2.2.48), (2.2.56), (2.2.60) è (2.2.61) ïîëó÷àåì, ÷òî

‖gr‖1 ≤
lr+1∑

j=lr+1

‖P̃j(x)‖1 + ‖Pmr(x)‖1 ≤
∞∑
j=lr

βj + C‖fmr‖1 ≤ C12−r.

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ òàêæå (2.2.57), (2.2.58) è (2.2.62), ïîëó÷àåì

‖ϕr‖1 ≤ ‖fmr − fnr‖1 + ‖gr‖1 ≤

∥∥∥∥∥fmr − (fnr −
r−1∑
i=0

(Qi − ϕi))

∥∥∥∥∥
1

+

+

∥∥∥∥∥
r−1∑
i=0

(Qi − ϕi)

∥∥∥∥∥
1

+ ‖gr‖1 ≤ 2−r + 2−r+1 + C12−r = C22−r.

(2.2.63)
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Ïóñòü (ñì. (2.2.49) è (2.2.61))

Qr(x) :=
2
klr+1−1∑
i=2klr

(
|di|+

1

2i+3

)
(sgn di)Wi(x) =

2
klr+1−1∑
i=2klr

δibiWi(x), (2.2.64)

ãäå δi = sgn di. Î÷åâèäíî, ÷òî

‖Qr − gr‖1 ≤
2
klr+1−1∑
i=2klr

1

2i+3
< 2−(r+1),

ïîýòîìó (ñì. (2.2.58) è (2.2.62))∥∥∥∥∥
r∑
i=0

(Qi(x)− ϕi(x))

∥∥∥∥∥
1

≤

∥∥∥∥∥fmr − (fnr −
r−1∑
i=0

(Qi − ϕi))

∥∥∥∥∥
1

+ ‖Qr − gr‖1 < 2−r. (2.2.65)

Ïóñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2klr ≤M < 2klr+1 , òîãäà, ó÷èòû-

âàÿ òàêæå (2.2.46), (2.2.48),(2.2.56), (2.2.60), (2.2.61), (2.2.64) è ìîíîòîííîñòü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {βn}, ïîëó÷àåì∥∥∥∥∥∥
M∑

i=2klr

δibiWi(x)

∥∥∥∥∥∥
1

≤

∥∥∥∥∥∥
M∑

i=2klr

diWi(x)

∥∥∥∥∥∥
1

+ 2−(r+1) ≤
lr+1∑

j=lr+1

‖P̃j(x)‖1+

+ βlr + C‖fmr‖1 + 2−(r+1) ≤ 2−r + 4C2−r + 2−(r+1) < C32−r.

(2.2.66)

Òàêèì îáðàçîì, ïî èíäóêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé {ϕr(x)}

è ïîëèíîìîâ {Qr(x)}, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2.2.62)�(2.2.66). Òåïåðü îïðåäåëèì

ôóíêöèþ f̃(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f̃(x) :=
∞∑
r=0

ϕr(x).

Èç (2.2.52), (2.2.62) è (2.2.63) ñëåäóåò, ÷òî f̃ ∈ L1(0, 1) è f̃(x) = f(x), êîãäà x ∈ E.

Äîêàæåì, ÷òî ðÿä
∞∑
n=0

δnbnWn(x) =
∞∑
r=0

Qr(x)

ñõîäèòñÿ ê f̃(x) â ìåòðèêå L1. ÏóñòüM � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà r èìååì klr ≤ M < klr+1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (2.2.63)�(2.2.66)

ïîëó÷àåì∥∥∥∥∥
M∑
i=0

δibiWi(x)− f̃(x)

∥∥∥∥∥
1

≤

∥∥∥∥∥
r−1∑
i=0

(Qi − ϕi)

∥∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥∥
∞∑
i=r

ϕi

∥∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥∥∥
M∑

i=klr

δibiWi(x)

∥∥∥∥∥∥
1

≤
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≤ 2−(r−1) +
∞∑
i=r

C22−i + C32−r ≤ C42−r.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä
∞∑
i=0

δibiWi(x) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f̃ è ñõîäèòñÿ ê

íåé â ìåòðèêå L1.

Òåîðåìà 2.2.1 äîêàçàíà. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2.5. Ïóñòü ε ∈ (0, 1) ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, à

n0 = [log2 ε
−1] + 1. (2.2.67)

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk(x)}∞k=1 ïîëèíîìîâ ïî ñèñòåìå Óîëøà ñ ðàöèîíàëü-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè è óñëîâèåì supp(fk) ∩ (2−n0 , 1) 6= ∅. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè-

ìåíèì ëåììó 2.2.8, òî ìîæåì íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé {ḡn(x)}∞n=1, ìíîæåñòâ

{Gn}, (Gn ⊂ [2−n0 , 1]), íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {mn} ↗, {ln} ↗ è ïîëèíîìîâ âèäà

Qn(x) =
2mn−1∑
k=2mn−1

a
(n)
k Wk(x) =

2mn−1∑
k=2mn−1

akWk(x)

(m0 = n0, l1 = 1, a
(0)
2m0−1 = 1), êîòîðûå äëÿ âñåõ ÷èñåë n ≥ 1 è k ∈ [2mn−1 , 2mn − 1)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

|a(n)
k+1| < |a

(n)
k | < 2−2mn−1−ln <

1

2
|a(n−1)

2mn−1−1|, (2.2.68)

gn(x) = fn(x), åñëè x ∈ Gn,
∥∥Qn(x)− gn(x)

∥∥
1
≤ 2−n−2, (2.2.69)

mes(Gn) > 1− 2−n−2 − 2−n0 , (2.2.70)

max
2mn−1≤k<2mn

∥∥∥∥∥∥
k∑

j=2mn−1

a
(n)
j Wj(x)

∥∥∥∥∥∥
1

≤ C ‖fn(x)‖1 + 2−n−2, (2.2.71)

‖gn(x)‖1 ≤ C ‖fn(x)‖1 . (2.2.72)

Ïîëîæèì G :=
∞⋂

n=n0

Gn. Î÷åâèäíî, ÷òî (ñì. (2.2.67), (2.2.70)) mes(G) > 1− ε.

Ðàññìîòðèì ïîëèíîì

R0(x) :=
2m0−1∑
k=0

b
(0)
k Wk(x), ãäå bk := b

(0)
k = 1 + 2−k, k = 0, 1, . . . , 2m0 − 1. (2.2.73)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fkn(x)}∞n=1 ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {fn(x)}∞n=1 òàêóþ, ÷òî k1 > n0,

lim
N→∞

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

fkn(x)− (f(x)−R0(x))

∣∣∣∣∣ dx = 0, ‖fkn(x)‖1 < 2−n, n ≥ 2. (2.2.74)
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Ïîëîæèì

g1(x) := gk1
(x), Q1(x) := Qk1

(x) =
2
mk1−1∑

j=2
mk1−1

a
(k1)
j Wj(x), (2.2.75)

bj := b
(1)
j = 2−2mk1−1−lk1 (1 + 2−j), j ∈ [2m0 , 2mk1−1),

R1(x) :=
2
mk1−1−1∑
j=2m0

b
(1)
j Wj(x).

Î÷åâèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà R1(x) ìîíîòîííî óáûâàþò, ìåíüøå êîýôôèöè-

åíòîâ ïîëèíîìà R0(x) è (ñì. (2.2.68) è (2.2.75)) áîëüøå, ÷åì êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà

Q1(x). Òàêæå èìååì

‖R1(x)‖1 ≤
2
mk1−1−1∑
j=2m0

b
(1)
j ≤

2
mk1−1−1∑
j=2m0

2−2mk1−1−lk1
+1 ≤ 2−mk1−1 ≤ 2−1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå îïðåäåëåíû ÷èñëà k1 = ν1 < · · · < νq−1, ôóíêöèè fν1 , . . . , fνq−1 ,

g1, . . . , gq−1 è ïîëèíîìû

Qn(x) = Qνn(x) =
2mνn−1∑
j=2mνn−1

a
(νn)
j Wj(x), 1 ≤ n ≤ q − 1,

Rn(x) =
2mνn−1−1∑
j=2

mνn−1

b
(n)
j Wj(x), 1 ≤ n ≤ q − 1,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

gn(x) = fkn(x), åñëè x ∈ G, 1 ≤ n ≤ q − 1, è∥∥∥∥∥
n∑
k=1

[(Rk(x) +Qk(x))− gk(x)]

∥∥∥∥∥
1

< 2−(n−1), 1 ≤ n ≤ q − 1. (2.2.76)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìîæíî âûáðàòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî νq > νq−1 òàê, ÷òîáû∥∥∥∥∥fνq(x)−

(
fkq(x)−

q−1∑
i=1

[(Ri(x) +Qi(x))− gi(x)]

)∥∥∥∥∥
1

< 2−q−2, (2.2.77)

mνq−1 > mνq−1 + q. (2.2.78)

Â ñèëó (2.2.74) è (2.2.76), èìååì∥∥∥∥∥fkq(x)−
q−1∑
i=1

[(Ri(x) +Qi(x))− gi(x)]

∥∥∥∥∥
1

< 2−q + 2−q+2 = 5 · 2−q. (2.2.79)

Èç (2.2.77) è (2.2.79) âûòåêàåò ∥∥fνq(x)
∥∥

1
< 6 · 2−q. (2.2.80)
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Ïîýòîìó (ñì. òàêæå (2.2.72))

∥∥∥gνq(x)
∥∥∥

1
< 6 · 2−qC = 2−qC1. (2.2.81)

Ïîëîæèì

gq(x) := fkq(x) + (gνq(x)− fνq(x)), (2.2.82)

Qq(x) := Qνq(x) =
2
mνq−1∑

k=2
mνq−1

a
(νq)
k Wk(x), (2.2.83)

bj := b
(q)
j = 2−2mνq−1−lνq (1 + 2−j) ≤ 2−2mνq−1−lνq+1, j ∈ [2mνq−1 , 2mνq−1), (2.2.84)

Rq(x) :=
2
mνq−1−1∑
j=2

mνq−1

b
(q)
j Wj(x). (2.2.85)

Èç (2.2.68), (2.2.77), (2.2.84) è ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {mn} è {ln} ñëåäóåò,

÷òî äëÿ âñåõ j ∈ (2mνq−1 , 2mνq−1)

|a(νq)

2
mνq−1 | < 2−2mνq−1−lνq < b

(q)
j < b

(q)
j−1 < 2−2mνq−1−lνq−1+1+1 ≤ |a(νq−1)

2
mνq−1−1

| (2.2.86)

è
2
mνq−1−1∑
j=2

mνq−1

b
(q)
j =

2
mνq−1−1∑
j=2

mνq−1

2−2mνq−1−lνq (1 + 2−j) < 2−mνq−1 < 2−q. (2.2.87)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.2.82) è (2.2.69), ïîëó÷èì

gq(x) = fkq(x), x ∈ G. (2.2.88)

Â ñèëó (2.2.82), (2.2.76), (2.2.77) è (2.2.81), èìååì

‖gq(x)‖1 ≤

∥∥∥∥∥fνq(x)−

(
fkq(x)−

q−1∑
i=1

[(Ri(x) +Qi(x))− gi(x)]

)∥∥∥∥∥
1

+ ‖gνq(x)‖1+

+

∥∥∥∥∥
q−1∑
i=1

[(Ri(x) +Qi(x))− gi(x)]

∥∥∥∥∥
1

< 2−q−2 + C12−q + 2−(q−2) = C22−q.

(2.2.89)

À èç (2.2.82), (2.2.69), (2.2.77) è (2.2.87) ïîëó÷àåì∥∥∥∥∥
q∑
i=1

[(Ri(x) +Qi(x))− gi(x)]

∥∥∥∥∥
1

≤
∥∥∥Qνq(x)− gνq(x)

∥∥∥
1

+ ‖Rq(x)‖1 +

+

∥∥∥∥∥fνq(x)−

(
fkq(x)−

q−1∑
i=1

[Ri(x) +Qi(x)− gi(x)]

)∥∥∥∥∥
1

< 2−(q−1).

106



Â ñèëó (2.2.71) è (2.2.80), èìååì

max
2
mνq−1≤k<2

mνq

∥∥∥∥∥∥
k∑

j=2
mνq−1

a
(νq)
j Wj(x)

∥∥∥∥∥∥
1

≤ C
∥∥fνq(x)

∥∥
1

+ 2−q−2 < C32−q. (2.2.90)

ßñíî, ÷òî ïî èíäóêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé {gq(x)}∞q=1 (g1(x) =

fk1(x)) è ïîëèíîìîâ {Qq(x)}, {Rq(x)}, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (2.2.85)�(2.2.90) äëÿ

âñåõ q ≥ 1. Èç (2.2.89) âûòåêàåò, ÷òî

∞∑
q=1

∫ 1

0

|gq(x)|dx <∞. (2.2.91)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f̃(x) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {dk}∞k=0 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f̃(x) = R0(x) +
∞∑
q=1

gq(x), (2.2.92)

dk =


ak, k ∈

⋃∞
q=1[2mνq−1 , 2mνq ),

bk â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Èç (2.2.74), (2.2.88), (2.2.91) è (2.2.92) ñëåäóåò

f̃(x) ∈ L1(0, 1), f̃(x) = f(x), x ∈ G.

À èç îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {dn} èìååì (ñì. òàêæå (2.2.68), (2.2.73) è (2.2.86))

|dn| > |dn+1| > 0 äëÿ âñåõ n ≥ 0.

Ïóñòü äàíî ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 2m0 , òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî q èìååì

n ∈ [2mνq−1 , 2mνq ), à èç ñîîòíîøåíèé (2.2.83), (2.2.85), (2.2.87), (2.2.89), (2.2.90) è (2.2.92)

ïîëó÷èì∥∥∥∥∥
n∑
i=0

dkWk(x)− f̃(x)

∥∥∥∥∥
1

≤

∥∥∥∥∥
q−1∑
i=1

[(Ri(x) +Qi(x))− gi(x)]

∥∥∥∥∥
1

+

+
∞∑
i=q

‖gi(x)‖1 + max
2
mνq−1≤k<2

mνq−1

∥∥∥∥∥∥
k∑

j=2
mνq−1

b
(q)
j Wj(x)

∥∥∥∥∥∥
1

+

+ max
2
mνq−1≤k<2

mνq

∥∥∥∥∥∥
k∑

j=2
mνq−1

a
(νq)
j Wj(x)

∥∥∥∥∥∥
1

< 2−qC4,

(2.2.93)

ñëåäîâàòåëüíî,

dk =

∫ 1

0

f̃(x)Wk(x)dx = cn(f̃), k = 1, 2, . . .
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Ïîëîæèì

f̃1(x) :=
∞∑
i=0

Ri(x), f̃2(x) :=
∞∑
i=1

Qi(x). (2.2.94)

Èç (2.2.93), (2.2.94), (2.2.83), (2.2.85) è (2.2.87) ñëåäóåò

f̃(x) = f̃1(x) + f̃2(x), Spec(f̃1) ∪ Spec(f̃2) = N ∪ {0}, Spec(f̃1) ∩ Spec(f̃2) = ∅.

è
∞∑
n=0

|cn(f̃1)| =
∞∑
q=0

2
mνq−1−1∑
j=2

mνq−1

b
(q)
j ≤

2m0−1∑
j=0

b
(0)
j +

∞∑
q=1

2−q <∞.

Èç (2.2.94), (2.2.85) è (2.2.78) ñëåäóåò, ÷òî ρ(Spec(f̃1)) = 1.

Òåîðåìà 2.2.5 äîêàçàíà. �

2.3 Òåîðåìû èñïðàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ

Lp(0, 1), p ≥ 1

2.3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû èñïðàâëåíèÿ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâàõ

Lp(0, 1), p ≥ 1, ñ òî÷êè çðåíèÿ óíèâåðñàëüíûõ ôóíêöèé. Îòìåòèì îäèí ðåçóëüòàò Ì.Ã. Ãðè-

ãîðÿíà, äîêàçàííûé â ðàáîòå [58].

Òåîðåìà 2.3.A ( Ì.Ã. Ãðèãîðÿí, [58]). Äëÿ ëþáûõ 0 < ε < 1, p ≥ 1 è äëÿ êàæäîé

ôóíêöèè f ∈ Lp(0, 1) ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ f̃ ∈ Lp(0, 1), mes{x : f(x) 6= f̃(x)} < ε,

÷òîáû âñå íåíóëåâûå ÷ëåíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {|ck(f̃)|} áûëè ðàñïîëîæåíû â óáû-

âàþùåì ïîðÿäêå (çäåñü ck(f̃) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå èñïðàâëåííîé ôóíêöèè f̃(x) ïî

ñèñòåìå Óîëøà).

Çäåñü ìû äîêàæåì ñëåäóþùåå óñèëåíèå òåîðåìû 2.3.A.

Òåîðåìà 2.3.1 ([137]). Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g ∈ L1(0, 1) ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå�

Óîëøà

ck(g) > ck+1(g) > 0, k = 0, 1, 2, . . . ,
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òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Lp(0, 1), p ≥ 1, è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè

ôóíêöèþ f̃ ∈ Lp(0, 1) ñ ìåðîé mes{x ∈ [0, 1] : f(x) = f̃(x)} > 1 − ε, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé

ïî ñèñòåìå Óîëøà ñõîäèòñÿ ê íåé ïî Lp(0, 1)-íîðìå è

|ck(f̃)| = ck(g) äëÿ âñåõ k ∈ Spec(f̃).

Ôóíêöèþ g (âñòðå÷àþùóþñÿ â ôîìóëèðîâêå òåîðåìû 2.3.1) áóäåì íàçâàòü óíèâåð-

ñàëüíîé ôóíêöèåé â Lp(0, 1), p ≥ 1, â ñìûñëå ìîäèôèêàöèè îòíîñèòåëüíî çíàêîâ êîýô-

ôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìå Óîëøà.

Èç òåîðåìû 2.3.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ 0 < ε < 1, p > 1 è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè

f ∈ Lp(0, 1) ìîæíî íàéòè ÷èñëà δk = ±1, 0, k = 0, 1, . . . , è òàêóþ ôóíêöèþ f̃ ∈ Lp(0, 1),

mes{x : f(x) 6= f̃(x)} < ε, ÷òî

Gm(x, f̃ ,Φ) =
m∑
k=0

δkck(g)Wk(x) = Sm(x, f̃ ,Φ), ∀x ∈ (0, 1),∀m = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå Φ = {Wk} � ñèñòåìà Óîëøà. Ñëåäîâàòåëüíî, æàäíûé àëãîðèòì ôóíêöèè f̃ ïî ñè-

ñòåìå Óîëøà ñõîäèòñÿ ê íåé êàê ïî Lp(0, 1)-íîðìå, òàê è ïî÷òè âñþäó íà [0, 1].

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [65] ïîñòðîåíû îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà Ψ = {ψk(x)}∞k=1

îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ g òàêèå, ÷òî åñëè ïðè íåêîòîðîé ôóíê-

öèè f ∈ Lp, p > 2, mes{x ∈ [0, 1] : f(x) = g(x)} > 0, òî åå æàäíûé àëãîðèòì {Gm(x, f,Ψ)}

ïî ñèñòåìå Ψ ðàñõîäèòñÿ â Lp(0, 1).

Âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ, îòâåò íà êîòîðûé íàì íå èçâåñòåí.

Âîïðîñ 3. Ìîæíî ëè â òåîðåìå 2.3.1 �èñêëþ÷èòåëüíîå� ìíîæåñòâî âûáðàòü íåçàâè-

ñÿùèì îò èñïðàâëÿåìîé ôóíêöèè f(x)?

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.3.1 íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.3.2 Ïóñòü äàíû ÷èñëà n0 ∈ N, 0 < δ, ε < 1, p ≥ 1 è ïîëèíîì f(x) ïî ñèñòåìå

Óîëøà òàêîé, ÷òî supp(f)∩ (2−n0 , 1) 6= ∅. Òîãäà ìîæíî íàéòè èçìåðèìîå ìíîæåñòâî

E ⊂ [2−n0 ; 1], ôóíêöèþ g(x) è ïîëèíîìû ïî ñèñòåìå Óîëøà

H(x) =
2n−1∑
k=2n0

akWk(x), ak > 0,

Q(x) =
2n−1∑
k=2n0

δkakWk(x), δk = ±1, 0,
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óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

1) mes(E) > 1− 2−n0 − ε;

2) g(x) = f(x), åñëè x ∈ E;

3)

∫ 1

0

|g(x)|pdx ≤ 2p

εp−1

∫ 1

0

|f(x)|pdx;

4) max
2n0≤M<2n

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
M∑

k=2n0

akWk(x)

∣∣∣∣∣ dx < δ;

5) ‖Q(x)− g(x)‖p < δ;

6) 0 < ak+1 < ak < δ äëÿ âñåõ k ∈ [2n0 , 2n − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.3.2. Ïóñòü f � íåêîòîðûé ïîëèíîì ïî ñèñòåìå Óîëøà,

à f̃(x) = f(x) · 1[2−n0 ,1](x). Äîïóñòèì, f̃(x) =
m∑
k=1

lk1∆k
(x), ãäå lk 6= 0 è ∆k � íåïåðåñåêà-

þùèåñÿ äâîè÷íûå èíòåðâàëû, k = 1, 2, . . . ,m. Äëÿ êàæäîãî k, 1 ≤ k ≤ m, ïîî÷åðåäíî

ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.2.6 äëÿ èíòåðâàëà ∆k è ÷èñåë l = lk, b = min
{

δ
2k+1 ; d2nk−1−1

}
(ïðè

k = 1 èìååì b = δ/2), ïîëó÷àåì ìíîæåñòâà Fk ⊂ ∆k ñ ìåðîé mes(Fk) < ε · mes(∆k) è

ïîëèíîìû

P̃k(x) =
2nk−1∑
i=2nk−1

diWi(x), di > 0,

Rk(x) =
2nk−1∑
i=2nk−1

δidiWi(x), δi = ±1, 0,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

Rk(x) = lk, åñëè x ∈ ∆k \ Fk, (2.3.1)

Rk(x) = 0, åñëè x 6∈ ∆k, (2.3.2)∫ 1

0

|Rk(x)|pdx ≤ 2p

εp−1
|lk|pmes(∆k), (2.3.3)

max
2nk−1≤M<2nk

∥∥∥∥∥
M∑

i=2nk−1

diWi(x)

∥∥∥∥∥
1

≤ δ

2k+1
, (2.3.4)

di+1 ≤ di ≤ d2nk−1−1 <
δ

2
, åñëè i ∈ [2nk−1 ; 2nk − 1). (2.3.5)

Îáîçíà÷èì

E := [2−n0 ; 1] \
m⋃
k=1

Fk,

g(x) :=
m∑
k=1

Rk(x) =
2nm−1∑
i=2n0

δidiWi(x). (2.3.6)
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ßñíî, ÷òî mes(E) > 1− 2−n0 − ε è (ñì. òàêæå (2.3.1), (2.3.2))

g(x) = f̃(x) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ E.

Èç (2.3.2), (2.3.3) è (2.3.6) ñëåäóåò, ÷òî∫ 1

0

|g(x)|pdx =
m∑
k=1

∫ 1

0

|Rk(x)|pdx ≤ 2p

εp−1

∫ 1

0

|f̃(x)|pdx ≤ 2p

εp−1

∫ 1

0

|f(x)|pdx.

Ïîëîæèì

ai := di +
δ

2i
, i ∈ [2n0 ; 2nm), (2.3.7)

H(x) :=
2nm−1∑
i=2n0

aiWi(x) =
m∑
k=1

P̃k(x) +
2nm−1∑
i=2n0

δ

2i
Wi(x),

Q(x) :=
2nm−1∑
i=2n0

δiaiWi(x), (2.3.8)

ãäå δi = ±1, 0 � ÷èñëà èç îïðåäåëåíèÿ ïîëèíîìîâ Rk(x). ßñíî, ÷òî ÷èñëà ak ìîíîòîííî

óáûâàþò è ìåíüøå δ (ñì. (2.3.5) è (2.3.7)), ò.å. óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 6) ëåììû 2.3.2.

Èç (2.3.4) è (2.3.7) ñëåäóåò, ÷òî

max
2n0<M<2nm

∥∥∥∥∥
M∑

i=2n0

aiWi(x)

∥∥∥∥∥
1

≤ max
2n0<M<2nm

∥∥∥∥∥
M∑

i=2n0

diWi(x)

∥∥∥∥∥
1

+
∞∑

i=2n0

δ

2i
< δ.

Ó÷èòûâàÿ (2.3.6)�(2.3.8), ïîëó÷àåì∫ 1

0

|Q(x)− g(x)|pdx ≤

(
2nm∑
i=2n0

δ

2i

)p

< δp.

Ëåììà 2.3.2 äîêàçàíà. �

2.3.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3.1

Ïóñòü

H0(x) =
25−1∑
k=0

akWk(x) ≡
25−1∑
k=0

(1 + 2−k)Wk(x). (2.3.9)

Ïðîíóìåðîâàâ âñå ïîëèíîìû Óîëøà ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, íîñèòåëè êîòî-

ðûõ èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ èíòåðâàëîì (2−5, 1), ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü èõ â âèäå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{fn(x)}∞n=1,
{
x : x ∈ (2−5, 1), fn(x) 6= 0

}
6= ∅. (2.3.10)
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Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè fn èç (2.3.10), n ðàç ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíåíèâ ëåììó 2.3.2,

ìîæåì íàéòè ôóíêöèè
{
g

(j)
n (x)

}n
j=1

, ìíîæåñòâà
{
E

(j)
n

}n
j=1

è ïîëèíîìû âèäà

H(j)
n (x) =

M
(j)
n −1∑

k=M
(j−1)
n

akWk(x) =

M
(j)
n −1∑

k=M
(j−1)
n

a
(n,j)
k Wk(x), ak > 0, j = 1, 2, . . . , n,

Q(j)
n (x) =

M
(j)
n −1∑

k=M
(j−1)
n

δkakWk(x), δk = ±1, 0, j = 1, 2, . . . , n,

ãäå

M (j)
n = 2m

(j)
n , 5 = m

(0)
1 < m

(1)
1 = m

(0)
2 < m

(1)
2 < m

(2)
2 = m

(0)
3 < · · · <

< m
(n−1)
n−1 = m(0)

n < m(1)
n < · · · < m(n)

n = m
(0)
n+1 < m

(1)
n+1 · · · ,

êîòîðûå äëÿ âñåõ n ≥ 1 è 1 ≤ j ≤ n óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

g(j)
n (x) = fn(x) ïðè x ∈ E(j)

n , (2.3.11)

mes(E(j)
n ) > 1− 2−m

(j−1)
n − 2−(j+1) > 1− 2−j, (2.3.12)

ak+1 < ak < 2−2n äëÿ âñåõ k ∈ [M (0)
n ;M (n)

n − 1], (a
M

(0)
n+1

< a
M

(n)
n −1

), (2.3.13)∥∥Q(j)
n (x)− g(j)

n (x)
∥∥
p
< 2−4n, (2.3.14)

∥∥H(j)
n (x)

∥∥
1
≤ max

k′∈(M
(j−1)
n ,M

(j)
n )

∥∥∥∥∥∥
k′∑

k=M
(j−1)
n

akWk(x)

∥∥∥∥∥∥
1

< 2−4n, (2.3.15)

∥∥g(j)
n (x)

∥∥
p
< 2j+2 ‖fn‖p . (2.3.16)

Î÷åâèäíî (ñì. (2.3.15)), ÷òî∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

n∑
j=1

H(j)
n (x)

∣∣∣∣∣ dx ≤
∞∑
n=1

n∑
j=1

∫ 1

0

|H(j)
n (x)|dx <∞. (2.3.17)

Ïîëîæèì

g(x) := H0(x) +
∞∑
n=1

n∑
j=1

H(j)
n (x) =

∞∑
k=0

akWk(x). (2.3.18)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
ak
}∞
k=0

óáûâàþùàÿ (ñì. (2.3.9) è (2.3.13)).

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.3.15), (2.3.17) è (2.3.18), ïîëó÷èì, ÷òî

g(x) ∈ L1(0, 1)
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è ðÿä
∞∑
k=0

akWk(x) ñõîäèòñÿ ê g(x) ïî L1(0, 1)-íîðìå. Ñëåäîâàòåëüíî

ak = ck(g) =

∫ 1

0

g(t)Wk(t)dt, k = 0, 1, . . . .

Ïóñòü p ≥ 1, 0 < ε < 1 è f(x) ∈ Lp(0, 1). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìîæíî âûáðàòü

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fkn(x)}∞n=1 èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.3.10) òàêóþ, ÷òî

lim
N→∞

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

fkn(x)− f(x)

∥∥∥∥∥
p

= 0 , (2.3.19)

||fkn(x)||p ≤ 2−2(n+2), n ≥ 2, (2.3.20)

ãäå

k1 > j0 := [log2 ε
−1] + 1. (2.3.21)

Ïîëîæèì

g1(x) := g
(j0+1)
k1

(x), Q1(x) := Q
(j0+1)
k1

(x) è E1 := E
(j0+1)
k1

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå îïðåäåëåíû ÷èñëà k1 = ν1 < · · · < νq−1 (ôóíêöèè fνn(x) èç

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.3.10)), ìíîæåñòâà E1, . . . , Eq−1, ôóíêöèè gn(x), 1 ≤ n ≤ q − 1, è

ïîëèíîìû

Qn(x) := Q(n+j0)
νn (x) =

M
(n+j0)
νn −1∑

k=M
(n+j0−1)
νn

δkakWk(x),

êîòîðûå äëÿ âñåõ n ≤ q − 1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

gn(x) = fkn(x), åñëè x ∈ En,∥∥∥∥∥
n∑
k=1

[(Qk(x))− gk(x)]

∥∥∥∥∥
p

< 2−2(n+3), (2.3.22)

mes(En) > 1− 2−(n+j0).

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ìîæíî âûáðàòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî νq > νq−1 (ôóíêöèþ fνq(x)

èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.3.10)) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû∥∥∥∥∥fνq(x)−

(
fkq(x)−

q−1∑
i=1

[Qi(x)− gi(x)]

)∥∥∥∥∥
p

< 2−2(q+4). (2.3.23)

Â ñèëó (2.3.20) è (2.3.22), èìååì∥∥∥∥∥fkq(x)−
q−1∑
i=1

[Qi(x)− gi(x)]

∥∥∥∥∥
p

< 2−2(q+1).
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Îòñþäà è èç (2.3.23) ïîëó÷àåì ∥∥fνq(x)
∥∥
p
< 2−2q. (2.3.24)

Ïîëîæèì

gq(x) := fkq(x) + [g(q+j0)
νq (x)− fνq(x)], (2.3.25)

Qq(x) := Q(q+j0)
νq (x) =

M
(q+j0)
νq −1∑

k=M
(q+j0−1)
νq

δkakWk(x), (2.3.26)

E :=
∞⋂
q=1

Eq, ãäå Eq := E(q+j0)
νq . (2.3.27)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.3.11), (2.3.12), (2.3.21), (2.3.25) è (2.3.27), ïîëó÷àåì

mes(E) > 1− ε.

gq(x) = fkq(x) äëÿ âñåõ x ∈ E, q = 1, 2, . . . . (2.3.28)

Â ñèëó (2.3.14), (2.3.23), (2.3.25) è (2.3.26) èìååì∥∥∥∥∥
q∑
j=1

[Qj(x)− gj(x)]

∥∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥
q−1∑
j=1

[Qj(x)− gj(x)] +Qq(x)− gq(x)

∥∥∥∥∥
p

≤

≤

∥∥∥∥∥fνq(x)−

(
fkq(x)−

q−1∑
i=1

[Qi(x)− gi(x)]

)∥∥∥∥∥
p

+

+ ||g(q+j0)
νq −Q(q+j0)

νq ||p < 2−2(q+3).

(2.3.29)

Èç (2.3.16), (2.3.23)�(2.3.25) è (2.3.29) âûòåêàåò, ÷òî

||gq(x)||p ≤

∥∥∥∥∥fνq(x)−

(
fkq(x)−

q−1∑
i=1

[Qi(x)− gi(x)]

)∥∥∥∥∥
p

+

+ ||g(q+j0)
νq ||p +

∥∥∥∥∥
q−1∑
j=1

[(Qj(x))− gj(x)]

∥∥∥∥∥
p

<

< 2−2(q+4) + 2(q+j0)+2||fνq(x)||p + 2−2(2+q) < 2−q+j0+3.

(2.3.30)

ßñíî, ÷òî ïî èíäóêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé {gq(x)} è ïîëè-

íîìîâ {Qq(x)}, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2.3.28)�(2.3.30) äëÿ âñåõ q ≥ 1.

Èç (2.3.30) âûòåêàåò, ÷òî∥∥∥∥∥
∞∑
q=1

gq(x)

∥∥∥∥∥
p

≤
∞∑
q=1

‖gq(x)‖p <∞. (2.3.31)
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f̃(x) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {γk} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f̃(x) :=
∞∑
q=1

gq(x), (2.3.32)

γk =


δk, k ∈ [M

(q+j0−1)
νq ,M

(q+j0)
νq ), q = 1, 2, . . . ,

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Èç (2.3.19), (2.3.28), (2.3.31) è (2.3.32) ñëåäóåò

f̃(x) ∈ Lp(0, 1), f̃(x) = f(x), x ∈ E,

è (ñì. òàêæå (2.3.29) è (2.3.30))∥∥∥∥∥∥∥
q∑

n=1

M
(n+j0)
νn −1∑

k=M
(n+j0−1)
νn

γkakWk(x)− f̃(x)

∥∥∥∥∥∥∥
p

≤

∥∥∥∥∥
q∑

n=1

(Qn(x)− gn(x))

∥∥∥∥∥
p

+

+
∞∑

n=q+1

‖gn(x)‖p < 2−2(q+3) + 2−q+j0+3 < 2−q+j0+4.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (2.3.15) ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä
∞∑
k=0

γkakWk(x) ñõîäèòñÿ ê f̃ â ïðî-

ñòðàíñòâå Lp(0, 1) è

γkak =

∫ 1

0

f̃(x)Wk(x)dx = ck(f̃ ), k = 0, 1, 2, . . .

Òåîðåìà 2.3.1 äîêàçàíà. �
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Ãëàâà 3

Òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè

3.1 Î ðÿäàõ Õààðà A-èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé

3.1.1 Ââåäåíèå

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè íåêîòîòûõ îðòîãîíàëüíûõ

ðÿäîâ. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä ñõîäèòñÿ ê íóëþ âñþäó, çà èñêëþ-

÷åíèåì, áûòü ìîæåò, íåêîòîðîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, òî âñå êîýôôèöèåíòû ðÿäà ðàâíû

íóëþ.

Ïóñòü {ϕn} � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà. Íàïîìíèì, ÷òî ðÿä
∞∑
n=0

anϕn(x) íàçûâàåò-

ñÿ íóëü-ðÿäîì ïî ýòîé ñèñòåìå, åñëè
∞∑
n=0

anϕn(x) = 0 ïî÷òè âñþäó è
∞∑
n=0

|an| 6= 0. Ïåðâûé

ïðèìåð òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî íóëü-ðÿäà áûë ïîñòðîåí Ä.Å. Ìåìíüøîâûì â 1916 ã. (ñì.

[81] èëè [82, ñ. 804]). Â ðàáîòàõ ðàçíûõ àâòîðîâ (ñì. [83]�[90], [20]) áûë ðàññìîòðåí âîïðîñ

î òîì, ñ êàêîé ñêîðîñòüþ ìîãóò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ êîýôôèöèåíòû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ

íóëü-ðÿäîâ. Â ðàáîòàõ [83], [87] è [89] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ äàåò ïîëî-

æèòåëüíûé îòâåò íà ñîîòâåòñòâóþùèé âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé Óëüÿíîâûì ([91]).

Òåîðåìà 3.1.A Ïóñòü cn ↓ 0 è
∞∑
n=0

c2
n = +∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé

ðÿä
∞∑

n=−∞
ane

inx, êîòîðûé ïî÷òè âñþäó ñõîäèòñÿ ê íóëþ,
∞∑

n=−∞
|an| > 0 è |an| ≤ c|n|,

n ∈ Z.

Ïîäîáíûå âîïðîñû äëÿ ñèñòåì Õààðà è Óîëøà áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [92]�[94]. Â
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[84] Àðóòþíÿíîì îòìå÷åíî, ÷òî äëÿ ñèñòåìû Óîëøà ïðîáëåìà Óëüÿíîâà òàêæå ðåøàåòñÿ

ïîëîæèòåëüíî. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ñëåäóåò òàêæå èç òåîðåìû 1.1.4. Íóëü-ðÿäû ïî êðàòíûì

ñèñòåìàì Óîëøà áûëè ïîñòðîåíû òàêæå â ðàáîòàõ [129]�[132], ãäå ,â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíà

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1.1 ([130], [132]). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë
{
cn
}
n∈Nd0

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 0 < cm ≤ cn ïðè n ≤ m

è ðÿä
∑

n∈Nd0

c2
n ðàñõîäèòñÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò êðàòíûé ðÿä

∑
n∈Nd0

anWn(x), êîòîðûé ïî÷òè

âñþäó ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì ñõîäèòñÿ ê íóëþ,
∑

n∈Nd0

|an| > 0 è |an| ≤ cn äëÿ âñåõ n ∈ Nd
0.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü îðòîãîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=0

anϕn(x) èëè íåêîòîðàÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòîãî ðÿäà ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x).

Êàê ïî f(x) âîññòàíîâèòü êîýôôèöèåíòû ðÿäà? Â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó òà-

êèõ ðÿäîâ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî, íàïðèìåð íóëü-ðÿäû, îòìå÷åííûå âûøå. Ïîýòîìó íàäî

íàêëàäûâàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ðÿä, îáåñïå÷èâàþùèå åãî åäèíñòâåííîñòü. Åñ-

ëè æå åäèíñòâåííîñòü åñòü, òî â îáùåì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû íå âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî

ôîðìóëàì Ôóðüå, ïîñêîëüêó f(x) ìîæåò îêàçàòüñÿ íå èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó. Â ýòîì

ñëó÷àå ìîæíî ïîïûòàòüñÿ âìåñòî èíòåãðàëà Ëåáåãà ðàññìàòðèâàòü åãî îáîáùåíèÿ. Îä-

íèì èç íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìûõ îáîáùåíèé èíòåãðàëà Ëåáåãà ÿâëÿåòñÿ A-èíòåãðàë,

îïðåäåëåíèå êîòîðîãî ïðèâåäåíî íèæå. Âïåðâûå òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ ï.â. ñõîäÿ-

ùèõñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [95], [96]. Â ýòîì ðàçäåëå

ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Õààðà.

Ïóñòü {χn(x)} � êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà Õààðà. Êàê îáû÷íî, ïîëîæèì ∆n = supp(χn).

ßñíî, ÷òî åñëè n = 2k + i, i = 1, 2, . . . , 2k, k = 0, 1, 2, . . ., òî ∆n = [ i−1
2k

; i
2k

].

Äëÿ n = (n1, n2, . . . , nd) ∈ Nd è x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ [0, 1]d îáîçíà÷èì χn(x) :=

χn1(x1)χn2(x2) · · ·χnd(xd) è ðàññìîòðèì ðÿä

∑
n

anχn(x) =
∑
n

anχn1(x1)χn2(x2) · · ·χnd(xd). (3.1.1)

Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N ÷åðåç SN(x) îáîçíà÷èì êóáè÷åñêèå ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà

(3.1.1), ò. å. SN(x) :=
∑

n: ni≤N

anχn(x).
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Äëÿ ôóíêöèè ϕ(x) è ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà λ ÷åðåç [ϕ(x)]λ áóäåì îáîçíà÷àòü ñëåäó-

þùóþ ôóíêöèþ

[ϕ(x)]λ =

 ϕ(x), åñëè |ϕ(x)| ≤ λ,

0, åñëè |ϕ(x)| > λ.

Â ðàáîòå [97] Ãåâîðêÿíîì áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.1.B (Ã.Ã. Ãåâîðêÿí [97]). Ïóñòü êóáè÷åñêèå ÷àñòè÷íûå ñóììû Sk(x) êðàò-

íîãî ðÿäà
∑
n

anχn(x) ïî÷òè âñþäó ñõîäÿòñÿ ê f(x) è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

λm ↑ +∞ âûïîëíÿåòñÿ

lim
m→+∞

λm ·mes

{
x ∈ [0, 1]d : sup

k
|Sk(x)| > λm

}
= 0,

òîãäà äëÿ âñåõ n ∈ Nd

an = lim
m→∞

∫
[0,1]d

[f(x)χn(x)]λnm dx,

ãäå λnm = λm‖χn‖∞.

Àíàëîãè÷íûå âîïðîñû äëÿ îäíîìåðíîãî ðÿäà ïî ñèñòåìå Âèëåíêèíà è îáîáùåííîé

ñèñòåìå Õààðà áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ Êîñòèíà [98], [99], à äëÿ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå

Ôðàíêëèíà � â ðàáîòàõ Ãåâîðêÿíà [100] è [101].

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óñèëåíèå òåîðåìû 3.1.B.

Òåîðåìà 3.1.2 ([139]). Ïóñòü {qj} � íåêîòîðàÿ ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî îòíîøåíèå
qj+1

qj
îãðàíè÷åííî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êóáè-

÷åñêèõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sqj(x) ðÿäà (3.1.1) ïî÷òè âñþäó ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè

f(x) ïðè j →∞ è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λm}, λm →∞,

lim
m→∞

λm ·mes
{
x ∈ [0, 1]d : sup

j
|Sqj(x)| > λm

}
= 0. (3.1.2)

Òîãäà äëÿ âñåõ n ∈ Nd âûïîëíÿþòñÿ

an = lim
m→∞

∫
[0,1]d

[
f(x)

]
λm
χn(x)dx.

Íàïîìíèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
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Îïðåäåëåíèå 3.1.3 Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ A-èíòåãðèðóåìîé íà ìíîæåñòâå G,

åñëè lim
λ→+∞

λ ·mes{x ∈ G : |f(x)| > λ} = 0 è ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
λ→+∞

∫
G

[f(x)]λdx =: (A)

∫
G

f(x)dx,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ A-èíòåãðàëîì ôóíêöèè f .

Îïðåäåëåíèå 3.1.4 Ïóñòü {ϕn} � íåêîòîðàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà íà [0, 1].

Ñêàæåì, ÷òî ðÿä
∑
n

anϕn(x) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå A-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè, åñëè

ñóùåñòâóåò òàêàÿ A-èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà [0, 1], ÷òî êîýôôèöè-

åíòû an îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

an = (A)

∫
[0,1]

f(x)ϕn(x)dx.

Èç òåîðåìû 3.1.2 íåìåäëåííî ñëåäóþò òåîðåìû 3.1.5 è 3.1.6.

Òåîðåìà 3.1.5 ([139]). Ïóñòü {qj} � íåêîòîðàÿ ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî îòíîøåíèå
qj+1

qj
îãðàíè÷åííî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êóáè-

÷åñêèõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sqj(x) ðÿäà (3.1.1) ïî÷òè âñþäó ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ï.â.

êîíå÷íîé ôóíêöèè f(x) è

lim
λ→+∞

λ ·mes

{
x ∈ [0, 1]d : sup

j
|Sqj(x)| > λ

}
= 0.

Òîãäà âñå ôóíêöèè f(x)χn(x), n ∈ Nd, A-èíòåãðèðóåìû è

an = (A)

∫
[0,1]d

f(x)χn(x)dx, n ∈ Nd.

Òåîðåìà 3.1.6 ([139]). Ïóñòü {qj} � íåêîòîðàÿ ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî îòíîøåíèå
qj+1

qj
îãðàíè÷åííî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êóáè-

÷åñêèõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sqj(x) ðÿäà (3.1.1) ïî÷òè âñþäó ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè

f(x) ∈ L1[0, 1]d è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëíîñòè {λk}, λk ↗∞

lim
k→∞

λk ·mes

{
x ∈ [0, 1]d : sup

j
|Sqj(x)| > λk

}
= 0.

Òîãäà

an =

∫
[0,1]d

f(x)χn(x)dx, n ∈ Nd.
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Îêàçûâàåòñÿ, â òåîðåìàõ 3.1.2�3.1.6 îãðàíè÷åííîñòü îòíîøåíèÿ
qn+1

qn
ñóùåñòâåííà.

Äåéñòâèòåëüíî, âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.1.7 ([139]). Ïóñòü {qn} � íåêîòîðàÿ ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî sup
n

qn+1

qn
= +∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðÿä

∞∑
n=1

anχn(x) òàêîé,

÷òî

1) a1 6= 0, Sqn(x)→ 0 ï.â. ïðè n→∞;

2) lim
λ→∞

λ ·mes

{
x ∈ [0, 1] : sup

n
|Sqn(x)| > λ

}
= 0.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè ðÿä
∞∑
n=1

anχn(x) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå èíòåãðèðóåìîé

ôóíêöèè, òî, âîîáùå ãîâoðÿ, ðÿä
∞∑
n=1

εnanχn(x), ãäå εn = ±1, ìîæåò íå ñõîäèòüñÿ â ïðî-

ñòðàíñòâå L1. Èçâåñòíî, ÷òî (ñì. [9], [102] è [103]) ðÿä
∞∑
n=1

anχn(x) áåçóñëîâíî ñõîäèòñÿ â

L1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

P (x) :=

{
∞∑
n=1

a2
nχ

2
n(x)

}1/2

∈ L1[0, 1]

èëè

S∗(x) := sup
N

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

anχn(x)

∣∣∣∣∣ ∈ L1[0, 1].

Â ðàáîòå [97] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðÿäîâ Õààðà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

lim
λ→+∞

λ ·mes{x : S∗(x) > λ} = 0, (3.1.3)

lim
λ→+∞

λ ·mes{x : P (x) > λ} = 0.

Òàì æå äîêàçàíî, ÷òî åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.1.3), òî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {εn} ðÿä
∞∑
n=1

εnanχn(x) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå íåêîòîðîé A-èíòåãðèðó-

åìîé ôóíêöèè.

Çäåñü ìû äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.1.8 ([139]). Åñëè äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εn} ðÿä

ïî ñèñòåìå Õààðà
∞∑
n=1

εnanχn(x) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå A-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè, òî

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.1.3).
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Îòìåòèì, ÷òî (ñì. [97]) åñëè
∞∑
n=1

anχn(x) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå A-èíòåãðèðóåìîé

ôóíêöèè, òî ìàæîðàíòà ÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòîãî ðÿäà ìîæåò íå óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

(3.1.3). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ðÿä
∞∑
n=1

anχn(x), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå A-

èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè, íî ïðè íåêîòîðûõ εn = 0; 1 ðÿä
∞∑
n=1

εnanχn(x) íå ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì

Ôóðüå A-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ

ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εn} ðÿä
∞∑
n=1

εnanχn(x) ÿâëÿëñÿ ðÿäîì Ôóðüå

A-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.1.9 Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εn} ðÿä ïî ñèñòåìå Õà-

àðà
∞∑
n=1

εnanχn(x) áóäåò ðÿäîì Ôóðüå A-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.1.3).

3.1.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1.2. Ïóñòü n = (n1, n2, . . . , nd) � íåêîòîðûé ýëåìåíò

èç Nd, à ÷èñëî M âûáðàíî òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

qj+1

qj
≤M äëÿ âñåõ j ∈ N. (3.1.4)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ≥ 1 ôóíêöèÿ sup
j≥k
|Sqj(x)| óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(3.1.2) ñ òåìè æå λm. Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âñåõ

i, i = 1, 2, . . . , d, âûïîëíÿåòñÿ ni ≤ q1. ßñíî, ÷òî

an =

∫
[0,1]d

Sq1(x)χn(x)dx =

∫
∆n

Sq1(x)χn(x)dx,

ãäå ∆n = supp(χn).

Íàïîìíèì, ÷òî äâîè÷íûé ïàðàëëåëåïèïåä ∆ ⊂ [0, 1]d íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì

ïîñòîÿíñòâà äëÿ Sj(x), åñëè Sj(x) ïîñòîÿííà íà ∆ è íåïîñòîÿííà íà ëþáîì äâîè÷íîì

ïàðàëëåëåïèïåäå ∆′, êîòîðûé ñîäåðæèò ∆. ßñíî, ÷òî åñëè ∆ ⊂ [0, 1]d � ïàðàëëåëåïèïåä

ïîñòîÿíñòâà äëÿ Sj(x), òî∫
∆

Si(x)dx =

∫
∆

Sj(x)dx äëÿ ëþáîãî i > j. (3.1.5)
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Äîïóñòèì ∆n =
r⋃

k=1

Ik, ãäå Ik � ïàðàëëåëåïèïåäû ïîñòîÿíñòâà äëÿ Sq1(x), âõîäÿùèå â

∆n. Î÷åâèäíî, ÷òî íà Ik ôóíêöèÿ χn(x) ïîñòîÿííàÿ, (ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ±‖χn(x)‖∞).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç χn(Ik) çíà÷åíèå χn(x) íà Ik. Òîãäà

an =
r∑

k=1

χn(Ik)

∫
Ik

Sq1(x)dx. (3.1.6)

Äëÿ êàæäîãî k, k = 1, 2, . . . , r, è ÷èñëà m ∈ N îáîçíà÷èì

S∗(x) = sup
j
|Sqj(x)|, Ek

m = {x ∈ Ik : S∗(x) > λm} .

Ïóñòü ε � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

ε < 2−d(M+1). (3.1.7)

Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî m íàñòîëüêî áîëüøûì, ÷òîáû λm > 1 è (ñì. (3.1.2))

λm ·mes(Ek
m) < ε ·mes(Ik), k = 1, 2, . . . , r. (3.1.8)

Ïîñêîëüêó Sqj(x) → f(x) ï.â. ïðè j → ∞, òî äëÿ ýòîãî m ìîæíî íàéòè p0 ∈ N òàêîå,

÷òîáû äëÿ âñåõ k, k = 1, 2, . . . , r,

mes
{
x ∈ Ik : |Sqp0 (x)− f(x)| > ε

}
<

ε

λm
·mes(Ik). (3.1.9)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ ∆n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |Sq2(x)| ≤ λm. Äåéñòâè-

òåëüíî, äîïóñòèì ∆ ⊂ Ik � íåêîòîðûé ïàïàëëåëåïèïåä ïîñòîÿíñòâà äëÿ Sq2(x) è íà íåì

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |Sq2(x)| > λm, òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Ek
m ñëåäóåò,

÷òî ∆ ⊂ Ek
m, îòêóäà ñ ó÷åòîì (3.1.4) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

mes(Ek
m) ≥ mes(∆) ≥ 2−d(M+1)mes(Ik) > ε ·mes(Ik),

êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (3.1.8). Ïóñòü Ik =
⋃
i

∆2
k,i, ãäå {∆2

k,i} � ïàðàëëåëåïèïåäû

ïîñòîÿíñòâà äëÿ Sq2(x), âõîäÿùèå â Ik. Ïàðàëëåëåïèïåä ∆2
k,i íàçîâåì ïàðàëëåëåïèïåäîì

ïåðâîãî ðîäà, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |Sq3(x)| ≤ λm äëÿ x ∈ ∆2
k,i. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ∆2
k,i íàçîâåì ïàðàëëåëåïèïåäîì âòîðîãî ðîäà. Îáîçíà÷èì:

Γ′2 = {i : ∆2
k,i � ïàðàëëåëåïèïåä ïåðâîãî ðîäà},
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Γ′′2 = {i : ∆2
k,i � ïàðàëëåëåïèïåä âòîðîãî ðîäà}.

ßñíî, ÷òî Ik =
( ⋃
i∈Γ′2

∆2
k,i

)⋃( ⋃
i∈Γ′′2

∆2
k,i

)
. Äîïóñòèì, ÷òî óæå îïðåäåëåíû ïàðàëëåëåïèïå-

äû {∆2
k,i}, {∆3

k,i}, . . . , {∆
p−1
k,i } è ìíîæåñòâà Γ′2,Γ

′′
2, . . . ,Γ

′
p−1,Γ

′′
p−1, à Ik ïðåäñòàâëåíî â âèäå

Ik =
( p−1⋃
s=2

⋃
i∈Γ′′s

∆s
k,i

)⋃( ⋃
i∈Γ′p−1

∆p−1
k,i

)
.

Ïðåäñòàâèì
⋃

i∈Γ′p−1

∆p−1
k,i â âèäå îáúåäèíåíèÿ

⋃
j

∆p
k,j, ãäå {∆

p
k,j}j � ïàðàëëåëåïèïåäû

ïîñòîÿíñòâà äëÿ Sqp(x). Ïàðàëëåëåïèïåä ∆p
k,j íàçîâåì ïàðàëëåëåïèïåäîì ïåðâîãî ðîäà,

åñëè äëÿ x ∈ ∆p
k,j âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |Sqp+1(x)| ≤ λm, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ∆p

k,j

íàçîâåì ïàðàëëåëåïèïåäîì âòîðîãî ðîäà. Îáîçíà÷èì:

Γ′p := {i : ∆p
k,i � ïàðàëëåëåïèïåä ïåðâîãî ðîäà},

Γ′′p := {i : ∆p
k,i � ïàðàëëåëåïèïåä âòîðîãî ðîäà}.

Òàêèì îáðàçîì, ïî èíäóêöèè áóäåì îïðåäåëÿòü ïàðàëëåëåïèïåäû {∆2
k,i}, · · · , {∆

p0

k,i} è

ìíîæåñòâà Γ′2,Γ
′′
2, · · · ,Γ′p0

,Γ′′p0
. ßñíî, ÷òî

Ik =
( p0⋃
s=2

⋃
i∈Γ′′s

∆s
k,i

)⋃( ⋃
i∈Γ′p0

∆p0

k,i

)
.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ {2, 3, . . . , p0}, ∆p
k,i ÿâëÿåòñÿ ïàðàë-

ëåëåïèïåäîì âòîðîãî ðîäà, òî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ïàðàëëåëåïèïåäà ∆p
k,i (íåêîòîðûé

ïàðàëëåëåïèïåä ïîñòîÿíñòâà äëÿ Sqp+1(x)), ìåðà êîòîðîãî íå ìåíüøå ÷åì
1

2d(M+1)
÷àñòü

ìåðû ìíîæåñòâà ∆p
k,i, ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà Ek

m. Ïîýòîìó

mes
( p0⋃
s=2

⋃
i∈Γ′′s

∆s
k,i

)
≤ 2d(M+1) ·mes(Ek

m). (3.1.10)

ßñíî òàêæå, ÷òî äëÿ âñåõ p ∈ {2, 3, . . . , p0} è äëÿ ëþáîãî i âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|Sqp(x)| ≤ λm äëÿ âñåõ x ∈ ∆p
k,i. (3.1.11)

Îáîçíà÷èì:

Gk1 :=

x ∈
⋃
i∈Γ′p0

∆p0

k,i : |Sqp0 (x)− f(x)| ≤ ε

 ,

Gk2 :=

x ∈
⋃
i∈Γ′p0

∆p0

k,i : |Sqp0 (x)− f(x)| > ε

 .
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Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ k, 1 ≤ k ≤ r,∣∣∣∣∫
Ik

Sqp0 (x)− [f(x)]λmdx

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣
p0∑
s=2

∑
i∈Γ′′s

∫
∆s
k,i

Sqp0 (x)dx

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
p0∑
s=2

∑
i∈Γ′′s

∫
∆s
k,i

[f(x)]λmdx

∣∣∣∣∣∣+
+

∫
Gk1

∣∣Sqp0 (x)− [f(x)]λm
∣∣dx +

∫
Gk2

∣∣Sqp0 (x)− [f(x)]λm
∣∣dx. (3.1.12)

Èç (3.1.10), (3.1.8), (3.1.11) è (3.1.5) ñëåäóåò, ÷òî

p0∑
s=2

∑
i∈Γ′′s

∫
∆s
k,i

∣∣[f(x)]λm
∣∣dx ≤ λm2d(M+1) ·mes(Ek

m) ≤ 2d(M+1)ε ·mes(Ik), (3.1.13)

∣∣∣∣∣∣
p0∑
s=2

∑
i∈Γ′′s

∫
∆s
k,i

Sqp0 (x)dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
p0∑
s=2

∑
i∈Γ′′s

∫
∆s
k,i

Sqs(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2d(M+1)ε ·mes(Ik). (3.1.14)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðåäïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (3.1.12) íå áîëüøå ÷åì ε ·mes(Ik). Äëÿ ïîñëåä-

íåãî ñëàãàåìîãî â (3.1.12) ñ ó÷åòîì (3.1.11) è (3.1.9) ïîëó÷àåì∫
Gk2

∣∣Sqp0 (x)− [f(x)]λm
∣∣dx ≤ 2λm

ε

λm
·mes(Ik) ≤ 2ε ·mes(Ik). (3.1.15)

Ó÷èòûâàÿ òàêæå (3.1.6) è (3.1.5), èç (3.1.12)�(3.1.15), ïîëó÷àåì∣∣∣∣an − ∫
[0,1]d

[f(x)]λm χn(x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
r∑

k=1

χn(Ik)

∫
Ik

(
Sqp0 (x)− [f(x)]λm

)
dx

∣∣∣∣∣ ≤
≤ ‖χn‖∞

r∑
k=1

ε ·mes(Ik)(2
d(M+1)+1 + 3) ≤ ‖χn‖∞ ·mes(∆n)2d(M+1)+2ε,

÷åì çàêàí÷èâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1.2. �

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1.7 íàì íóæíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3.1.10 Ïóñòü {qn} � âîçðàñòàþùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë ñ óñëîâèåì sup
n

{
qn+1

qn

}
= +∞, à F (x) � íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, îïðå-

äåëåííàÿ íà [0, 1], è E := supp(F ) � ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì íåïåðåñåêàþùèõ-

ñÿ äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ F (x) � ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà äëÿ ëþáûõ

ε, δ > 0 è N0 ∈ N ñóùåñòâóåò ïîëèíîì ïî ñèñòåìå Õààðà

P (x) =
M∑

k=N0

akχk(x)

òàêîé, ÷òî:

1) supp(P ) ⊂ E;
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2) min
x
{P (x) + F (x) : P (x) + F (x) 6= 0} > max

x
F (x);

3) mes(supp(P + F )) ≤ δ;

4) äëÿ âñåõ λ > maxF (x) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

λ ·mes

{
x : max

n:qn≤M

∣∣∣∣∣F (x) +

qn∑
k=N0

akχk(x)

∣∣∣∣∣ > λ

}
< ε;

5) äëÿ êàæäîãî x ∈ [0, 1] è n ∈ N ñ óñëîâèåì N0 ≤ qn ≤ M ëèáî
qn∑

k=N0

akχk(x) = 0, ëèáî

qn∑
k=N0

akχk(x) = P (x).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1.10. Ïóñòü ìíîæåñòâî E = supp(F ) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷-

íûì îáúåäèíåíèåì íåïåðåñåêàþùèõñÿ äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ, äëèíà êîòîðûõ áîëüøå ÷åì

h, à γ := max
x∈[0,1]

F (x). Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî d òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

2d > N0,
1

2d
< min

{
δ;

h

2
;
ε

2γ

}
. (3.1.16)

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî E ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäè-

íåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ äëèíû 2−d:

E =
m⋃
k=1

Ik, ãäå Ik =

[
αk
2d

;
αk + 1

2d

]
. (3.1.17)

Ïóñòü γk := F (Ik) � çíà÷åíèå ôóíêöèè F íà ìíîæåñòâå Ik. Âûáåðåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà

rk, k = 1, 2, . . . ,m, òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

γ1 · 2r1 > γ, (3.1.18)

rk > rk−1, γk · 2rk > γk−1 · 2rk−1 , k = 2, 3, . . . ,m. (3.1.19)

Ïîñêîëüêó sup
n

{
qn+1

qn

}
= +∞, òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {qn} ìîæíî âûáðàòü ÷èñëà

qn1 , qn2 , . . . , qnm , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

2d < qn1 < qn2 < · · · < qnm ,
qnk+1

qnk
> 2rk+2, k = 1, 2, . . . ,m. (3.1.20)

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî k, k = 1, 2, . . . ,m, ñóùåñòâóåò

íàòóðàëüíîå ÷èñëî ik òàêîå, ÷òî qnk < 2ik è 2ik+rk < qnk+1.

ßñíî, ÷òî (ñì. (3.1.17) è (3.1.20)) êàæäûé èíòåðâàë Ik, k = 1, 2, . . . ,m, ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ äëèíû 2−ik :

Ik =
⋃
s∈Λk

J (k)
s =

⋃
s∈Λk

[
ls
2ik

;
ls + 1

2ik

]
.
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Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è 1 ≤ i ≤ 2n, îáîçíà÷èì χ̃(n)
i (x) := 2−n/2χ

(n)
i (x) (ôóíêöèÿ

Õààðà, íîðìèðîâàííàÿ â L∞). Ðàññìîòðèì ïîëèíîìû ïî ñèñòåìå Õààðà

Pk(x) :=
∑
s∈Λk

rk−1∑
j=0

2jχ̃
(ik+j)

2j ls+1
(x) k = 1, 2, . . . ,m.

ßñíî, ÷òî

1Ik(x) + Pk(x) =

 2rk , åñëè x ∈ Ek ⊂ Ik,

0, åñëè x ∈ [0, 1] \ Ek,
(3.1.21)

ãäå 1Ik � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Ik, à Ek ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì îáúåäè-

íåíèåì äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ è

mes(Ek) =
∑
s∈Λk

1

2rk
·mes(J (k)

s ) =
1

2rk
mes(Ik) =

1

2d+rk
. (3.1.22)

Îáîçíà÷èì

P (x) :=
M∑

k=N0

akχk(x) ≡
m∑
k=1

γkPk(x). (3.1.23)

Óòâåðæäåíèÿ 1) è 5) ëåììû 3.1.10 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç (3.1.17), (3.1.21) è (3.1.23).

Èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë γk (γk = F (Ik)), (3.1.21) è (3.1.23) ïîëó÷àåì, ÷òî

F (x) + P (x) =

 γk2
rk , åñëè x ∈ Ek, k = 1, 2, . . . ,m,

0, åñëè x ∈ [0, 1] \ (
⋃m
k=1Ek) .

(3.1.24)

Êîìáèíèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñ (3.1.18) è (3.1.19), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå 2) ëåììû

3.1.10. Èç (3.1.24), (3.1.22), (3.1.16) è ïåðâîãî íåðàâåíñòâà (3.1.19) ñëåäóåò, ÷òî

mes(supp(F + P )) =
m∑
k=1

mes(Ek) =
m∑
k=1

1

2d+rk
≤ 2

2d+r1
≤ 1

2d
≤ δ.

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 4) ëåììû 3.1.10. Ïðè λ ≥ γm2rm ìíîæå-

ñòâî {x : F (x) + P (x) > λ} = ∅ (ñì. (3.1.19) è (3.1.24)), òîãäà óòâåðæäåíèå 4) î÷åâèäíî.

Äîïóñòèì, λ � íåêîòîðîå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà (γ; γm2rm), òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà

s, s = 1, 2, . . . ,m, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî γs−12rs−1 ≤ λ < γs2
rs (γ02n0 := γ), ñëåäîâà-

òåëüíî, èç (3.1.24), (3.1.18) è (3.1.19) ïîëó÷àåì

mes

{
x : max

n:qn≤M

∣∣∣∣∣F (x) +

qn∑
k=N0

akχk(x)

∣∣∣∣∣ > λ

}
= mes

(
m⋃
k=s

Ek

)
=

m∑
k=s

1

2d+rk
<

2

2d+rs
.
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Êîìáèíèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñ (3.1.16), ïîëó÷àåì

λ ·mes

{
x : max

n:qn≤M

∣∣∣∣∣F (x) +

qn∑
k=N0

akχk(x)

∣∣∣∣∣ > λ

}
<

2λ

2d+rs
≤ 2γs2

rs

2d+rs
≤ εγs

γ
≤ ε.

Ëåììà 3.1.10 äîêàçàíà. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1.7. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {qn} óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì òåîðåìû 3.1.7, à F0(x) ≡ 1 ïðè x ∈ E0 := [0, 1]. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1.10 äëÿ

ôóíêöèè F0(x) è ÷èñåë ε1 = δ1 = 2−1, N0 = 2, ïîëó÷àåì ïîëèíîì ïî ñèñòåìå Õààðà

P1(x) =

N1−1∑
k=N0

akχk(x),

óäîâëåòâîðÿþùèé óòâåðæäåíèÿì 1)�5) ëåììû 3.1.10. Îáîçíà÷èì F1(x) := F0(x)+P1(x) è

E1 := supp(F1). ßñíî, ÷òî mes(E1) < 2−1. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ÷èñåë i = 1, 2, . . . ,m−1 óæå

îïðåäåëåíû ïîëèíîìû Pi(x) =
Ni−1∑
k=Ni−1

akχk(x), ôóíêöèè Fi(x) := Fi−1(x)+Pi(x) è ìíîæåñò-

âà Ei := supp(Fi) òàê, ÷òî Ei ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâîè÷íûõ èíòåð-

âàëîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ Fi(x) ïîñòîÿííàÿ. Ïóñòü Γm−1 := max
x

Fm−1(x).

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1.10 äëÿ ôóíêöèè Fm−1(x), ÷èñåë εm = 2−m, δm =
1

2mΓm−1

è

Nm−1, ïîëó÷àåì ïîëèíîì ïî ñèñòåìå Õààðà

Pm(x) =
Nm−1∑
k=Nm−1

akχk(x),

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

A) supp(Pm) ⊂ Em−1;

B) min
x
{Fm(x) : Fm(x) 6= 0} > Γm−1, ãäå Fm(x) := Fm−1(x) + Pm(x);

C) mes(Em) ≤ 1

2mΓm−1

, ãäå Em := supp(Fm);

D) äëÿ âñåõ λ > Γm−1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

λ ·mes

x : max
n:Nm−1≤qn<Nm

∣∣∣∣∣∣Fm−1(x) +

qn∑
k=Nm−1

akχk(x)

∣∣∣∣∣∣ > λ

 < 2−m;

E) äëÿ êàæäîãî x ∈ [0, 1] è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñ óñëîâèåì Nm−1 ≤ qn < Nm ëèáî
qn∑

k=Nm−1

akχk(x) = 0, ëèáî
qn∑

k=Nm−1

akχk(x) = Pm(x).

Òàê, ïî èíäóêöèè ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèíîìîâ {Pm(x)}, ôóíêöèé {Fm(x)},

ìíîæåñòâ {Em} è ÷èñåë {Γm}, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì A)−E). Èç A) è C) ñëåäóåò,

÷òî Fm(x)→ 0 ï.â. íà [0, 1].
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Ðàññìîòðèì ðÿä

1 +
∞∑
k=2

akχk(x) ≡ F0(x) +
∞∑
m=1

Pm(x). (3.1.25)

ßñíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî m ∈ N âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

1 +
Nm−1∑
k=2

akχk(x) = Fm(x),

ïîýòîìó ÷àñòè÷íûå ñóììû Sqn(x) ðÿäà (3.1.25) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ (ñì.

E)): äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, åñëè qn ∈ [Nm−1;Nm), òî äëÿ êàæäîãî x ∈ [0, 1]

çíà÷åíèå Sqn(x) ñîâïàäàåò ëèáî ñ Fm(x), ëèáî ñ Fm−1(x). Ñëåäîâàòåëüíî,

Sqn(x)→ 0 ï.â. íà [0, 1] ïðè n→∞.

Ïóñòü λ � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî áîëüøå 1. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà m âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Γm−1 < λ ≤ Γm. Ó÷èòûâàÿ A), B) è E), ïîëó÷àåì

{
x : sup

n
|Sqn(x)| > λ

}
=
{
x : max

n:Nm−1≤n<Nm
|Sqn(x)| > λ

}
∪ Em+1.

Êîìáèíèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñ C) è D), ïîëó÷àåì

λ ·mes
{
x : sup

n
|Sqn(x)| > λ

}
≤ 2−m +

λ

2m+1Γm
< 2−(m−1).

Òåîðåìà 3.1.7 äîêàçàíà. �

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1.8 íàì íóæíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3.1.11 Ïóñòü
∞∑
n=1

anχn(x) � íåêîòîðûé ðÿä ïî ñèñòåìå Õààðà, N0 ∈ N è

sup
N

∣∣∣∣ N∑
n=N0

anχn(x)

∣∣∣∣ > M íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå E ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî α ∈ (0, 1) ñóùåñòâóþò N1 ∈ N è εn ∈ {0, 1} òàêèå, ÷òî

mes

{
x ∈ E :

∣∣∣∣∣
N1∑

n=N0

εnanχn(x)

∣∣∣∣∣ > M

}
> α ·mes(E).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1.11. Ïóñòü i1 � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ

êîòîðîãî ñóùåñòâóåò äâîè÷íî èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî x1 ∈ E ñ óñëîâèåì

∣∣∣∣ i1∑
n=N0

anχn(x1)

∣∣∣∣ >
M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆′1 òîò èíòåðâàë ïîñòîÿíñòâà ôóíêööèè χi1(x), êîòîðûé ñîäåðæèò

òî÷êó x1. ßñíî, ÷òî ∣∣∣∣∣
i1∑

n=N0

anχn(x)

∣∣∣∣∣ > M äëÿ âñåõ x ∈ ∆′1.
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Äîïóñòèì, óæå îïðåäåëåíû âîçðàñòàþùèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà i1, i2, . . . , ip−1 è íåïåðåñå-

êàþùèåñÿ ìíîæåñòâà ∆′1,∆
′
2, . . . ,∆

′
p−1. Ïóñòü ip � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ

êîòîðîãî ñóùåñòâóåò äâîè÷íî èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà xp ∈ E \
p−1⋃
k=1

∆′k, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèþ

∣∣∣∣∣ ip∑
n=N0

anχn(xp)

∣∣∣∣∣ > M . Äîïóñòèì, ∆′p � òîò èíòåðâàë ïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè χip(x)

êîòîðûé, ñîäåðæèò òî÷êó xp. ßñíî, ÷òî∣∣∣∣∣
ip∑

n=N0

anχn(x)

∣∣∣∣∣ > M äëÿ âñåõ x ∈ ∆′p. (3.1.26)

Òàê, ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì ÷èñëà {ik} è ìíîæåñòâà {∆′k}, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

(3.1.26). Ïðè÷åì, åñëè ïðè íåêîòîðîì p èìååì mes
(
E\

p−1⋃
k=1

∆′k

)
= 0, òî íà ýòîì øàãå âûáîð

÷èñåë ik è ìíîæåñòâ ∆′k îñòàíàâëèâàåòñÿ. Â ëþáîì ñëó÷àå, èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

∆′i ∩∆′j = ∅ (i 6= j) è E ⊂
⋃
k

∆′k.

Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî p0 òàê, ÷òîáû äëÿ ìíîæåñòâà E1 =
p0⋃
k=1

∆′k âûïîëíÿëîñü

mes(E1 ∩ E) > α ·mes(E). Ïîëîæèì

εn =

 0, åñëè ∆n := supp(χn) ⊂ E1,

1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Èç (3.1.26) è îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà E1 ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣∣∣∣
ip0∑

n=N0

εnanχn(x)

∣∣∣∣∣∣ > M äëÿ âñåõ x ∈ E1.

Ëåììà 3.1.11 äîêàçàíà. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1.8. Òåîðåìó äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, äëÿ

ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εn} ðÿä
∞∑
n=1

εnanχn(x) ñõîäèòñÿ ï. â. ê íåêîòî-

ðîé A-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè, íî äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà δ âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

lim sup
λ→+∞

λ ·mes {x ∈ [0, 1] : S∗(x) > λ} ≥ 2δ > 0, (3.1.27)

ãäå S∗(x) := sup
N

∣∣∣∣ N∑
n=1

anχn(x)

∣∣∣∣. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1◦. Ïóñòü S∗(x) < +∞ ï. â.
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Äëÿ êàæäîãî k ïîëîæèì Ek := {x ∈ [0, 1] : S∗(x) > λk}, ãäå âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {λk} áóäåò îïðåäåëåíà ïî èíäóêöèè íèæå. Î÷åâèäíî, ÷òî Ek ⊂ Ek−1 è Ek

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ. Äîïóñòèì, Ek =
⋃
m

Ik,m è

E ′k :=
⋃
m

I ′k,m, ãäå Ik,m è I ′k,m � äâîè÷íûå èíòåðâàëû òàêèå, ÷òî Ik,m ⊂ I ′k,m, mes(I ′k,m) =

2 ·mes(Ik,m) è, êðîìå òîãî, I ′k,m 6⊂ Ek.

Âîçüìåì òàêîå ÷èñëî λ1, ÷òîáû λ1 ·mes(E1) > δ (ñì. (3.1.27)). Ñîãëàñíî ëåììå 3.1.11,

ñóùåñòâóþò N1 ∈ N è εn = 0, 1 òàêèå, ÷òî äëÿ ôóíêöèè ϕ1(x) :=
N1∑
n=1

εnanχn(x) âûïîëíÿ-

åòñÿ íåðàâåíñòâî

mes{x ∈ E1 : |ϕ1(x)| > λ1} >
mes(E1)

2
. (3.1.28)

Äîïóñòèì, ÷òî óæå îïðåäåëåíû ÷èñëà λi è ôóíêöèè ϕi(x) =
Ni∑

n=Ni−1+1

εnanχn(x), i = 1,

2, . . . , k − 1. Ïóñòü Mk−1 = max
x

Nk−1∑
n=1

|anχn(x)|. Âûáåðåì òàêîå ÷èñëî λk, ÷òîáû âûïîëíÿ-

ëèñü íåðàâåíñòâà (ñì. (3.1.27))

λk > 2(Mk−1 + λk−1), (3.1.29)

mes(Ek) <
mes(Ek−1)

16
è λk ·mes(Ek) > δ. (3.1.30)

Çàìåòèì, ÷òî

sup
N

∣∣∣∣∣∣
∑

n:∆n 6⊂E′k−1

anχn(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ λk−1 äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1]. (3.1.31)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû äëÿ íåêîòîðîãî x1 ∈ [0, 1] â (3.1.31) âûïîëíÿëîñü îáðàòíîå íåðà-

âåíñòâî, òî ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî x1 ∈ Ek−1, ò.å. x1 ∈ Ik−1,m äëÿ íåêîòîðîãî m. Íî äëÿ

âñåõ N ñóììà
N∑
n=1

∆n 6⊂E′k−1

anχn(x) ïîñòîÿííà íà èíòåðâàëå I ′k−1,m, çíà÷èò äëÿ âñåõ x ∈ I ′k−1,m

sup
N

∣∣∣∣∑N
n=1

∆n 6⊂E′k−1

anχn(x)

∣∣∣∣ > λk−1, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó I ′k−1,m 6⊂ Ek−1.

Èç (3.1.29), (3.1.31) è îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà Mk−1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ek âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
N

∣∣∣∣∣∣∣∣
N∑

n=Nk−1+1

∆n⊂E′k−1

anχn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≥ S∗(x)−Mk−1 − sup
N

∣∣∣∣∣∣∣
N∑
n=1

∆n 6⊂E′k−1

anχn(x)

∣∣∣∣∣∣∣ ≥

≥ λk −Mk−1 − λk−1 >
λk
2
.
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Îòñþäÿ, ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1.11 , ïîëó÷àåì ÷èñëà Nk ∈ N è εn = 0; 1 òàêèå, ÷òî äëÿ

ôóíêöèè ϕk(x) :=
Nk∑

n=Nk−1+1

εnanχn(x) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

mes{x ∈ [0, 1] : ϕk(x) > λk/2} >
mes(Ek)

2
. (3.1.32)

ßñíî, ÷òî

supp(ϕk) ⊂ E ′k−1 è mes(supp(ϕk)) ≤ mes(E ′k−1) ≤ 2 ·mes(Ek−1). (3.1.33)

Òàê, ïî èíäóêöèè áóäåì îïðåäåëÿòü ÷èñëà {λk}, ìíîæåñòâà Ek, E ′k è ôóíêöèè ϕk(x),

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (3.1.29), (3.1.30), (3.1.32) è (3.1.33).

Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

ε′nanχn(x) :=
∞∑
k=1

ϕ2k(x) =
∞∑
k=1

N2k∑
n=N2k−1+1

εnanχn(x).

Èç (3.1.33) è (3.1.30) ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ðÿä ï. â. ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x). Èç

îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë Mk è (3.1.29) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k > 1{
x : |f(x)| > λ2k

4

}
⊃
{
x : |ϕ2k(x)| > λ2k

4
+M2k−2

}
\

∞⋃
n=k+1

supp(ϕ2n(x)) ⊃

⊃
{
x : |ϕ2k(x)| > λ2k

2

}
\

∞⋃
n=k+1

supp(ϕ2n(x)).

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ òàêæå (3.1.32), (3.1.33) è (3.1.30), ïîëó÷àåì

mes

{
x : |f(x)| > λ2k

4

}
≥ mes(E2k)

2
− mes(E2k)

4
≥ mes(E2k)

4
.

Êîìáèíèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñ âòîðûì íåðàâåíñòâîì èç (3.1.30), ïîëó÷èì

λ2k ·mes

{
x : |f(x)| > λ2k

4

}
≥ λ2k ·mes(E2k)

4
>
δ

4
> 0,

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî f(x) íå ÿâëÿåòñÿ A-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé, âîïðåêè íàøåìó

ïðåäïîëîæåíèþ. Òåì ñàìûì òåîðåìà 3.1.8 â ñëó÷àå 1◦ äîêàçàíà.

2◦. Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî B := {x : S∗(x) = +∞} èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó.

Äëÿ êàæäîãî k ∈ N âûáåðåì äâîè÷íûé èíòåðâàë Ik òàê, ÷òîáû

Ik
⋂(

k−1⋃
j=1

Ij

)
= ∅, mes(Ik ∩B) > 0, 9 ·mes(Ik) è mes(Ik) <

mes(B)

2k
. (3.1.34)
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Ðàññìîòðèì ðÿä
∑

n:∆n⊂Ik
anχn(x). ßñíî, ÷òî âî âñåõ òî÷êàõ x ∈ Ik ∩ B âûïîëíÿåòñÿ

sup
N

∣∣∣∣∣ ∑
n:n≤N,∆n⊂Ik

anχn(x)

∣∣∣∣∣ = +∞, ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1.11 ïîëó÷àåì ïîëèíîì

ϕk(x) :=
∑

n:∆n⊂Ik
ε

(k)
n anχn(x), (íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà âñå ε(k)

n ðàâíû íóëþ), óäîâëå-

òâîðÿþùèé óñëîâèþ

mes

{
x ∈ Ik : |ϕk(x)| > 1

mes(Ik)

}
> 0, 8 ·mes(Ik). (3.1.35)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) :=
∞∑
k=1

ϕk(x) =
∞∑
k=1

∑
n:∆n⊂Ik

ε(k)
n anχn(x).

Çàìåòèì, ÷òî ðÿä, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó Ik ∩ Ij = ∅ ïðè k 6= j,

è êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ îòëè÷íû îò íóëÿ äëÿ êàæäîé òî÷êè x. Î÷åâèäíî, ÷òî (ñì.

(3.1.35))

mes

{
x : |f(x)| > 1

mes(Ik)

}
≥ mes

{
x : |ϕk(x)| > 1

mes(Ik)

}
> 0, 8 ·mes(Ik).

Êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî f(x) íå ÿâëÿåòñÿ A-èíòåãðèðóåìîé, òàê êàê èç (3.1.34) èìååì, ÷òî

mes(Ik)→ 0 ïðè k →∞.

Òåîðåìà 3.1.8 äîêàçàíà. �

3.2 Òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå

Ôðàíêëèíà

3.2.1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáùàÿ ñèñòåìà Ôðàíêëèíà àêòèâíî èññëåäóåòñÿ ìíîãèìè àâòîðà-

ìè. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòîé ñèñòåìû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [104]�[107], ìû óêàæåì ïî

ìåðå íåîáõîäèìîñòè. Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ îáùåé ñèñòåìû Ôðàíêëèíà.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ðàçáèåíèå) T = {tn : n ≥ 0} íàçûâàåòñÿ

äîïóñòèìîé íà [0, 1], åñëè t0 = 0, t1 = 1, tn ∈ (0, 1), n ≥ 2, T âñþäó ïëîòíî â [0, 1] è

êàæäàÿ òî÷êà t ∈ (0, 1) âñòðå÷àåòñÿ â T íå áîëåå ÷åì äâà ðàçà.
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Ïóñòü T = {tn : n ≥ 0} � äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äëÿ n ≥ 2 îáîçíà÷èì

Tn = {ti : 0 ≤ i ≤ n}. Äîïóñòèì, πn ïîëó÷àåòñÿ èç Tn íåóáûâàþùåé ïåðåñòàíîâêîé: πn =

{τni : τni ≤ τni+1, 0 ≤ i ≤ n−1}, πn = Tn. Òîãäà ÷åðåç Sn îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé,

îïðåäåëåííûõ íà [0, 1], êîòîðûå íåïðåðûâíû ñëåâà, ëèíåéíû íà (τni ; τni+1) è íåïðåðûâíû

â τni , åñëè τni−1 < τni < τni+1. ßñíî, ÷òî dimSn = n + 1 è Sn−1 ⊂ Sn. Ñëåäîâàòåëüíî

ñóùåñòâóåò (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Sn, êîòîðàÿ îðòîãîíàëüíà

Sn−1 è ‖f‖2 = 1. Ýòó ôóíêöèþ íàçûâàþò n-îé ôóíêöèåé Ôðàíêëèíà, ñîîòâåòñòâóþùåé

ðàçáèåíèþ T . Èçâåñòíî, ÷òî f(tn) îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü,

÷òî f(tn) > 0.

Îïðåäåëåíèå 3.2.2 Îáùàÿ ñèñòåìà Ôðàíêëèíà {fn(x) : n ≥ 0}, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ðàçáèåíèþ T , îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó f0(x) = 1, f1(x) =
√

3(2x − 1), x ∈ [0, 1], è äëÿ

n ≥ 2 ôóíêöèÿ fn(x) åñòü n-àÿ ôóíêöèÿ Ôðàíêëèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçáèåíèþ T .

Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tn =
2m− 1

2k+1
, ãäå n = 2k + m, 1 ≤ m ≤ 2k, k = 0, 1, 2, . . ., ïîëó-

÷àåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà Ôðàíêëèíà, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì îïðåäåëåíà

Ô. Ôðàíêëèíîì â ðàáîòå [108]. Èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû Ôðàíêëèíà ïîñâÿùåío ìíîãî ðà-

áîò. Ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ýòîé ñèñòåìû íà÷àëîñü ñ ðàáîò [109] è [110]. Çäåñü

ìû ïðèâåäåì òîëüêî ðåçóëüòàòû, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííûå ñ òåîðåìàìè, êîòîðûå áóäóò

äîêàçàíû â íàñòîÿøåì ðàçäåëå.

Äëÿ ðÿäîâ ïî êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå Ôðàíêëèíà äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè,

â óñëîâèÿõ êîòîðîé ïðèñóòñòâóåò îäíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå íà ìàæîðàíòó ÷àñòè÷íûõ

ñóìì ðÿäà (ñì. [100], òåîðåìà 3).

Òåîðåìà 3.2.A (Ãåâîðêÿí Ã.Ã., [100]). Äëÿ òîãî ÷òîáû ðÿä

∞∑
n=0

anfn(x)

áûë ðÿäîì Ôóðüå�Ôðàíêëèíà íåêîòîðîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f , íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòîò ðÿä ï.â. ñõîäèëñÿ ê f(x) è

lim inf
λ→∞

(
λ ·mes

{
x ∈ [0, 1] : sup

N

∣∣∣∣∣
N∑
n=0

anfn(x)

∣∣∣∣∣ > λ

})
= 0.
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Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äëÿ îáùåé ñèñòåìû Ôðàíêëèíà äîêàçàíà Ì. Ï. Ïîãîñÿíîì â

ðàáîòå [111]. Â [101], [112]�[114] ðàññìîòðåíû êðàòíûå ðÿäû ïî ñèñòåìå Ôðàíêëèíà.

Ïóñòü d � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì êðàòíûå ðÿäû Ôðàíêëèíà∑
m∈Nd0

amfm(x), (3.2.1)

ãäåm = (m1, . . . ,mk) ∈ Nd
0 � âåêòîð ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè,

x = (x1, . . . , xd) ∈ [0, 1]d è fm(x) = fm1(x1)···fmd(xd). Â ðàáîòàõ [112]�[114] äëÿ ðÿäà (3.2.1)

ïî êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå Ôðàíêëèíà ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

σν(x) =
∑

m:mi≤2ν

amfm(x), σ∗(x) = sup
ν
|σν(x)|,

è äîêàçàíû ñëåäóþùèå òîåðåìû.

Òåîðåìà 3.2.B (Ãåâîðêÿí Ã.Ã., [112], [114]). Äëÿ òîãî ÷òîáû êðàòíûé ðÿä (3.2.1) ïî

êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå Ôðàíêëèíà áûë áû ðÿäîì Ôóðüå�Ôðàíêëèíà íåêîòîðîé ôóíêöèè

f ∈ L([0, 1]d), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ñóììû σν(x) ïî ìåðå ñõîäèëèñü áû ê f ;

2. lim inf
λ→+∞

(
λ ·mes

{
x ∈ [0, 1]d : σ∗(x) > λ

})
= 0.

Òåîðåìà 3.2.C (Ãåâîðêÿí Ã.Ã., Ïîãîñÿí Ì.Ï., [113]). Ïóñòü ñóììû σν(x) êðàòíîãî

ðÿäà (3.2.1) ïî êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå Ôðàíêëèíà ñõîäÿòñÿ ïî ìåðå ê íåêîòîðîé ôóíêöèè

f è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λk →∞ âûïîëíÿåòñÿ

lim
k→∞

(
λk ·mes

{
x ∈ [0, 1]d : σ∗(x) > λ

})
= 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ∈ Nd
0 èìååò ìåñòî

am = lim
k→∞

∫
[0,1]d

[f(x)]λkfm(x)dx.

Çäåñü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äëÿ ðÿäîâ ïî îáùåé ñèñòåìå Ôðàíêëèíà,

ïîðîæäåííîé ïàðíî ðåãóëÿðíûì ðàçáèåíèåì îòðåçêà [0, 1]. Ïðè ýòîì âìåñòî ÷àñòè÷íûõ

ñóìì σν(x) è ôóíêöèè σ∗(x) ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü âñþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êâàä-

ðàòè÷íûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì è ìàæîðàíòó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ îáùåé ñèñòåìû Ôðàíêëèíà ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå

óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ðàçáèåíèÿ T , ââåäåííûå â ðàáîòàõ [105]�[107] è [118].
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Îïðåäåëåíèå 3.2.3 Äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïî

ïàðàì (ïàðíî ðåãóëÿðíà) ñ ïàðàìåòðîì γ > 1, åñëè äëÿ êàæäîãî n ≥ 2 è 1 ≤ i ≤ n

èìååì

1

γ
≤
τni+1 − τni−1

τni − τni−2

≤ γ,

ãäå τn−1 = τn0 = 0, τnn+1 = τnn = 1.

Â òåîðåìàõ 3.2.4 è 3.2.5 ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçáèåíèå T ðåãóëÿðíîå ïî ïàðàì ñ ïàðàìåò-

ðîì γ > 1 è {fn}∞n=0 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó îáùàÿ ñèñòåìà Ôðàíêëèíà. Äëÿ ðÿäà (3.2.1)

ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Sn(x) =
∑

m:mi≤n

amfm(x), S∗(x) = sup
n
|Sn(x)|. (3.2.2)

Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2.4 ([141]). Ïóñòü {fn}∞n=0 � îáùàÿ ñèñòåìà Ôðàíêëèíà, ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ ïàðíî ðåãóëÿðíîìó ðàçáèåíèþ T ñ ïàðàìåòðîì γ > 1. Äàëåå, ïóñòü êóáè÷åñêèå

÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(x) ïî ìåðå ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f è äëÿ íåêîòîðîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λk →∞ âûïîëíÿåòñÿ

lim
k→+∞

(λk ·mes{x ∈ [0; 1]d : S∗(x) > λk}) = 0. (3.2.3)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ∈ Nd
0 èìååò ìåñòî

am = lim
k→∞

∫
[0,1]d

[f(x)]λkfm(x)dx.

Èç òåîðåìû 3.2.4 ñëåäóåò

Òåîðåìà 3.2.5 ([141]). Ïóñòü {fn}∞n=0 � îáùàÿ ñèñòåìà Ôðàíêëèíà, ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ ïàðíî ðåãóëÿðíîìó ðàçáèåíèþ T ñ ïàðàìåòðîì γ > 1. Ïóñòü êóáè÷åñêèå ÷àñòè÷íûå

ñóììû Sn(x) ïî ìåðå ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

lim
λ→∞

(λ ·mes{x ∈ [0; 1]d : S∗(x) > λ}) = 0,

òîãäà ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ A-èíòåãðèðóåìîé è ðÿä (3.2.1) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå�

Ôðàíêëèíà â ñìûñëå A-èíòåãðèðîâàíèÿ, ò.å. äëÿ ëþáîãî m ∈ Nd
0 èìååò ìåñòî

am = (A)

∫
[0,1]d

f(x)fm(x)dx.
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Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äëÿ êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû Ôðàíêëèíà äîêàçàíà

â ðàáîòå [113]. Îäíàêî èç òåîðåìû 3.2.5 íå ñëåäóåò ðåçóëüòàò ðàáîòû [113], òàê êàê òàì

âìåñòî S∗(x) ðàññìàòðèâàåòñÿ σ∗(x).

Äëÿ êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû Ôðàíêëèíà â ðàáîòàõ [140] è [142] äîêàçàíû òåîðåìû,

àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 3.1.2�3.1.7. Â ÷àñòíîñòè ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå óñèëåíèå òåîðåìû

3.2.C.

Òåîðåìà 3.2.6 ([140]). Ïóñòü (3.2.1) � êðàòíûé ðÿä ïî êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå Ôðàíê-

ëèíà è ïóñòü {Kn} � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äëÿ êî-

òîðîé îòíîøåíèå
Kn+1

Kn

îãðàíè÷åíî. Åñëè êóáè÷åñêèå ÷àñòè÷íûå ñóììû ýòîãî ðÿäà

SKn(x) ñõîäÿòñÿ ïî ìåðå ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè λk → +∞ âûïîëíÿåòñÿ

lim
k→∞

(
λk ·mes

{
x ∈ [0, 1]d : sup

n
|SKn(x)| > λk

})
= 0, (3.2.4)

òî äëÿ âñåõ m ∈ Nd
0 èìååò ìåñòî

am = lim
k→+∞

∫
[0,1]d

[f(x)]λkfm(x)dx. (3.2.5)

Çàìåòèì, ÷òî, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, èç òåîðåìû 3.2.6 ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå

ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 3.2.7 Ïóñòü {Kn} � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë, äëÿ êîòîðîé îòíîøåíèå
Kn+1

Kn

îãðàíè÷åíî. Åñëè êóáè÷åñêèå ÷àñòè÷íûå ñóììû SKn(x)

ðÿäà (3.2.1) ïî êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå Ôðàíêëèíà ñõîäÿòñÿ ïî ìåðå ê íåêîòîðîé ôóíêöèè

f è

lim
λ→∞

(
λ ·mes

{
x ∈ [0, 1]d : sup

n
|SKn(x)| > λ

})
= 0,

òî âñå ôóíêöèè f(x)fm(x), m ∈ Nd
0, A-èíòåãðèðóåìû è

am = (A)

∫
[0,1]d

f(x)fm(x)dx, m ∈ Nd
0.

Ñëåäñòâèå 3.2.8 Ïóñòü {Kn} � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë, äëÿ êîòîðîé îòíîøåíèå
Kn+1

Kn

îãðàíè÷åíî. Åñëè êóáè÷åñêèå ÷àñòè÷íûå ñóììû SKn(x)
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ðÿäà (3.2.1) ïî êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå Ôðàíêëèíà ñõîäÿòñÿ ïî ìåðå ê íåêîòîðîé ôóíê-

öèè f ∈ L[0, 1]d è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λk → +∞ âûïîëíÿåòñÿ (3.2.4),

òî (3.2.1) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå�Ôðàíêëèíà ôóíêöèè f .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå ñèñòåìû Õààðà (ñì. òåîðåìó 3.1.7), îãðàíè÷åííîñòü

îòíîøåíèÿ
Kn+1

Kn

â òåîðåìå 3.2.6 ñóùåñòâåííà. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2.9 ([142]). Ñóùåñòâóþò ðÿä
∞∑
n=0

anfn(x) ïî ñèñòåìå Ôðàíêëèíà è ìîíî-

òîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {Km} òàêèå, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñóììû

SKm(x) :=
Km∑
n=0

anfn(x)→ 0 ï.â. ïðè m→∞

è

lim
λ→∞

(
λ ·mes

{
x ∈ [0, 1] : sup

m
|SKm(x)| > λ

})
= 0.

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èè îò òåîðåìû 3.1.7, äîêàçàííîé äëÿ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Õà-

àðà, çäåñü íå óäàëîñü äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Km} ñ óñëîâèåì

sup
m

Km+1

Km

=∞, ò.å. òåîðåìà 3.2.9 íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì àíàëîãîì òåîðåìû 3.1.7.

3.2.2 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 3.2.4

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì ýòîãî ðàçäåëà íàì ïðèãîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, äîêà-

çàííàÿ â ðàáîòå [114].

Ëåììà 3.2.10 Ïóñòü ôóíêöèÿ G îïðåäåëåíà íà ∆ := [α1; β1] × · · · × [αd; βd], d ∈ N, è

ëèíåéíà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Òîãäà åñëè L = max
t∈∆
|G(t)|, òî

mes

{
t ∈ ∆ : |G(t)| ≥ L

2d

}
≥ mes(∆)

3d
.

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïîëîæèì δni = (τni−1, τ
n
i+1) ∪ {τni }, êîãäà 0 ≤ i ≤ n.

ßñíî, ÷òî δni èìååò âèä (τni−1, τ
n
i ] èëè [τni , τ

n
i+1), åñëè τni � êðàòíàÿ òî÷êà, è δni = (τni−1, τ

n
i+1),

åñëè τni � ïðîñòàÿ òî÷êà. Ôóíêöèè ϕni îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè i = 0 èëè n,

à òàêæå åñëè 1 ≤ i ≤ n− 1 è τni−1 < τni < τni+1, òî ϕ
n
i (τnj ) = δij, j = 0, 1, ..., n, è ϕni ëèíåéíà

íà [τnj−1, τ
n
j ], j = 1, ..., n, ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ò.å. δij = 1, åñëè i = j, è δij = 0, åñëè
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i 6= j. Åñëè æå τni−1 = τni , 1 < i < n, òî ôóíêöèè ϕni−1 è ϕ
n
i � åäèíñòâåííûå íåïðåðûâíûå íà

[0, 1] \ {τni } êóñî÷íî-ëèíåéíûå ôóíêöèè ñ óçëàìè τnj , ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèå 0 â óçëàõ,

îòëè÷íûõ îò äâîéíîãî óçëà τni−1 = τni , íåïðåðûâíûå ñëåâà â τni−1 = τni , ϕ
n
i−1(τni−1) = 1,

ϕni−1(τni−1 + 0) = 0, ϕni (τni ) = 0, ϕni (τni + 0) = 1.

Äëÿ íàòóðàëüíîãî n ïîëîæèì Nd
n = {0, 1, ..., n}d. Äëÿ âåêòîðà j = (j1, ..., jd) ∈ Nd

n

îáîçíà÷èì

∆n
j := δnj1 × · · · × δ

n
jd
, τnj := (τnj1 , ..., τ

n
jd

)

è

φnj (t) := φnj (t1, ..., td) := ϕnj1(t1) · · · ϕnjk(td). (3.2.6)

Òîãäà

Sn(x) =
∑
m∈Ndn

amfm(x).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
n∑
j=0

ϕnj (x) = 1, êîãäà x ∈ [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî,∑
j∈Ndn

φnj (x) = 1, êîãäà x ∈ [0, 1]d, è supp(φnj ) = ∆n
j .

Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {φnj }j∈Ndn îáðàçóåò áàçèñ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå

Sn :=

∑
m∈Ndn

bmfm(x) : bm ∈ R

 .

Ïîýòîìó âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.2.11 Åñëè G ∈ Sν è G 6= 0, òî ñóùåñòâóåò j ∈ Nd
n òàêîå, ÷òî

(G, φnj ) :=

∫
[0,1]d

G(x)φnj (x)dx 6= 0.

Èìååì òàêæå∫
[0,1]d

φnj (x)dx =

∫
∆n

j

φnj (x)dx =
d∏
i=1

∫
δnji

ϕnji(xi)dxi =
d∏
i=1

mes(δnji)

2
=
mes(∆n

j )

2d
.

Îáîçíà÷èâ

Mn
j (x) =

2d

mes(∆n
j )
φnj (x), (3.2.7)

ïîëó÷èì äðóãîé áàçèñ â Sn ñ óñëîâèåì∫
[0,1]d

Mn
j (x)dx = 1. (3.2.8)

Âåðíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.
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Ëåììà 3.2.12 Äëÿ ëþáûõ Mn0
j0

(x) è n > n0 ñóùåñòâóþò ÷èñëà αj òàêèå, ÷òî

Mn0
j0

(x) =
∑
j∈Ndn

αjM
n
j (x),

ïðè÷åì ∑
j∈Ndn

αj = 1, αj ≥ 0, è αj = 0, åñëè ∆n
j 6⊂ ∆n0

j0
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó n > n0, òî äëÿ êàæäîãî l ∈ {1, 2, . . . , d} èìååì ϕn0

j0l
∈

Sn, ãäå j0 = (j0
1 , ..., j

0
d). Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò β

(l)
i òàêèå, ÷òî

ϕn0

j0l
(xl) =

∑
i

β
(l)
i ϕ

n
i (xl). (3.2.9)

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ϕni íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî β(l)
i ≥ 0 è β(l)

i = 0, åñëè δni 6⊂ δn0

j0l
.

Òîãäà, èç (3.2.6), (3.2.7) è (3.2.9) ïîëó÷èì

Mn0
j0

(x) =
∑
j∈Ndn

αjM
n
j (x), (3.2.10)

ãäå αj ≥ 0, è αj = 0, åñëè ∆n
j 6⊂ ∆n0

j0
. Èç (3.2.10) è (3.2.8) ñëåäóåò, ÷òî

∑
j∈Ndn

αj = 1.

Ëåììà äîêàçàíà. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2.4. Ïóñòü {fn}∞n=0 � îáùàÿ ñèñòåìà Ôðàíêëèíà, ñî-

îòâåòñòâóþùàÿ ïàðíî ðåãóëÿðíîìó ðàçáèåíèþ T ñ ïàðàìåòðîì γ > 1. Ïóñòü, äàëåå, êó-

áè÷åñêèå ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(x) ðÿäà (3.2.1) ïî ìåðå ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f è

äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λk →∞ âûïîëíÿåòñÿ (3.2.3). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äîêà-

çàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2.4 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ m0, j0 = (j0
1 , ..., j

0
d) ∈ Nd

m0

è n ≥ m0 èìååò ìåñòî

(Sn,M
m0

j0 ) = lim
k→∞

∫
[0,1]d

[f(x)]λkM
m0

j0 (x)dx. (3.2.11)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè m = (m1,m2, . . . ,md) ∈ Nd
0, òî äëÿ n = max

i
mi èìååì, ÷òî fm ∈ Sn.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðûõ γj èìååò ìåñòî fm(x) =
∑
j∈Ndn

γjM
n
j (x). Òîãäà, â ñèëó

(3.2.11), èìååì

am = (Sn, fm) =
∑
j∈Ndn

γj(Sn,M
n
j ) =

∑
j∈Ndn

γj lim
k→∞

∫
[0,1]d

[f(x)]λkM
n
j (x)dx =

= lim
k→∞

∫
[0,1]d

[f(x)]λkfm((x))(x)dx.
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Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó (3.2.11). Ñíà÷àëà íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ìàêñèìàëüíîé

ôóíêöèèM(g,x) èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè g. Ïîëàãàåì

M(g,x) = sup
Q:Q3x

1

mes(Q)

∫
Q

|g(x)|dx,

ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî âñåì ïðÿìîóãîëüíèêàì ñ ãðàíÿìè, ïàðàëëåëüíû-

ìè êîîðäèíàòíûì ãðàíÿì è ñ öåíòðîì â òî÷êå x. Äàëåå, ïîä ïðÿìîóãîëüíèêîì ñ öåí-

òðîì x áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ìíîæåñòâî âèäà ×dl=1[xl − ηl, xl + ηl]. Èç èçâåñòíîé òåîðåìû

Éåññåíà-Ìàðöèíêåâè÷à-Çèãìóíäà ñëåäóåò, ÷òî (ñì. [119], �2.3) åñëè 1A(x) � õàðàêòåðèñòè-

÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A, òî äëÿ ìíîæåñòâà B := {x :M(1A,x) > ζ} âûïîëíÿåòñÿ

mes(B) ≤ Cd(ζ)−1mes(A), ãäå Cd � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè d.

Ïóñòü m0 � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è j0 ∈ Nd
m0
. Çàìåòèì, ÷òî åñëè i =

(i1, . . . , id) è iν0 := max
ν

iν > m0, òî (fi,M
m0

j0 ) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó iν0 > m0, òî∫ 1

0

fiν0 (xν0)φm0
jν0

(xν0)dxν0 = 0, è ïîýòîìó

(fi,M
m0

j0 ) =
2d

mes(∆m0

j0 )

d∏
ν=0

(fν , φ
m0
jν

) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî n ≥ m0 èìååì (Sn,M
m0

j0 ) = (Sm0 ,M
m0

j0 ). Ïîýòîìó äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà (3.2.11) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

lim
k→∞

(
lim
n→∞

∫
[0,1]d

([f(x)]λk − Sn(x))Mm0

j0 (x)dx

)
= 0. (3.2.12)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå k0, ÷òî äëÿ âñåõ k ≥ k0 âûïîëíÿþòñÿ íåðà-

âåíñòâà

Cd(12γ2)dλk ·mes(Ek) < ε (3.2.13)

è

mes(Ek) <
(12γ3)−d

Cd
mes(∆m0

j0 ), (3.2.14)

ãäå

Ek := {x ∈ [0, 1]d : S∗(x) > λk}.

Îáîçíà÷èì

Bk := {x ∈ [0, 1]d :M(1Ek ,x) > (12γ2)−d}. (3.2.15)

Òîãäà

mes(Bk) ≤ Cd(12γ2)d ·mes(Ek). (3.2.16)

140



Ëåììà 3.2.13 Åñëè ∆n
j 6⊂ Bk, òî |Sn(x)| < 2dλk, êîãäà x ∈ ∆n

j .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì îáðàòíîå: äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x0 ∈ ∆n
j èìååò ìå-

ñòî |Sn(x0)| ≥ 2dλk. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Sn(x) ëèíåéíàÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé xl,

l = 1, . . . , d, íà ïðÿìîóãîëüíèêå ×dl=1(τnνl , τ
n
νl+1), ãäå νl ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ jl − 1 è jl,

l = 1, . . . , d, òî äëÿ íåêîòîðîãî i = (i1, . . . , id) èìååì sup
x∈∆n

j

|Sn(x)| = Li ≥ 2dλk, ãäå

Li := lim
x→τni
x∈∆n

j

|Sn(x)|, à τni ∈ ∆n
j . ßñíî, ÷òî åñëè τni � ïðîñòàÿ òî÷êà, òî Li = |Sn(τni )|. Â

ñèëó ëåììû 3.2.10, èìååò ìåñòî

mes{x ∈ ∆n
i : |Sn(x)| > λk} ≥

mes(∆n
i )

3d
. (3.2.17)

Ïîñêîëüêó ðàçáèåíèå T ðåãóëÿðíîå ïî ïàðàì ñ ïàðàìåòðîì γ, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè

x ∈ ∆n
j ïðÿìîóãîëüíèê

Q := ×dl=1[xl − (γ + 1)(τnil+1 − τnil−1), xl + (γ + 1)(τnil+1 − τnil−1)]

ñ öåíòðîì x ñîäåðæèò ∆n
i . Î÷åâèäíî, ÷òî mes(Q) = 2d(γ+1)dmes(∆n

i ). Ïîýòîìó èç (3.2.17)

ñëåäóåò

M(1Ek ,x) ≥ 1

2d(γ + 1)dmes(∆n
i )
· mes(∆n

i )

3d
≥ (12γ)−d ≥ (12γ2)−d, x ∈ ∆n

j .

Ñëåäîâàòåëüíî, ∆n
j ⊂ Bk. Ëåììà äîêàçàíà. �

Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå k, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ (3.2.13) è (3.2.14). Ïóñòü m1 �

íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñî ñâîéñòâîì

{i : τm1
i ∈ ∆m0

j0 è ∆m1
i ⊂ Bk} 6= ∅. (3.2.18)

Çàìåòèì, ÷òî m1 > m0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû âûïîëíèëîñü (3.2.18) äëÿ íåêîòîðîãî

m1 ≤ m0, òî âûïîëíèëîñü áû è

mes(Bk) ≥ mes(∆m1
i ) ≥ 1

γd
mes(∆m0

j0
).

Íî èç (3.2.14) è (3.2.16) èìååì, ÷òî mes(Bk) < γ−dmes(∆m0
j0

). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå

äîêàçûâàåò, ÷òî m1 > m0.

Îáîçíà÷èì

Im1 = {i : τm1
i ∈ ∆m0

j0 }
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Jm1 := {i ∈ Im1 : ∆m1
i ⊂ Bk}, Km1 := Im1\Jm1 .

Î÷åâèäíî, ÷òî Jm1

⋂
Km1 = ∅ è Jm1

⋃
Km1 = {i : τm1

i ∈ ∆m0

j0 }. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ëåììó

3.2.12, íàéäåì ïðåäñòàâëåíèå

Mm0

j0 =
∑

i∈Jm1

α
(m1)
i Mm1

i +
∑

i∈Km1

β
(m1)
i Mm1

i , (3.2.19)

ãäå

α
(m1)
i ≥ 0, β

(m1)
i ≥ 0 è

∑
i∈Jm1

α
(m1)
i +

∑
i∈Km1

β
(m1)
i = 1.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.2.12, äëÿ êàæäîé ôóíêöèè Mm1
i , i ∈ Km1 , íàéäåì ïðåäñòàâëåíèå

Mm1
i =

∑
j:∆

m1+1
j ⊂∆

m1
i

αi
jM

m1+1
j , αi

j ≥ 0. (3.2.20)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìíîãèõ i â ñóììå (3.2.20) òîëüêî îäèíü êîýôôèöèåíò αi
j îòëè÷åí îò

íóëÿ è ðàâåí åäèíèöå.

Îáîçíà÷èì

Im1+1 :=

j : τm1+1
j ∈

⋃
i∈Km1

∆m1
i

 ,

Jm1+1 :=
{
j ∈ Im1+1 : ∆m1+1

j ⊂ Bk

}
è Km1+1 := Im1+1\Jm1+1.

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ Mm1
i , i ∈ Km1 , èç (3.2.20) âî âòîðóþ ñóììó èç (3.2.19) è

ñãðóïïèðîâîâ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîëó÷èì

∑
i∈Km1

β
(m1)
i Mm1

i =
∑

i∈Jm1+1

α
(m1+1)
i Mm1+1

i +
∑

i∈Km1+1

β
(m1+1)
i Mm1+1

i . (3.2.21)

Èç (3.2.19) è (3.2.21) èìååì

Mm0

j0 =

m1+1∑
l=m1

∑
i∈Jl

α
(l)
i M

l
i +

∑
i∈Km1+1

β
(m1+1)
i Mm1+1

i , (3.2.22)

ãäå α(l)
i ≥ 0, l = m1,m1 + 1, β

(m1+1)
i ≥ 0.

Ïî èíäóêöèè äëÿ âñåõ n > m1 îïðåäåëèì

In :=

j : τnj ∈
⋃

i∈Kn−1

∆n−1
i

 , (3.2.23)

Jn :=
{
j ∈ In : ∆n

j ⊂ Bk

}
è Kn := In\Jn. (3.2.24)
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Àíàëîãè÷íî (3.2.22) ïîëó÷èì

Mm0

j0 =
n∑

l=m1

∑
i∈Jl

α
(l)
i M

l
i +

∑
i∈Kn

β
(n)
i Mn

i ,

ãäå α(l)
i ≥ 0, l = m1, . . . , n, β

(n)
i ≥ 0. Èç ëåììû 3.2.13, (3.2.23) è (3.2.24) ñëåäóåò, ÷òî

|Sn(x)| ≤ 2dλk, êîãäà x ∈ ∆n
j , j ∈ Kn.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n èìååò ìåñòî (ñì. (3.2.15))

Dn :=
n⋃

l=m1

⋃
i∈Jl

∆l
i ⊂ Bk.

Ñ ó÷åòîì (3.2.13) è (3.2.16) ïîëó÷èì

λk ·mes(Dn) < ε. (3.2.25)

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî l, m1 ≤ l ≤ n, âûïîëíÿåòñÿ

|Sl(x)| ≤ 2dλk, êîãäà x ∈ ∆l
i, i ∈ Jl. (3.2.26)

Äîïóñòèì îáðàòíîå. Äëÿ íåêîòîðûõ l ∈ {m1, ..., n}, i ∈ Jl è x ∈ ∆l
i âûïîëíÿåòñÿ

|Sl(x)| > 2dλk. À èç ýòîãî, êàê ìû çàìåòèëè ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.2.13, ñëåäóåò,

÷òî ñóùåñòâóåò j òàêîå, ÷òî τ lj ∈ ∆l
i è

mes{x ∈ ∆l
j : |Sl(x)| > λk} ≥

mes(∆l
j)

3d
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

mes(∆l
j

⋂
Ek) ≥

mes(∆l
j)

3d
. (3.2.27)

Ïóñòü m ∈ Kl−1 òàêîå (ñì (3.2.23) è (3.2.24)), ÷òî ∆l
i ⊂ ∆l−1

m , è y � ëþáàÿ òî÷êà

èç ∆l−1
m . Èç ðåãóëÿðíîñòè ïî ïàðàì ðàçáèåíèÿ T è τ lj ∈ ∆l

i ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê

Q := [ε1, η1]× ...× [εd, ηd] ñ öåíòðîì y è ðåáðàìè ñ äëèíàìè

ην − εν = (γ(γ + 1) + 1)(τ ljν+1 − τ ljν−1) < 3γ2(τ ljν+1 − τ ljν−1), ν = 1, 2, . . . , d,

ñîäåðæèò â ñåáå ∆l−1
m . ßñíî, ÷òî

mes(Q) < (3γ2)dmes(∆l
j). (3.2.28)
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Èç (3.2.27), (3.2.28) è y ∈ ∆l−1
m ⊂ Q ñëåäóåò, ÷òî

M(χEk ,y) > (9γ2)−d.

Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà Bk (ñì. (3.2.15)), èìååì y ∈ Bk. Ñëåäîâàòåëüíî, ∆l−1
m ⊂ Bk,

÷òî îçíà÷àåò m 6∈ Kl−1. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò (3.2.26).

Îáîçíà÷èì

Hn :=
⋃
i∈Kn

∆n
i .

Òîãäà èç (3.2.23) è (3.2.24) ñëåäóåò, ÷òî

|Sn(x)| ≤ 2d · λk, êîãäà x ∈ Hn. (3.2.29)

Îáîçíà÷èì

%
(n)
1 (x) :=

n∑
l=m1

∑
i∈Jl

α
(l)
i M

l
i (x) è %

(n)
2 (x) :=

∑
i∈Kn

β
(n)
i Mn

i (x).

Ïîñêîëüêó α(l)
i ≥ 0, β(n)

i ≥ 0 è Mm0

j0 (x) = %
(n)
1 (x) + %

(n)
2 (x), òî

0 ≤ %
(n)
1 (x) ≤Mm0

j0 (x) ≤ 2d

mes(∆m0

j0 )
=: Cm0,j0 (3.2.30)

è

0 ≤ %
(n)
2 (x) ≤Mm0

j0 (x) ≤ Cm0,j0 . (3.2.31)

Ïåðåéäåì ê îöåíêå

ωn :=

∫
[0,1]d
|[f(x)]λk − Sn(x)|Mm0

j0 (x)dx =: ξ
(n)
1 + ξ

(n)
2 + ξ

(n)
3 , (3.2.32)

ãäå

ξ
(n)
1 =

∫
Dn

|[f(x)]λk − Sn(x)|%(n)
1 (x)dx, (3.2.33)

ξ
(n)
2 =

∫
Hn

⋂
Ek

|[f(x)]λk − Sn(x)|%(n)
2 (x)dx, (3.2.34)

ξ
(n)
3 =

∫
Hn\Ek

|[f(x)]λk − Sn(x)|%(n)
2 (x)dx. (3.2.35)

Èç (3.2.26) è (3.2.29)�(3.2.31) ñëåäóåò, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè â (3.2.33)�(3.2.35)

îãðàíè÷åíû ÷èñëîì Cm0,j0(2d + 1)λk. Ïîýòîìó èç (3.2.25) è (3.2.13) ñëåäóåò, ÷òî

ξ
(n)
1 < ε · Cm0,j0,d è ξ

(n)
2 < ε · Cm0,j0,d. (3.2.36)
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f(x) = [f(x)]λk äëÿ x 6∈ Ek è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn(x) ïî ìåðå ñõîäèòñÿ ê

f(x), ïîëó÷èì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |[f(x)]λk−Sn(x)|1Hn\Ek(x)%
(n)
2 (x) ïî ìåðå ñõîäèòñÿ

ê íóëþ è îãðàíè÷åíà ÷èñëîì Cm0,j0(2d + 1)λk. Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n→∞

ξ
(n)
3 = 0. (3.2.37)

Èç (3.2.32)�(3.2.37) ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ωn < 3ε · Cm0,j0,d. Èç ýòîãî ñëåäóåò (3.2.12).

Òåîðåìà 3.2.4 äîêàçàíà. �

3.2.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 3.2.6 è 3.2.9

Ïóñòü {Kn} � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ óñëîâèÿì òåîðåìû 3.2.6. Äîïóñòèì, ÷èñëî M âûáðàíî òàê, ÷òîáû

Kn+1

Kn

≤M äëÿ âñåõ n ∈ N. (3.2.38)

Îáîçíà÷èì Ŝ∗(x) := sup
n
|SKn(x)|, ãäå Sn(x) � êóáè÷åñêàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (3.2.1)

ïî êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå Ôðàíêëèíà (ñì. (3.2.2)). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè λk ↗ +∞ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

lim
k→+∞

(
λk ·mes

{
x ∈ [0, 1]d : Ŝ∗(x) > λk

})
= 0. (3.2.39)

Ïóñòü Mn
j � ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, à ∆n

j � ñîîòâåòñòâóþùèå

ïàðàëëåëåïèïåäû (ñì. (3.2.6)�(3.2.8)). Äëÿ êðàòêîñòè ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

M̂n
j := MKn

j , ∆̂n
j := ∆Kn

j .

ßñíî, ÷òî äëÿ êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû Ôðàíêëèíà, åñëè n = 2µ + ν, 1 ≤ ν ≤ 2µ, òî

τni =


i

2µ+1
, åñëè 0 ≤ i ≤ 2ν,

i− ν
2µ

, åñëè 2ν < i ≤ n.

Ïîýòîìó, èç îïðåäåëåíèé ôóíêöèé M̂n
j è ìíîæåñòâ ∆̂n

j èìååì, ÷òî äëÿ âñåõ ν ∈ N è

j = (j1, j2, . . . , jd) ∈ Nd
Kν

:= {1, 2, . . . , Kν}d âûïîëíÿþòñÿ: supp(M̂ν
j ) = ∆̂ν

j ,(
1

2Kν

)d
≤ mes(∆̂ν

j ) ≤
(

4

Kν

)d
, (3.2.40)
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∫
[0,1]d

M̂ν
j (x)dx = 1 è |M̂ν

j (x)| ≤ (4Kν)
d , ν ∈ N, j ∈ Nd

Kν . (3.2.41)

Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî óñëîâèÿ (3.2.38) è (3.2.39) âûïîëíÿþòñÿ è ÷àñòè÷íûå ñóììû SKν (x)

ñõîäÿòñÿ ïî ìåðå ê ôóíêöèè f ïðè ν → ∞. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî m =

(m1,m2, . . . ,md) ∈ Nd
0 è j0 ∈ Nd

Kν0
ñ óñëîâèåì max

1≤i≤d
{mi} ≤ Kν0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫

[0,1]d
SKν0 (x)M̂ν0

j0
(x)dx = lim

k→+∞

∫
[0,1]d

[f(x)]λkM̂
ν0
j0

(x)dx. (3.2.42)

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k ïîëîæèì

Ek :=
{
x ∈ supp(M̂ν0

j0
) = ∆̂ν0

j0
: Ŝ∗(x) > λk

}
.

Ïóñòü ε � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî k0 òàê (ñì.

(3.2.39)), ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

(47Kν0M)dλk ·mes(Ek) < ε, åñëè k ≥ k0, (3.2.43)

mes(Ek) < (44M)−dmes(∆̂ν0
j0

), åñëè k ≥ k0. (3.2.44)

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ν ≥ ν0 ïîëîæèì

Ων :=
{
A : A =

(
τKνj1−1, τ

Kν
j1

)
× · · · ×

(
τKνjd−1, τ

Kν
jd

)
, A ⊂ ∆̂ν0

j0

}
. (3.2.45)

ßñíî, ÷òî (
1

2Kν

)d
≤ mes(A) ≤

(
2

Kν

)d
äëÿ âñåõ A ∈ Ων . (3.2.46)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî A ∈ Ων , ν ≥ ν0, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

mes(Ek ∩ A) ≤ 2−2dmes(A), (3.2.47)

òî

|SKν (x)| ≤ 2dλk äëÿ âñåõ x ∈ A. (3.2.48)

Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ A, ãäå A ∈ Ων , íåðàâåíñòâî (3.2.48)

íàðóøàåòñÿ, ò.å. |SKν (x0)| > 2dλk. Ïîñêîëüêó SKν (x) ëèíåéíà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé íà

ïðÿìîóãîëüíèêå A, òî èç ëåììû 3.2.10 ïîëó÷èì

mes
{
x ∈ A : |SKν (x)| ≥ λk

}
≥ 3−dmes(A),
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êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (3.2.47).

Èç (3.2.44) è (3.2.45) ñëåäóåò, ÷òî

mes(Ek ∩ A) ≤
(
44M

)−d
mes

(
∆̂ν0

j0

)
<
(
43M

)−d
mes(A), åñëè A ∈ Ων0 . (3.2.49)

Òåïåðü, äëÿ ν ≥ ν0 ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì ñåìåéñòâà Ω1
ν è Ω2

ν . Åñëè ν = ν0, òî ïîëîæèì

Ω1
ν0

:= {A ∈ Ων0 : mes(Ek ∩ A) > (43M)−d ·mes(A)}, Qν0 :=
⋃

A∈Ω1
ν0

A,

Ω2
ν0

:= {A ∈ Ων0 : A 6⊂ Qν0}, Pν0 :=
⋃

A∈Ω2
ν0

A.

Èç (3.2.49) èìååì, ÷òî Qν0 = ∅, à çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà Pν0 ÿâëÿåòñÿ supp(M̂ν0
j0

), ò.å.

Pν0 = ∆̂ν0
j0
. Äîïóñòèì, ìû óæå îïðåäåëèëè ìíîæåñòâà Ω1

n, Ω2
n, Qn è Pn äëÿ âñåõ n,

ν0 ≤ n < ν. Ïîëîæèì

Ω1
ν :=

{
A ∈ Ων : mes(Ek ∩ A) > (43M)−d ·mes(A) è A 6⊂

ν−1⋃
n=ν0

Qn

}
, (3.2.50)

Qν :=
⋃
A∈Ω1

ν

A,

Ω2
ν :=

{
A ∈ Ων : A 6⊂

ν⋃
n=ν0

Qn

}
, Pν :=

⋃
A∈Ω2

ν

A.

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè ñåìåéñòâà Ω1
ν , Ω2

ν è ìíîæåñòâà Pν , Qν (ν ≥ ν0),

óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: Ω1
ν ⊂ Ων , Ω2

ν ⊂ Ων ,

supp(M̂ν0
j0

) = ∆̂ν0
j0

= Pν
⋃(

ν⋃
n=ν0

Qn

)
, Pν

⋂(
ν⋃

n=ν0

Qn

)
= ∅, (3.2.51)

Qν ∩Qn = ∅, åñëè ν 6= n. (3.2.52)

Èç (3.2.52) è (3.2.50) ñëåäóåò, ÷òî

mes

(
ν⋃

n=ν0

Qn

)
< (43M)dmes(Ek) äëÿ âñåõ ν ≥ ν0. (3.2.53)

Äëÿ êàæäîãî ν > ν0 îáîçíà÷èì

Jν :=
{
j ∈ Nd

Kν : ∆̂ν
j ∩Qν 6= ∅ è ∆̂ν

j ⊂ Pν−1

}
. (3.2.54)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè j ∈ Jν è B ∈ Ων � ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîóãîëüíèêà ∆̂ν
j , òî

mes(Ek ∩B) < 4−dmes(B). (3.2.55)
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Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, ñóùåñòâóåò òàêîé ïàðàëëåëåïèïåä B ∈ Ων , ÷òî B ⊂ ∆̂ν
j , íî

íåðàâåíñòâî (3.2.55) íå âûïîëíÿåòñÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D òîò ýëåìåíò èç Ων−1, êîòîðûé

ñîäåðæèò B. Ó÷èòûâàÿ (3.2.38) è (3.2.46), ïîëó÷èì

mes(B) ≥
(

1

2Kν

)d
≥
(

1

2MKν−1

)d
≥
(

1

4M

)d
mes(D).

Ïîýòîìó

mes(Ek ∩D) ≥ mes(Ek ∩B) ≥ 4−dmes(B) ≥ (42M)−dmes(D).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñ ó÷åòîì (3.2.50) ïîëó÷èì, ÷òî B ⊂ D ⊂
ν−1⋃
n=ν0

Qn, ñëåäîâà-

òåëüíî, ∆ν
j

⋂(
ν−1⋃
n=ν0

Qn

)
6= ∅. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò (3.2.54) è (3.2.51). Òàêèì îáðàçîì,

åñëè j ∈ Jν , òî äëÿ âñåõ B ∈ Ων ñ óñëîâèåì B ⊂ ∆ν
j âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (3.2.55),

ñëåäîâàòåëüíî,

mes(Ek ∩ ∆̂ν
j ) < 4−dmes(∆̂ν

j ).

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ òàêæå (3.2.47) è (3.2.48), ïîëó÷èì

|SKν (x)| ≤ 2dλk, åñëè x ∈ ∆̂ν
j , j ∈ Jν . (3.2.56)

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷èì (ñì. îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà Pν è (3.2.50)),

÷òî åñëè ∆̂ν
j ⊂ Pν , òî

mes(Ek ∩ ∆̂ν
j ) ≤ (43M)−dmes(∆̂ν

j ),

ñëåäîâàòåëüíî,

|SKν (x)| ≤ 2dλk, åñëè x ∈ ∆̂ν
j ⊂ Pν . (3.2.57)

Òåïåðü, ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì ðàçíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ϕn, n ≥ ν0, äëÿ ôóíêöèè M̂
ν0
j0
,

óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

M̂ν0
j0

= ϕn =
n∑

ν=ν0

∑
j∈Jν

αnν,jM̂
ν
j +

∑
j:∆̂n

j ⊂Pn

αnj M̂
n
j , (3.2.58)

n∑
ν=ν0

∑
j∈Jν

αnν,j +
∑

j:∆̂n
j ⊂Pn

αnj = 1, αnν,j ≥ 0, αnj ≥ 0. (3.2.59)

Ïîëîæèì ϕν0 := M̂ν0
j0
. ßñíî, ÷òî ϕν0 óäîâëåòâîðÿåò (3.2.58) è (3.2.59).
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Äîïóñòèì, ìû óæå îïðåäåëèëè ïðåäñòàâëåíèÿ ϕν0 , . . . , ϕn, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

(3.2.58) è (3.2.59). Â ñèëó ëåììû 3.2.12, äëÿ êàæäîãî j, ∆̂n
j ⊂ Pn, èìååì ðàçëîæåíèå

M̂n
j =

∑
i:∆̂n+1

i ⊂∆̂n
j

βiM̂
n+1
i , ãäå βi ≥ 0. (3.2.60)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ∆̂n
j ⊂ Pn è äëÿ M̂n

j èìååì ðàçëîæåíèå (3.2.60), òî ëèáî ∆̂n+1
i ∩Qn+1 6=

∅, è ñëåäîâàòåëüíî, i ∈ Jn+1, ëèáî ∆̂n+1
i ⊂ Pn+1. Ïîýòîìó, ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (3.2.60)

â (3.2.58) è ãðóïïèðóÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì

M̂ν0
j0

= ϕn+1 =
n+1∑
ν=ν0

∑
j∈Jν

αn+1
ν,j M̂

ν
j +

∑
j:∆̂n+1

j ⊂Pn+1

αn+1
j M̂n+1

j . (3.2.61)

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû â (3.2.61) íåîòðèöàòåëüíûå. Ïîñêîëüêó èíòåãðàëû âñåõ

ôóíêöèé M̂ν
j ðàâíû 1 (ñì. (3.2.41)), òî èç (3.2.61) èìååì

n+1∑
ν=ν0

∑
j∈Jν

αn+1
ν,j +

∑
j:∆̂n+1

j ⊂Pn+1

αn+1
j = 1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ n ≥ ν0 ìû äîêàçàëè âîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ (3.2.58) ñ êîýô-

ôèöèåíòàìè (3.2.59).

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ Jν è Qν (ñì. (3.2.54)) ñëåäóåò, ÷òî

mes

(⋃
j∈Jν

∆̂ν
j

)
≤ 4dmes(Qν).

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ òàêæå (3.2.52) è íåðàâåíñòâî (3.2.53), äëÿ ìåðû ìíîæåñòâà

Dn :=
⋃
ν≤n

⋃
j∈Jν

∆̂ν
j ïîëó÷èì

mes(Dn) ≤ 4dmes

(⋃
ν≤n

Qν

)
≤ (44M)dmes(Ek). (3.2.62)

ßñíî òàêæå (ñì. (3.2.41), (3.2.58), (3.2.59) è (3.2.62)), ÷òî äëÿ êàæäîãî n ≥ ν0 èìååì

n∑
ν=ν0

∑
j∈Jν

αnν,j =
n∑

ν=ν0

∑
j∈Jν

αnν,j

∫
Dn

M̂ν
j (x)dx ≤

∫
Dn

M̂ν0
j0

(x)dx ≤ (45MKν0)dmes(Ek). (3.2.63)

Èç îïðåäåëåíèé ñèñòåìû Ôðàíêëèíà è ôóíêöèè M̂ν
j ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà

p = (p1, p2, . . . , pd) ∈ Nd
0, åñëè maxi{pi} > Kν òî

(fp, M̂
ν
j ) =

∫
[0,1]d

fp(x)M̂ν
j (x)dx = 0 äëÿ âñåõ j ∈ Nd

Kν .
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî n ≥ ν è äëÿ âñåõ j ∈ Nd
Kν

èìååì

(SKn , M̂
ν
j ) =

∑
p∈NdKn

ap(fp, M̂
ν
j ) =

∑
p∈NdKν

ap(fp, M̂
ν
j ) = (SKν , M̂

ν
j ). (3.2.64)

Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (3.2.58) äëÿ ëþáîãî n ≥ ν0 ïîëó÷èì∣∣∣∣∫
[0,1]d

SKν0 (x)M̂ν0
j0

(x)dx−
∫

[0,1]d
[f(x)]λkM̂

ν0
j0

(x)dx

∣∣∣∣ =

=
∣∣∣(SKn − [f ]λk , M̂

ν0
j0

)∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
SKn − [f ]λk ,

n∑
ν=ν0

∑
j∈Jν

αnν,jM̂
ν
j +

∑
j:∆̂n

j ⊂Pn

αnj M̂
n
j


∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤

∣∣∣∣∣
n∑

ν=ν0

∑
j∈Jν

αnν,j

(
SKν − [f ]λk , M̂

ν
j

)∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣
∑

j:∆̂n
j ⊂Pn

αnj

(
SKn − [f ]λkM̂

n
j

)∣∣∣∣∣∣∣ =: I1 + I2.

(3.2.65)

Òåïåðü áóäåì îòäåëüíî îöåíèâàòü I1 è I2. Ó÷èòûâàÿ (3.2.56), (3.2.41), (3.2.63) è (3.2.43),

äëÿ I1 ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

I1 ≤
n∑

ν=ν0

∑
j∈Jν

αnν,j

∣∣∣(SKν − [f ]λk , M̂
ν
j

)∣∣∣ ≤ (2dλk + λk)
n∑

ν=ν0

∑
j∈Jν

αnν,j ≤

≤ (46MKν0)dλkmes(Ek) < 4−dε äëÿ ëþáîãî n ≥ ν0.

(3.2.66)

Ïîëîæèì

Hn :=
⋃

j:∆n
j ⊂Pn

∆n
j , Tk := {x ∈ ∆ν0

j0
: |f(x)| > λk}.

ßñíî, ÷òî (ñì. òàêæå (3.2.43))

mes(Tk) ≤ mes(Ek) ≤ (47MKν0)−dλ−1
k ε.

Èç (3.2.41) è (3.2.58) ñëåäóåò, ÷òî

I2 ≤ (4Kν0)d
∫
Hn

∣∣SKn(x)− [f(x)]λk
∣∣dx = (4Kν0)d

∫
Hn∩Tk

∣∣SKn(x)− [f(x)]λk
∣∣dx+

+(4Kν0)d
∫
Hn\Tk

∣∣SKn(x)− [f(x)]λk
∣∣dx := I3 + I4. (3.2.67)

Ó÷èòûâàÿ (3.2.57) è (3.2.43), äëÿ I3 ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

I3 ≤ (4Kν0)d(2dλk + λk)(4
7MKν0)−dλ−1

k ε < 4−dε. (3.2.68)

Ïîñêîëüêó SKn(x) − [f(x)]λk íà ìíîæåñòâå Hn \ Tk îãðàíè÷åíî è ñõîäèòñÿ ïî ìåðå ê 0

ïðè n → ∞, òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïîëó÷èì I4 <
ε

4
. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì

(3.2.65)�(3.2.68) ïîëó÷èì (3.2.42).
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Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ m ∈ Nd
0 êîýôôèöèåíòû am ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîð-

ìóëå (3.2.5). Ïóñòüm = (m1,m2, . . . ,md) ∈ Nd
0, à íàòóðàëüíîå ÷èñëî ν âûáðàíî òàê, ÷òîáû

âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî max
1≤i≤d

{mi} ≤ Kν . Ïîñêîëüêó fm ∈ SKν , à ôóíêöèè
{
M̂ν

j

}
j∈NdKν

îáðàçóþò áàçèñ â SKν , òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà βj, j ∈ Nd
Kν
, òàêèå, ÷òî

fm(x) =
∑

j∈NdKν

βjM̂
ν
j (x). (3.2.69)

Èç (3.2.69) è (3.2.42) ïîëó÷èì

am = (SKν , fm) =
∑

j∈NdKν

βj(SKν , M̂
ν
j ) =

∑
j∈NdKν

βj lim
k→∞

∫
[0,1]d

[f(x)]λkM̂
ν
j (x)dx =

= lim
k→∞

∫
[0,1]d

[f(x)]λkfm(x)dx,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2.6. �

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2.9 íàì íóæíû íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäå-

íèÿ. Ïóñòü n ∈ N0 è i ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}. Ïîëîæèì ∆(i)
n :=

[
i

2n
,
i+ 1

2n

)
è

h(i)
n (x) :=


1, åñëè x ∈ ∆

(2i)
n+1,

−1, åñëè x ∈ ∆
(2i+1)
n+1 ,

0, åñëè x 6∈ ∆
(i)
n .

(3.2.70)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.2.14 Ïóñòü {Pn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé âèäà

Pn(x) =
kn∑
m=1

h(inm)
n (x),

ãäå 0 ≤ in1 < in2 < · · · < inkn < 2n. Òîãäà äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íà [0, 1] ôóíêöèè g

âûïîëíÿåòñÿ

lim
n→∞

(g, Pn) := lim
n→∞

∫ 1

0

g(x)Pn(x)dx = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà [0, 1]. Äëÿ

êàæäîãî n ∈ N0 è i ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1} ïîëîæèì

α(i)
n :=

1

mes(∆
(i)
n )

∫
∆

(i)
n

g(t)dt
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è ðàññìîòðèì ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ gn(x) :=
2n−1∑
i=0

α
(i)
n 1∆

(i)
n

(x), ãäå, êàê îáû÷íî, 1
∆

(i)
n

(x) �

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà ∆
(i)
n . Î÷åâèäíî, ÷òî (gn, Pn) = 0 äëÿ âñåõ n ∈ N.

Ïîýòîìó èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Pn è (3.2.70) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

|(g, Pn)| = |(g − gn, Pn)| ≤ sup
x
|g(x)− gn(x)|,

êîòîðîå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.2.14, òàê êàê gn(x) ñõîäèòñÿ ê g(x) ðàâíî-

ìåðíî íà [0, 1] ïðè n→∞. �

Äëÿ êàæäîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè F îáîçíà÷èì ÷åðåç cn(F ) êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�

Ôðàíêëèíà ôóíêöèè F .

Ëåììà 3.2.15 Ïóñòü ∆ :=

[
s

2r
,
s+ 1

2r

)
� íåêîòîðûé äâîè÷íûé èíòåðâàë. Äëÿ ëþáûõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë M , k è äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà α ñóùåñòâóþò ñòó-

ïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ H è ìíîæåñòâî E ⊂ ∆ òàêèå, ÷òî

1. H(x) + 1∆(x) =

 2k, åñëè x ∈ E,

0, åñëè x 6∈ E,

2. E ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ è mes(E) =
mes(∆)

2k
,

3. c0(H) = 0 è
M∑
n=0

|cn(H)fn(x)| < α äëÿ âñåõx ∈ [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 3.2.14, ìîæíî âûáðàòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî m > r

íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû äëÿ ôóíêöèè

H(x) = Hm(x) :=
k−1∑
i=0

2i
2m−r−1∑
j=0

h
(2i(s2m−r+j))
m+i (x)

âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

M∑
n=0

|cn(H)fn(x)| < α ∀x ∈ [0, 1].

Èç (3.2.70) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà p, 0 ≤ p < 2m,

èìååì

k−1∑
i=0

2ih
(2ip)
m+i (x) =


2k − 1, åñëè x ∈

[
p

2m
, p

2m
+ 1

2m+k

)
,

−1, åñëè x ∈
[
p

2m
+ 1

2m+k ,
p+1
2m

)
,

0, åñëè x 6∈
[
p

2m
, p+1

2m

)
.
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Ïîýòîìó, ïîëàãàÿ

E :=
2m−r−1⋃
j=0

[
s2m−r + j

2m
,
s2m−r + j

2m
+

1

2m+k

)
,

ïîëó÷èì, ÷òî

H(x) + 1∆(x) =

 2k, åñëè x ∈ E,

0, åñëè x 6∈ E
äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1].

ßñíî òàêæå, ÷òî mes(E) =
mes(∆)

2k
è c0(H) = 0.

Ëåììà 3.2.15 äîêàçàíà. �

Ëåììà 3.2.16 Ïóñòü g � íåîòðèöàòåëüíàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà

[0, 1), è ïóñòü E := supp(g) � êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà M è ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë α è ε ñóùåñòâóåò ñòó-

ïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ P òàêàÿ, ÷òî

1) supp(P ) ⊂ E;

2) mes(supp(P + g)) < α;

3) min
x
{P (x) + g(x) : P (x) + g(x) 6= 0} > 4 max

x∈[0,1)
g(x);

4) λ ·mes{x : P (x) + g(x) > λ} < ε äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà λ;

5) c0(P ) = 0 è
M∑
n=0

|cn(P )fn(x)| < α äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1];

6) äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî G ⊂ [0, 1] òàêîå, ÷òî mes(G) > 1− δ è

ðÿä
∞∑
n=0

cn(P + g)fn(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê P + g íà ìíîæåñòâå G;

7) ñóùåñòâóåò M1 ∈ N òàêîå, ÷òî
∞∑

n=M1

|cn(P + g)fn(x)| < α äëÿ âñåõ x ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α, ε è δ � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Äîïóñòèì, ÷òî ìíîæåñòâî

E = supp(g) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì íåïåðåñåêàþùèõñÿ äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ

ñ äëèíàìè áîëüøå ÷åì h. Ïîëîæèì γ := max
x

g(x) è âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî d, óäî-

âëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó
1

2d
< min

{
α,
h

2
,
ε

2γ

}
. (3.2.71)
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Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî E â ôîðìå E =
m⋃
i=1

∆i, ãäå ∆i, i = 1, 2, . . . ,m, ÿâëÿþòñÿ íåïå-

ðåñåêàþùèìñÿ äâîè÷íûìè èíòåðâàëàìè ñ äëèíàìè mes(∆i) =
1

2d
. Çàìåòèì, ÷òî g ïîñòî-

ÿííà íà êàæäîì èíòåðâàëå ∆i, i = 1, 2, . . . ,m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γi çíà÷åíèå ôóíêöèè g

íà èíòåðâàëå ∆i. Òåïåðü ïîî÷åðåäíî âûáåðåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà k1 < k2 < · · · < km,

óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì

2k1γ1 > 4γ, 2kiγi > 2ki−1γi−1, i = 2, 3, . . . ,m. (3.2.72)

Äëÿ êàæäîãî i, i = 1, 2, . . . ,m, ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.2.15, ïîëó÷èì ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè

H1, H2, . . . , Hm è ìíîæåñòâà (îáúåäèíåíèÿ äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ) E1, E2, . . . , Em, óäîâ-

ëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

Hi(x) + 1∆i
(x) =

 2ki , åñëè x ∈ Ei,

0, åñëè x 6∈ Ei,
(3.2.73)

mes(Ei) =
mes(∆i)

2ki
=

1

2d+ki
, (3.2.74)

c0(Hi) = 0,
M∑
n=0

|cn(Hi)fn(x)| < α

2iγi
äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1]. (3.2.75)

Ïîëîæèì

P (x) :=
m∑
i=1

γiHi(x). (3.2.76)

ßñíî, ÷òî (ñì. (3.2.73))

P (x) + g(x) =

 γi2
ki , åñëè x ∈ Ei, i = 1, 2, . . . ,m,

0, åñëè x 6∈
⋃m
i=1Ei.

(3.2.77)

Èç (3.2.71), (3.2.74) è (3.2.77) ñëåäóåò, ÷òî

mes(supp(P + g)) = mes

(
m⋃
i=1

Ei

)
=

m∑
i=1

1

2d+ki
<

2

2d+k1
<

1

2d
< α.

Èòàê, ôóíêöèÿ P (x) óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèÿì 1)� 3) ëåììû 3.2.16 (ñì. òàêæå

(3.2.72)). Óòâåðæäåíèå 5) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç (3.2.75) è (3.2.76).

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà 4). Ïóñòü λ � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Åñëè λ < γm2km , òî, ïîëàãàÿ s := min{i : λ < γi2
ki} è ó÷èòûâàÿ (3.2.72) è (3.2.77),
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ïîëó÷èì, ÷òî {x ∈ [0, 1] : P (x) + g(x) > λ} =
m⋃
i=s

Ei. Ïîýòîìó, èìåÿ â âèäó òàêæå (3.2.71)

è (3.2.74), ïîëó÷èì

λ ·mes{x ∈ [0, 1] : P (x) + g(x) > λ} < λ

m∑
i=s

1

2d+ki
<

2γs
2d
≤ 2γ

2d
< ε.

Â ñëó÷àå λ ≥ γm2km óòâåðæäåíèå 4) î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó {x : P (x) + g(x) > λ} = ∅ (ñì.

(3.2.72) è (3.2.77)).

Óòâåðæäåíèÿ 6) è 7) ëåììû 3.2.16 ïîëó÷àþòñÿ êàê ñëåäñòâèÿ èç áîëåå îáùèõ ðåçóëü-

òàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå [120], ãäå, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2.D (Ãåâîðêÿí Ã.Ã., [120, òåîðåìà 3.2]). Ïóñòü ϕ, ψ ∈ L1[0, 1]. Åñëè ϕ(x) =

ψ(x), êîãäà x ∈ [α, β], òî äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà [α′, β′] ⊂ (α, β) ðÿä

∞∑
n=0

|cn(ϕ)− cn(ψ)||fn(x)|

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [α′, β′].

Ëåììà 3.2.16 äîêàçàíà. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2.9. Ïóñòü g0 := 1[0,1] � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ìíîæåñòâà E0 := [0, 1], à M0 := 1. Ïîî÷åðåäíî ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.2.16 äëÿ g = gk−1,

M = Mk−1 è E = Ek−1, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k ïîëó÷èì ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ Pk,

íàòóðàëüíîå ÷èñëî Mk è ìíîæåñòâî Gk ⊂ [0, 1], óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

supp(Pk) ⊂ Ek−1, (3.2.78)

min
x
{gk(x) : gk(x) 6= 0} > 4 max

x
gk−1(x), ãäå gk(x) := Pk(x) + gk−1(x), (3.2.79)

mes(Ek) <
1

2k+2
, ãäå Ek := supp(gk), (3.2.80)

λ ·mes{x : gk(x) > λ} < 1

2k
∀λ > 0, (3.2.81)

c0(Pk) = 0 è
Mk−1∑
n=0

|cn(Pk)fn(x)| < 1

2k+2
∀x ∈ [0, 1], (3.2.82)

mes(Gk) > 1− 1

2k+2Γk
, ãäå Γk := max

x
gk(x), (3.2.83)

∞∑
n=0

cn(gk)fn(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê gk íà ìíîæåñòâå Gk, (3.2.84)
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∞∑
n=Mk

|cn(gk)fn(x)| < 1

2k+2
∀x ∈ Gk. (3.2.85)

Òàêèì îáðàçîì ìû îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Pk}, {gk}, {Mk} è {Gk}, óäîâ-

ëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (3.2.78)�(3.2.85). Ïîëîæèì

X :=
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Xk, ãäå Xk := Gk ∩ Ec
k, k = 1, 2, . . . (3.2.86)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.2.80) è (3.2.83) ñëåäóåò, ÷òî

mes(Xk) > 1− 1

2k+1
, k = 1, 2, . . . ,

ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì (3.2.86), ïîëó÷èì, ÷òî mes(X) = 1.

Íåòðóäíî çàìåòèòü èç (3.2.82), ÷òî åñëè n ∈ N ôèêñèðîâàíî, òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëü-

øèõ k ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |cn(Pk)| <
1

2k+2
. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n

ðÿä
∞∑
k=1

cn(Pk) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Ïîëîæèì

A0 := 1, An :=
∞∑
k=1

cn(Pk), n = 1, 2, . . .

è äîêàæåì, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñóììû SMq(x) ðÿäà
∞∑
n=0

Anfn(x)

ñõîäÿòñÿ ê 0 â ëþáîé òî÷êå x ∈ X ïðè q →∞. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ

ôóíêöèé gk (ñì. (3.2.79)) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1] èìååì

SMq(x) =

Mq∑
n=0

Anfn(x) =

Mq∑
n=0

cn(gq)fn(x) +

Mq∑
n=1

(
∞∑

k=q+1

cn(Pk)

)
fn(x). (3.2.87)

Â ñèëó (3.2.82) èìååì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, 1] âûïîëíÿåòñÿ∣∣∣∣∣
Mq∑
n=1

(
∞∑

k=q+1

cn(Pk)

)
fn(x)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=q+1

Mq∑
n=1

|cn(Pk)fn(x)| ≤
∞∑

k=q+1

1

2k+2
≤ 1

2q+1
. (3.2.88)

Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (3.2.84), (3.2.85), (3.2.87) è (3.2.88) ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Gq∣∣SMq(x)− gq(x)
∣∣ ≤ ∞∑

n=Mq

|cn(gq)fn(x)|+ 1

2q+1
<

1

2q
äëÿ âñåõ x ∈ Gq. (3.2.89)

Ïóñòü x ∈ X � íåêîòîðàÿ òî÷êà. Òîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n0 òàêîå, ÷òî

x ∈ Xq = Gq∩Ec
q äëÿ âñåõ q > n0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëüçóÿñü òàêæå íåðàâåíñòâîì (3.2.80),

ïîëó÷èì, ÷òî |SMq(x)| < 1

2q
äëÿ ëþáîãî q > n0, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

SMq(x)→ 0 ∀x ∈ X.
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Ïóñòü òåïåðü λ � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî áîëüøå Γ2. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî q èìååì

4Γq−1 ≤ λ < 4Γq. Çàìåòèì, ÷òî åñëè k < q, òî gk(x) ≤ Γk ≤ Γq−1 äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1].

Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ çíàìåíèòûé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ×èñåëñêèì â [110], ïîëó÷èì∣∣∣∣∣
Mk∑
n=0

cn(gk)fn(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 3Γq−1 ∀x ∈ [0, 1].

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, (3.2.87) è (3.2.88) âûâîäèì, ÷òî

{x : |SMk
(x)| > λ} = ∅ äëÿ âñåõ k < q,

ñëåäîâàòåëüíî, {
x : sup

k
|SMk

(x)| > λ

}
⊂
∞⋃
k=q

{x : |SMk
(x)| > λ} . (3.2.90)

Êîìáèíèðóÿ (3.2.90) ñ (3.2.89), (3.2.83) è (3.2.81), ïîëó÷èì

λ ·mes

{
x : sup

k
|SMk

(x)| > λ

}
≤ λ ·

∞∑
k=q

mes {x : |SMk
(x)| > λ} ≤

≤
∞∑
k=q

λ

(
mes

{
x : gk(x) >

λ

2

}
+ mes(Gc

k)

)
≤

∞∑
k=q

(
2

2k
+ λ

1

2k+2Γk

)
≤ 5

2q
,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2.9.

�

3.3 Òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñèñòåìû Âèëåíêèíà

è îáîáùåííîé ñèñòåìû Õààðà

3.3.1 Ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Âèëåíêèíà è îáîá-

ùåííîé ñèñòåìå Õààðà

Èçâåñòíî, ÷òî ðÿä Ôóðüå èíòåãðèðóåìîé íà [0, 1] ôóíêöèè ïî ñèñòåìå Âèëåíêèíà, à

òàêæå ïî îáîáùåííîé ñèñòåìå Õààðà ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ ïî÷òè âñþäó (ñì. [121], [122]).

Çäåñü ìû ïðèâåäåì íîâûé ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ òàêèõ ðÿäîâ è äîêàæåì íåêîòîðûå ñâîé-

ñòâà ýòîãî ìåòîäà. Â ÷àñòíîñòè äîêàæåì ïî÷òè âñþäó ñóììèðóåìîñòü ýòèì ìåòîäîì ðÿäîâ

Ôóðüå èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé (ñì. [143], [144]). Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ñ ïîìîùüþ ýòîãî

ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ äîêàæåì òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ ýòèõ ñèñòåì.
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Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñèñòåìû Âèëåíêèíà (îïðåäåëåíèå îáîáùåííîé ñèñòåìû Õààðà

ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 1.3). Ïóñòü P := {pk} � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ

÷èñåë ñ óñëîâèåì pk ≥ 2, k ∈ N. Ïîëîæèì m0 = 1, mk = mk−1pk, k ∈ N. Òîãäà ëþáîå

íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî n åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

n =
∞∑
k=1

nkmk−1, ãäå nk ∈ {0, 1, . . . , pk − 1}.

Ëþáîå ÷èñëî x ∈ [0, 1) òîæå åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

x =
∞∑
k=1

xk
mk

, ãäå xk ∈ {0, 1, . . . , pk − 1}, k ∈ N, (3.3.1)

è äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ k ∈ N èìååò ìåñòî xk 6= pk − 1. Îáîáùåííûå ôóíêöèè Ðàäåìà-

õåðà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

Rk(x) := exp

(
2πixk
pk

)
. (3.3.2)

Ñèñòåìà Âèëåíêèíà Ψ := {Ψn}∞n=0 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

Ψ0(x) ≡ 1 è Ψn(x) :=
∞∏
k=1

Rnk
k (x) = exp

(
2πi

∞∑
k=1

nkxk
pk

)
. (3.3.3)

Ýòà ñèñòåìà ââåäåíà â 1947 ã. Í.ß. Âèëåíêèíûì [123]. Êîãäà pk = 2, k ∈ N, ñèñòå-

ìà Âèëåíêèíà ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé Óîëøà. Åñëè pk = a ∈ N äëÿ âñåõ k ∈ N, òî ýòà

ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Êðåñòåíñîíà�Ëåâè. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pk îãðàíè÷å-

íà, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà Ψ ïîðîæäåíà îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Ñâîéñòâà

òàêèõ ñèñòåì âî ìíîãîì ñîâïàäàþò ñî ñâîéñòâàìè ñèñòåìû Óîëøà. Îäíàêî â íåêîòîðûõ

ñëó÷àÿõ ýòî íå òàê (ñì., íàïðèìåð, [124]).

Ñèñòåìó Âèëåíêèíà èëè îáîáùåííóþ ñèñòåìó Õààðà, ïîñòðîåííóþ ïî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè P, áóäåì íàçûâàòü P-ñèñòåìîé; îáîçíà÷èì åå ÷åðåç {fn}. Ïîëîæèì

Ik :=

{[
j

mk

,
j + 1

mk

)
: j = 0, 1, . . . ,mk − 1

}
, k = 0, 1, 2, . . .

Äëÿ èíòåðâàëà J ∈ Ik, k ∈ N, îáîçíà÷èì ÷åðåç J̃ òîò èíòåðâàë èç Ik−1, êîòîðûé ñîäåðæèò

J è îïðåäåëèì èíòåðâàëû (J)l (l ∈ Z) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) (J)0 = J, (J)l ∈ Ik, (J)l ⊂ J̃ ;
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2) ïðàâûé êîíåö èíòåðâàëà (J)l ñîâïàäàåò ñ ëåâûì êîíöîì èíòåðâàëà (J)l+1, ïðè÷åì

êîíöû îòðåçêà J̃ îòîæäåñòâëÿþòñÿ, ò.å. åñëè ïðàâûé êîíåö èíòåðâàëà (J)l ñîâïàäàåò

ñ ïðàâûì êîíöîì J̃ è åñòü
j

mk−1

, òî ëåâûé êîíåö èíòåðâàëà (J)l+1 áóäåò
j − 1

mk−1

.

Äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà J ∈ Ik è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q ≤
pk
2
ïîëîæèì

(J)q :=

q⋃
l=−q

(J)l, (J)0 = (J)0 = J,

ϕ
(q)
J (t) :=


mk

q

(
1− |l|

q

)
, åñëè t ∈ (J)l, |l| < q,

0, åñëè t 6∈ (J)q−1.

(3.3.4)

ßñíî, ÷òî

ϕ
(1)
J (t) = mk1J(t),

∫ 1

0

ϕ
(q)
J (t)dt =

∫
(J)q−1

ϕ
(q)
J (t)dt = 1 äëÿ âñåõ q ≤ pk

2
. (3.3.5)

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k è äëÿ êàæäîãî x ∈ [0, 1) îáîçíà÷èì ÷åðåç Ik,x òîò

èíòåðâàë èç Ik, êîòîðûé ñîäåðæèò òî÷êó x. Èíîãäà, åñëè J = Ik,x, òî äëÿ ôóíêöèè,

îïðåäåëåííîé â (3.3.4), áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ϕ(q)
k,x(t), ò.å. ϕ

(q)
k,x(t) := ϕ

(q)
Ik,x

(t).

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå P-ñèñòåìû ({fn(x)} = {Ψn(x)} èëè {fn(x)} = {χn(x)}), î÷åâèäíî,

÷òî ïðè ëþáîì ϕ
(q)
k,x èìååì

(
fn, ϕ

(q)
k,x

)
:=

∫ 1

0

fn(t)ϕ
(q)
k,x(t)dt = 0, êîãäà n ≥ mk.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ðÿäà
∞∑
n=0

anfn(x) (3.3.6)

è ëþáîãî x ∈ [0, 1), ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ k è q, 2q ≤ pk, îïðåäåëåíû ñóììû

σk,q(x) :=
∞∑
n=0

an

∫ 1

0

fn(t)ϕ
(q)
k,x(t)dt. (3.3.7)

Ïóñòü

Sm(x) :=
m∑
n=0

anfn(x)

� ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (3.3.6). ßñíî, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1) èìååì

σk,1(x) = Smk−1(x) è σk,q(x) =

∫ 1

0

Smr−1(t)ϕ
(q)
k,x(t)dt, åñëè r ≥ k. (3.3.8)
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Ïîëîæèì

S∗(x) := sup
m
|Sm(x)|, σ∗(x) := sup

k,q
|σk,q(x)|. (3.3.9)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ôîðìóëàìè (3.3.7) îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðûé ëèíåéíûé ìåòîä ñóì-

ìèðîâàíèÿ, ò.å.

1. σk,q(x) =

mk−1∑
n=0

αk,qn anΨn(x), êîãäà {fn(x)} = {Ψn(x)};

2. σk,q(x) =

mk−1∑
n=0

βk,qn anχn(x), êîãäà {fn(x)} = {χn(x)},

ãäå ÷èñëà αk,qn è βk,qn íå çàâèñÿò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ an. Çàìåòèì, ÷òî

ýòîò ìåòîä îòëè÷àåòñÿ îò èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ äëÿ ðÿäîâ ïî P-ñèñòåìàì

(ñì. [125]).

ßñíî, ÷òî åñëè ðÿä (3.3.6) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå íåêîòîðîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè

f , òî èìååì

σk,q(f, x) := σk,q(x) =

∫ 1

0

f(t)ϕ
(q)
k,x(t)dt (3.3.10)

è

σ∗(f, x) := σ∗(x) ≤ sup
k,q:

1≤q≤pk/2

∫
(Ik,x)q

|f(t)ϕ
(q)
k,x(t)|dt. (3.3.11)

Îáîçíà÷èì

M∗(f, x) := sup
k,q:

1≤q≤pk/2

1

mes((Ik,x)q)

∫
(Ik,x)q

|f(t)|dt.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.3.1 Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) è äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, 1) âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

σ∗(f, x) ≤M∗(f, x).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.3.1. Ïóñòü f � èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ è x ∈ [0, 1). Èç

(3.3.4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k è q, 2q ≤ pk, èìååì íåðàâåíñòâî∫
(Ik,x)q

|f(t)ϕ
(q)
k,x(t)|dt =

mk

q2

q−1∑
ν=0

∫
(Ik,x)ν

|f(t)|dt ≤M∗(f, x)
mk

q2

q−1∑
ν=0

2ν + 1

mk

=M∗(f, x),

êîòîðîå âìåñòå ñ (3.3.11) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �
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Òåîðåìà 3.3.2 ([144]). Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà λ è ëþáîé ôóíêöèè f ∈

L1(0, 1) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

1) mes{x ∈ [0, 1) : M∗(f, x) > λ} ≤ 3

λ
‖f‖1;

2) mes{x ∈ [0, 1) : σ∗(f, x) > λ} ≤ 3

λ
‖f‖1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî ñëå-

äóåò èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà è ëåììû 3.3.1. Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó ïåðâîãî íåðà-

âåíñòâà.

Ïóñòü λ � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîëîæèì

Fλ := {x ∈ [0, 1) : M∗(f, x) > λ}.

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèèM∗(f, x) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ Fλ ñóùåñòâóåò èíòåðâàë

(Ik,x)
q, 2q ≤ pk, òàêîé, ÷òî

1

mes((Ik,x)q)

∫
(Ik,x)q

|f(t)|dt > λ. (3.3.12)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ìíîæåñòâî âñåõ (Ik,x)
q, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (3.3.12). ßñíî,

÷òî Fλ =
⋃
I∈G

I. Ïóñòü I1 � ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà G ñ íàèáîëüøåé ìåðîé (âîçìîæíî, íå

åäèíñòâåííûé). Îòìåòèì, ÷òî òàêîé ýëåìåíò ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó mes((Ik,x)
q) =

2q + 1

mk

è 0 ≤ q ≤ pk/2.

Äîïóñòèì, ÷òî óæå âûáðàíû ìíîæåñòâà I1, I2, . . . , In−1. Ïîëîæèì

Gn := {I ∈ G : I ∩ Iν = ∅, ν = 1, 2, . . . , n− 1}, (3.3.13)

è âûáåðåì ìíîæåñòâî In ∈ Gn ñ óñëîâèåì

mes(In) = max{mes(I) : I ∈ Gn}. (3.3.14)

Òàê, ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {In}, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (3.3.14).

Ïóñòü I � íåêîòîðûé ýëåìåíò èç G è m � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî

I ∩ Im 6= ∅. Äîïóñòèì, Im = (Ik′,x′)
q′ äëÿ íåêîòîðûõ k′, x′ è q′. Ïîëîæèì Îm := (Ik′,x′)

3q′ .

Èç (3.3.13) è (3.3.14) âûòåêàåò, ÷òî I ⊂ Îm, ñëåäîâàòåüíî, Fλ ⊂
⋃
n

În. Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ

òàêæå (3.3.12) è (3.3.13), ïîëó÷èì

mes(Fλ) ≤ 3
∑
n

mes(In) <
3

λ

∑
n

∫
In

|f(t)|dt =
3

λ

∫
∪In
|f(t)|dt ≤ 3

λ
‖f‖1.
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Òåîðåìà 3.3.2 äîêàçàíà. �

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ (ñì. [119]).

Òåîðåìà 3.3.3 ([144]). Äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f âûïîëíÿåòñÿ

mes{x ∈ [0, 1) : σ∗(f, x) > λ} = o

(
1

λ

)
ïðè λ→ +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ L1(0, 1) è ïóñòü λ � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Ïîëîæèì

f1,λ(t) := [f(t)]λ/2, f2,λ(t) := f(t)− f1,λ(t).

Èç (3.3.4) è (3.3.10) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1) èìååì σ∗(f1,λ, x) ≤ λ/2. Ïîýòîìó,

ó÷èòûâàÿ òàêæå òåîðåìó 3.3.2, ïîëó÷àåì

mes{x ∈ [0, 1) : σ∗(f, x) > λ} ≤ mes

{
x ∈ [0, 1) : σ∗(f1,λ, x) >

λ

2

}
+

+mes

{
x ∈ [0, 1) : σ∗(f2,λ, x) >

λ

2

}
= mes

{
x ∈ [0, 1) : σ∗(f2,λ, x) >

λ

2

}
≤ 6

λ
‖f2,λ‖1.

Ïîñêîëüêó f � èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òî ‖f2,λ‖1 → 0 ïðè λ → ∞, êîòîðîå âìåñòå ñ

ïîñëåäíèì íåðàâåíñòâîì çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3.3. �

ßñíî, ÷òî åñëè f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1), òî lim
k→∞

σk,q(f, x) = f(x) ðàâíîìåðíî

íà [0, 1). Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ôàêòà ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.3.4 ([144]). Äëÿ êàæäîé èíòåãðèðóåìîé íà [0, 1) ôóíêöèè f èìååì

lim
k→∞

σk,q(f, x) = f(x) äëÿ ï.â. x ∈ [0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è f ∈ L1(0, 1).

Âûáåðåì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ g òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî ‖f − g‖1 < ε.

Äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà z îáîçíà÷èì ÷åðåç Pz ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

Pz :=

{
x ∈ [0, 1) : lim sup

k→∞
|σk,q(x)− f(x)| > z

}
.

Ïîñêîëüêó lim
k→∞

σk,q(g, x) = g(x) ðàâíîìåðíî íà [0, 1), òî

mes(Pz) = mes

{
x ∈ [0, 1) : lim sup

k→∞
|σk,q(f − g, x)− (f(x)− g(x))| > z

}
≤
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≤ mes

{
x ∈ [0, 1) : lim sup

k→∞
|σk,q(f − g, x)| > z

2

}
+ mes

{
x ∈ [0, 1) : |(f(x)− g(x))| > z

2

}
≤

≤ 6

z
‖f − g‖1 +

2

z
‖f − g‖1 <

8ε

z
.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî mes(Pz) = 0 äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà

z, à ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3.4. �

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ, îïðåäåëåííûé âûøå, ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿð-

íûì. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3.5 ([145], [146]). Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ðÿäà âèäà (3.3.6) (ïî P-ñèñòåìå) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

σ∗(x) ≤ CS∗(x) äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1). (3.3.15)

Áîëåå òîãî, åñëè ðÿä (3.3.6) â òî÷êå x ñõîäèòñÿ è S(x) � ñóììà ðÿäà â ýòîé òî÷êå, òî

lim
k→∞

σk,q(x) = S(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ

ëè {fn} îáîáùåííîé ñèñòåìîé Õààðà èëè ñèñòåìîé Âèëåíêèíà, òî ìû îáñóäèì ýòè ñëó÷àè

îòäåëüíî.

1◦. Ïóñòü {fn} = {χn} � îáîáùåííàÿ ñèñòåìà Õààðà. Ïóñòü, äàëåå, x ∈ [0, 1), k, q ∈ N

è 2q ≤ pk. Äîïóñòèì, Ik,x (èíòåðâàë èç Ik, êîòîðûé ñîäåðæèò òî÷êó x) èìååò âèä

Ik,x =

[
r

mk−1

+
s

mk

,
r

mk−1

+
s+ 1

mk

)
, (3.3.16)

ãäå r ∈ {0, 1, . . . ,mk−1 − 1}, s ∈ {0, 1, . . . , pk − 1}. Â ñèëó òîãî, ÷òî ÷àñòè÷íàÿ ñóììà

Smk−1−1(t) ðÿäà (3.3.6) ïîñòîÿííà íà èíòåðâàëå Ĩk,x =

[
r

mk−1

,
r + 1

mk−1

)
, èç (1.3.3), (3.3.4),

(3.3.5) è (3.3.8) ïîëó÷èì (äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè êîýôôèöèåíò ïðè χk−1
r,n (t) â (3.3.6) îáî-
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çíà÷åí ÷åðåç αn):

σk,q(x) = Smk−1−1(x) +

pk−1∑
n=1

αn

∫
(Ik,x)q−1

χk−1
r,n (t)ϕ

(q)
k,x(t)dt =

= Smk−1−1(x) +

pk−1∑
n=1

αn

q−1∑
l=−(q−1)

∫
(Ik,x)l

χk−1
r,n (t)ϕ

(q)
k,x(t)dt =

= Smk−1−1(x) +

pk−1∑
n=1

αn

q−1∑
l=−(q−1)

√
mk−1 exp

(
2πi(s+ l)n

pk

)
1

q

(
1− |l|

q

)
=

= Smk−1−1(x) +
1

q

pk−1∑
n=1

αnχ
k−1
r,n (x)

q−1∑
l=−(q−1)

exp

(
2πiln

pk

)(
1− |l|

q

)
.

(3.3.17)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî

q−1∑
l=−(q−1)

exp(ixl)

(
1− |l|

q

)
= 2Kq−1(x) =

1

q

(
sin qx

2

sin x
2

)2

,

ãäå Kq−1(x) � ÿäðî Ôåéåðà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû (ñì. íàïðèìåð [9]). Ñëåäî-

âàòåëüíî, èç (3.3.17) ïîëó÷èì, ÷òî

σk,q(x) = Smk−1−1(x) +
2

q

pk−1∑
n=1

αnχ
k−1
r,n (x)Kq−1

(
2πn

pk

)
=: Smk−1−1(x) + A. (3.3.18)

Ïîëîæèì B0 = 0 è

Bm :=
m∑
n=1

αnχ
k−1
r,n (x), m = 1, 2, . . . , pk − 1, λ := max

1≤m<pk
|Bm|. (3.3.19)

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ êî âòîðîìó ñëàãàåìîìó â (3.3.18), ïîëó÷èì

A =
2

q

(
pk−2∑
n=1

Bn

(
Kq−1

(
2πn

pk

)
−Kq−1

(
2π(n+ 1)

pk

))
+Bpk−1Kq−1

(
2π(pk − 1)

pk

))

= −2

q

pk−2∑
n=1

Bn

∫ 2π(n+1)
pk

2πn
pk

K ′q−1(t)dt+
2

q
Bpk−1Kq−1

(
2π(pk − 1)

pk

)
=: A1 + A2. (3.3.20)

Ïîñêîëüêó ÿäðî Ôåéåðà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 0 ≤ Kq−1(t) ≤ q

2
äëÿ âñåõ t ∈ [0, 2π], òî

èç (3.3.19) è (3.3.20) ñëåäóåò, ÷òî

|A2| ≤ λ. (3.3.21)

ßñíî, ÷òî

|A1| ≤
2λ

q

∫ 2π

0

|K ′q−1(t)|dt =
4λ

q

∫ π

0

|K ′q−1(t)|dt =
4λ

q2

∫ π
2

0

∣∣∣∣∣
(

sin2(qu)

sin2 u

)′∣∣∣∣∣ du. (3.3.22)
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Ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè g(u) =
sin2(qu)

sin2 u
ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåì âèäå:

g′(u) =

(
sin2(qu)

u2
· u2

sin2 u

)′
=

2qu sin(qu) cos(qu)− 2 sin2(qu)

u3
· u2

sin2 u
+

+
sin2(qu)

u2
· 2u sinu− 2u2 cosu

sin3 u
=: g1(u) + g2(u). (3.3.23)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà èíòåðâàëå
[
0,
π

2

]
èìååò ìåñòî sinu ≥ 2

π
u, äëÿ èíòåãðàëà ôóíêöèè

|g1(u)| ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó:∫ π
2

0

|g1(u)|du ≤ π2

4

∫ π
2

0

∣∣∣∣qu sin(2qu)− 2 sin2(qu)

u3

∣∣∣∣ du =

=
π2q2

4

∫ πq
2

0

∣∣∣∣t sin(2t)− 2 sin2 t

t3

∣∣∣∣ dt ≤ π2q2

4

∫ ∞
0

∣∣∣∣t sin(2t)− 2 sin2 t

t3

∣∣∣∣ dt ≤ C1q
2.

(3.3.24)

ßñíî òàêæå, ÷òî ∫ π
2

0

|g2(u)|du ≤ q2

∫ π
2

0

∣∣∣∣2u sinu− 2u2 cosu

sin3 u

∣∣∣∣ du ≤ C2q
2. (3.3.25)

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (3.3.20)�(3.3.25) ïîëó÷èì, ÷òî

|A| ≤ λ+
4λ

q2
(C1q

2 + C2q
2) = C3λ. (3.3.26)

Èç (3.3.19) èìååì, ÷òî λ ≤ 2S∗(x), ïîýòîìó, (ñì. (3.3.9), (3.3.18) è (3.3.26)),

|σk,q(x)| ≤ C4S
∗(x),

òåì ñàìûì ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû 3.3.5 äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü ðÿä (3.3.6) â òî÷êå x ñõîäèòñÿ è S(x) � ñóììà ðÿäà. Òîãäà λ → 0 ïðè

k →∞, ñëåäîâàòåëüíî, èç (3.3.18) è (3.3.26) ïîëó÷èì, ÷òî

σk,q(x)→ S(x) ïðè k →∞.

Òåîðåìà 3.3.5 â ñëó÷àå {fn(x)} = {χn(x)} äîêàçàíà.

2◦. Ïóñòü òåïåðü {fn} = {Ψn} � ñèñòåìà Âèëåíêèíà. Äîïóñòèì, x ∈ [0, 1), k, q ∈ N,

2q ≤ pk è èíòåðâàë Ik,x èìååò âèä (3.3.16). Ñóììó Smk−1(x) ñãðóïïèðóåì ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

Smk−1(x) =

mk−1∑
n=0

anΨn(x) =

pk−1∑
j=0

mk−1−1∑
ν=0

aν+jmk−1
Ψν+jmk−1

(x) =:

pk−1∑
j=0

θk,j(x). (3.3.27)
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Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Ψn(x) (ñì. (3.3.1)�(3.3.3) è (3.3.16)) äëÿ Ψν+jmk−1
(x) èìååì

Ψν+jmk−1
(x) = Ψν(x)Rj

k(x) = Ψν(x) exp

(
2πi

js

pk

)
, êîãäà ν < mk−1, j < pk. (3.3.28)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ψν , 0 ≤ ν < mk−1, ïîñòîÿííà íà

Ĩk,x =

[
r

mk−1

,
r + 1

mk−1

)
.

Ïîýòîìó

(Ψν+jmk−1
, ϕ

(q)
k,x) = Ψν(Ĩk,x)(R

j
k, ϕ

(q)
k,x), (3.3.29)

ãäå Ψν(Ĩk,x) � çíà÷åíèå ôóíêöèè Ψν íà Ĩk,x, ò.å. Ψν(Ĩk,x) = Ψν(x), x ∈ Ĩk,x, ν < mk−1.

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Rk, ϕ
(q)
k,x è èíòåðâàëà Ik,x èìååì

(Rj
k, ϕ

(q)
k,x) =

1

q

q−1∑
l=−q+1

(
1− |l|

q

)
exp

(
2πi

j(s+ l)

pk

)
=

=
1

q
exp

(
2πi

js

pk

) q−1∑
l=−q+1

(
1− |l|

q

)
exp

(
2πi

jl

pk

)
=

= Rj
k(x)

1

q

q−1∑
l=−q+1

(
1− |l|

q

)
exp

(
2πi

jl

pk

)
=

2

q
Rj
k(x)Kq−1

(
2πj

pk

)
,

(3.3.30)

ãäå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, Kq−1(u) � ÿäðî Ôåéåðà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòå-

ìû.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (3.3.8), (3.3.27)�(3.3.30) ïîëó÷èì, ÷òî

σk,q(x) =

∫ 1

0

Smk−1(t)ϕ
(q)
k,x(t)dt =

pk−1∑
j=0

mk−1−1∑
ν=0

aν+jmk−1
(Ψν+jmk−1

, ϕ
(q)
k,x) = (3.3.31)

=
2

q

pk−1∑
j=0

mk−1−1∑
ν=0

aν+jmk−1
Ψν(x)Rj

k(x)Kq−1

(
2πj

pk

)
=

2

q

pk−1∑
j=0

θk,j(x)Kq−1

(
2πj

pk

)
.

Îáîçíà÷èì

Θk,j(x) :=

j∑
p=0

θk,p(x), Θk,−1(x) := 0.

ßñíî, ÷òî

|Θk,j(x)| ≤ S∗(x), 0 ≤ j < pk. (3.3.32)

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ, èç (3.3.31), ïîëó÷èì

σk,q(x) =
2

q

pk−1∑
j=0

(Θk,j(x)−Θk,j−1(x))Kq−1

(
2πj

pk

)
= (3.3.33)
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2

q

pk−2∑
j=0

Θk,j(x)

(
Kq−1

(
2πj

pk

)
−Kq−1

(
2π(j + 1)

pk

))
+

2

q
Θk,pk−1(x)Kq−1

(
2π(pk − 1)

pk

)
=: A1 + A2.

ßñíî, ÷òî

|A1| ≤
2S∗(x)

q

pk−2∑
j=0

∫ 2π(j+1)
pk

2πj
pk

|K ′q−1(t)|dt ≤ 2S∗(x)

q

∫ 2π

0

|K ′q−1(t)|dt = (3.3.34)

4S∗(x)

q

∫ π

0

|K ′q−1(t)|dt =
4S∗(x)

q2

∫ π
2

0

∣∣∣∣∣
(

sin2(qu)

sin2 u

)′∣∣∣∣∣ du.
Ñëåäîâàòåëüíî, àíàëîãè÷íî (3.3.21)�(3.3.25) ïîëó÷èì (ñì. òàêæå(3.3.32))

|A1| ≤ CS∗(x) è |A2| ≤ S∗(x).

Èç ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ è (3.3.33) âûâîäèì

|σk,q(x)| < C4S
∗(x) äëÿ âñåõ k ∈ N, 0 < q ≤ pk

2
.

Òåì ñàìûì ñîîòíîøåíèå (3.3.15) äîêàçàíî.

Òåïåðü äîïóñòèì, äëÿ x ∈ [0, 1) âûïîëíÿåòñÿ

lim
N→∞

N∑
n=0

anΨn(x) = S. (3.3.35)

Îáîçíà÷èì

S(k)(x) :=

mk−1∑
n=mk−1

anΨn(x) è Sk,∗(x) := max
mk−1≤m<mk

∣∣∣∣∣∣
m∑

mk−1

anΨn(x)

∣∣∣∣∣∣ .
Òîãäà èç (3.3.35) èìååì

lim
k→∞

Sk,∗(x) = 0.

Ïîýòîìó èç óæå äîêàçàííîé ÷àñòè òåîðåìû ïîëó÷èì

lim
k→∞
|σk,q(x)− (Smk−1−1, ϕ

(q)
k,x)| = lim

k→∞
|(S(k), ϕ

(q)
k,x)| ≤ C lim

k→∞
Sk,∗(x) = 0.

Ïîñêîëüêó ñóììà Smk−1−1 íà íîñèòåëå ôóíêöèè ϕ
(q)
k,x ïîñòîÿííà è

∥∥∥ϕ(q)
k,x

∥∥∥
1

= 1 (ñì. (3.3.5)),

òî (Smk−1−1, ϕ
(q)
k,x) = Smk−1−1(x). Ïîýòîìó

lim
k→∞

σk,q(x) = S.

Òåîðåìà 3.3.5 äîêàçàíà. �
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3.3.2 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â íàñòîÿùåì ïóíêòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðÿäîâ âèäà (3.3.6)

ïî P-ñèñòåìàì. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ äëÿ òàêèõ ðÿäîâ,

ââåäåííûé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèÿìè (3.3.7)�

(3.3.9).

Â ðàáîòàõ [98] è [99] ðàññìàòðèâàëèñü âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå

Âèëåíêèíà è îáîáùåííîé ñèñòåìå Õààðà, ïîðîæäåííûõ îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ pk, k ∈ N. Â ðàáîòå [98] äîêàçàí ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû 3.1.B.

Òåîðåìà 3.3.A (Â.Â. Êîñòèí). Ïóñòü {fn(x)}∞n=0 � íåêîòîðàÿ P-ñèñòåìà, ïîðîæ-

äåííàÿ îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ pk, k ∈ N. Òîãäà, åñëè ÷àñòè÷íûå ñóììû

Smk−1(x) ðÿäà (3.3.6) ïî÷òè âñþäó ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x) è äëÿ íåêîòî-

ðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λp ↑ +∞ âûïîëíÿåòñÿ

lim
p→∞

λp ·mes

{
x ∈ [0, 1) : sup

k
|Smk−1(x)| > λp

}
= 0, (3.3.36)

òî äëÿ âñåõ n èìåþò ìåñòî

an = lim
p→∞

∫ 1

0

[f(t)]λpfn(t)dt. (3.3.37)

Â òîé æå ðàáîòå [98] ïðèâåäåí ïðèìåð ñèñòåìû {fn(x)}∞n=0, ïîðîæäåííîé íåîãðàíè-

÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ pk, k ∈ N, äëÿ êîòîðîé òåîðåìà 3.3.A íå âåðíà.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè â òåîðåìå 3.3.A â óñëîâèè (3.3.36) ìàæîðàíòó ÷àñòè÷íûõ ñóìì

Smk−1(x) çàìåíèòü ìàæîðàíòîé âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì S∗(x), òî ôîð-

ìóëû (3.3.37) âåðíû äëÿ ëþáîé P-ñèñòåìû. Òî÷íåå, âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.3.6 ([145], [146]). Åñëè ÷àñòè÷íûå ñóììû Smk−1(x) ðÿäà (3.3.6) ïî ìåðå

ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ï.â. êîíå÷íîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè λp ↑ +∞ âûïîëíÿåòñÿ

lim
p→∞

λp ·mes {x ∈ [0, 1) : S∗(x) > λp} = 0, (3.3.38)

òî äëÿ âñåõ n èìåþò ìåñòî ôîðìóëû (3.3.37).

Òåîðåìà 3.3.6 ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.3.5 è ñëåäóþùåé, áîëåå îáùåé, òåîðåìû 3.3.7.
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Òåîðåìà 3.3.7 ([145], [146]). Åñëè ÷àñòè÷íûå ñóììû Smk−1(x) ðÿäà (3.3.6) ïî ìåðå

ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ï.â. êîíå÷íîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè λp ↑ +∞ âûïîëíÿåòñÿ

lim
p→∞

λp ·mes {x ∈ [0, 1) : σ∗(x) > λp} = 0, (3.3.39)

òî äëÿ âñåõ n èìåþò ìåñòî ôîðìóëû (3.3.37).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó, òî ðÿä (3.3.6) ÿâëÿåòñÿ

ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f .

Èç òåîðåìû 3.3.7 ñëåäóåò

Òåîðåìà 3.3.8 Åñëè ÷àñòè÷íûå ñóììû Smk−1(x) ðÿäà (3.3.6) ïî ìåðå ñõîäÿòñÿ ê íåêî-

òîðîé ï.â. êîíå÷íîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f è âûïîëíÿåòñÿ

lim
λ→∞

λ ·mes{x ∈ [0, 1) : σ∗(x) > λ} = 0, (3.3.40)

òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ A-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé, à ðÿä (3.3.6) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì

Ôóðüå ýòîé ôóíêöèè â ñìûñëå A-èíòåãðèðîâàíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ìû äîêàçàëè (ñì. 3.3.3 è 3.3.4), ÷òî åñëè ðÿä

(3.3.6) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f , òî ñóììû Smk−1(x) ïî÷òè âñþ-

äó ñõîäÿòñÿ ê f è âûïîëíÿåòñÿ (3.3.40). Ïîýòîìó èç òåîðåìû 3.3.7 ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3.9 Äëÿ òîãî ÷òîáû ðÿä (3.3.6) ÿâëÿëñÿ ðÿäîì Ôóðüå èíòåãðèðóåìîé ôóíê-

öèè f , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóììû Smk−1(t) ïî ìåðå ñõîäèëèñü ê f è âû-

ïîëíÿëîñü (3.3.40).

3.3.3 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ïóñòü ñåìåéñòâà X = {xk}nk=1 è Q = {qk}nk=1 ⊂ {1, 2, . . . , n} óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

a < x1 < x2 < · · · < xn < b, (3.3.41)

xk+qk − xk−qk ≤ b− a, ãäå xk±n := xk ± (b− a), k = 1, 2, . . . , n. (3.3.42)
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Äëÿ êàæäîãî k ∈ {1, 2, . . . , n} îáîçíà÷èì

h∗k(x) :=


1, åñëè x = xk,

0, åñëè x 6∈ (xk−qk , xk+qk),

ëèíåéíàÿ íà îòðåçêàõ [xk−qk , xk] è [xk, xk+qk ],

hk(x) := h∗k(x) + h∗k(x+ (b− a)) + h∗k(x− (b− a)),

HX ,Q,k(x) ≡ Hk(x) := hk(x)1[a,b](x). (3.3.43)

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïî ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâó ïîõîæà íà ëåììó 3 ðàáîòû [126].

Ëåììà 3.3.10 Ïóñòü ñåìåéñòâà X = {xk}nk=1 è Q = {qk}nk=1 ⊂ {1, 2, . . . , n} óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèÿì (3.3.41) è (3.3.42). Òîãäà ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà αk,

k = 1, 2, . . . , n, òàêèå, ÷òî
n∑
k=1

αkHk(x) = 1[a,b](x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî P ⊂ {1, 2, . . . , n} ñóùåñòâóþò

íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà {βk}k∈P òàêèå, ÷òî

∑
k∈P

βkhk(xj) = 1 äëÿ âñåõ j ∈ P, (3.3.44)

∑
k∈P

βkhk(x) ≤ 1 äëÿ âñåõ x. (3.3.45)

Â ñëó÷àå, êîãäà card(P ) = 1 è P = {k0}, äîñòàòî÷íî âçÿòü βk0 = 1. Äîïóñòèì, óòâåð-

æäåíèå âåðíî ïðè card(P ) < s, è äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî è ïðè card(P ) = s. Ïóñòü

P = {k1, k2, . . . , ks} è k1 < k2 < · · · < ks. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà ÷èñåë {εj}, εj = ±1,

j = 1, 2, . . . , s, ïîëîæèì

R{εj} =

{
(γ1, γ2, . . . , γs) ∈ [0, 1]s : εj

(
s∑

m=1

γmhkm(xkj)− 1

)
≥ 0, j = 1, 2, . . . , s

}
.

Óáåäèìñÿ, ÷òî R{εj} 6= ∅ ïðè ëþáîì íàáîðå ÷èñåë εj = ±1. Â ñëó÷àå êîãäà âñå εj = −1,

î÷åâèäíî, ÷òî (0, 0, . . . , 0) ∈ R{εj}. Êîãäà âñå εj = 1, òî (1, 1, . . . , 1) ∈ R{εj} òàê êàê

hk(x) ≥ 0 äëÿ âñõ x è hk(xk) = 1, k = 1, 2, . . . , n. Ïóñòü òåïåðü äëÿ íàáîðà εj = ±1

I+ := {j : εj = 1}, I− := {j : εj = −1}
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è 1 ≤ card(I+) < s. Â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà

β′m, m ∈ I+, òàêèå, ÷òî

∑
m∈I+

β′mhkm(xkj) = 1 äëÿ âñåõ j ∈ I+, (3.3.46)

∑
m∈I+

β′mhkm(x) ≤ 1 äëÿ âñåõ x. (3.3.47)

Ïîëîæèì βkm = β′m, åñëè m ∈ I+ è βkm = 0, åñëè m ∈ I−. Èç (3.3.46) è (3.3.47) ñëåäóåò,

÷òî βk ∈ [0, 1] è äëÿ âñåõ j, j = 1, 2, . . . , s,

εj

(
s∑

m=1

βkmhkm(xkj)− 1

)
= εj

(∑
m∈I+

βkmhkm(xkj)− 1

)
≥ 0.

Ïîýòîìó (βk1 , βk2 , . . . , βks) ∈ R{εj}. Èòàê, äëÿ ëþáîãî íàáîðà {εj}, εj = ±1, j = 1, 2, . . . , s,

ìíîæåñòâî R{εj} íå ïóñòî.

Äîïóñòèì, íå ñóùåñòâóþò òàêèå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà βk, k ∈ P , ÷òîáû âûïîëíÿ-

ëîñü óñëîâèå (3.3.44). Òîãäà ìíîæåñòâî

A :=

{(
s∑

m=1

γmhkm(xk1)− 1, . . . ,
s∑

m=1

γmhkm(xks)− 1

)
: (γ1, . . . , γs) ∈ [0, 1]s

}
⊂ Rs

íå ñîäåðæèò òî÷êó (0, 0, . . . , 0). ßñíî, ÷òî A � âûïóêëîå è êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â Rs. Â

ñèëó âòîðîé òåîðåìû îá îòäåëèìîñòè âûïóêëûõ ìíîæåñòâ (ñì. [127, ñ. 210]), ñóùåñòâó-

åò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë L, îïðåäåëåííûé íà Rs, êîòîðûé ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå

çíà÷åíèÿ íà A. Ïóñòü L(a1, a2, . . . , as) =
s∑
i=1

αiai è

ε′i =


1, åñëè αi ≥ 0,

−1, åñëè αi < 0.

Òîãäà èç íåïóñòîòû ìíîæåñòâà R{ε′j} ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàë L íà ìíîæåñòâå A ìîæåò

ïðèíèìàòü íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ôóíêöèîíàëà L.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà βk, óäî-

âëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (3.3.44).

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé hk(x) ñëåäóåò, ÷òî hk(x) = hk(x±(b−a)) äëÿ ëþáûõ x ∈ [a, b]

è k = 1, 2, . . . , n. Ïîýòîìó èç (3.3.42) ïîëó÷èì, ÷òî

∑
k∈P

βkhk(xj±n) = 1 äëÿ âñåõ j ∈ P. (3.3.48)
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Çàìåòèì, ÷òî íà èíòåðâàëàõ [xks−n, xk1 ], [xk1 , xk2 ], . . ., [xks−1 , xks ] è [xks , xk1+n] ôóíêöèÿ∑
k∈P

βkhk(x) âûïóêëàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (3.3.48) ïîëó÷èì, ÷òî

∑
k∈P

βkhk(x) ≤ 1 äëÿ âñåõ x ∈ [xks−n, xk1+n].

Â ÷àñòíîñòè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (3.3.45).

Òàêèì îáðàçîì, (3.3.44) è (3.3.45) äîêàçàíû äëÿ ëþáîãî P ⊂ {1, 2, . . . , n}, â ÷àñòíîñòè,

äëÿ P = {1, 2, . . . , n} ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà β1, β2, . . . , βn òàêèå, ÷òî (ñì.

òàêæå (3.3.48))
n∑
k=1

βkhk(xj) = 1 äëÿ âñåõ j = 0, 1, . . . n, n+ 1.

Çàìåòèì, ÷òî
n∑
k=1

βkhk(x) ëèíåéíàÿ íà êàæäîì èíòåðâàëå [xj, xj+1], j = 0, 1, . . . , n, ïîýòî-

ìó èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷èì

n∑
k=1

βkhk(x) = 1 äëÿ âñåõ x ∈ [x0, xn+1],

êîòîðîå âìåñòå ñ (3.3.43) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 3.3.10 äîêàçàíà. �

Ëåììà 3.3.11 Ïóñòü ∆ ∈ Ik−1 è ∆ =
pk⋃
i=1

∆i, ãäå ∆i ∈ Ik è ïðîíóìåðîâàíû ñëåâà íà-

ïðàâî, à P = {∆r1 ,∆r2 , . . . ,∆rs} � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà {∆i}pki=1. Åñëè

íàòóðàëüíûå ÷èñëà {q1, q2, . . . , qs} óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

qi ≤
pk
2

è
(
∆ri

)
±qi
∈ P äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , s,

òî ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà α1, α2, . . . , αs òàêèå, ÷òî

s∑
i=1

αiϕ
(qi)
∆ri

(t) = 1∆(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xi � ñðåäíÿÿ òî÷êà îòðåçêà ∆i, i = 1, 2, . . . , pk. Íåòðóäíî

çàìåòèòü, ÷òî åñëè ïîëîæèòü X = {xri}si=1 è Q = {qi}si=1, òî äëÿ ôóíêöèé Hi(t) =

HX ,Q,i(t) (ñì. (3.3.43)) è èíòåðâàëà ∆ ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 3.3.10. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà β1, β2, . . . , βs òàêèå, ÷òî

s∑
i=1

βiHi(t) = 1∆(t).
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ßñíî, ÷òî (ñì. (3.3.4) è (3.3.43)) äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , pk è i = 1, 2, . . . , s

ϕ
(qi)
k,xri

(xj) =
mk

qi
Hi(xj).

Èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî

s∑
i=1

qi
mk

βiϕ
(qi)
k,xri

(xj) = 1 äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , pk.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ
(qi)
k,xri

(t), i = 1, 2, . . . , s, ïîñòîÿííà íà êàæäîì èíòåðâàëå

∆j, j = 1, 2, . . . , pk, ïîëó÷èì, ÷òî

s∑
i=1

qi
mk

βiϕ
(qi)
k,xri

(t) =
s∑
i=1

qi
mk

βiϕ
(qi)
∆ri

(t) = 1∆(t).

Ëåììà 3.3.11 äîêàçàíà. �

Ëåììà 3.3.12 Ïóñòü I =

[
r

ms

,
r + 1

ms

)
∈ Is, E ⊂ I, Ec := I\E è

mes(E) < ε ·mes(I), (3.3.49)

ãäå ε ∈
(

0, 1
20ps+1

)
. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ν > s ñóøåñòâóåò ðàçëîæåíèå

1I(t) =
ν∑

k=s+1

∑
∆∈Ω1

k

α∆ϕ
(q∆)
∆ (t) +

ν−1∑
k=s+1

∑
∆∈Ω2

k

β∆ϕ
(1)
∆ (t) +

∑
∆∈Ω3

ν

γ∆ϕ
(1)
∆ (t), (3.3.50)

ãäå Ωi
k ⊂ Ik, i = 1, 2, 3, êîòîðîå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

α∆ ≥ 0, β∆ ≥ 0, γ∆ ≥ 0,

mes(supp(ϕ
(q∆)
∆ ) ∩ E) >

1

6
mes(supp(ϕ

(q∆)
∆ )), åñëè ∆ ∈ Ω1

k, k = s+ 1, . . . , ν, (3.3.51)

mes(supp(ϕ
(1)
∆ ) ∩ E) >

1

20
mes(supp(ϕ

(1)
∆ )), åñëè ∆ ∈ Ω2

k, k = s+ 1, . . . , ν − 1,

è åñëè ∆ ∈ Ωi
k äëÿ íåêîòîðûõ k è i, òî

mes(∆ ∩ Ec) ≥ 1

2
mes(∆). (3.3.52)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììó äîêàæåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Êîãäà

ν = s+ 1, èç (3.3.49) è ε <
1

20ps+1

ïîëó÷èì

mes(∆ ∩ Ec) ≥ 1

2
mes(∆), åñëè ∆ ∈ Is+1 è ∆ ⊂ I.
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Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âîçüìåì Ω1
s+1 = ∅, Ω3

s+1 = {∆ ∈ Is+1 : ∆ ⊂ I} è ïîëîæèì γ∆ =
1

ms+1

,

êîãäà ∆ ∈ Ω3
s+1, òî ïîëó÷èì (3.3.50) ïðè ν = s+ 1.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè ðàçëîæåíèå (3.3.50) âîçìîæíî äëÿ ν, òî îíî âîçìîæíî è äëÿ ν+1.

Îáîçíà÷èì

Ω2
ν :=

{
∆ ∈ Ω3

ν : mes(∆ ∩ E) >
1

20
mes(∆)

}
,

β∆ := γ∆, ïðè ∆ ∈ Ω2
ν .

Òåïåðü çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé èíòåðâàë ∆ ∈ Ω3
ν \ Ω2

ν . ßñíî, ÷òî

mes(∆ ∩ E) ≤ 1

20
mes(∆). (3.3.53)

Ïîëîæèì

G(∆) := {∆′ ∈ Iν+1 : ∆′ ⊂ ∆, mes(∆′ ∩ Ec) ≥ 1

2
mes(∆′)}. (3.3.54)

Äëÿ êàæäîãî ∆′ ∈ G(∆) ïîëîæèì

q∆′ := min{l ∈ N : (∆′)±l ∈ G(∆)}. (3.3.55)

Óáåäèìñÿ, ÷òî q∆′ ≤
pν+1

2
. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè q∆′ > 1 (íàïîìíèí, ÷òî pν ≥ 2), òî èç

(3.3.55) ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû êàæäûé ïÿòûé èç èíòåðâàëîâ (∆′)±l, |l| ≤ q∆′ , íå ïðèíàä-

ëåæèò G(∆). Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (3.3.54)),

mes((∆′)q∆′ ∩ E) >
1

10
mes((∆′)q∆′ ).

Ïîñëåäíåå âìåñòå ñ (3.3.53) äàþò, ÷òî mes((∆′)q∆′ ) ≤ 1

2
mes(∆), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

q∆′ ≤
pν+1

2
. Ïîýòîìó ìîæåì ïðèìåíèòü ëåììó 3.3.11, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé (ñì. òàêæå

(3.3.5)), íàéäåì òàêèå íåîòðèöàòåëüíûå η∆′ , ÷òî

γ∆ϕ
(1)
∆ (t) =

∑
∆′∈G(∆)

η∆′ϕ
(q∆′ )
∆′ (t).

Îáîçíà÷èâ

Ω1
ν+1 := {∆′ ∈ G(∆) : ∆ ∈ Ω3

ν \ Ω2
ν , q∆′ > 1}, α∆′ := η∆′ ïðè ∆′ ∈ Ω1

ν+1,

Ω3
ν+1 := {∆′ ∈ G(∆) : ∆ ∈ Ω3

ν \ Ω2
ν , q∆′ = 1}, γ∆′ := η∆′ ïðè ∆′ ∈ Ω3

ν+1,
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ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå òèïà (3.3.50) äëÿ ν + 1 ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Âû-

ïîëíåíèå (3.3.52) ñëåäóåò èç (3.3.54) (òàê êàê Ω2
ν ⊂ Ω3

ν). Èç òîãî æå (3.3.54) è (3.3.55)

ñëåäóåò (3.3.51).

Ëåììà 3.3.12 äîêàçàíà. �

3.3.4 Äîêàçàòåëñòâî òåîðåìû 3.3.7

Ïóñòü ÷àñòè÷íûå ñóììû Smk−1(x) ðÿäà (3.3.6) ïî ìåðå ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ï.â. êîíå÷-

íîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λp ↑ +∞ âûïîëíÿåòñÿ

(3.3.39).

Äëÿ íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî n âûáåðåì íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî s, äëÿ êîòî-

ðîãî n < ms. Íà èíòåðâàëàõ Iu ∈ Is, u = 1, 2, . . . ,ms, ôóíêöèÿ fn ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå

çíà÷åíèÿ. Ýòè çíà÷åíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç fn(Iu). ßñíî, ÷òî åñëè fn(x) = Ψn(x) � ñèñòåìà

Âèëåíêèíà, òî |fn(Iu)| = 1 äëÿ âñåõ u, à åñëè fn(x) = χn(x) � îáîáùåííàÿ ñèñòåìà Õààðà,

òî |fn(Iu)| =
√
ms−1 äëÿ âñåõ Iu ⊂ supp(fn). Ïîýòîìó

an =

∫ 1

0

Sms−1(t)fn(t)dt =
ms∑
u=1

fn(Iu)

∫
Iu

Sms−1(t)dt.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòó-

ðàëüíîãî s è ëþáîãî I ∈ Is èìååò ìåñòî

lim
p→∞

∫
I

[f(t)]λpdt =

∫
I

Sms−1(t)dt. (3.3.56)

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî I ∈ Is äîêàæåì (3.3.56). Ïîëîæèì

Ep := {x ∈ I : σ∗(x) > λp} è Ec
p := {x ∈ I : σ∗(x) ≤ λp}.

Ïóñòü ε ∈
(

0, 1
20ps+1

)
. Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî p íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû âûïîë-

íÿëèñü óñëîâèÿ: λp > 1,

|σk,q(t)| < λp äëÿ âñåõ k ≤ s+ 1, q ≤ pk
2
, t ∈ [0, 1),

λp ·mes(Ep) < ε ·mes(I). (3.3.57)

Ïðèìåíèâ ëåììó 3.3.12 ê èíòåðâàëó I è ìíîæåñòâó E = Ep, äëÿ ëþáîãî ν ≥ s+1 ïîëó÷èì

ðàçëîæåíèå

1I(t) =
ν∑

k=s+1

∑
∆∈Ω1

k

α∆ϕ
(q∆)
∆ (t) +

ν−1∑
k=s+1

∑
∆∈Ω2

k

β∆ϕ
(1)
∆ (t) +

∑
∆∈Ω3

ν

γ∆ϕ
(1)
∆ (t), (3.3.58)
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ãäå Ωi
k ⊂ Ik, i = 1, 2, 3, êîòîðîå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

α∆ ≥ 0, β∆ ≥ 0, γ∆ ≥ 0, (3.3.59)

mes(supp(ϕ
(q∆)
∆ ) ∩ Ep) >

1

6
mes(supp(ϕ

(q∆)
∆ )), åñëè ∆ ∈ Ω1

k, k = s+ 1, . . . , ν, (3.3.60)

mes(supp(ϕ
(1)
∆ ) ∩ Ep) >

1

20
mes(supp(ϕ

(1)
∆ )), åñëè ∆ ∈ Ω2

k, k = s+ 1, . . . , ν − 1, (3.3.61)

è åñëè ∆ ∈ Ωi
k äëÿ íåêîòîðûõ k è i, òî

mes(∆ ∩ Ec
p) ≥

1

2
mes(∆). (3.3.62)

Îáîçíà÷èì

Fν :=

 ν⋃
k=s+1

⋃
∆∈Ω1

k

supp
(
ϕ

(q∆)
∆

)⋃ ν−1⋃
k=s+1

⋃
∆∈Ω2

k

supp
(
ϕ

(1)
∆

) (3.3.63)

è äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ν > s êîýôôèöèåíòû â ïðåäñòàâëåíèè (3.3.58) óäîâëåòâîðÿþò

íåðàâåíñòâàì

ν∑
k=s+1

∑
∆∈Ω1

k

α∆ +
ν−1∑
k=s+1

∑
∆∈Ω2

k

β∆ +
∑

∆∈Ω3
ν ,∆⊂Fν

γ∆ ≤ 60mes(Ep) è
∑

∆∈Ω3
ν

γ∆ ≤ mes(I). (3.3.64)

Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî âòîðîå íåðàâåíñòâî â (3.3.64) ñëåäóåò èç (3.3.5), (3.3.58) è (3.3.59).

Èç (3.3.60), (3.3.61) ñëåäóåò, ÷òî M∗(1Ep , x) >
1

20
, êîãäà x ∈ Fν . Ïîýòîìó (ñì.

òåîðåìó 3.3.2)

mes(Fν) < 60mes(Ep). (3.3.65)

Ñëåäîâàòåëüíî,
ν∑

k=s+1

∑
∆∈Ω1

k

α∆ +
ν−1∑
k=s+1

∑
∆∈Ω2

k

β∆ +
∑

∆∈Ω3
ν ,∆⊂Fν

γ∆ =

=
ν∑

k=s+1

∑
∆∈Ω1

k

α∆

∫
I

ϕ
(q∆)
∆ (t)dt+

ν−1∑
k=s+1

∑
∆∈Ω2

k

β∆

∫
I

ϕ
(1)
∆ (t)dt+

+
∑

∆∈Ων ,∆⊂Fν

γ∆

∫
I

ϕ
(1)
∆ (t)dt <

∫
Fν

dt < 60mes(Ep).

Ñîîòíîøåíèÿ (3.3.64) äîêàçàíû. Äëÿ ëþáîãî ν ≥ s èìååò ìåñòî∫
I

Smν−1(t)dt =

∫
I

Sms−1(t)dt (3.3.66)
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è (ñì. (3.3.65)) ∣∣∣∣∫
I

[f(t)]λpdt−
∫
I\Fν

[f(t)]λpdt

∣∣∣∣ < 60λpmes(Ep). (3.3.67)

Èç (3.3.58) èìååì ∫
I

Smν−1(t)dt =
ν∑

k=s+1

∑
∆∈Ω1

k

α∆

∫
I

Smν−1(t)ϕ
(q∆)
∆ (t)dt+ (3.3.68)

+
ν−1∑
k=s+1

∑
∆∈Ω2

k

β∆

∫
I

Smν−1(t)ϕ
(1)
∆ (t)dt+

∑
∆∈Ω3

ν

γ∆

∫
I

Smν−1(t)ϕ
(1)
∆ (t)dt =

=
ν∑

k=s+1

∑
∆∈Ω1

k

α∆

∫
I

Smk−1(t)ϕ
(q∆)
∆ (t)dt+

ν−1∑
k=s+1

∑
∆∈Ω2

k

β∆

∫
I

Smk−1(t)ϕ
(1)
∆ (t)dt+

+
∑

∆∈Ω3
ν ,∆⊂Fν

γ∆

∫
I

Smν−1(t)ϕ
(1)
∆ (t)dt+

∑
∆∈Ω3

ν ,∆⊂I\Fν

γ∆

∫
I

Smν−1(t)ϕ
(1)
∆ (t)dt =:

ων,1 + ων,2 + ων,3 + ων,4.

Èç (3.3.63), (3.3.58) è (3.3.4) ñëåäóåò, ÷òî

∑
∆∈Ω3

ν ,∆⊂I\Fν

γ∆ϕ
(1)
∆ (t) = 1I\Fν (t).

Ïîýòîìó

ων,4 =

∫
I\Fν

Smν−1(t)dt. (3.3.69)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî σk,q(x) � ïîñòîÿííàÿ íà ∆, ∆ ∈ Ik, èç (3.3.62) ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ

íàòóðàëüíûõ k > s ∣∣∣∣∫
I

Smk−1(t)ϕ
(q∆)
∆ (t)dt

∣∣∣∣ < λp, åñëè ∆ ∈ Ω1
k,∣∣∣∣∫

I

Smk−1(t)ϕ
(1)
∆ (t)dt

∣∣∣∣ < λp, åñëè ∆ ∈ Ω2
k èëè ∆ ∈ Ω3

k.

Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (3.3.64), (3.3.57) è (3.3.68) ïîëó÷èì

ων,1 + ων,2 + ων,3 < 60λp ·mes(Ep) < 60ε ·mes(I). (3.3.70)

Î÷åâèäíî,

Dp ⊂ Ep, ãäå Dp = {x ∈ I : [f(x)]λp 6= f(x)}. (3.3.71)

Èç (3.3.66)�(3.3.70) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ν > s èìååò ìåñòî∣∣∣∣∫
I

[f(t)]λpdt−
∫
I

Sms−1(t)dt

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣∫
I\Fν

([f(t)]λp − Smν−1(t))dt

∣∣∣∣+ 120ε ·mes(I). (3.3.72)
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |Smν−1(t)| ≤ λp, êîãäà t ∈ I\Fν , èç (3.3.71), (3.3.72) ïîëó÷èì∣∣∣∣∫
I

[f(t)]λpdt−
∫
I

Sms−1(t)dt

∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣
∫
I\(Fν∪Ep)

(f(t)− Smν−1(t))dt

∣∣∣∣∣+ 122ε ·mes(I). (3.3.73)

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Smν−1(t) ïî ìåðå ñõîäèòñÿ ê f(t), òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëü-

øèõ ν

mes{t ∈ I : |Smν−1(t)− f(t)| > ε} < ε ·mes(I).

Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî |Smν−1(t)− f(t)| ≤ 2λp, t ∈ I\(Fν ∪ Ep), èç (3.3.73) è (3.3.57)

ïîëó÷èì ∣∣∣∣∫
I

[f(t)]λpdt−
∫
I

Sms−1(t)dt

∣∣∣∣ ≤ 125ε ·mes(I).

Òåîðåìà 3.3.7 äîêàçàíà. �

3.4 Òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ ïî

ñèñòåìå Âèëåíêèíà è îáîáùåííîé ñèñòåìå Õààðà

3.4.1 Ôîðìóëèðîâêà òåîðåì è âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè è âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôè-

öèåíòîâ êðàòíûõ ðÿäîâ ïî P-ñèñòåìàì, ñóììèðóåìûõ ìåòîäîì, ïðèâåäåííîì â ðàçäåëå

3.3.1. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â [126] Ãåâîðêÿíîì äîêàçàíî, ÷òî

åñëè êðàòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä ï.â. ìåòîäîì Ðèìàíà ñóììèðóåòñÿ ê èíòåãðèðóå-

ìîé ôóíêöèè f è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâóþ ñõîæåìó ñ (3.3.39), òî îí ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå

ôóíêöèè f .

Ïóñòü N0 � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Äëÿ êàæäîãî x = (x1, . . . , xd) ∈

[0, 1)d, n = (n1, n2, . . . , nd) ∈ Nd
0, k = (k1, k2, . . . , kd) ∈ Nd è q = (q1, q2, . . . , qd) ∈ Nd

(2qi < pki , i = 1, 2, . . . , d) îáîçíà÷èì

fn(x) := fn1(x1)fn2(x2) · · · fnd(xd),

(fn, ϕ
(q)
k,x) :=

d∏
i=1

(fni , ϕ
(qi)
ki,xi

) =
d∏
i=1

∫ 1

0

fni(ti)ϕ
(qi)
ki,xi

(ti)dti
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è ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ðÿä

∑
n∈Nd0

anfn(x) =
∑
n∈Nd0

anfn1(x1)fn2(x) · · · fnd(xd). (3.4.1)

Äëÿ òàêîãî ðÿäà ïîëîæèì

σk,q(x) :=
∑
n∈Nd0

an(fn, ϕ
(q)
k,x).

Â ýòîì ðàçäåëå çàïèñü k → ∞ áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî min{ki} → ∞. Ìû áóäåì îáîçíà-

÷àòü ÷åðåç mesd(E) Ëåáåãîâóþ ìåðó ìíîæåñòâà E â Rd. Â ñëó÷àå d = 1 ìû áóäåì ïèñàòü

ïðîñòî mes(E) âçàìåí mes1(E).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà àíîíñèðîâàíà â [147] è äîêàçàíà â [148].

Òåîðåìà 3.4.1 ([148]). Åñëè ñóììû σk,q(x) ðÿäà (3.4.1) ïî÷òè âñþäó íà [0, 1)d ñõîäÿò-

ñÿ ê èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f(x) ïðè k→∞ è

lim
λ→∞

λ ·mesd

{
x ∈ [0, 1)d : sup

k,q
|σk,q(x)| > λ

}
= 0,

òî ðÿä (3.4.1) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f ïî ñèñòåìå {fn}, ò.å.

an =

∫
[0,1)d

f(x)fn(x)dx.

Òåîðåìà 3.4.1 ñëåäóåò èç áîëåå îáùåé òåîðåìû 3.4.2. Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðóåì åå,

ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Äîïóñòèì, êîýôôèöèåíòû an(r, s) êðàòíîãî ðÿäà

∑
n∈Nd0

an(r, s)fn(x)

ïî ñèñòåìå {fn} çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ r ∈ R ⊂ Nm è s ∈ S ⊂ Rl. Îáîçíà÷èì

σk,q(r, s,x) :=
∑
n∈Nd0

an(r, s)(fn, ϕ
(q)
k,x) and σ∗(x) := sup

k,q,r,s
|σk,q(r, s,x)|.

Äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà λ ïîëîæèì ÷åðåç Eλ ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî

Eλ := {x ∈ [0, 1)d : σ∗(x) > λ}.

Òåîðåìà 3.4.2 ([148]). Åñëè ñóììû σk,q(r, s,x) ïî÷òè âñþäó íà êóáå [0, 1)d ñõîäÿòñÿ

ê èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f(x) ïðè min{k1, k2, . . . , kd, r1, . . . , rm} → ∞ è

lim
λ→∞

λ ·mesd(Eλ) = 0,
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òî äëÿ âñåõ n ∈ Nd
0 èìååì

lim
r→∞

an(r, s) =

∫
[0,1)d

f(x)fn(x)dx.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà áûëà äîêàçàíà â [126].

Ëåììà 3.4.A ([126, Ëåììà 1]). Ïóñòü ϕ(x) � íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ,

îïðåäåëåííàÿ íà d-ìåðíîì êóáå [a, b]d, ãäå d > 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Åñëè

lim inf
λ→+∞

λ ·mesd{x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ [0, 1]d : ϕ(x) > λ} = 0,

òî

mesd−1

{
(x2, . . . , xd) ∈ [0, 1]d−1 : lim inf

λ→+∞
λ ·mes{x1 ∈ [0, 1] : ϕ(x) > λ} = 0

}
= (b− a)d−1.

Ëåììà 3.4.3 Ïóñòü êîýôôèöèåíòû ðÿäà
∞∑
n=0

an(r)fn(x) çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà r ∈ R,

σk,q(r, x) :=
∞∑
n=0

an(r)(fn, ϕ
(q)
k,x) è σ∗(x) := sup

k,q,r
|σk,q(r, x)|.

Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë λ > 0 è k ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

mes{x ∈ [0, 1) : σ∗(x) > λ} < 1

mk

, (3.4.2)

òî äëÿ ëþáîãî n < mk è r ∈ R êîýôôèöèåíòû an(r) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

|an(r)| ≤ λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ÷èñåë λ > 0 è k ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(3.4.2). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

mes{x ∈ [0, 1) : σk,1(r, x) > λ} < mes{x ∈ [0, 1) : σ∗(x) > λ} < 1

mk

.

Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî r ôóíêöèÿ σk,1(r, x) = Smk−1(r, x) (ñì. (3.3.8))

ïîñòîÿííà íà êàæäîì èíòåðâàëå J ∈ Ik ñ äëèíîé
1

mk

, òî èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà

ïîëó÷èì, ÷òî

|σk,1(r, x)| =

∣∣∣∣∣
mk−1∑
n=0

an(r)fn(x)

∣∣∣∣∣ ≤ λ äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1) è r ∈ R.

Â ñèëó òîãî, ÷òî {fn(x)} � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà íà [0, 1), èç ïîñëåäíåãî íåðàâåí-

ñòâà ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ n < mk è r ∈ R âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|an(r)| ≤ λ.

Ëåììà 3.4.3 äîêàçàíà. �

180



3.4.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì

Òåîðåìà 3.4.2 äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Èíäóêöèÿ ïðîâîäèò-

ñÿ ïî ðàçìåðíîñòè d.

Ñíà÷àëà îòäåëüíî ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìó 3.4.2 äëÿ ñëó÷àÿ d = 1.

Ïóñòü
∞∑
n=0

an(r, s)fn(x) � íåêîòîðûé ðÿä ïî P-ñèñòåìå {fn}, ãäå êîýôôèöèåíòû an(r, s)

çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ r = (r1, r2, . . . , rm) ∈ R ⊂ Nm è s ∈ S ⊂ Rl. Äîïóñòèì,

σk,q(r, s, x) :=
∞∑
n=0

an(r, s)(fn, ϕ
(q)
k,x) è σ∗(x) := sup

k,q,r,s
|σk,q(r, s, x)|.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.4.4 Åñëè ñóììû σk,q(r, s, x) ïî÷òè âñþäó íà èíòåðâàëå [0, 1) ñõîäÿòñÿ ê

èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f(x) ïðè min{k, r1, . . . , rm} → ∞ è

lim
λ→∞

λ ·mes{x ∈ [0, 1) : σ∗(x) > λ} = 0, (3.4.3)

òî äëÿ âñåõ n ∈ N0

lim
r→∞

an(r, s) =

∫ 1

0

f(x)fn(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4.4. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà f(x) = 0.

Äîïóñòèì, ñóììû σk,q(r, s, x) ïî÷òè âñþäó ñõîäÿòñÿ ê f(x) = 0 è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(3.4.3).

Ïóñòü n � íåêîòîðîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, à i � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå

÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó n < mi. ßñíî, ÷òî fn(x) ïîñòîÿííà íà êàæäîì èí-

òåðâàëå Iu ∈ Ii. Îáîçíà÷èì ÷åðåç fn(Iu) çíà÷åíèå ôóíêöèè fn íà èíòåðâàëå Iu. Çàìåòèì,

÷òî

an(r, s) =

∫ 1

0

Smi−1(r, s, t)fn(t)dt =

mi∑
u=1

fn(Iu)

∫
Iu

Smi−1(r, s, t)dt,

ãäå, êàê îáû÷íî,

SN(r, s, x) :=
N∑
n=0

an(r, s)fn(x).

Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.4.4 â ñëó÷àå f(x) = 0 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i è äëÿ êàæäîãî I ∈ Ii âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
r→∞

∫
I

Smi−1(r, s, t)dt = 0. (3.4.4)
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Ïóñòü I ∈ Ii äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ N è ε ∈
(

0,
1

20pi+1

)
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Eλ ìíîæåñòâî

Eλ := {x ∈ I : σ∗(x) > λ}. (3.4.5)

Â ñèëó (3.4.3), ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî λ > 1 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

λ ·mes(Eλ) < ε ·mes(I). (3.4.6)

Ïîñêîëüêó mes(Eλ) <
1

20pi+1

·mes(I), òî ïðè êàæäîì ν > i, ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.3.12, äëÿ

õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè èíòåðâàëà I ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå

1I(t) =
ν∑

k=i+1

∑
∆∈Ω1

k

α∆ϕ
(q∆)
∆ (t) +

ν−1∑
k=i+1

∑
∆∈Ω2

k

β∆ϕ
(1)
∆ (t) +

∑
∆∈Ω3

ν

γ∆ϕ
(1)
∆ (t), (3.4.7)

ãäå Ωi
k ⊂ Ik, i = 1, 2, 3, êîòîðîå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

α∆ ≥ 0, β∆ ≥ 0, γ∆ ≥ 0, (3.4.8)

mes(supp(ϕ
(q∆)
∆ ) ∩ Eλ) >

1

6
mes(supp(ϕ

(q∆)
∆ )), åñëè ∆ ∈ Ω1

k, k = i+ 1, . . . , ν, (3.4.9)

mes(supp(ϕ
(1)
∆ ) ∩ Eλ) >

1

20
mes(supp(ϕ

(1)
∆ )), åñëè ∆ ∈ Ω2

k, k = i+ 1, . . . , ν − 1, (3.4.10)

è åñëè ∆ ∈ Ωi
k äëÿ íåêîòîðûõ k è i, òî

mes(∆ ∩ Eλ) ≤
1

2
mes(∆). (3.4.11)

Èç (3.3.5), (3.4.7) è (3.4.8) ñëåäóåò, ÷òî

∑
∆∈Ω3

ν

γ∆ ≤ mes(I). (3.4.12)

Äëÿ êàæäîãî ν > i ïîëîæèì

Fν :=

 ν⋃
k=i+1

⋃
∆∈Ω1

k

supp
(
ϕ

(q∆)
∆

)⋃ ν−1⋃
k=i+1

⋃
∆∈Ω2

k

supp
(
ϕ

(1)
∆

) . (3.4.13)

Â ñèëó (3.4.9) è (3.4.10), ïîëó÷èì ÷òî

M∗(1Eλ , x) >
1

20
äëÿ âñåõ x ∈ Fν .

Ó÷èòûâàÿ òàêæå òåîðåìó 3.3.2, äëÿ ìåðû ìíîæåñòâà Fν ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

mes(Fν) ≤ 60mes(Eλ). (3.4.14)
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Êîìáèíèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñ (3.3.5), (3.4.7) è (3.4.8), âûâîäèì, ÷òî

ν∑
k=i+1

∑
∆∈Ω1

k

α∆ +
ν−1∑
k=i+1

∑
∆∈Ω2

k

β∆ +
∑

∆∈Ω3
ν ,∆⊂Fν

γ∆ =
ν∑

k=i+1

∑
∆∈Ω1

k

α∆

∫
I

ϕ
(q∆)
∆ (t)dt+

+
ν−1∑
k=i+1

∑
∆∈Ω2

k

β∆

∫
I

ϕ
(1)
∆ (t)dt+

∑
∆∈Ω3

ν ,∆⊂Fν

γ∆

∫
I

ϕ
(1)
∆ (t)dt ≤

∫
Fν

1dt ≤ 60mes(Eλ).

(3.4.15)

Èç (3.4.7), âòîðîãî òîæäåñòâà (3.3.8) è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé fn ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

ëþáîãî ν > i èìååì∫
I

Smi−1(r, s, t)dt =

∫
I

Smν−1(r, s, t)dt =
ν∑

k=i+1

∑
∆∈Ω1

k

α∆

∫
I

Smk−1(r, s, t)ϕ
(q∆)
∆ (t)dt+

+
ν−1∑
k=i+1

∑
∆∈Ω2

k

β∆

∫
I

Smk−1(r, s, t)ϕ
(1)
∆ (t)dt+

∑
∆∈Ω3

ν ,∆⊂Fν

γ∆

∫
I

Smν−1(r, s, t)ϕ
(1)
∆ (t)dt+

+
∑

∆∈Ω3
ν ,∆⊂I\Fν

γ∆

∫
I

Smν−1(r, s, t)ϕ
(1)
∆ (t)dt =: Aν,1 + Aν,2 + Aν,3 + Aν,4. (3.4.16)

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ (äîïóñòèìûõ) k > i, q, r, s ôóíêöèÿ σk,q(r, s, x)

ïîñòîÿííà íà èíòåðâàëå ∆ ∈ Jk è

σk,q(r, s, x) =

∫ 1

0

Smk−1(r, s, t)ϕ
(q)
∆ (t)dt =

∫
I

Smk−1(r, s, t)ϕ
(q)
∆ (t)dt ïðè x ∈ ∆,

òî, â ñèëó (3.4.11) è (3.4.5), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k > i∣∣∣∣∫
I

Smk−1(r, s, t)ϕ
(q∆)
∆ (t)dt

∣∣∣∣ ≤ λ, åñëè ∆ ∈ Ω1
k,∣∣∣∣∫

I

Smk−1(r, s, t)ϕ
(1)
∆ (t)dt

∣∣∣∣ ≤ λ, åñëè ∆ ∈ Ω2
k èëè ∆ ∈ Ω3

k. (3.4.17)

Ïîýòîìó èç (3.4.6), (3.4.15) è (3.4.16) âûòåêàåò

|Aν,1|+ |Aν,2|+ |Aν,3| ≤ 60λ ·mes(Eλ) ≤ 60ε ·mes(I). (3.4.18)

Ïîëîæèì Bν := Bν(r, s, q) := {x ∈ I \ Fν : |σν,q(r, s, x)| > ε} è B′ν := I \ (Fν ∪Bν). Òàê

êàê σν,q(r, s, x) ï.â. ñõîäèòñÿ ê f(x) = 0, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî N0 òàêîå, ÷òî

mes(Bν) < mes(Eλ) äëÿ âñåõ ν, r ñ óñëîâèåì min{ν, r1, . . . , rm} > N0. (3.4.19)

Çàìåòèì, ÷òî êàê Bν , òàê è B′ν ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèÿìè èíòåðâàëîâ èç Iν , ïîñêîëüêó

σν,q(r, s, x) ïîñòîÿííà íà êàæäîì èíòåðâàëå ∆ ∈ Iν . Ïîýòîìó ñëàãàåìîå Aν,4 â (3.4.16)
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ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Aν,4 =
∑

∆⊂Bν

γ∆

∫
I

Smν−1(r, s, t)ϕ
(1)
∆ (t)dt+

∑
∆⊂B′ν

γ∆

∫
I

Smν−1(r, s, t)ϕ
(1)
∆ (t)dt =: A′ν,4 + A′′ν,4.

Èç (3.3.5), (3.4.17), (3.4.6) (3.4.7), (3.4.12), (3.4.13) è (3.4.19) ñëåäóåò, ÷òî

|A′ν,4| ≤
∑

∆⊂Bν

γ∆ · λ = λ
∑

∆⊂Bν

γ∆

∫
I

ϕ
(1)
∆ (t)dt = λ

∫
I

IBν (t)dt ≤ λ ·mes(Eλ) ≤ ε ·mes(I),

|A′′ν,4| ≤ ε
∑

∆⊂B′ν

γ∆ ≤ ε ·mes(I),

êàê òîëüêî min{ν, r1, . . . , rm} > N0. Ïîýòîìó |Aν,4| ≤ 2ε ·mes(I). Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî

âìåñòå ñ (3.4.18) è (3.4.16) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4.4 â ñëó÷àå f(x) = 0.

Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî ñóììû σk,q(r, s, x) ïî÷òè âñþäó ñõîäÿòñÿ ê èíòåãðèðóåìîé ôóíê-

öèè f è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.4.3). Ïóñòü
∞∑
n=0

cnfn(x) � ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ïî ñèñòåìå

{fn(x)} è σ̃k,q(x) :=
∞∑
n=0

cn(fn, ϕ
(q)
k,x). Â ñèëó òåîðåì 3.3.3 è 3.3.4, èìååì

lim
k→∞

σ̃k,q(x) = f(x) ï.â. íà [0, 1)

è

lim
λ→∞

λ ·mes{x ∈ [0, 1) : sup
k,q
|σ̃k,q(x)| > λ} = 0.

Ïîëîæèì cn(r, s) := an(r, s)− cn è σ̂k,q(r, s, x) :=
∞∑
n=0

cn(r, s)(fn, ϕ
(q)
k,x). ßñíî, ÷òî

σ̂k,q(r, s, x) = σk,q(r, s, x)− σ̃k,q(x)→ 0 ï.â. ïðè min{k, r1, . . . , rm} → ∞

è

lim
λ→∞

λ ·mes{x ∈ [0, 1) : sup
k,q
|σ̂k,q(x)| > λ} ≤ lim

λ→∞
λ ·mes

{
x ∈ [0, 1) : sup

k,q
|σk,q(x)| > λ

2

}
+

lim
λ→∞

λ ·mes

{
x ∈ [0, 1) : sup

k,q
|σ̃k,q(x)| > λ

2

}
= 0.

Ïîýòîìó äëÿ âñåõ n ∈ N0 èìååì

lim
r→∞

cn(r, s) = lim
r→∞

an(r, s)− cn = 0,

êîòîðîå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4.4. �
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4.2. Òåîðåìó äîêàæåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-

äóêöèè ïî ðàçìåðíîñòè d. Äëÿ ñëó÷àÿ d = 1 òåîðåìà óæå äîêàçàíà. Äîïóñòèì, îíà âåðíà

äëÿ d = ν − 1 è äîêàæåì åå äëÿ d = ν.

Ïóñòü
∑

n∈Nν0
an(r, s)fn(x) � íåêîòîðûé ν-êðàòíûé ðÿä ïî ñèñòåìå {fn} ñ êîýôôèöèåíòà-

ìè an(r, s), çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðîâ r ∈ R ⊂ Nm è s ∈ S ⊂ Rl. Ïðåäïîëîæèì òàêæå,

÷òî ñóììû

σk,q(r, s,x) =
∑
n∈Nν0

an(r, s)(fn, ϕ
(q)
k,x)

ï.â. íà [0, 1)ν ñõîäÿòñÿ ê èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f(x) ïðè k → ∞ è r → ∞ (ò.å.

min{k1, . . . , kν , r1, . . . , rm} → ∞) è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

lim
λ→∞

λ ·mesν{x ∈ [0, 1)ν : σ∗(x) > λ} = 0. (3.4.20)

Äëÿ ýëåìåíòîâ r = (r1, r2, . . . , rm) ∈ R, k = (k1, k2, . . . , kν) ∈ Nν , s = (s1, s2, . . . , sl) ∈ S,

q = (q1, q2, . . . , qν) è x = (x1, x2, . . . , xν) ∈ [0, 1)ν ïîëîæèì

r̂ := (r1, r2, . . . , rm, k2, . . . , kν), ŝ := (s1, s2, . . . , sl, q2, . . . qν , x2, . . . , xν).

Åñëè äëÿ êàæäîãî n1 ∈ N0 îáîçíà÷èì

An1(r̂, ŝ) :=
∑

ni∈N0,i=2,...ν

an(r, s)
ν∏
i=2

(
fni , ϕ

(qi)
ki,xi

)
, n = (n1, n2, . . . , nν), (3.4.21)

òî σk,q(r, s,x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

σk,q(r, s,x) =
∞∑

n1=0

An1(r̂, ŝ)
(
fn1 , ϕ

(q1)
k1,x1

)
=: σ̃k1,q1(r̂, ŝ, x1). (3.4.22)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ [0, 1)ν

σ∗(x) = sup
k,q,r,s

|σk,q(r, s,x)| = sup
k1,q1,r̂,̂s

|σ̃k1,q1(r̂, ŝ, x1)|, (3.4.23)

ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òå ŝ, äëÿ êîòîðûõ (x2, . . . , xν) ôèêñèðîâàíî. Èç (3.4.20), â

ñèëó ëåììû 3.4.A, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ï.â. (x2, . . . , xν) ∈ [0, 1)ν−1

lim
λ→∞

λ ·mes{x1 ∈ [0, 1) : σ∗(x) > λ} = 0, ãäå x = (x1, x2, . . . , xν). (3.4.24)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê (x2, . . . , xν) ∈ [0, 1)ν−1, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿ-

þòñÿ (3.4.24), f(·, x2, . . . , xν) ∈ L1[0, 1) è

mes

{
x1 : lim

k→∞
r→∞

σk,q(r, s,x) = f(x) ï.â.

}
= 1.
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ßñíî, ÷òî mesν−1(H) = mesν−1[0, 1)ν−1 = 1.

Òåïåðü, äëÿ êàæäîãî (x2, . . . , xν) ∈ H, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.4.4, ïîëó÷èì

lim
r̂→∞

An1(r̂, ŝ) =

∫ 1

0

f(t, x2, . . . , xν)fn1(t)dt äëÿ âñåõ n1 ∈ N0. (3.4.25)

Ïóñòü n1 � íåêîòîðîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, à i � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó n1 < mi. Äîïóñòèì,

A∗n1
(x2, . . . , xν) := sup

k,q,r,s
|An1(r̂, ŝ)|.

Â ñèëó ëåììû 3.4.3, (3.4.22) è (3.4.23), èìååì, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðûõ (x2, . . . , xν) è λ ∈ R

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

mes{x1 : σ∗(x) > λ} < 1

mi

,

òî A∗n1
(x2, . . . , xν) ≤ λ. Ïîýòîìó, åñëè A∗n1

(x2, . . . , xν) > λ, òî

mes{x1 : σ∗(x) > λ} ≥ 1

mi

,

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî

mesν−1{(x2, . . . , xν) : A∗n1
(x2, . . . , xν) > λ} ≤ mimesν{x ∈ [0, 1)ν : σ∗(x) > λ}.

Êîìáèíèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñ (3.4.20), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ n1 ∈ N0

lim
λ→∞

λ ·mesν−1{(x2, . . . , xν) : A∗n1
(x2, . . . , xν) > λ} = 0. (3.4.26)

Èç (3.4.21), (3.4.25) è (3.4.26), ñ ó÷åòîì èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ äëÿ d = ν − 1,

ïîëó÷èì

lim
r→∞

an(r, s) =

∫
[0,1)ν

f(x)fn(x)dx.

Òåîðåìà 3.4.2 äîêàçàíà. �
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

• Äëÿ ëþáîé ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ↘ 0, {an} 6∈ l2, ñóùåñòâóåò ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü çíàêîâ δn = ±1 òàêàÿ, ÷òî ðÿä ïî ñèñòåìå Óîëøà
∞∑
n=0

δnanWn(x) ÿâ-

ëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî ïîäðÿäîâ â êëàññå ï.â. êîíå÷íûõ èçìåðèìûõ

ôóíêöèé.

• Ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûé îòíîñèòåëüíî çíàêîâ ðÿä ïî ñèñòåìå Óîëøà, êîýôôèöè-

åíòû êîòîðîãî ìîíîòîííî óáûâàþò è íàõîäÿòñÿ íàä íàïðåä çàäàííîé ìèíîðàíòîé.

• Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû H òèïà Õààðà, ñâÿçàííîé ñ íåêîòîðîé äèàäè÷åñêîé ñèñòåìîé

ìíîæåñòâ, è äëÿ ëþáîé ï.â. êîíå÷íîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ðÿä ïî

ñèñòåìå H , êîòîðûé ï.â. àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ê f .

• Äëÿ ëþáîé ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ↘ 0, {an} 6∈ l2, è ëþáîãî ïîëîæè-

òåëüíîãî ÷èñëà ε ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî E ñ ìåðîé mes(E) < ε òàêîå, ÷òî ïðîèç-

âîëüíóþ èíòåãðèðóåìóþ íà [0, 1] ôóíêöèþ ìîæíî �èñïðàâèòü� íà ìíîæåñòâå E òàê,

÷òî ðÿä Ôóðüå�Óîëøà ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ ê íåå ïî L1-íîðìå è èìååò âèä
∞∑
n=0

δnanWn(x), ãäå δn = 0,±1.

• Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî E ñ ìåðîé mes(E) < ε è èíòå-

ãðèðóåìàÿ íà [0, 1] ôóíêöèÿ g ñ ìîíîòîííî óáûâàþùèìè êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå�

Óîëøà òàêèå, ÷òî ëþáóþ èíòåãðèðóåìóþ íà [0, 1] ôóíêöèþ ìîæíî �èñïðàâèòü� íà

ìíîæåñòâå E òàê, ÷òîáû ðÿä Ôóðüå�Óîëøà ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ñõîäèëñÿ ê íåå

ïî L1-íîðìå, à êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�Óîëøà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñîâïàäàëè ñ

êîýôôèöèåíòàìè ôóíêöèè g.
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• Ñóùåñòâóåò òàêàÿ èíòåãðèðóåìàÿ íà [0, 1] ôóíêöèÿ g ñ ìîíîòîííî óáûâàþùèìè

êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå�Óîëøà, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ïðîèç-

âîëüíóþ ôóíêöèþ f ∈ Lp[0, 1], p ≥ 1, ìîæíî �èñïðàâèòü� íà ìíîæåñòâå ñ ìåðîé

ìåíüøå ÷åì ε òàê, ÷òîáû ðÿä Ôóðüå�Óîëøà ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ñõîäèëñÿ ê íåé

ïî Lp-íîðìå, à íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�Óîëøà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå

ñîâïàäàëè ñ êîýôôèöèåíòàìè ôóíêöèè g.

• Åñëè êóáè÷åñêèå ÷àñòè÷íûå ñóììû êðàòíîãî ðÿäà ïî ñèñòåìå Õààðà (Ôðàíêëèíà)

SKn(x), ãäå îòíîøåíèå
Kn+1

Kn

îãðàíè÷åíî, ï.â. ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè, à

ìàæîðàíòà ýòèõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

lim inf
λ→+∞

λ·mes{x : S∗(x) > λ} = 0, (∗)

òî íàéäåíû ôîðìóëû âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ðÿäà. Áîëåå òîãî, äî-

êàçàíî, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü îòíîøåíèÿ
Kn+1

Kn

ñóùåñòâåííà.

• Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εn} ðÿä ïî ñèñòåìå Õààðà
∞∑
n=1

εnanχn(x) áóäåò ðÿäîì Ôóðüå A-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå lim
λ→+∞

λ ·mes

{
x : sup

N

∣∣∣∣ N∑
n=1

anχn(x)

∣∣∣∣ > λ

}
= 0 .

• Íàéäåíû ôîðìóëû âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êðàòíîãî ðÿäà ïî îáùåé ñèñòå-

ìå Ôðàíêëèíà, ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðíî ðåãóëÿðíîìó ðàçáèåíèþ, êóáè÷åñêèå ÷à-

ñòè÷íûå ñóììû êîòîðîãî ïî ìåðå ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè, à ìàæîðàíòà

÷àñòè÷íûõ ñóìì S∗(x) ýòîãî ðÿäà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (∗).

• Äëÿ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Âèëåíêèíà è îáîáùåííîé ñèñòåìå Õààðà ââåäåí íîâûé ëè-

íåéíûé ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ è äîêàçàíà ðåãóëÿðíîñòü ýòîãî ìåòîäà.

• Åñëè ÷àñòè÷íûå ñóììû Smk−1(x) ðÿäà ïî ñèñòåìå Âèëåíêèíà èëè îáîáùåííîé ñèñòå-

ìå Õààðà ïî ìåðå ñõîäÿòñÿ ê ï.â. êîíå÷íîé ôóíêöèè, à ìàæîðàíòà âñåõ ÷àñòè÷íûõ

ñóìì óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (∗), òî íàéäåíû ôîðìóëû âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöè-

åíòîâ ýòîãî ðÿäà.
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