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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû.Òåîðèÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé � èíòåíñèâíî ðàçâè-

âàåìàÿ îáëàñòü ìàòåìàòèêè, íàõîäÿùàÿ ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè îï-

òèìèçàöèè, íåãëàäêîì è âûïóêëîì àíàëèçå, òåîðèè èãð, ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìè-

êe, óïðàâëÿåìûõ ñèñòåìàõ è äðóãèõ ðàçäåëàõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Â ïîñëåäíåå

âðåìÿ ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ âñå ÷àùå ñòàíîâÿòñÿ îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ìàòå-

ìàòèêîâ. Ðàçëè÷íûå êëàññû ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé áûëè ðàññìîòðåíû ìíîãèìè

àâòîðàìè. Â ðåçóëüòàòå ýòèõ èññëåäîâàíèé ìåòîäîì âûïóêëîãî àíàëèçà áûëè ââåäå-

íû ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé: ñåëåêòîðû, ïðîèçâîäíûå

è ò.ï. Îäíîé èç âàæíûõ ïðîáëåì â òåîðèè ìíîãîçíà÷íûx îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ âî-

ïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîçíà÷íûõ àïïðîêñèìàöèé è ñåëåêöèé ñ îïðåäåëåííûìè ñâîé-

ñòâàìè. Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ñåëåêöèé, îáëàäàþùèõ íåêîòîðûìè òîïîëîãè÷åñêèìè

ñâîéñòâàìè, âåñüìà èíòåðåñåí è íàõîäèò ðàçíîîáðàçíûå ïðèëîæåíèÿ âî ìíîãèõ îáëà-

ñòÿõ ìàòåìàòèêè. Â ÷àñòíîñòè â çàäà÷àõ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ

âêëþ÷åíèé è â òåîðèè óïðàâëåíèÿ, êîãäà îáëàñòü óïðàâëåíèÿ çàâèñèò îò âðåìåíè è

îò ôàçîâûõ êîîðäèíàò, ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå èìååò âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðå-

ðûâíûõ, ëèïøèöåâûõ è ãëàäêèõ ñåëåêöèé îò ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ñ íåâûïóê-

ëûìè çíà÷åíèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à âûäåëåíèÿ òàêèõ ñåëåêöèé îò ìíîãîçíà÷-

íûõ îòîáðàæåíèé íåñîìíåííî ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé. Ïîýòîìó ïðèíöèïèàëüíî âàæíî

ðàçðàáîòàòü åäèíûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ òàêîãî ðîäà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìåòîä

øàòðîâ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ïðîáëåì.

Ìåòîä øàòðîâ, ðàçðàáîòàííûé Â.Ã. Áîëòÿíñêèì [3-4], ÿâëÿåòñÿ åäèíûì ìåòîäîì ðå-

øåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Îí ïðèìåíÿë åãî äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðèíöèïà Ëàãðàíæà

â ãëàäêèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà â òåîðèè îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ. Â ðàáîòàõ Ô. Êëàðêà [8] è À. Èîôôå [20] ñ èñïîëüçîâàíèåì âàðèàöèîí-

íîãî ïðèíöèïà äîêàçàíî ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà â íåãëàäêèõ çàäà÷àõ ñ îãðà-

íè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà. Îäíàêî ñóùåñòâóþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû, êîòîðûå

ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòèì íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò íå òîëüêî îïòèìàëü-

íûå òî÷êè, íî è òî÷êè, êîòîðûå çàâåäîìî íå ÿâëþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Ïîýòîìó ïðè

èññëåäîâàíèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ àêòóàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà àñïåêòà:

øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå òåõíèêè âûïóêëîãî àíàëèçà äëÿ íåâûïóêëûõ çàäà÷ è ó÷åò

íåãëàäêèõ îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâà.

Öåëü ðàáîòû:

1) èññëåäîâàòü âîïðîñ íåïðåðûâíîñòè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ñî çâåçäíûìè

çíà÷åíèÿìè è ãðàôèêàìè. Èçó÷èòü âîïðîñ íåïðåðûâíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèé

ñî çâåçäíûìè çíà÷åíèÿìè;

2) ðàññìîòðåòü âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ èçìåðèìûõ, íåïðåðûâíûõ è ãëàäêèõ ñåëåê-

öèé äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ñî çâåçäíûìè çíà÷åíèÿìè. Ïðåäñòàâèòü ìíîãî-
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çíà÷íîå îòîáðàæåíèå ïðè ïîìîùè îäíîçíà÷íûõ ñåëåêöèé;

3) ïîñòðîèòü øàòðû èëè êîíóñû êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé ðàçëè÷íîé ãëàäêîñòè

äëÿ çâåçäíûõ ìíîæåñòâ è ìíîæåñòâ, çàäàâàåìûõ ñ íåãëàäêèìè îãðàíè÷åíèÿìè òèïà

ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ; äîêàçàòü òåîðåìû î ïåðåñå÷åíèè øàòðîâ;

4) ìåòîäîì øàòðîâ ââåñòè ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Îïè-

ñàòü ýòè ìíîãîçíà÷íûå ïðîèçâîäíûå ÷åðåç îäíîçíà÷íûå ñåëåêöèè èñõîäíîãî îòîáðà-

æåíèÿ;

5) ïðèìåíèòü ìåòîä øàòðîâ â íåãëàäêèõ çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè è ïîëó÷èòü íåîáõî-

äèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â çàäà÷àõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ,

âêëþ÷àÿ è íåôóíêöèîíàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ;

6) ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â òåðìèíàõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñóá-

äèôôåðåíöèàëîâ;

7) ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ, ãäå

ó÷àñòâóþò íå ëîêàëüíî ëèïøèöåâûå ôóíêöèè.

Îáùàÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Îáùèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ áàçèðóåòñÿ íà

ðåçóëüòàòàõ âûïóêëîãî àíàëèçà. Òåîðåìû î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ è òåîðåìà Áðàóåðà î

íåïîäâèæíîé òî÷êå îòíîñÿòñÿ ê òåì íåìíîãèì ìåòîäàì, êîòîðûìè ìû ðàñïîëàãàåì

ïðè èçó÷åíèè âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíûõ è ëèïøèöåâûõ ëîêàëüíûõ ñå-

ëåêöèé ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Ìåòîäîì øàòðîâ èçó÷åí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ

ïðîèçâîäíîé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ñðåäè íèõ

ñëåäóåò îòìåòèòü òåîðåìû, êîòîðûå îïèñûâàþò íåïðåðûâíûå è ëèïøèöåâûå ñâîé-

ñòâà ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ñî çâåçäíûìè ãðàôèêàìè è çíà÷åíèÿìè. Îòìåòèì

òàêæå òåîðåìû î íåïðåðûâíûõ øàòðàõ è î ïåðåñå÷åíèè ðåãóëÿðíûõ êîíóñîâ êàñà-

òåëüíûõ íàïðàâëåíèé äëÿ ìíîæåñòâ, çàäàâàåìûõ ñ íåãëàäêèìè îãðàíè÷åíèÿìè òè-

ïà ðàâåíñòâ. Íîâûìè ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ â òåðìèíàõ àñèìïòîòè÷åñêèõ

ñóáäèôôåðåíöèàëîâ è ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà â çàäà÷àõ, ãäå ó÷àñòâóþò íå

ëîêàëüíî ëèïøèöåâûå ôóíêöèè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü

ïðèìåíåíû ïðè èññëåäîâàíèè êàê ãëàäêèõ, òàê è íåãëàäêèõ ïàðàìåòðèçîâàííûõ ýêñ-

òðåìàëüíûõ çàäà÷, à òàêæå â çàäà÷àõ, òðåáóþùèõ èçó÷åíèå ñâîéñòâ ìíîãîçíà÷íûõ

îòîáðàæåíèé â òåîðèè èãð è â äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèÿõ. Ðåçóëüòàòû ïåðâîé

ãëàâû (òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè çâåçäíûõ ìíîæåñòâ ïðè ïîìîùè îòíîñèòåëüíî êðàé-

íèõ òî÷åê, òåîðåìû îòäåëèìîñòè çâåçäíûõ òåë, òåîðåìû î íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè

îáúåìîâ çâåçäíûõ òåë è ò.ï.) ñ óñïåõîì ìîæíî ïðèìåíèòü ê çàäà÷àì âûïóêëîãî àíà-

ëèçà. Ïàðàãðàô 4.6 ãëàâû 4 ïîñâÿùåí âîïðîñàì ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè.
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Àïðîáàöèÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü

íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êàôåäðû ÷èñëåííîãî àíàëèçà è ìàòåìàòèåñêîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ ÅÃÓ, íà îáùåì ñåìèíàðå ôàêóëüòåòà èíôîðìàòèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè

ÅÃÓ, íà ñåìèíàðàõ ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè, íà ìåæäóíàðîäíûõ êîí-

ôåðåíöèÿõ [26*-32*], íà XIV Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ïðî-

ãðàììèðîâàíèþ è ïðèëîæåíèÿì (Åêàòåðèíáóðã, 28 ôåâðàëü - 4 ìàðò, 2011 ã.) è íà

åæåãîäíûõ çàñåäàíèÿõ àðìÿíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà (2014 ã., 2016 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 24 íàó÷íûå ñòàòüè, ìîíîãðà-

ôèÿ è òåçèñû, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâîäèòñÿ â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, øåñòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ

è ñïèñêà èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 150 íàèìåíîâàíèé. Îáúåì - 201

ñòðàíèöà.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âo ââåäåíèè äèññåðòàöèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû, îïðåäåëåíû öåëè è

çàäà÷è ðàáîòû, óêàçàíû îáúåêò è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, îáîçíà÷åíà íàó÷íàÿ íîâèç-

íà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è èõ ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü, ïðèâåäåíû ñâåäåíèÿ îá

àïðîáàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, î ïóáëèêàöèÿõ, ñòðóêòóðå è îáúåìå ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâåäåíû ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òå-

ìå äèññåðòàöèè è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè. Ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå îïðå-

äåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ èç âûïóêëîãî è íåëèíåéíîãî àíàëèçà [1, 11, 14, 16, 18].

Ïóñòü X, Y− áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà.

Br(x)− çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå x. cl{M}− çàìûêàíèå ìíîæå-

ñòâà M. Ïîëîæèì

con(M)
def
= {x : x = λx1, x1 ∈M, λ > 0},

LinM = cl{conM − conM}.

A
•
� B ≡ {x ∈ Rn/M2 + x ⊆M1}− ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B.

< x∗, x > − çíà÷åíèå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà x∗ èç ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà

X∗ íà ýëåìåíòå x ∈ X.
Åñëè a : X → 2Y− ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, òî

graf(a)
def
= {(x, y)/ y ∈ a(x)}, dom(a)

def
= {x/ a(x) 6= ∅}.

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå M ⊆ X îïðåäåëåíà âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f(x). Ñóáäèôôåðåíöè-

àëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ∈M íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

∂f(x0) ≡ {x∗ ∈ X∗/f(x)− f(x0) ≥< x∗, x− x0 > ∀x ∈M}.
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Ôóíêöèÿ g : Rn → R íàçûâàåòñÿ ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 , åñëè äëÿ

ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü V òî÷êè x0 , ÷òî

| g(y)− g(z)− < g′(x0), y − z >|≤ ε‖y − z‖ ∀y, z ∈ V,

ãäå g′(x0)− ãðàäèåíò ôóíêöèè g â òî÷êå x0 .

Ïðèâåäåì òàêæå îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ â ëèòåðàòóðå îáîáùåííûõ

ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèÿì è ñóáäèôôåðåíöèàëîâ, â òåðìèíàõ êîòîðûõ îïèñû-

âàþòñÿ ðàçëè÷íûå êîíóñû êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé äëÿ ìíîæåñòâ, çàäàâàåìûå ïðè

ïîìîùè íåãëàäêèõ ôóíêöèé.

Îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ìèøåëÿ- Ïåíî ôóíêöèè f ïî íàïðàâëåíèþ x , îáîçíà-

÷àåìàÿ f ′MP (x0, x) , îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

f ′MP (x0, x) = sup
w∈X
{lim sup

λ↓0

f(x0 + λ(x+ w))− f(x0 + λw)

λ
}.

ÑóáäèôôåðåíöèàëîìÌèøåëÿ-Ïåíî äëÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f â òî÷êå

x0 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

∂MPf(x0) = {x∗ ∈ X∗/f ′MP (x0, x) ≥< x∗, x > ∀x ∈ X}.

Ïóñòü M0 def
= {x ∈ M/ ∀y ∈ M, λx + (1 − λ)y ∈ M, ∀λ ∈ [0, 1]}. Ïîäìíîæåñòâî

M0 ⊆ M íàçûâàåòñÿ ÿäðîì çâåçäíîñòè ìíîæåñòâà M. Åñëè M0 6= ∅, òî ìíîæåñòâî
M íàçûâàåòñÿ çâåçäíûì. Çâåçäíîå ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ çâåçäíûì òåëîì, åñëè

int M0 6= ∅.
Â äàëüíåéøåì, åñëè a : X → 2Y , òî a0 : X → 2Y , a0(x)

def
= (a(x))0.

Îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå y : X → Y íàçûâàåòñÿ ñåëåêöèåé ìíîãîçíà÷íîãî îòîá-

ðàæåíèÿ a, åñëè y(x) ∈ a(x) ∀x ∈ dom(a).

Îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå y : X → Y íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé ñåëåêöèåé ìíîãî-

çíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ a : X → 2Y , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x0, y0) ∈ graf(a) ãðà-

ôèêà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(x0) òî÷êè x0 , ÷òî

y(x0) = y0 è y(x) ∈ a(x) ∀x ∈ dom(a)
⋂

U(x0).

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå a : X → 2X íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â ìåòðèêå

Õàóñäîðôà â òî÷êå x0 ∈ X, åñëè ∀ε > 0 ∃δ > 0 òàêîå, ÷òî

H(a(x), a(x0)) < ε ∀x ∈ Bδ(x0).

Çäåñü H(A,B)- Õàóñäîðôîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B.

Îòîáðàæåíèå a : X → 2Y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà ìíîæåñòâå E ⊆ X,

åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî L ≥ 0, ÷òî

a(x1) ⊆ a(x2) + L‖x1 − x2‖B1(0) ∀x1, x2 ∈ E.
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Íèæíèì êàñàòåëüíûì êîíóñîì êî ìíîæåñòâó M â òî÷êå x0 ∈ cl{M} íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî âèäà

TM(x0) ≡ {x ∈ X/ lim
λ↓0

d(x, λ−1(M − x0)) = 0}.

Êîíóñ K ⊆ TM(x0) íàçûâàåòñÿ øàòðîì â òî÷êå x0 ∈M, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

r, îïðåäåëåííîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U íóëÿ, òàêîå, ÷òî

x0 + x+ r(x) ∈M, åñëè x ∈ K
⋂

U è

r(x)

‖x‖
→ 0 ïðè x→ 0.

Øàòåð K íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì (ëèïøèöåâûì), åñëè r íåïðåðûâíî (ëèï-

øèöåâî). Øàòåð K íàçûâàåòñÿ ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìûì, åñëè r ñòðîãî äèô-

ôåðåíöèðóåìî â íóëå, ò.å. äëÿ çàäàííîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè δ > 0 òàêîå, ÷òî

‖r(x1)− r(x2)‖ < ε‖x1 − x2‖ äëÿ x1, x2 ∈ Bδ(0) ⊆ U.

Øàòåð íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè îáðàç ëþáîãî çàìêíóòîãî îãðàíè÷åííîãî

ìíîæåñòâà ïðè îòîáðàæåíèè r ÿâëÿåòñÿ êîìïàêíûì ìíîæåñòâîì. Ïóñòü f : Rn →
R− ëîêàëüíî ëèïøèöåâàÿ ôóíêöèÿ è M = epi(f) ≡ {(α, x) ∈ Rn+1/α ≥ f(x) }.
Ïóñòü K ⊆ TM(x0, f(x0))− âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ, à f ′K(x0, x)− ïîëîæèòåëüíî

îäíîðîäíàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, íàäãðàôèêîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êîíóñ K.

Ôóíêöèÿ f ′K(x0, x) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé K - ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå

x0 ïî íàïðàâëåíèÿì, à K -ñóáäèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî
∂Kf(x0) ≡ {x∗ ∈ Rn/f ′K(x0, x) ≥< x∗, x > ∀x ∈ Rn}.

Åñëè K = TM(x0, f(x0))
•
� TM(x0, f(x0)), òî îáîçíà÷èì

f ′K(x0, x) = f ′AL(x0, x).

Òîãäà ∂Kf(x0) íàçûâàåòñÿ íèæíèì àñèìïòîòè÷åñêèì ñóáäèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè

f â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∂ALf(x0) (ñì.[11]). Â [11, ñòð. 334] ïîêàçàíî, ÷òî

∂ALf(x) ⊆ ∂MPf(x) ⊆ ∂Cf(x),

ãäå ∂Cf(x)− ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà [8].

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâûé êëàññ ìíîãîçíà÷íûõ îòîá-

ðàæåíèé � îòîáðàæåíèÿ ñî çâåçäíûìè çíà÷åíèÿìè è ãðàôèêàìè. Ñíà÷àëà ââåäåíî

ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíî êðàéíåé òî÷êè çâåçäíûõ ìíîæåñòâ. Çâåçäíoå ìíîæåñòâo ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç ýòè òî÷êè. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈M ïîëîæèì

L(x0,M
0) ≡ cl{

⋃
λ≥0

λ(x0 −M0)}.
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Oïðåäåëåíèå 2.1.1. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé îòíîñèòåëüíî M
0, åñ-

ëè (x0+L(x0,M
0))

⋂
M = {x0}. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîíóñ x0+L(x0,M

0)

îïèðàåò ìíîæåñòâî M ñ âíåøíåé ñòîðîíû â òî÷êå x0.

Âåðíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 2.1.1. Ïóñòü M ⊂ X− çâåçäíîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî áàíàõîâà

ïðîñòðàíñòâà X , Kx =
⋃
y∈M0 [x, y]. Òîãäà åñëè Q ìíîæåñòâî êðàéíèõ òî÷åê M îò-

íîñèòåëüíî M0, òî M =
⋃
x∈QKx.

Òåîðåìà 2.1.2. Ïóñòü M ⊂ Rn− êîìïàêòíîå çâåçäíîå ìíîæåñòâî. Åñëè èç íåêî-

òîðîé òî÷êè y0 ∈ M âèäíû âñå êðàéíèå òî÷êè ìíîæåñòâà M îòíîñèòåëüíî M0, òî

y0 ∈M0.

Îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü çâåçäíûõ ìíîæåñòâ è ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé. Âåðíû ñëåäóþ-

ùèå ðåçóëüòàòû.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.4. Ïóñòü f(x)− ëèïøèöåâàÿ ôóíêöèÿ íà çàìêíóòîì øàðå

Bε(x0), x0 ∈ X. Òîãäà M
def
= epi(f) = {(µ, x)/ µ ≥ f(x), x ∈ Bε(x0)} ÿâëÿåòñÿ

çâåçäíûì ìíîæåñòâîì.

Òåîðåìà 2.1.3. Ïóñòü f(x), x ∈ Rn− íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî

µ , ÷òî (µ, x) ∈ M0 ≡ (epi(f))0, x ∈ U. Òîãäà f ëèïøèöåâà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

V ⊆ U òî÷êè x0.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ íåïðåðûâíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ íåïðåðûâíûõ ìíîãîçíà÷íûõ

îòîáðàæåíèé ñî çâåçäíûìè çíà÷åíèÿìè. Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü a : Rn → 2R
m
è b : Rn → 2R

m−ìíîãîçíà÷íûå îòîáðà-

æåíèÿ ñî çâåçäíûìè è êîìïàêòíûìè çíà÷åíèÿìè. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ a, a0 è b, b0

íåïðåðûâíû â òî÷êå x0 è

0 ⊆ int (a0(x0)− b0(x0)).

Òîãäà îòîáðàæåíèå c(x) ≡ a(x)
⋂
b(x) íåïðåðûâíî â x0.

Èçó÷åí âîïðîñ íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ a0. Äîêàçàíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Ëåììà 2.4.1. Ïóñòü îòîáðàæåíèå a : X → 2Y ñî çâåçäíûìè êîìïàêòíûìè çíà-

÷åíèÿìè íåïðåðûâíî. Òîãäà îòîáðàæåíèå a0 : X → 2Y ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

Ñëåäñòâèå 2.4.1. Ïóñòü X− ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y− êîìïàêòíîå

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è îòîáðàæåíèå a : X → 2Y ñî çâåçäíûìè êîìïàêòíûìè

çíà÷åíèÿìè íåïðåðûâíî. Òîãäà âíóòðåííîñòü òî÷åê, ãäå a0 íå íåïðåðûâíî, ïóñòà.

Äëÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèé ñî çâåçäíûìè çíà÷åíèÿìè ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ àï-

ïðîêñèìàöèè èçìåðèìûõ ñåëåêöèé â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ íåïðåðûâíûõ ñåëåêöèé. À èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.4.2. Ïóñòü X− êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, îòîáðàæåíèÿ

a : X → 2R
m
è a0 : X → 2R

m
ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ìíîæåñòâà

a(x) êîìïàêòíû è int a0(x) 6= ∅. Òîãäà, åñëè m(x)− èçìåðèìàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñå-
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ëåêöèÿ îòîáðàæåíèÿ a, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk(x)}∞k=1 íåïðåðûâíûõ

ñåëåêöèé îòîáðàæåíèÿ a, ñõîäÿùàÿñÿ ïî÷òè âñþäó ê m(x).

Äîêàçàí ðåçóëüòàò àíàëîãè÷íî èçâåñòíîé òåîðåìå Êàñòåíà î ïðåäñòàâëåíèè èçìå-

ðèìûõ çàìêíóòîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Îäíàêî çäåñü çàìêíóòîñòü çíà÷åíèé íå ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ.

Äîêàçûâàþòñÿ òàêæå òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè íåïðåðûâíûõ ñåëåêöèé äëÿ íåïðå-

ðûâíûõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ñî çâåçäíûìè çàìêíóòûìè çíà÷åíèÿìè, ïðåä-

ñòàâëÿùèå ñîáîé âàðèàíòû òåîðåìû Ìàéêëà [19].

Îïðåäåëåíèå 2.5.1[15]. Ìíîæåñòâî M ⊆ Rn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âûïóêëî-

ñòè ñ êîíñòàíòîé θ, åñëè äëÿ ëþáûõ yj ∈M,λj ≥ 0, j ∈ J , ãäå J− êîíå÷íîå ìíîæå-

ñòâî òàêèõ èíäåêñîâ, ÷òî
∑

j∈J λj = 1, âûïîëíÿåòñÿ
∑

j∈J λjyj ∈M + θr2B1(0), ãäå

r = maxi,j∈J ‖yi − yj‖.
Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.5.1. Ïóñòü X− êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à îòîáðàæå-

íèå a : X → 2R
m
íåïðåðûâíî, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî x ìíîæåñòâî a(x) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ âûïóêëîñòè ñ êîíñòàíòîé θ(x) è int a(x) 6= ∅. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî

η = sup
x∈X

θ(x) <∞, d(x) ≤ 1

4θ(x)
, ãäå d(x)− äèàìåòð ìíîæåñòâà a(x).

Òîãäà îòîáðàæåíèå a äîïóñêàåò íåïðåðûâíóþ ñåëåêöèþ.

Ïðåäëîæåíèå 2.5.1. Ïóñòü îòîáðàæåíèå a : X → 2R
m

íåïðåðûâíî. Ïóñòü

äàëåå ìíîæåñòâà a(x) êîìïàêòíû, çâåçäíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ âûïóêëîñòè ñ

íåêîòîðîé êîíñòàíòîé θ(x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî x int a0(x) 6= ∅ è

η = supx∈X θ(x) <∞. Òîãäà îòîáðàæåíèå a0 íåïðåðûâíî.

Ïðåäëîæåíèå 2.6.1. Ïóñòü a : Rn → 2R
m− ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ñ êîì-

ïàêòíûìè çâåçäíûìè çíà÷åíèÿìè è òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x int a0(x) 6= ∅. Ïðåäïîëî-
æèì òàæå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ a è a0 íåïðåðûâíû. Òîãäà äëÿ ëþáîãî (x0, y0) ∈ graf(a)

ñóùåñòâóåò òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå y(x), ÷òî y(x) ∈ a(x) ∀x ∈ Rn è

y(x0) = y0.

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ñî çâåçäíûìè çíà÷åíèÿìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðè ïîìî-

ùè ãëàäêèõ ñåëåêöèé. Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.6.1. Ïóñòü

1. E− îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòàÿ îáëàñòü èç Rm, à îòîáðàæåíèå a : E → 2R
n
ñî

çâåçäíûìè çàìêíóòûìè çíà÷åíèÿìè ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó íà E.

2. Îòîáðàæåíèå a0 : E → 2R
n
ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó.

3. Äëÿ êàæäîãî x ∈ E ìíîæåñòâî inta0(x) íåïóñòî.

4. M− òàêîå çâåçäíîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ÷òî inta0(x)
⋂
M0 6= ∅ ∀x ∈ E.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ÷èñëî ãëàäêèõ {yi(x)}∞i=1 ñåëåêöèé îòîáðàæåíèÿ a òà-

êèõ, ÷òî
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a(x)
⋂

M = cl{
∞⋃
i=1

yi(x)} ∀x ∈ E.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâîéñòâî ëèïøèöåâîñòè îòîáðàæåíèÿ ñî çâåçäíûì ãðàôèêîì.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ëèïøèöåâûõ ñåëåêöèé ìíîãîçíà÷íûõ

îòîáðàæåíèé ñî çâåçäíûìè çíà÷åíèÿìè. Ýòîò âîïðîñ âàæåí â ïðîáëåìàõ ñóùåñòâî-

âàíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé. Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.7.1. Ïóñòü

1. a : Rn → 2R
m− ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ñî çâåçäíûìè çàìêíóòûìè çíà÷åíèÿìè

ëèïøèöåâî íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå E.

2. Ñóùåñòâóåò ïîëóíåïðåðûâíîå ñíèçó ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ã ñ âûïóêëûìè

çàìêíóòûìè çíà÷åíèÿìè òàêîå, ÷òî

intã(x) 6= ∅, ã(x) ⊆ a0(x) ∀x ∈ E.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî (x0, y0) ∈ graf(a), x0 ∈ E ñóùåñòâóåò ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå

y(x), îïðåäåëåííîå íà E òàêîå, ÷òî

y(x0) = y0, y(x) ∈ a(x) ∀x ∈ E.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèé ñî çâåçäíûìè ãðàôèêàìè.

Ïóñòü a : Rn → 2R
m− ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a0 îòîáðàæå-

íèå ãðàôèêîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî (graf(a))0. Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.9.1. Ïóñòü a : Rn → 2R
m− ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ñî çâåçä-

íûì è çàìêíóòûì ãðàôèêîì. Òîãäà îíî ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó â ëþáîé òî÷êå

x0 ∈ int dom(a0).

Êðîìå òîãî, åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ dom(a0) ìíîæåñòâî a(x0) îãðàíè÷åíî, òî a

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.

Ââåäåíî ïîíÿòèå îòäåëèìîñòè äëÿ äâóõ çâåçäíûõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 2.10.1. Ïóñòü ìíîæåñòâà M1, M2 ⊆ X, òàêèå, ÷òî M1

⋂
M2 6= ∅.

Îíè îòäåëèìû, åñëè ñóùåñòâóþò âåêòîð w è ÷èñëî δ > 0 òàêèå, ÷òî

(M1 + αw)
⋂

M2 = ∅ äëÿ âñåõ α ∈ (0, δ).

Äîêàçàíî, ÷òî åñëè äâà çâåçäíûõ ìíîæåñòâà íàõîäÿòñÿ â ýêñòðåìàëüíîì ïîëîæå-

íèè, òî ìîæíî ñäâèíóòü îäíî èç ýòèõ ìíîæåñòâ ïî íàïðàâëåíèþ íåêîòîðîãî ôèêñè-

ðîâàííîãî âåêòîðà ñêîëü óãîäíî äîñòàòî÷íî ìàëî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ïîëó÷åííûõ ìíî-

æåñòâ ñòàíåò ïóñòûì. À èìåííî, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.10.2. Ïóñòü M1,M2− çâåçäíûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà Rn, ïðè-

÷åì M1 ÿâëÿåòñÿ òåëîì è intM1

⋂
M2 = ∅. Òîãäà îíè îòäåëèìè.
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Òåîðåìà 2.10.3. Ïóñòü M1,M2− òàêèå äâà çàìêíóòûõ çâåçäíûõ ìíîæåñòâà èç

Rn , ÷òî M1

⋂
M2 = ∅. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà íåïóñòûõ äîïîëíÿþùèõ äðóã

äðóãà çâåçäíûõ ìíîæåñòâ A1, A2 òàêèõ, ÷òî M1 ⊆ A1, M2 ⊆ A2 è M
0
1 ⊆ A0

1, M
0
2 ⊆

A0
2.

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè èçëîæåíû íåêîòîðûå âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè â ïà-

ðàìåòðèçîâàííûõ çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè.

Íåðåäêî ïðè ðàññìîòðåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè êîòî-

ðûõ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ

íîñèò ïðèáëèæåííûé õàðàêòåð. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâåííî ñëåäóþùåå: çàâèñÿò

ëè íåïðåðûâíî îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ îò èñõîäíûõ äàííûõ, èíà÷å, áóäóò

ëè èñêîìûå ðåøåíèÿ óñòîé÷èâûìè ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì âõîäíûõ äàííûõ.

Êðîìå ýòîãî, íà ïðàêòèêå ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ

îïðåäåëÿþòñÿ ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ. Ïîýòîìó, åñòåñòâåííî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü

âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè íå ñàìîãî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, à ðàññìàòðèâàòü ýòîò âîïðîñ

äëÿ òàê íàçûâàåìûõ ε- îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé:

aMε (x) = {y ∈M : f(x, y) ≤ min
y∈M

f(x, y) + ε}.

Çàìåòèì, ÷òî â ëèòåðàòóðå (ñì. íàïðèìåð, [9,12,14]) â îñíîâíîì èññëåäîâàëñÿ âîïðîñ

íåïðåðûâíîñòè ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè V (x) ≡ infy∈Mf(x, y) è îòîáðàæåíèÿ aMε (x)

ïðè ε = 0. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè äîâîëüíî îáùèõ è åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

(íàïðèìåð, åñëè f íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, à M êîìïàêòíî, (ñì.

[13], Ïðåäëîæåíèå 23, ãë. 3, ï.1, ñòð.125) ôóíêöèÿ V áóäåò íåïðåðûâíîé, à îòîá-

ðàæåíèå a0 ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó è, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Îäíàêî, åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü âûïóêëîñòü ôóíêöèè f(x, y) ïî ïåðåìåí-

íîé y è çâåçäíîñòü ìíîæåñòâà M , òî â òåõ òî÷êàõ x0, ãäå V (x0) = f(x0, y0), y0 ∈M0

îòîáðàæåíèå aε(x) ïðè ε > 0 áóäåò íåïðåðûâíûì.

Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü f(x, y) íåïðåðûâíà ïî x ∈ Rn è âûïóêëà ïî y ∈ Rn è

M ⊆ Rm− çâåçäíîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî x0

ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà y ∈M0, ÷òî

min
y∈M

f(x0, y) = f(x0, y).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå aMε (x) íåïðåðûâío â òî÷êå x0.

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà aMε (x) ñåòî÷íû-

ìè ìíîæåñòâàìè. Ïóñòü hj → +0. Ïîñòðîèì òàêèå êîíå÷íûå Mhj ñåòêè íà êîìïàêòå

M, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáîé òî÷êîé y ∈M è áëèæàùåé ê íåé òî÷êîé ñåòêè Mhj

áóäåò ìåíüøå hj.

Ïóñòü
Mh1 = Mh1 , Mh2 = Mh1

⋃
Mh2 , . . . ,Mhj = Mhj−1

⋃
Mhj−1

, . . . ,
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Ïîëîæèì

Vj(x) ≡ min
y∈Mhj

f(x, y), a
Mhj
ε (x) ≡ {y ∈Mhj/f(x, y) ≤ Vj(x) + ε}.

Òåîðåìà 3.2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 3.1.1 è xj → x0 . Òîãäà

â ìåòðèêå Õàóñäîðôà a
Mhj
ε (xj)→ aMε (x0).

Â ïàðàãðàôå 3.3 îöåíèâàåòñÿ õàóñäîðôîâo ðàññòîÿíèå ìåæäó ε- îïòèìàëüíûìè

òî÷êàìè ôóíêöèé Òèõîíîâà â íåêîððåêòíûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ.

Îñòàíîâèìñÿ íà îäíîì àñïåêòå çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå M.

Ïîëîæèì β = infx∈M f(x), è îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è, ò.å.

A = {x ∈ M : β = f(x)}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f− âûïóêëàÿ çàìêíóòàÿ ôóíêöèÿ,

îïðåäåëåííàÿ íà âûïóêëîì çàìêíóòîì è îãðàíè÷åííîì ïîäìíîæåñòâå M ãèëüáåðòî-

âà ïðîñòðàíñòâà X. Òîãäà ìíîæåñòâî A íåïóñòî. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìíîæåñòâî

A ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè, ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó îá îòûñêàíèè íàè-

ëó÷øåé â íåêîòîðîì ñìûñëå òî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîñòàâèòü

çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ òî÷êè x∗ ∈ A, áëèæàéøåé ê íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå

x0 ∈ X. Îòìåòèì, ÷òî òàêîé âîïðîñ ðàññìàòðèâàåòñÿ, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ îïåðàòèâ-
íîãî ïëàíèðîâàíèÿ, ãäå x∗ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïëàíîì, ýëåìåíò x0 õàðàêòåðèçóåò

ïëàí ïðåäøåñòâóþùåãî ïåðèîäà, ñóùåñòâåííîå îòêëîíåíèå îò êîòîðîãî ìîæåò áûòü

ñâÿçàíî ñ îðãàíèçàöèîííûìè è òåõíîëîãè÷åñêèìè ïåðåñòðîéêàìè è, ñëåäîâàòåëüíî,

ñîïðÿæåíî ñ äîïîëíèòåëüíûìè çàòðàòàìè. Ïóñòü x0 ∈ X− íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàí-

íàÿ òî÷êà. Òî÷êó x∗ ∈ A íàçîâåì íîðìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è ìèíèìèçàöèè , åñëè

minx∈A ‖x−x0‖ = ‖x∗−x0‖. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íîðìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ âåñüìà îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî ìíîæåñòâî A çàäàíî íåÿâíî, è îíî ëèøü

â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü òî÷íî è êîíñòðóêòèâíî îïèñàíî. Îäíèì èç ýôôåê-

òèâíûõ ñðåäñòâ îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿeòñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè,

ðàçðàáîòàííûé À. Í. Òèõîíîâûì. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî α > 0 ïîëîæèì

T (α, x, y)
def
= f(y) + α‖x− y‖2, ãäå y ∈M, x ∈ X.

T (α, x, y) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Òèõîíîâà. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{εk}, {xk}, {αk} òàêîâû, ÷òî εk → 0, xk → x0, αk =
√
εk, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{uk}, îïðåäåëÿåìàÿ èç óñëîâèé

inf
y∈M

T (αk, xk, y) ≤ T (αk, xk, uk) ≤ inf
y∈M

T (αk, xk, y) + εk

ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðåøåíèþ.

Ïóñòü Vε(x)
def
= miny∈M T (

√
ε, x, y).
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Oïðåäåëåíèå 3.3.3. Ìíîæåñòâî aTε (x)
def
= {y ∈M/ f(y)+

√
ε‖x−y‖2 ≤ Vε(x)+ε}

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ε- íîðìàëüíûõ ðåøåíèé.

Ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ε- íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé

çàäà÷åé. À èìåííî, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3.1. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå aTε óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 : ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà L > 0 è δ > 0, ÷òî

H(aTε (x1), aTε (x2)) ≤ L√
ε
‖x1 − x2‖ ∀x1, x2 ∈ Bδ(x0).

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äèññåðòàöèè ñòðîÿòñÿ êàñàòåëüíûå êîíóñû è øàòðû ðàçëè÷-

íîé ãëàäêîñòè êî çâåçäíûì ìíîæåñòâàì è ìíîæåñòâàì, çàäàâàåìûõ ñ íåãëàäêèìè

îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ. Ïîêàçàíî, ÷òî íèæíèé êîíóñ êàñàòåëü-

íûõ íàïðàâëåíèé â íåêîòîðûõ òî÷êàõ çâåçäíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ øàòðîì, è äî-

êàçàíà òåîðåìà î ïåðåñå÷åíèè øàòðîâ äëÿ òàêèõ òèïîâ êîíóñîâ. Îñîáåííîñòü ýòèõ

òåîðåì ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîíóñû, â îáùåì ñëó÷àå, íåâûïóêëûå. Äëÿ ìíîæåñòâ âèäà

M1 = {x ∈ Rn/g(x) = 0}, èM2 = {x ∈ Rn/fi(x) ≤ 0,

i = 1, 2, . . . , p}

ïîñòðîåíû ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìûå øàòðû ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèè

g, fi, i = 1, 2, . . . , p ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìû. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè g âûïóê-

ëà (â îáùåì ñëó÷àå íåäèôôåðåíöèðóåìà), òî óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ïîäïðîñòðàíñòâî,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìûì øàòðîì êî ìíîæåñòâó M1.

Äîêàçàíî, ÷òî íèæíèé êàñàòåëüíûé êîíóñ TM(x) äëÿ çâåçäíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿ-

åòñÿ øàòðîì. Âåðíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 4.1.2. Ïóñòü M ⊆ Rn− çâåçäíîå òåëî è x ∈ M0. Òîãäà êîíóñ TM(x)

ÿâëÿåòñÿ øàòðîì äëÿ M â òî÷êå x.

Òåîðåìà 4.1.3. Ïóñòü

1. M1 ⊆ Rn− âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, M2 ⊆ Rn− çàìêíóòîå çâåçäíîå òåëî,

2. M1

⋂
intM0

2 6= ∅ è x0 ∈M1

⋂
M0

2 .

Òîãäà êîíóñ TM1(x0)
⋂
TM2(x0) ÿâëÿåòñÿ øàòðîì äëÿ ìíîæåñòâà M1

⋂
M2 â òî÷êå

x0.

Òåîðåìà 4.2.2. Ïóñòü Ω = {x ∈ Rn/gi(x) ≤ 0, i ∈ I}, ãäå I− êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

èíäåêñîâ, ôóíêöèè gi(x) ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x0 ∈ Ω. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð w, ‖w‖ = 1, ÷òî < g′i(x0), w >< 0, ∀i ∈ I(x0), ãäå

I(x0) = {i ∈ I/gi(x0) = 0} .
Òîãäà êîíóñ KΩ(x0) = {x ∈ Rn/ < g′i(x0), x >≤ 0, i ∈ I(x0)} ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî äèô-

ôåðåíöèðóåìûì øàòðîì äëÿ Ω â x0 .

Ïîñòðîåíû ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìûå øàòðû äëÿ ìíîæåñòâ, çàäàâàåìûõ íåãëàä-

êèìè îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà.
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Òåîðåìà 4.2.3. Ïóñòü

1. M ≡ {x ∈ Rn/g(x) = 0, ãäå g(x)− âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà Rn,

2. x0 ∈M è 0 /∈ ∂g(x0).

Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî H ≡ {x ∈ Rn/g′(x0, x) ≤ 0, g′(x0,−x) ≤ 0} ÿâëÿåòñÿ

ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìûì øàòðîì êo ìíîæåñòâó M â òî÷êå x0.

Äëÿ ìíîæåñòâà M1 ïîñòðîåíî öåëîå ñåìåéñòâî âûïóêëûõ êîíóñîâ, êîòîðûå ÿâëÿ-

þòñÿ íåïðåðûâíûìè øàòðàìè. À èìåííî: èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Tåîðåìà 4.3.1. Ïóñòü g âûïóêëà è x0 ∈ M1, ïðè÷åì 0 /∈ ∂g(x0). Òîãäà äëÿ

ëþáîãî x∗ ∈ ∂g(x0) êîíóñ

KM1(x0) = {x ∈ Rn/g′(x0, x) ≤ 0, < x∗, x >≥ 0}−

íåïðåðûâíûé øàòåð ê M1 â òî÷êå x0.

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â ãëàâå 6 ïðè âûâîäå íîâûõ

íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà ñ íåãëàäêèìè îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà è

óñëîâèÿõ òðàíñâåðñàëüíîñòè â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ïóñòü g(x) = maxi∈I fi(x), ãäå I− êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ è ïðè ôèêñèðî-

âàííîì x0 ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I(x0) : I(x0) ≡ {i ∈ I : g(x0) = fi(x0)}.
Ïîëîæèì

g′C(x0, x) ≡ max
x∗∈∂Cg(x0)

< x∗, x >, ∂Cg(x0) ≡ conv{f ′i(x0), i ∈ I(x0)}.

Òåîðåìà 4.3.2. Ïóñòü X− áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, à ôóíêöèè fi(x), i ∈ I íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû è x0 ∈ X− òàêàÿ òî÷êà, ÷òî

x0 ∈M ≡ {x ∈ X : g(x) = 0} è 0 /∈ ∂Cg(x0).

Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî H ≡ {x ∈ X/g′C(x0, x) ≤ 0, g′C(x0,−x) ≤ 0} ÿâëÿåòñÿ êîì-

ïàêòíûì øàòðîì êo ìíîæåñòâó M â òî÷êå x0.

Ïîêàçàíî, ÷òî êîíóñ Êëàðêà (ñì. [8]) ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì øàòðîì äëÿ çâåçäíûõ

ìíîæåñòâ.

Tåîðåìà 4.3.4. Ïóñòü M ⊆ Rn− çâåçäíîå òåëî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x0 ∈M êîíóñ

CM(x0) Êëàðêà ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì øàòðîì äëÿ M â òî÷êå x0.

Ïîñòðîåíû øàòðû, ïðè îñëàáëåííûõ óñëîâèÿõ ãëàäêîñòè. Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåî-

ðåìà.

Òåîðåìà 4.3.5. Ïóñòü

1. F (x0) = 0, x0 ∈ K, ãäå K ⊆ Rn� âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ,

2. fi, i = 1, 2, . . . , k− äèôôåðåíöèðóåìûå â òî÷êå x0 ôóíêöèè è íåïðåðûâíûå â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè,

3. F ′(x0)K = Rk.

Òîãäà âûïóêëûé êîíóñ L ≡ K ∩KerF ′(x0) ÿâëÿåòñÿ øàòðîì êî ìíîæåñòâó Ω =

{x/F (x) = 0} ∩K â òî÷êå x0.
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Îäíèìè èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû î ïåðåñå÷åíèè

ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìûõ øàòðîâ è íåïðåðûâíûõ êîìïàêòíûõ øàòðîâ â áåñêîíå÷-

íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 4.4.2. Ïóñòü âûïóêëûå çàìêíóòûå êîíóñû K1, K2 ÿâëÿþòñÿ êîìïàêò-

íûìè øàòðàìè äëÿ ìíîæåñòâ Ω1 è Ω2 ñîîòâåòñòâåííî, â òî÷êå x0 ∈ Ω1

⋂
Ω2. Ïóñòü

K1 −K2 = X. Òîãäà êîíóñ K1

⋂
K2 ÿâëÿåòñÿ øàòðîì (âîîáùå ãîâîðÿ, íå íåïðåðûâ-

íûì) êî ìíîæåñòâó Ω1

⋂
Ω2 â òî÷êå x0.

Â ñëó÷àå ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìûõ øàòðîâ, ïîêàçàíî, ÷òî èõ ïåðåñå÷åíèå � ñòðî-

ãî äèôôåðåíöèðóåìûé øàòåð.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû óñòàíîâëåíû è äëÿ ðåãóëÿðíûõ êàñàòåëüíûõ êîíóñîâ.

Â ïàðàãðàôå 4.6 äîêàçàíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 4.6.1. (Òåîðåìà î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé

íà êîíóñå.) Ïóñòü a : Rn × Rp → 2R
n− íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ñî çâåçäíûìè êîì-

ïàêòíûìè çíà÷åíèÿìè, òàêîå, ÷òî a(x, y) = Λx+ r(x, y), Λ− n× n ìàòðèöà è

‖r(x, y)‖ ≤ r(
√
‖x‖2 + ‖y‖2), ãäå r(λ) = o(λ).

Ïóñòü K ⊆ Rn òàêîé âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ, ÷òî ΛK = Rn. Òîãäà äëÿ äîñòà-

òî÷íî ìàëûõ y âêëþ÷åíèå 0 ∈ a(x, y) ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî y, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò

òàêîå ðåøåíèå x(y) ∈ K , ÷òî x(y) = o(y).

Ïðåäëîæåíèå 4.6.2. Ïóñòü a : Rn → 2R
m− îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî

a(x) = Λ(x) + r(x), ãäå Λ: Rn → Rm− ëèíåéíûé ñþðúåêòèâíûé îïåðàòîð, r−
íåïðåðûâíîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ñî çâåçäíûìè êîìïàêòíûìè çíà÷åíèÿìè è

‖r(x)‖ = o(x). Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî H
def
= {x : Λx = 0} ÿâëÿåòñÿ øàòðîì äëÿ

M
def
= {x : 0 ∈ a(x)} â íóëå.
Ñëåäñòâèå 4.6.1. Åñëè H 6= 0, òî äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ñóùåñòâóåò òàêàÿ

òî÷êà x̂ 6= 0 â ýòîé îêðåñòíîñòè, ÷òî 0 ∈ a(x̂).

Oáîáùåíà òàêæå òåîðåìà Êàêóòàíè î íåïîäâèæíîé òî÷êå äëÿ íåïðåðûâíûõ ìíî-

ãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ñî çâåçäíûìè êîìïàêòíûìè çíà÷åíèÿìè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè è äëÿ íåðàñòÿãèâàþ-

ùåãî îòîáðàæåíèÿ:

Òåîðåìà 4.6.2. Ïóñòü M− êîìïàêòíîå çâåçäíîå ïîäìíîæåñòâî áàíàõîâà ïðî-

ñòðàíñòâà X , a : M → 2M− íåðàñòÿãèâàþùåå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ñ çàìêíó-

òûìè çíà÷åíèÿìè. Òîãäà a èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Ìåòîäîì øàòðîâ èçó÷åí òàêæå âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ íóëåé ìíîãîçíà÷íîãî îòîá-

ðàæåíèÿ ñî çâåçäíûìè êîìïàêòíûìè çíà÷åíèÿìè.

Â ïÿòîé ãëàâå äèññåðòàöèè ââåäåíî ïîíÿòèå K -ïðîèçâîäíîé ìíîãîçíà÷íîãî

îòîáðàæåíèÿ. Êàê èçâåñòíî îñíîâíàÿ èäåÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ìóëü-

òèôóíêöèé ñîñòîèò â ëîêàëüíîì ïðèáëèæåíèè îòîáðàæåíèÿ ïîëîæèòåëüíî îäíîðîä-
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íûìè è âûïóêëûìè îòîáðàæåíèÿìè. Áëèæå âñåãî ê îïðåäåëåíèþ ìíîãîçíà÷íîé ïðî-

èçâîäíîé, ïðèíÿòîìó â äàííîé ðàáîòå, ñîñòîèò îïðåäåëåíèå Æ. Ï. Îáåíà [17] , Ñ. Å.

Ïîëîâèíêèíà [10]. Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ,

ââåäåííîå â äàííîé ðàáîòå. Ýòî îïðåäåëåíèå èäåéíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì ìíîãîçíà÷-

íîé ïðîèçâîäíîé, ââåäåííûì Å. Ñ. Ïîëîâèíêèíûì â [10].

Ïóñòü a : Rn −→ 2R
m
- ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå è (x0, y0) ∈ graf(a) .

Îïðåäåëåíèå 5.1.1. Ïóñòü K ⊆ Tgraf(a)(x0, y0)�çàìêíóòûé êîíóñ. K -

ïðîèçâîäíîé îò ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ a â òî÷êå åãî ãðàôèêà (x0, y0) ∈ graf(a)

íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå DKa(x0, y0) : Rn −→ 2R
m
âèäà

DKa(x0, y0)(x) ≡ {y ∈ Rm : (x, y) ∈ K}, x ∈ Rn.

Åñëè K = Tgraf(a)(x0, y0) , òî ïîëîæèì DTgraf(a)(z0) ≡ DKa(x0, y0). Òàêîå îïðåäåëåíèå

ïðîèçâîäíîé ïîçâîëÿåò âûÿñíèòü âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ñåëåêöèé, èìåþùèõ ïðîèç-

âîäíûå ïî íàïðàâëåíèÿì, è ïðåäñòàâèòü ìíîãîçíà÷íóþ ïðîèçâîäíóþ ÷åðåç ïðîèçâîä-

íûå îäíîçíà÷íûõ ñåëåêöèé.

Îïðåäåëåíèå 5.1.2. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå a : Rn → 2R
m
ÿâëÿåòñÿ äèôôå-

ðåíöèðóåìûì â òî÷êå x0, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíîå îòîáðàæåíèå

Λ: Rn → 2R
m
, ÷òî H(a(x0) + Λ(x), a(x0 + x)) = o(x).

Îïðåäåëåíèå 5.1.3. Ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíîå îòîáðàæåíèå Λ: Rn → 2R
m
íà-

çûâàåòñÿ íèæíèì äèôôåðåíöèàëîì äëÿ a â òî÷êå (x0, y0) ∈ graf(a), åñëè äëÿ ëþáîãî

ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî y0 + Λ(x) ⊆ a(x0 +x) + ε‖x‖B1(0) äëÿ âñåõ x ∈ Bδ(0).

Îïðåäåëåíèå 5.1.4. Ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíîå îòîáðàæåíèå Λ: Rn → 2R
m
íà-

çûâàåòñÿ âåðõíèì äèôôåðåíöèàëîì äëÿ a â òî÷êå (x0, y0) ∈ graf(a), åñëè äëÿ ëþáîãî

ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî a(x0+x) ⊆ y0+Λ(x)+ε‖x‖B1(0) äëÿ âñåõ x ∈ Bδ(0).

Ïðåäëîæåíèå 5.1.2. Ïóñòü a(x)
def
= {y ∈ Rn/g(x) + Ay = 0}, ãäå g : Rn → Rm−

äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå, A : Rn → Rm− òàêîé ëèíåéíûé îïåðàòîð, ÷òî

ImA = Rm. Òîãäà îòîáðàæåíèå Λx(x)
def
= {y/g′(x)x + Ay = 0} ÿâëÿåòñÿ äèôôå-

ðåíöèàëîì äëÿ a â òî÷êå x.

Â äàëüíåéøåì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå a0 : Rn −→ 2R
m
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðà-

âèëó:
a0(x) ≡ {y ∈ Rm : (x, y) ∈ (graf(a))0}, x ∈ Rn.

Òåîðåìà 5.1.1. Ïóñòü a : Rn → 2R
m− ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ñî çâåçäíûì è

çàìêíóòûì ãðàôèêîì, à (x0, y0) ∈ graf(a0), ïðè÷åì x0 ∈ int dom(a0), a ìíîæåñòâî

a(x0) îãðàíè÷åíî. Òîãäà

1. íàéäåòñÿ òàêîå γ0 > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî γ ≥ γ0 îòîáðàæåíèå Λ1(x)
def
=

DTgraf(a)(x0, y0)(x)
⋂
γ‖x‖B1(0) ÿâëÿåòñÿ íèæíèì äèôôåðåíöèàëîì äëÿ a â òî÷êå

(x0, y0);

2. oòîáðàæåíèå Λ2(x)
def
= DTgraf(a)(x0, y0)(x) ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì äèôôåðåíöèàëîì
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äëÿ a â òî÷êå (x0, y0).

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ñòðîÿòñÿ ñåëåêöèè, ïðîèçâîäíûå

êîòîðûõ âõîäÿò â ìíîãîçíà÷íóþ ïðîèçâîäíóþ, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 5.2.4. Ïóñòü a ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ãðàôèêîì êîòîðîãî

ÿâëÿåòñÿ òàêîé âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ, ÷òî

dom(a) = X, inta(x) 6= ∅ ∀x ∈ X.

Tîãäà ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó åãî ãðàôèêà ïðîõîäèò ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ ëèïøè-

öåâàÿ ñåëåêöèÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.

Äëÿ îòîáðàæåíèé ñî çâåçäíûì ãðàôèêîì äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíûõ ñå-

ëåêöèé, èìåþùèõ ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèÿì.

Òåîðåìà 5.2.1. Ïóñòü a : Rn → 2R
m− ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ñ âûïóêëûìè

çàìêíóòûìè çíà÷åíèÿìè, ãðàôèê êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ çâåçäíîå òåëî è

(x0, y0) ∈ graf(a0), x0 ∈ int dom(a0).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî (x̂, ŷ) ∈ graf(DTgraf(a)(x0, y0)) (x̂ 6= 0) ñóùåñòâóåò òàêîå äèôôåðåí-

öèðóåìîå ïî íàïðàâëåíèþ îòîáðàæåíèå y , îïðåäåëåííîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V

òî÷êè x0, ÷òî
y(x0) = y0, y(x) ∈ a(x) ∀x ∈ V.

y
′
(x0, x) ∈ DTgraf(a)(x0, y0)(x) ∀x ∈ Rn, y′(x0, x̂) = ŷ.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5.2.2. Ïóñòü a : Rn → 2R
m− ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, è âûïóêëûé

çàìêíóòûé êîíóñ K ⊆ Kgraf(a)(x0, y0) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìûì øàòðîì

ê graf(a) â òî÷êå (x0, y0) . Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî dom(DKa(x0, y0)) = Rn è äëÿ

êàæäîãî x ∈ Rn intDKa(x0, y0)(x) 6= ∅ .
Òîãäà äëÿ ëþáîãî (x̂, ŷ) ∈ K (x̂ 6= 0)

1. ñóùåñòâóåò ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå y , îïðåäåëåííîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V

òî÷êè x0 , òàêîå, ÷òî
y(x) ∈ a(x), ∀x ∈ V, y(x0) = y0;

2. ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ y
′
(x0, x) ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ x. Îíà ëèïøèöåâà ïî

ïåðåìåííîé x íà Rn è

y
′
(x0, x) ∈ DKa(x0, y0)(x) ∀x ∈ Rn, y

′
(x0, x̂) = ŷ.

Ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ãëàäêèå ñåëåêöèè ìíî-

ãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé:

Òåîðåìà 5.3.1. Ïóñòü X, Y− ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, è ïîäïðîñòðàíñòâî K−
ãëàäêèé øàòåð ê graf(a) â òî÷êå (x0, y0) ∈ graf(a). Ïóñòü domDKa(x0, y0) = X.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå y : X → Y, îïðåäåëåííîå â îêðåñòíîñòè

òî÷êè x0 , ÷òî
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y(x0) = y0, y(x) ∈ a(x), y′(x0)(x) ∈ DKa(x0, y0)(x) ∀x, x ∈ X.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ñåëåêöèé äëÿ ìíî-

ãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ: aε(x) ≡ {y ∈ Rm/f(x, y) ≤ miny∈Rm f(x, y) + ε}. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî f(x, y) x ∈ Rn, y ∈ Rm− âûïóêëàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïî

ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. Ïîëîæèì V (x) ≡ infy∈Rm f(x, y). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíî-

æåñòâî a0(x0) ≡ {y ∈ Rm/f(x0, y) ≤ V (x0)} íåïóñòî è îãðàíè÷åíî. Âåðíà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.3.2. Ïóñòü âûïîëíåíû âûøåóêàçàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ è y0 ∈ aε(x0).

Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå y(x), îïðåäåëåííîå â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè U(x0) òî÷êè x0 è äèôôåðåíöèðóåìîå â ýòîé òî÷êå, òàêîå, ÷òî

y(x0) = y0, y(x) ∈ aε(x) ∀x ∈ U(x0).

Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå a çàäàíî ïðè ïîìîùè ñèñòåì íåðàâåíñòâ:

a(x) = {y ∈ Rm/gi(x, y) ≤ 0, i ∈ I},

ãäå I - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ. Ïóñòü(x0, y0) ∈ graf(a) è ôóíêöèè gi, i ∈ I
ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìû â (x0, y0). Ïîëîæèì

I(x0, y0) = {i ∈ I/gi(x0, y0) = 0}.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð w ∈ Rn òàêîé, ÷òî

< g
′

iy(x0, y0), w >< 0, i ∈ I(x0, y0).

Ïîëîæèì

K = {(x, y) ∈ Rn+m/ < g
′

iy(x0, y0), y > + < g
′

ix(x0, y0), x >≤ 0, i ∈ I(x0, y0)}.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê òåîðåìó î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ

äëÿ ñèñòåì íåðàâåíñòâ.

Òåîðåìà 5.4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû âûøåóêàçàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ. Òîãäà äëÿ

êàæäîãî (x̂, ŷ) ∈ K (x̂ 6= 0)

1. ñóùåñòâóåò ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå y , îïðåäåëåííîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V

òî÷êè x0 , òàêîå, ÷òî
gi(x, y(x)) ≤ 0, ∀x ∈ V, y(x0) = y0;

2. ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ y
′
(x0, x) ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ x. Îíà ëèïøèöåâà ïî

ïåðåìåííîé x íà Rn è

y
′
(x0, x) ∈ DKa(x0, y0)(x) ∀x ∈ Rn, y

′
(x0, x̂) = ŷ.

Îáîáùåíà òåîðåìà î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ â íåãëàäêîì ñëó÷àå.
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Tåîðåìà 5.5.1. Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå a çàäàíî ïðè ïîìîùè ñèñòåì

ðàâåíñòâ:
a(x) = {y ∈ Rm : fi(x, y) = 0, i ∈ I0, g(y) = 0},

x ∈ Rn, y ∈ Rm,

ãäå ôóíêöèè fi(x, y), i ∈ I0 ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìû (I0− êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èí-

äåêñîâ), à g(y) ëîêàëüíî ëèïøèöåâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

1. (x0, y0) ∈ graf(a), 0 /∈ ∂Cg(x0).

2. Äëÿ êàæäîãî y∗ ∈ Lin∂Cg(x0) ñèñòåìà âåêòîðîâ {y∗, f ′iy(x0, y0), i ∈ I0} ëèíåéíî
íåçàâèñèìa.

Òîãäà ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå y(x) , îïðåäåëåííîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V

òî÷êè x0 è äèôôåðåíöèðóåìîå â ýòîé òî÷êå, òàêîå, ÷òî

y(x) ∈ a(x) ∀x ∈ V, y(x0) = y0.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä øàòðîâ äîêàçàíà òàêæå ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

óòî÷íeíèåì âåñüìà âàæíîãî â òåîðèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ðåçóëüòàòà, óñòàíîâëåí-

íîãî â åãî ïåðâîíà÷àëüíîì âèäå À. Ô. Ôèëèïïîâûì. Â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå ýòî

óòâåðæäåíèå èçâåñòíî êàê ëåììà Ôèëèïïîâà î íåÿâíîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 5.5.2. Ïóñòü

1. âåêòîð- ôóíêöèÿ y(x) ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, à ôóíêöèè

fi(x, u), i = 1, . . . , k ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå (x0, u0) ∈ Rn+m , U ⊆ Rm−
âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è y(x0) = f(x0, u0), u0 ∈ U, ãäå f = (f1, f2, . . . , fk).

2. Âåêòîðû f ′iu(x0, u0), i ∈ I0 ëèíåéíî íåçàâèñèìè.

3. Ñóùåñòâóåò âåêòîð (x, u) òàêîé, ÷òî

< f ′ix(x0, u0), x > + < f ′iu(x0, u0), u >= 0, i ∈ I0, u ∈ (riU − u0).

4. Ìíîæåñòâî {u ∈ (f ′u(x0, u0))∗u ∈ [con(U −u0)]∗} ñîäåðæèò òîëüêî íóëåâîé ýëåìåíò.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå u(x), oïðåäåëåííîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

V òî÷êè x0, èìåþùåå ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèÿì, ÷òî

u(x0) = u0, y(x) = f(x, u(x)), u(x) ∈ U ∀x ∈ V.

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ãåëüäåðîâûõ ñåëåêöèé äëÿ âûïóê-

ëûõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé:

Tåîðåìà 5.6.1. Ïóñòü a : Rn → 2R
m−îòîáðàæåíèå ñ âûïóêëûì çàìêíóòûì ãðà-

ôèêîì îïðåäåëåíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0 . Ïóñòü (x0, y0) ∈ graf(a) .

Òîãäà

1. ñóùåñòâóþò ÷èñëî L > 0 è îòîáðàæåíèå y , îïðåäåëåííîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

U ⊆ U òî÷êè x0 , òàêèå, ÷òî

y(x) ∈ a(x) ∀x ∈ U, y(x0) = y0 è
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‖y(x1)− y(x2)‖ ≤ L‖x1 − x2‖1/2 ∀x1, x2 ∈ U ;

2.ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ y
′
(x0, x) ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ x. Îíà ëèïøèöåâà ïî

x íà Rn è y
′
(x0, x) ∈ DTgraf(a)(x0, y0)(x) ∀x ∈ Rn.

Ïóñòü X, Y− áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà.

Tåîðåìà 5.6.2. Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå a : X −→ 2Y ñ âûïóêëûì

çàìêíóòûì ãðàôèêîì è dom(a) = X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî (x0, y0) ∈ graf(a) ñóùåñòâóþò

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå y(x), îïðåäåëåííîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V òî÷êè x0

è ÷èñëî C > 0 òàêèå, ÷òî

y(x0) = y0, ‖y(x)− y0‖ ≤ C‖x− x0‖, y(x) ∈ a(x) ∀x ∈ V.

Ñëåäñòâèå 5.6.1 ÏóñòüX, Y− áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, à a : X → 2Y ìíîãîçíà÷-

íîå îòîáðàæåíèå, ãðàôèêîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òàêîé âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ,

÷òî dom(a) = X. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíîå è íåïðåðûâíîå îòîá-

ðàæåíèå P : X → Y è ÷èñëî C > 0 òàêèå, ÷òî ‖P (x)‖ ≤ C‖x‖, P (x) ∈ a(x) ∀x ∈ X.
Øåñòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà â

íåãëàäêèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðà-

âåíñòâ. Èññëåäîâàíèÿ ïî íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà â ïîñëåäíèå ãîäû áû-

ëè ñâÿçàíû â îñíîâíîì ñ áîëåå äåòàëüíûì èçó÷åíèåì çàäà÷, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò

íåãëàäêèå ôóíêöèè. Ïðè ýòîì íà ïåðâûé ïëàí âûäâèãàåòñÿ ó÷åò íåãëàäêèõ îãðà-

íè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâà. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è ñ òàêèìè îãðàíè÷åíèÿìè ðàññìàò-

ðèâàëèñü â ðàáîòàõ [1-2] è [5-7]. Â ðàáîòàõ [5-7], èñïîëüçóÿ òåîðåìû î íàêðûâà-

íèè, äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà Ëþñòåðíèêà î êàñàòåëüíîì êîíóñå äëÿ ìíîæåñòâà âèäà

{x ∈ X/G(x) = 0}, ãäå G− ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìûé îïåðàòîð. Ïîñëå ýòîãî âûâî-

äèòñÿ ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ñ òàêèìè îïåðàòîðíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

A â ñòàòüå [2] îáîáùåíà òåîðåìà Ëþñòåðíèêà â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ äèôôå-

ðåíöèðóåìà â òî÷êå è íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.

Â ýòîé ãëàâå ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà øàòðîâ â íåãëàäêèõ çàäà÷àõ

ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ðåçóëüòàòîâ. Íàñòîÿùàÿ ãëàâà èäåéíî

ñâÿçàíà ñ ðàáîòàìè Ô. Êëàðêà [ 8] è Á.Í. Ïøåíè÷íîãî [12-13]. Íåñìîòðÿ íà õîðîøèå

ñâîéñòâà ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà, åãî èñïîëüçîâàíèå â íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ýêñ-

òðåìóìà íå âñåãäà ïðèâîäèò ê óäîâëåòâîðèòåëüíîìó ðåçóëüòàòó. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,

÷òî äëÿ íåâûïóêëîé ôóíêöèè åãî ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå íå âñåãäà õîðîøî îïèñûâàåò

îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êëàðêà.

Â äèññåðòàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà øàòðîâ ïîëó÷åíî ïðàâèëî ìíîæèòåëåé

Ëàãðàíæà â ñëåäóþùåé íåãëàäêîé çàäà÷å îïòèìèçàöèè:

f0(x) −→ min, fi(x) = 0, i = 0, 1, ..., k, x ∈M. (1)
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Òåîðåìà 6.1.1. Ïóñòü òî÷êà x0 ∈ Rn− ðåøåíèå çàäà÷è (1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ôóíêöèè fi(x), i = 0, 1, ..., k íåïðåðûâíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è äèôôåðåíöèðóåìû

â ýòîé òî÷êå. Ïóñòü KM(x0)− íåïðåðûâíûé øàòåð äëÿ ìíîæåñòâà â òî÷êå x0.

Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà λi, i = 0, i, ..., k, íå âñå ðàâíûå íóëþ, ÷òî

0 ∈
k∑
i=0

λif
′
i(x0)−K∗M(x0).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè M− âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷åí À. Àðóòþ-

íîâûì â ñòàòüå [2].

Ñëåäñòâèå 6.1.1. Ïóñòü x0− òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f0(x) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

fi(x) = 0, i = 1, 2, . . . , p, g(x) = 0.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè fi(x), i = 0, 1, . . . , p íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè x0 è äèôôåðåíöèðóåìû â ýòîé òî÷êå, à ôóíêöèÿ g(x) âûïóêëà è 0 /∈ ∂g(x0).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî x∗ ∈ ∂g(x0) ñóùåñòâóþò ÷èñëà λ0, λ1 . . . , λp, íå âñå ðàâíûå íóëþ

îäíîâðåìåííî è òàêèå, ÷òî

0 ∈
p∑
i=0

λif
′
i(x0) + cl{con∂g(x0)− conx∗}.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ôóíêöèè fi, i = 0, 1, . . . , p âîîáùå ãîâîðÿ íå ÿâëÿþòñÿ ëî-

êàëüíî ëèïøèöåâûìè, à ôóíêöèÿ g ìîæåò è íå áûòü äèôôåðåíöèðóåìîé. Ïîýòîìó,

ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà â ýòîé çàäà÷å íåëüçÿ ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ âàðèàöè-

îííûé ïðèíöèï Ýêëàíäà, èëè ïðè ïîìîùè êàêîé-ëèáî òåîðåìû î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ.

Ñëåäñòâèå 6.1.2. Ïóñòü â çàäà÷å (1) ìíîæåñòâî M çàäàíî òàê:

M = {x ∈ Rn/gi(x) = 0, i = k + 1, . . . , p},

ãäå gi− âûïóêëûå ôóíêöèè. Ïóñòü x0− ðåøåíèå çàäà÷è è

0 /∈ ∂gi(x0), (i = k + 1, . . . p).

Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà λi(i = 0, 1, . . . , k) è âåêòîðû

x∗i ∈ Lin∂gi(x0), (i = k + 1, . . . , p),

íå âñå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî è òàêèå, ÷òî

0 =
k∑
i=0

λif
′
i(x0) +

p∑
i=k+1

x∗i .

Ïðèâåäåì åùå îäèí ðåçóëüòàò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïîëó÷åííûõ íåîáõî-

äèìûõ óñëîâèé.

Òåîðåìà 6.1.2. Ïóñòü x0− òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x) ïðè îãðàíè÷åíèè

g(x) = 0. Ïóñòü f(x) âûïóêëà è äèôôåðåíöèðóåìà, à g(x) âûïóêëà è g(x0) = 0, 0 /∈
∂g(x0) è dimcon∂g(x0) ≥ 2. Òîãäà x0− òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâe
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M ≡ {x ∈ X/g(x) ≤ 0}.

Ðàññìaòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè f0(x) ïðè óñëîâèÿõ

ϕ1(x) = max
i∈I

fi(x) = 0,

ϕ2(x) = max
j∈J

gj(x) = 0,

ãäå ôóíêöèè fi(x), i ∈ 0 ∩ I, gj(x), j ∈ J âûïóêëû è äèôôåðåíöèðóåìû, I, J−
êîíå÷íûå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ. Ïóñòü x0 ∈ Rn− íåêîòîðàÿ òî÷êà. Ïîëîæèì

I(x0) = {i ∈ I/fi(x0) = ϕ1(x0)}, J(x0) = {j ∈ J/ϕ2(x0) = gj(x0)}.

Òåîðåìà 6.1.5. Ïóñòü x0− ðåøåíèå âûøåóêàçàííîé çàäà÷è. Òîãäà äëÿ ëþáûõ

i0 ∈ I(x0), j0 ∈ J(x0) ñóùåñòâóþò ÷èñëà λ0, λi, i ∈ I, µj, j ∈ J, íå âñå ðàâíûå íóëþ
îäíîâðåìåííî òàêèå, ÷òî

λ0f
′
0(x0) +

∑
i∈I

λif
′
i(x0) +

∑
j∈J

µjg
′
j(x0) = 0,

ïðè÷åì
λ0 ≥ 0, λi ≥ 0, i ∈ I \ i0, µj ≥ 0, j ∈ J \ j0.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà îïðåäåëÿþòñÿ íå

åäèíñòâåííûì îáðàçîì è, êðîìå òîãî, óêàçûâàåò íà òî, êàêèå èç íèõ ìîæíî âçÿòü ñ

ïîëîæèòåëüíûìè çíàêàìè.

Ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà äëÿ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðà-

âåíñòâ, çàäàâàåìûõ ëîêàëüíî ëèïøèöåâûìè ôóíêöèÿìè. Ýòî óñëîâèå âûðàæåíî â

òåðìèíàõ ñóáäèôôåðåíöèàëîâ Ìèøåëÿ-Ïåíî. Ïîëó÷åíî òàêæå íåîáõîäèìîå óñëîâèå

ýêñòðåìóìà â òåðìèíàõ K -ñóáäèôôåðåíöèàëîâ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f(x) íà ïåðåñå÷åíèè

ìíîæåñòâ

f0(x)→ min, x ∈
k⋂
i=1

Mi,

ãäå Mi = {x ∈ Rn/fi(x) ≤ 0}, i = 1, 2, . . . , k è fi, i = 1, 2, . . . , k− ëèïøèöåâû

ôóíêöèè. Âåðíà

Òåîðåìà 6.1.6. Ïóñòü x0− ðåøåíèå âûøåóêàçàííîé çàäà÷è. Òîãäà ñóùåñòâóþò

òàêèå ÷èñëà λ0 ≥ 0, λi ≥ 0, i ∈ I, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî, ÷òî

0 ∈
∑

i∈I∪{0}

λi∂Kfi(x0).

Òåîðåìà 6.1.7. Ïóñòü x0− òî÷êà ìèíèìóìà ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f0(x)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
fi(x) = 0, i = 1, 2, . . . , k, x ∈ Rn,

ãäå fi, i = 1, 2, . . . , k òàêæå ëîêàëüíî ëèïøèöåâû ôóíêöèè. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå

âåêòîðû wi, ÷òî f ′iMP (x0, wi) < 0, i = 1, 2, . . . , k è ôóíêöèè f ′iMP (x,wi) ïîëóíåïðå-
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ðûâíû ñâåðõó â òî÷êå x0. Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëî λ0 ≥ 0 è âåêòîðû x∗1, . . . , x
∗
k , íå

âñå îäíîâðåìåííî ðàâíûå íóëþ òàêèå, ÷òî

0 ∈ λ0∂ALf0(x0) +
k∑
i=1

x∗i , x
∗
i ∈ Lin∂MPfi(x0), i = 1, . . . , k.

Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â òåðìèíàõ àñèìïòîòè÷åñêîãî ñóá-

äèôôåðåíöèàëà Ïîëîâèíêèíà.

À èìåííî, âåðíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 6.2.1. Ïóñòü x0− òî÷êà ìèíèìóìà ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f0(x)

ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé fi(x) = 0, i = 1, 2, . . . , k, ãäå fi(x), i = 1, 2, . . . , k ëîêàëü-

íî ëèïøèöåâû, èìåþùèå ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèÿì. Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà

λ0, λ1, . . . , λk, íå âñå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî, òàêèå, ÷òî

0 ∈ ∂AL(λ0f0)(x0) +
k∑
i=1

λi∂ALfi(x0).

Òåîðåìà 6.2.2. Ïóñòü x0 - òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f0(x) ïðè íàëè÷èè îãðàíè-

÷åíèé

fi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , k, g(x) = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî fi, i = 0, 1, . . . , k ëîêàëüíî ëèïøèöåâû ôóíêöèè, à g(x) âûïóêëà.

Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà λi, i = 0, 1, . . . , k + 1, íå âñå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî è

òàêèå, ÷òî

0 ∈
k∑
i=0

λi∂ALfi(x0) + λk+1∂g(x0),

ïðè÷åì λi ≥ 0, λifi(x0) = 0, i = 1, 2, . . . , k.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ñ îïåðàòîðíûìè îãðàíè÷åíèÿìè

f(x) −→ min, F (x) = 0, x ∈ K.

Òåîðåìa 6.2.3. Ïóñòü

1. x0− ðåøåíèå âûøåóêàçàííîé çàäà÷è, f äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå,

2. X, Y− áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, K ⊆ X− âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ,

3. F : X −→ Y ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìîå â òî÷êå x0 îòîáðàæåíèå è òàêîå, ÷òî

ìíîæåñòâî F ′(x0)K çàìêíóòî.

Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëî λ è âåêòîð y∗ ∈ Y ∗, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî,

òàêèå, ÷òî
0 ∈ λf ′(x0) + (F ′(x0))∗y∗ −K∗.

Â ýòîé ãëàâå ïîñòðîåíû òàêæå êîíóñû êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé âòîðîãî ïîðÿä-

êà êî ìíîæåñòâàì è ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå âòîðîãî ïîðÿäêà â çàäà÷àõ, ãäå

ôóíêöèè íå ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìû è âîîáùå ãîâîðÿ íå äâàæäû äèôôåðåíöèðóå-

ìû.
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Ïóñòü äëÿ ôóíêöèé fi : Rn −→ R1, i = 1, . . . , k èìåeò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

f i(x0 + h) = fi(x0)+ < f ′i(x0), h > +1/2 < Ai(x0)h, h > +ri(h),

ãäå ri(h) = o(‖h‖2), Ai(x0)(n× n)− ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû.

Ïîëîæèì

F (x) = (f1(x), . . . , fk(x)),A(x0)[h, h] ≡ (< A1(x0)h, h >, . . . , < Ak(x0)h, h >);

M = {x/F (x) = 0}, KM(x0, h) = {z/F ′(x0)z + A(x0)[h̄, h̄] = 0}.

Êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà z ∈ KM(x0, h) íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì

âòîðîãî ïîðÿäêà êî ìíîæåñòâó M â òî÷êå x0 ïî íàïðàâëåíèþ h ∈ KerF ′(x0).

Òåîðåìa 6.3.1. Ïóñòü

1. ãðàäèåíòû f ′i(x0), i = 1, 2, . . . , k ëèíåéíî íåçàâèñèìû â òî÷êå x0 ∈M ;

2. îòîáðàæåíèå r(h) = (r1(h) . . . , rk(h)) íåïðåðûâíî â îêðåñòíîñòè íóëÿ;

3. h ∈ KerF ′(x0), z ∈ KM(x0, h).

Òîãäà ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå o(α2) òàêîå, ÷òî

F (x0 + αh+
α2

2
z + o(α2)) = 0.

Â êîíöå ýòîé ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ äèñêðåòíûì

âðåìåíåì ñ íåãëàäêèìè îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ äëÿ íà÷àëà òðàåêòîðèè.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óòî÷íåíû óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ äèñêðåòíûì âðåìå-

íåì:
xt+1 ∈ a(xt), t = 0, 1, . . . , T − 1,

x0 ∈ W,

g(xT )→ min.

Òåîðåìà 6.4.1. Ïóñòü

1.a(x) ≡ {y ∈ Rn/f(x, y) ≤ 0}, ãäå f(z) = f(x, y)− äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.

2. W = {x ∈ Rn/ϕ(x) = 0}, ãäå ϕ− âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà Rn.

3. Ïóñòü x̃0, x̃2, . . . , x̃T− òàêàÿ îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ âûøåóêàçàííîé çàäà÷è,

÷òî
f ′x(x̃t, x̃t+1) 6= 0, f ′y(x̃t, x̃t+1) 6= 0, t = 0, 1, . . . , T − 1,

0 /∈ ∂ϕ(x̃0), dimcon∂ϕ(x̃0) ≥ 2, g′(xT ) 6= 0.

Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå âåêòîðû x∗0, x
∗
1, . . . , x

∗
T , ÷òî

x∗t = λtf
′
x(x̃t, x̃t+1),

x∗t+1 = λtf
′
y(x̃t, x̃t+1),

λt ≥ 0, λtf(x̃t, ˜xt+1) = 0, t = 0, 1, . . . , T − 1,

x∗0 ∈ con∂ϕ(x̃0), x∗T = g′(x̃T ).
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Ïóñòü òåïåðü a(x) = Ax+ U, ãäå A− n× n ìàòðèöà, à U− âûïóêëîå ìíîæåñòâî

â Rn. Òðåáóåòñÿ âûáðàòü óïðàâëåíèå ut, t = 0, 1, . . . , T − 1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

òðàåêòîðèÿ x̃0 ∈ W, x̃1, . . . , x̃T ìèíèìèçèðîâàëà ôóíêöèþ g(x) . Çäåñü

W = {x ∈ Rn/ϕ(x) = 0},

ãäå ϕ− âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà Rn.

Òåîðåìà 6.4.2. Ïóñòü {x̃t}Tt=0− îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, à ũt ∈ U ñîîòâåòñòâó-

þùåå óïðàâëåíèå çàäà÷è:
g(xT )→ min,

xt+1 = Axt + ut, t = 0, 1, . . . , T − 1,

x0 ∈ W = {x/ϕ(x) = 0}.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî U− âûïóêëîå ìíîæåñòâî, g âûïóêëà è äèôôåðåíöèðóå-

ìà, à ϕ− âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ è dimcon∂ϕ(x̃0) ≥ 2. Òîãäà {x̃t, ũt}Tt=0− îïòèìàëüíûé

ïðîöåññ äëÿ çàäà÷è
g(xT )→ min,

xt+1 = Axt + ut, t = 0, 1, . . . , T − 1,

x0 ∈ N ≡ {x/ϕ(x) ≤ 0}.
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RESUME

Multivalued mappings and related selection theorems are fundamental tools in many

branches of mathematics. This classical area of mathematics has found various

applications in general topology, functional and convex analysis, games theory,

mathematical economics.

The fundamental results in this theory were laid down in the mid 1950's by E. Michael.

This thesis is dedicated to the theory of continuous selections of multivalued mappings.

The thesis can be conditionally divided into two parts.

In the �rst part the multivalued mappings with star - like values and graphs are

investigated.

The second part concerns the theory of necessary conditions in non-smooth

optimization problems.

In the �rst part we investigate the issue of the existence of selections with various

topologic properties for multivalued mappings with star- like values and graphs.

The main objective of the �rst part is:

a) Finding out the existence of Lipschitz selections in multivalued functions, the

graphics of which are cones.

b) Studying the existence of continuous, Lipschitz and smooth local selections.

The main objective of the second part is the application of the tents methods

in equality type optimization problems with non-smooth boundaries. To compare the

obtained necessary conditions for the minimum with the known ones.

In the thesis the folloing main results are obtained.

1. A concept of relative boundary point with respect to the kernel for star-like set

is introduced. Moreover, the latter set is represented by means of these boundary

points. A relation is stated between star-like sets and locally Lipshitzian functions.

2. Lipschitz selectors are separated from multivalued mappings, the graphics of which

are closed convex cones.

3. The multivalued mappings with star-like values are represented by smooth

selections.

4. The concept of separation of star-like sets is introduced. It is shown, that if star-like

bodies are in the extremal state, then they can be separated.

5. The issue of continuous dependence of ε - optimal points from parameters is studied

in the optimization problems. The Hausdor� distance between the ε- optimal

points of the Thikhonov functions in the non- correct problems of matematical

programming is estimated.
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6. Lipshitz selections are separated from a multivalued function, the values of which

are star-like sets.

7. For certain sets given by equality type restrictions a family of continuous tents

is constructed. Also, regular cones of tangential directions are constructed for

these sets. Theorems about the intersections of continuous, compact and strictly

di�erentiable tents are proved.

8. The concept of K-derivative for a multivalued function is introduced. Su�cient

conditions are obtained in case of which a multivalued function contains continuous

selection whose directional derivatives are involved in the multivalued derivative.

9. It is shown, that convex multivalued mapping has a Holder selection, which has

directional derivatives.

10. Necessary conditions have been obtained in the non-smooth optimization problems

given by equality and inequality type constraints, as well as non-functional

constraints.

11. The implicit function theorem for the system of equations is generalized for the

system of inequalities.

12. A whole family of necessary conditions is obtained for the characterization of optimal

points in non-smooth optimization problems, with equality type constraints.

13. Necessary conditions for minimum were obtained in terms of asymptotic

subdi�erentials.

14. The transversality conditions are adjusted in the non-smooth problems of certain

classes of optimal control with discrete time. The problem of existence of the

multivalued functions zeroes is studied by the tents method.
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Am�o�um

Bazmar�eq artapatkerumneri selekcianerin verabervo� �eoremner�

fundamental n�anaku�yun unen ma�ematikayi tarber bnagava�neri hamar:

Ma�ematikayi ays dasakan olort� uni bazma�iv kira�u�yunner �ndhanur

topologiayum, funkcional  u�ucik analizum, xa�eri tesu�yunum  

ma�ematikakan tntesagitu�yunum: Ayd bnagava�i himnakan xndirner�

drvel en �. Mayqli a�xatanqnerum 50-akan �vakannerin: Dranq nvirva� en

bazmar�eq funkcianeri an�ndhat selekcianeri tesu�yan�:

Atenaxosu�yun� paymanakanoren kareli � ba�anel erku masi:

A�ajinum usumnasirvum en ast�a� ar�eqnerov  grafiknerov bazmar�eq

artapatkerumner:

Erkrord� verabervum � o� o�ork �ptimizaciayi xndirnerum �qstremumi

anhra�e�t paymanneri tesu�yan�:

A�xatanqi a�ajin masi himnakan npatakn � hetazotel tarber topologiakan

hatku�yunnerov ��tva� selektorneri goyu�yan harc� ast�a� ar�eqnerov

bazmar�eq artapatkerumnerum:

Ayste� usumnasirvo� himnakan xndirnern en.

a) Parzel lip�icyan selekcianeri goyu�yan harc� aynpisi bazmar�eq

funkcianerum, oronc grafikner� koner en:

b) Usumnasirel an�ndhat, lip�icyan, o�ork lokal selekcianeri goyu�yun�

ast�a� ar�eqnerov bazmar�eq artapatkerumnerum:

A�xatanqi erkrord masi himnakan xndirn �. kira�el vranneri me�od�

havasaru�yan tipi o� o�ork sahmana�akumnerov �ptimizaciayi xndirnerum:

Stanal minimumi anhra�e�t paymanner �ptimal keti bnu�agrman hamar:

Hamematel ayd paymanner� haytnineri het:

Atenaxosu�yunum stacvel en het yal himnakan ardyunqner�:

1. Ast�a� bazmu�yunneri hamar nermu�vum � mijuki nkatmamb hara{

berakan ezrayin keti ga�a�ar�: Ast�a� bazmu�yun� nerkayacvum � ayd

keteri mijocov: Kap � hastatvum ast�a� bazmu�yunneri  lip�icyan

funkcianeri mij :

2. Bazmar�eq artapatkerumneric, oronc grafikner� u�ucik �ak koner en

anjatvum en lip�icyan selektorner:

3. Ast�a� ar�eqnerov bazmar�eq artapatkerumner� nerkayacvum en o�ork

selekcianeri mijocov:

4. Nermu�vum � ast�a� bazmu�yunneri anjatman ga�a�ar�: Cuyc � trvum,

or e�e ast�a� marminner� gtnvum en �qstremal vi�akum, apa nranc
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kareli � ba�anel:

5. �ptimizacion xndirnerum usumnasirvum � ε - �ptimal keteri an�ndhat

kaxva�u�yan harc� parametreric: Ma�ematikakan �ragravorman

o�-ko�ekt xndirnerum hausdorfyan metrikayov gnahatvum � Tixonovi

funkciayi ε- �ptimal keteri mij e�a� he�avoru�yun�:

6. Ast�a� ar�eqnerov bazmar�eq artapatkerumneric anjatvum en

lip�icyan lokal selektorner:

7. Havasaru�yan tipi sahmana�akumnerov trvo� bazmu�yunneri hamar

ka�ucvum � an�ndhat vranneri �ntaniq: Ka�ucvum en na �o�a�o�

vektorneri �egulyar koner: Apacucvum en �eoremner an�ndhat, kompakt

 xist diferenceli vranneri hatman masin:

8. Nermu�vum � K-a�ancyali ga�a�ar� bazmar�eq funkcianeri hamar:

Bervum en bavarar paymanner, oronc depqum bazmar�eq funkcian

parunakum � an�ndhat selekcianer, oronc �st u��u�yan a�acyalner�

�nka� en bazmar�eq a�ancyali mej:

9. Cuyc � trvum, or u�ucik bazmar�eq artapatkerum� uni gyolderyan

selekcia, or� uni a�ancyal �st u��u�yan:

10. Stacvel en anhra�e�t paymanner havasaru�yan  anhavasaru�yan tipi

sahmana�akumnerov trvo� o� o�ork �ptimizacion xndirnerum, oroncum

masnakcum en o� funkcional sahmana�akumner:

11. Anbacahayt funkcianeri veraberyal �eorem� �ndhanracvum � anhava{

sarumneri hamakargeri hamar:

12. Havasaru�yan tipi sahmana�akumnrov o� o�ork �ptimizacion xndir{

nerum stacvel � minimumi anhra�e�t paymanneri �ntaniq �ptimal keteri

bnu�agrman hamar:

13. Stacvel en anhra�e�t paymanner asimptotik  Penoti subdiferencial{

neri terminnerov:

14. Diskret �amanakov �ptimal ka�avarman oro� dasi o� o�ork xndirnerum

��grtvum en transversalu�yan paymanner�: Vranneri me�odov usumna{

sirvum � bazmar�eq funkcianeri zroneri goyu�yan xndir�:
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