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ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность работы. С раз итием ма иностроительных технологий  о многих 

случаях проектиро ания ма ин стано ится необходимым  ыя ить особенности 

 заимодейст ия таких элементо , как стрингеры различных длин с однородной 

бесконечной пластиной и между собой,   рамках принятых физических гипотез  В 

частности, при проектиро ании различных тонкостенных панелей, подкрепленных 

тонкостенными ребрами жесткости, а также при расчете дорожных и аэродромных 

покрытий, фундаменто  зданий и др  необходимо изучить подобные закономерности 

для тонкостенных элементо    достаточно  ироком диапазоне изменения 

геометрических и физических параметро   Особенно актуальны эти задачи при 

проектиро ании панелей крыла, фюзеляжа и оперения   самолета, армиро анных 

стрингерами различных длин, которые с точки зрения механики ма ин, 

предста ляют собой тонкостенную оболочку – об и ку с продольным набором 

стрингеро    Анализ сущест ующих работ   данной области показал, что указанные 

задачи чаще  сего ре аются дорогостоящими экспериментальными методами, либо 

методом конечных элементо , которому наряду с его преимущест ами присущи 

сущест енные недостатки: требуемый боль ой опыт расчетчика, отсутст ие 

 озможности  ыя ления особых точек и анализа ре ений с непосредст енной 

 ариацией параметро  задачи, проблемы сходимости ре ения и пр  Отсюда следует 

необходимость получить простые расчетные формулы и разработать  ычислительные 

методы для определения контактных сил, дейст ующих   пластинах под стрингерами, 
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что  есьма  ажно для последующих прочностных расчето   Таким образом, 

исследо ание круга указанных задач  есьма актуально для со ременной практики 

инженерного проектиро ания  

Цель и задачи исследования. Диссертационная работа пос ящена исследо анию 

напряженно-деформиро анного состояния, разработке методо  и  ычислительных 

алгоритмо  расчета прочности однородных пластин, усиленных стрингерами 

различных длин, применительно к проектиро анию тонкостенных панельных 

элементо  самолето  и других технических объекто   

Для достижения поста ленной цели сформулиро аны и ре ены следующие 

задачи: 

1. Моделиро ание об и ки фюзеляжа, крыла и оперения самолета    иде 

бесконечных пластин, усиленных различными сочетаниями бесконечных и 

конечных или полубесконечных стрингеро      

2. Математическая формулиро ка контактных задач о  заимодейст ии 

стрингеро , имеющих различные длины и физические с ойст а, с объектами   

 иде упругой однородной бесконечной пластины на базе физических и 

геометрических гипотез для тонкостенных элементо  конструкций  

3. Выбор эффекти ных методо  и разработка  ычислительных алгоритмо  

ре ения поста ленных задач для различных сочетаний и типоразмеро  

стрингеро        

4. Анализ  лияния стрингеро  на распределение интенси ностей тангенциальных 

сил и напряженно-деформиро анное состояние пластин    ироком диапазоне 

 арьиро ания физических и геометрических параметро   

Методы исследования. При ре ении поста ленных задач были применены 

методы интегрального преобразо ания Фурье и ортогональных многочлено  

Чебы е а   рамках теории аналитических функций, а также компьютерные методы 

моделиро ания и расчета задач   программной среде Wolfram Mathematica. 

Досто ерность полученных результато  осно ана на адек атном применении 

математического аппарата  Для обосно ания досто ерности  ыбора методо  
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исследо ания, полученные   настоящей работе результаты сра нены с из естными 

результатами  

Научная новизна работы 

1. Сформулиро ан и изучен но ый класс плоских контактных задач, 

описы ающих передачу нагрузки от тонкостенных элементо     иде конечных, 

полубесконечных и бесконечных стрингеро  к телам    иде упругой 

бесконечной пластины  Выя лен ряд специфических особенностей ре ения 

задач этого класса, обусло ленных расположением контактирующих 

элементо     

2. На базе ре ения поста ленных задач предложены но ые подходы к 

моделиро анию и расчету на прочность тонкостенных элементо  крыла 

самолета, которые могут быть применены также при проектиро ании других 

технических объекто ,   соста е которых имеются подобные конструкции, что 

поз олит избежать применения дорогостоящих экспериментальных методо   

3. С применением различных математических методо  разработаны алгоритмы 

ре ения задач напряженно-деформиро анного состояния крыла самолета для 

различных типоразмеро  стрингеро   Строгое математическое ре ение 

рассмотренных задач,  озникающих при проектиро ании элементо  ма ин, 

летательных аппарато , инженерных конструкций   рамках принятых 

математических моделей и гипотез дает  озможность определить законы 

распределения контактных сил, дейст ующих под армирующими элементами  

Последние я ляются ре ающим фактором, определяющим прочность, 

долго ечность и надежность со ременных ма ин, приборо  и аппарато    

Практическая значимость работы. Результаты диссертационной работы могут 

быть использо аны при проектиро ании и расчетах на прочность и жесткость 

об и ки фюзеляжа, крыла и оперения самолета, а также при организации и 

про едении лабораторных испытаний перечисленных элементо  самолета  

Предложенные математические подходы и  ычислительные методы могут быть 

использо аны также   расчетах других инженерных конструкций, подкрепленных или 

армиро анных тонкостенными элементами,   строительст е дорожных и 
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аэродромных покрытий, при  ыборе с арочных и клеe ых соединений, при расчете на 

прочность композиционных материало   Разработанные расчетные методы и 

алгоритмы, эффекти ность которых была подт ерждена на задачах данного 

исследо ания, могут быть использо аны также для раз ития учебного курса 

конструкционной прочности ма ин   НПУА   

Диссертационная работа  ыполнена на кафедре Ма ино едения НПУА   

соот етст ии с планами исследо ательских работ кафедры на   14–   7 гг     

Основные положения диссертационной работы, выносимые на защиту. На 

защиту  ыносятся следующие положения: 

1. Постано ка и методологический подход к ре ению но ых контактных задач о 

 заимодейст ии тонкостенных элементо     иде стрингеро  различных длин и 

с различными физическими с ойст ами с упругими телами, моделиро анными 

   иде упругой однородной бесконечной пластины  

2. Методы и  ычислительные алгоритмы ре ения поста ленных контактных 

задач   за исимости от параметро  крыла и длин стрингеро  для их д ух 

разно идностей: а) пластина подкреплена сочетаниями бесконечных и 

конечных стрингеро ; б) пластина подкреплена сочетаниями бесконечных и 

полубесконечных стрингеро   

3. Рекомендации для практики проектиро ания об и ки фюзеляжа, крыла и 

оперения самолета, разработанные на осно е анализа численных результато , 

полученных   достаточно  ироком диапазоне изменения физических и 

геометрических параметро  стрингеро    

Апробация результатов исследования. Осно ные положения и результаты 

диссертации доклады ались и обсуждались на: 74–й научно-методической и научно-

исследо ательской конференции "Детали ма ин и теория механизмо " (  фе раля 

   6 г  Уфа, Россия); международной  коле-конференции молодых ученых 

Mechanics–2016 (3–7 октября,    6г , Цахкадзор, Армения); ежегодной научной 

конференции НПУА (   6г ); научных семинарах кафедры "Ма ино едение" НПУА 

(2014–   7 гг )  
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Публикации. Осно ные результаты исследо ания опублико аны   четырех 

научных статьях      

Структура и объём диссертации. Диссертация состоит из   едения, четырех 

гла , осно ных  ы одо , списка литературы из   9 наимено аний и приложений  

Общий объем диссертации соста ляет  33 страницы,  ключая 6  рисунка и   таблицу  

Диссертация написана на русском языке  

 

 

ГЛАВА 1. ЛИТЕРАТУРНЫЙ ОБЗОР 

 

1.1. Структурная схема самолета и конструктивные схемы 

компоновки панели крыла и его механизации, фюзеляжа, 

хвостового оперения   

 

 С раз итием со ременных методо  расчето  на прочность, методо  

оптимизации, численных методо , а также   с язи с проектиро анием прочных 

композиционных материало  а иационная промы ленность получила бурное 

раз итие. 

В иду распространенности самой об ирной областью а иационной 

промы ленности я ляется самолетостроение  Самолеты – соста ные механические 

устройст а, состоящие из разных частей и конструкционных элементо , которые по 

назначению, функциониро анию и местоположению тесно  заимос язаны  

Упрощенная схема самолета предста лена на рис. 1.1.1. 

В со ременных самолетах  ироко применяются тонкостенные элементы, 

под ергающиеся разным  оздейст иям, которые укреплены ребрами жесткости. Ребра 
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жесткости обеспечи ают прочность и жесткость конструкции при минимальной 

массе  Вы еуказанные тонкостенные элементы (об и ка) и   фюзеляже, и   крыле, и 

  оперении придают конструкции обтекаемую  не нюю форму  

Вне няя аэродинамическая нагрузка передается от об и ки к ее элементам, 

деформирующимся под  оздейст ием продольного и поперечного сило ого набора. 

При этом под  оздейст ием крутящего момента об и ка работает на чистый сд иг, а 

под  оздейст ием изгибающего момента со местно со стрингерами – на растяжение и 

сжатие [44, 112]. 

Исходя из предназначения, об и ка летающего аппарата   боль инст е случае  

 ыполняется из дюралюминие ых листо , а иногда, например, для самолето  с 

боль ой с ерхз уко ой скоростью – из стали или титано ых спла о   

 

Рис. 1.1.1. Упрощенная схема самолета и конкретных его агрегато  и частей 
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Рис. 1.1.2. Соединения об и ки со стрингерами 

Толщина об и ки,   осно ном, соста ляет около  , …   мм  Соединения 

листо  об и ки со стрингерами показаны на рис. 1.1.2. 

В случае растяжения об и ка разру ается при напряжениях σpазр= kσ , где       

k =  ,8…1,0 – коэффициент, учиты ающий концентрацию напряжений   местах 

соединений  Значение k за исит от типа соединения, например, для заклепочного 

соединения k = 0,95 (рис. 1.1.3) [44].  

 

 

 

Рис. 1.1.3: а – схема нагружения элементо  об и ки сжатием и сд игом; б – работа 

панели, подкрепленной стрингерами, на осе ые сжимающие силы  Распределение 

напряжений   элементах панели; в – работа элемента панели на сд иг 

 

Осно ной частью самолета я ляется крыло  Крыло предста ляет собой одну из 

осно ных несущих по ерхностей самолета, создающих аэродинамическую 

а) б) в) 



12 

 

подъемную силу, которая необходима для полета  Крыло способст ует упра ляемости 

самолета,   него могут убираться  асси  С другой стороны,   крыле или под ним 

могут устана ли аться д игатели,  о  нутренней части размещаются элементы 

механизации крыла, баки топли а,  ооружения и т п  (см  рис  1.1.4). В местах 

размещения агрегато  подкрепление панелей стрингерами преры ается, что 

математически моделируется    иде конечных, полубесконечных и бесконечных 

стрингеро . 

 

Рис. 1.1.4. Крыло со ременного пассажирского самолета: 1 – лонжероны,   – стенки и 

стрингеры, 3 – закрылки, 4 – интерцепторы,   – элероны, 6 – каркас, 7 – предкрылки,       

8 – пилоны, 9 – нер юры 

Стрингеры могут иметь различную форму сечения, например, открытое              

П – образное и закрытое П – образное  По способу изгото ления стрингеры бы ают 

гнутые (рис. 1.1.5 а, поз. 1–7) и прессо анные (рис. 1.1.5 б, поз. 8–17). 
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Рис. 1.1.5. Типо ые профили стрингеро  

На рис. 1.1.5 в предста лены профили стрингера, которые предназначены для 

придания жесткости заднему краю крыла      

Кроме общих требо аний ко  сему самолету, к крылу предъя ляются 

дополнительные требо ания, такие как обеспечение по  озможности наимень ей 

 ариации параметро  устойчи ости и упра ляемости самолета, а также его 

аэродинамических с ойст , когда самолет достигает с ерхз уко ой скорости, как 

можно боль его значения аэродинамических с ойст  и у еличения коэффициента 

подъемной силы путем механизации крыла (рис. 1.1.6). Вся механизация, 

при еденная на рис      6, конструкти но предста ляет собой панели, подкрепленные 

стрингерами  

Так как крыло я ляется осно ной несущей по ерхностью самолета, то на его 

долю приходится от 3  до   % тяжести летательного аппарата и от 3  до   % 

полного сопроти ления самолета. Отметим, что масса крыла относительно массы 

 сего планера колеблется   пределах  ,08… ,  , что достигается оптимальным 

 ыбором размера толщины стенки панели и стрингера  

а) 

б) 

в) 
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Рис. 1.1.6. Механизация крыла: 1 – аэродинамическая законцо ка крыла,   – элерон,   

3 –  ысокоскоростной элерон, 4 – обтекатели при одо  закрылко ,   – предкрылок 

Крюгера, 6 – предкрылки, 7, 8 – закрылки, 9 – интерцептор,    – спойлер 

 

 

Рис. 1.1.7. Конструкция крыла: 1 – об и ка,   – стрингер, 3 – лонжерон, 4 – нер юра 

 

На рис. 1.1.7 изображены стрингеры, усили ающие конструкцию крыла  

Стрингеры я ляются продольными элементами жесткости, которые предназначены 

для подкрепления об и ки  Как пра ило, стрингеры обладают боль ей жесткостью, 

чем об и ки  Местные нагрузки,  озникающие от изгибающего момента крыла 
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(осе ые усилия), а также от  озду ной нагрузки (поперечные силы), передаются от 

стрингеро  к об и ке с мень ей  еличиной. Прочность стрингера определяется 

продольными усилиями, которые дейст уют   нем  о  ремя  осприятия изгибающего 

момента крыла  В лонжеронных крыльях соотно ение масс стрингеро  и крыла 

может быть от  , 4 до  , 8, а   кессонных крыльях – от  ,   до  ,30 [44].  

Особенности   работе об и ки   фюзеляже детерминиро аны тем, что его 

герметизиро анные зоны принимают избыточное да ление. Фюзеляж, как и крыло 

со ременного самолета, я ляется тонкостенной оболочкой, которая   осно ном 

нагружена сосредоточенными силами и работает на изгиб и кручение. На этой осно е 

между крылом и фюзеляжем имеется конструкти ное сходст о. Эта аналогия также 

при одит к одинако ому назначению осно ных сило ых элементо   

Фюзеляж образо ан из каркаса с об и кой  Каркас состоит из стрингеро , т е  

элементо  продольного набора, и  пангоуто , т е  элементо  поперечного набора 

(рис. 1.1.8). От отдельных частей самолета сосредоточенные силы приклады аются к 

 пангоутам, с которых нагрузка передается к об и ке    иде касательных сил [48]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4 

3 
 

1 

2 
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Рис. 1.1.8. Схема панелей фюзеляжа самолета:   и   – стрингеры, 3 –  пангоуты,         

4 – элемент панели 

 

Как было отмечено  ы е, от  оздейст ия сосредоточенных сил фюзеляж 

работает на изгиб и кручение  От изгибающих моменто    стрингерах и об и ке 

 озникают нормальные напряжения – осе ые усилия  Крутящие моменты и 

поперечные силы создают   об и ке касательные напряжения  Таким образом, 

можем отметить, что стрингеры предназначены для подкрепления об и ки и 

у еличи ают ее критические напряжения сд ига и сжатия  

 По длине фюзеляжа присутст ует ряд боль их  ырезо  для доступа к грузам и 

оборудо анию,  асси,  ооружению, кабине, под бомбо ые отсеки и т д  В зоне 

 ырезо  нет стрингеро  и об и ки, что при одит к ослаблению конструкции  Для 

 озмещения этого ослабления по концам  ырезо  ста ят усиленные  пангоуты, а   

продольном напра лении – усиленные стрингеры  При этом, чтобы стрингеры 

полностью  ключились   работу, они по длине фюзеляжа протянуты на некоторое 

расстояние за пределы  ыреза [48]. 

Несущую по ерхность, предназначенную для обеспечения упра ляемости, 

устойчи ости и балансиро ки летательного аппарата, назы ают оперением [43] (рис. 

1.1.9). 
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Рис. 1.1.9. Оперение самолета: 1 – киль,   – стабилизатор, 3 – руль напра ления,             

4 – руль  ысоты 

 

На  ертикальное и горизонтальное оперения дейст уют массо ые и 

распределенные аэродинамические силы, а на киль и стабилизатор   местах на ески 

рулей – сосредоточенные силы.  

Киль и стабилизатор имеют аналогичные конструкции, так же, как и рули 

 ысоты, и рули напра ления. Каркас оперения со ременных самолето  изгота ли ают 

из разных металло ,   то  ремя как об и ки киля и стабилизатора  ыполнены из 

дюралюминия.  

Осно ные элементы сило ого набора   оперении, подобно крыльям, работают 

следующим образом: изгибные напряжения передаются поясам лонжероно , 

стрингерам и частично об и ке,   то  ремя как поперечная сила передается стенке 

лонжероно , а кручение – замкнутому контуру [43, 112].  

 

1.2. Обзор прикладных контактных задач при исследовании 

подкрепленных панелей  
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Вопросы  заимодейст ия стрингеро  и панели крыла, фюзеляжа, х осто ого 

оперения рассматри аются   работе [64]. Согласно этой работе, панель 

образо ы ается полкой лонжерона, д умя стенками и д умя стрингерами (рис. 1.2.1). 

Стрингер деформируется под  оздейст ием сжимающей силы, и требуется 

определить распределение усилий   конструкции  Ре ение поста ленной задачи 

поз оляет получить напряженно-деформиро анное состояние панели  

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.2.1. Параметры подкрепленной панели (а) и ее напряженное состояние (б)    

 

Разработке методики применения конечно-элементной дискретизации для 

численного моделиро ании задач строительной механики относительно различных 

компоненто  самолета пос ящена работа [65]. Указанная методика может быть 

успе но использо ана при исследо ании объекто , предста ляющих собой панели, 

полученные оболочкой, которая подкреплена клепанными стрингерами  Стрингеры 

деформируются под  оздейст ием сжимающей нагрузки  В исследо ании [46] 

разработана методика численного моделиро ания элементо  а иационных 

конструкций при  ибрационном нагружении  Результаты работы поз оляют  ыбрать 

а) б) 
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оптимальные геометрические параметры панелей [51].  С другой стороны,   работах 

[39, 40] исследуются  опросы боко ого изгиба стрингеро  на панели крыла с учетом 

эксцентричности расположения   о  из заклепок  В [39] рассматри ается 

 озможность использо ания теории соста ного стержня на упругом осно ании, а   

[40] использо ана модель соста ного стержня на дискретном упругом осно ании  

Работы [42, 54, 97] пос ящены расчетам на прочность крыла [42], фюзеляжа [54], 

элементо  конструкции самолета с применением пакета программ MSC/NASTRAN 

[97]  В работе [95] рассматри ается расчетная модель напряженно-деформиро анного 

состояния а иационных конструкций с помощью трехмерных конечных элементо    

Ряд работ [3, 63, 86, 88, 89, 93] пос ящены методам расчета конструкции 

самолета и его элементо  на прочность и жесткость,  ключающим сило ой расчет, 

определение напряженно-деформиро анного состояния, подробный анализ которых 

поз оляет произ ести подбор сечения сило ых элементо  стрингерного отсека  

Указанные исследо ания предста лены    иде аналитического и численного 

моделиро ания с использо анием метода конечных элементо  и со ременных 

программ   Кроме того, рассмотрены  опросы надежности элементо  конструкции 

[89]. 

В работе [18] предста лены задачи статики, динамики и устойчи ости элементо  

конструкции крыла,   частности, стрингеро , оболочек и пластин  Внимание 

уделяется  ариационным и численным методам  Методика расчето  круго ых 

цилиндрических оболочек с помощью конечно-элементной модели конструкции, для 

которой используются конечные элементы SHELL и SOLID, предложена   работе 

[45]. 

В [52] исследо аны  озможности укрепления по ерхностей тонкостенных 

элементо  летательных аппарато  с помощью метода по ерхностной пластической 

деформации  

Некоторые особенности проектиро ания крыла летательного аппарата из 

композиционных материало  с учетом закритического по едения об и ки 

рассмотрены   работе [58]. 
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Теоретическое исследо ание  опроса устойчи ости подкрепленной 

цилиндрической оболочки с от ерстием при продольном сжатии и  не нем да лении 

пре едено   [81], где получено аналитическое  ыражение за исимости для 

критических нагрузок  

Указанные  опросы устойчи ости тонкостенных оболочек продолжены   [49], 

согласно которой контуры тонкой оболочки закреплены четырьмя различными 

способами  Математическая модель предста ляется    иде функционала полной 

энергии деформации  Для ре ения задач использо ан функциональный метод Ритца  

Результаты расчета задач получены с помощью метода последо ательного ре ения 

по наилуч ему параметру   

Предста ленные математические методы теории упругости поз оляют ре ать 

боль ой спектр задач  Однако для оценки полученных результато  желательно иметь 

экспериментальные данные,   с язи с чем предлагается способ экспериментального 

моделиро ания напряженно-деформиро анного состояния а иационной панели, 

состоящей из прямоугольной об и ки, нагруженной продольными и поперечными 

силами [71]. По результатам экспериментального моделиро ания предлагаются 

стрингеры специальной конструкции для панелей   самолетостроении и 

судостроении, формы поперечных сечений которых поз оляют значительно улуч ить 

прочностные и жесткостные характеристики панелей [69, 70]  Параметры 

конструкции об и ка-стрингер   случае учета усталостных нагружений рассмотрены 

  работе [68].  

В работах [20, 23, 24, 73, 92] излагаются  опросы проектиро ания элементо  

конструкции самолета, при едены спра очные материалы, поз оляющие определить 

пред арительные параметры конструкции, по которым  озможно про едение 

дальней их уточняющих расчето  либо аналитическим, либо численными методами   

Работа [53] пос ящена анализу  оздейст ия нестационарной распределенной 

нагрузки на тонкослойную об и ку летательного аппарата, которая моделируется как 

упругий однородный бесконечный слой, имеющий постоянную толщину  Для 

ре ения используется метод со местного применения преобразо аний Лапласа и 

Фурье. Именно интегральное преобразо ание Фурье использо ано   предста ленной 



21 

 

диссертационной работе при ре ении задачи упругой бесконечной пластины, 

подкрепленной различными комбинациями бесконечных и конечных, а также 

полубесконечных и бесконечных стрингеро .  

 

1.3. Развитие контактных задач теории упругости 

 

Задача о передаче нагрузки от стрингеро  к упругим телам  пер ые былa 

рассмотрена Е  Меланом [113]    93  году  Рассматри аются д е фундаментальные 

задачи, тесно с язанные с  опросами передачи нагрузки  Пер ая задача относится к 

передаче продольной сосредоточенной силы от бесконечного стрингера к 

полубесконечной упругой пластине  Целью  торой задачи я ляется определение 

напряженно-деформиро анного состояния бесконечной пластины, на по ерхности 

которой наклеен бесконечный стрингер  В пер ой задаче изгибная жесткость 

стрингера не принимается   расчет, а  о  торой задаче предполагается, что пластина 

находится   обобщенном напряженно-деформиро анном состоянии,   то  ремя как 

стрингер рассматри ается как одномерный упругий континуум  

Во  торой задаче дейст ует гипотеза идеального контакта по линии между 

пластиной и стрингером, т е  предполагается, что силы скрепления, которые 

 озникают   пластине, предста ляются    иде сосредоточенной нагрузки по линии  

Принимая   расчет эти предположения, обе задачи имеют одинако ую 

математическую формулиро ку и ре аются, осно ы аясь на предста лении функции 

напряжений Эйри с помощью интегрального преобразо ания,  ыбранного так, чтобы 

касательные контактные напряжения относительно точки приложения 

сосредоточенной силы были симметричны и ра нялись нулю   бесконечности, а 

также чтобы контактные напряжения между ребром жесткости и пластиной были 

ра ны нулю  Эти усло ия следуют из геометрических соображений и предположения 

о том, что стрингер деформируется ли ь   одноосном напряженном состоянии  При 

ре ении пер ой задачи используется усло ие жесткого контакта, и относительно 

искомой функции получается интегральное ура нение, которое ре ается   я ном 
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 иде при помощи косинус-преобразо ания Фурье  Тем же методом ре ена  торая 

задача  

В последующих исследо аниях были рассмотрены контактные задачи для 

бесконечных и конечных стрингеро , контактирующих с бесконечными и 

полубесконечными пластинами  Одио из пер ых исследо аний контакта между 

стрингером конечной длины и бесконечной пластиной про одилось   [102]․  Контакт 

между полубесконечным стрингером и полубесконечной пластиной был исследо ан  

  [106]. 

Пер ая задача Мелана неоднократно пересматри алась с целью уточнения. 

Ограничи аясь стрингером прямоугольного поперечного сечения,   [107] 

рассмотрение осущест ляется плоскими деформациями стрингера и пластины, т е  

имеют место соотно ения д умерной теории упругости. Далее   [60, 61] к 

контактирующей паре (пластина-стрингер) применяется модель обобщенного 

плоского напряженного состояния, при этом изгибная жесткость стрингера 

рассматри ается   рамках обычной теории балок  На осно е уточненных моделей 

обнаружено, что, хотя порядок сингулярности касательных напряжений сохраняется, 

характер распределения этих напряжений изменяется исходя из  ыбора модели ребра 

жесткости  С другой стороны, показано, что   случае удаления от нагруженного 

сечения стрингеро  ре ения уточненной модели и модели Мелана со падают  

В дальней ем задачи Мелана были обобщены и пересмотрены   различных 

исследо аниях,   том числе   [91, 99, 103, 105, 111]. При этом рассматри аются не 

только точные, но и численные (приближенные) ре ения исследуемых контактных 

задач  Были предложены также разные модификации задачи Мелана  Например,   

[117] рассматри ается случай стрингера переменной жесткости, пересмотренны   [60] 

при д ух различных способах крепления стрингера: контакт по линии и контакт по 

по ерхности. Рассмотрен также контакт конечного стрингера переменного сечения с 

бесконечной пластиной [25]. Вторая задача Мелана обобщена на случай нескольких 

стрингеро    [21, 29, 82, 83]. Интенси но рассматри аются также задачи усиления 

стрингерами пластин, которые ослаблены разрезами, щелями или трещинами [9, 104, 

108, 119]. Обзорный анализ дальней его раз ития теории и практики контактных и 
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сме анных задач теории упругости более подробно описан   [10, 12, 13, 19, 26, 57, 

59, 98]. 

Сущест енен  клад армянской  колы механико  также и   области контактных 

и сме анных задач теории упругости  Н Х  Арутюняном [ 4, 15, 100, 101] была 

поста лена и ре ена периодическая контактная задача для полуплоскости, к краю 

которой прикреплена периодическая система упругих конечных стрингеро   Ре ение 

задачи с едено к  полне регулярной или  полне к азрегулярной бесконечной системе 

линейных алгебраических ура нений  Задача Арутюняна пересматри алась   [47, 55]. 

Дальней ее раз итие контактных задач получено его учениками [7, 31, 114]. 

Ре ен ряд контактных задач для бесконечной пластины, усиленной стрингерами 

разных длин, предложены разные математические методы для анализа напряженно-

деформиро анного состояния  В работе [29] исследо ана контактная задача 

бесконечной пластины, усиленной д умя полубесконечными стрингерами, которые 

находятся на одной линии  Ре ение задачи с одится к ре ению интегрального 

ура нения относительно деформации пластины конечного промежуточного интер ала 

между стрингерами  Аналогичная задача ре ена   работе [8]  Задачи с 

полубесконечными стрингерами исследо аны   [34, 37]  В [36] рассмотрена 

контактная задача для пластины, которая усилена д умя бесконечными 

параллельными стрингерами   Для более полного обзора см  работы [1, 2, 11, 77]. 

 

 

1.4. Выводы по первой главе 

 

1. Расчеты на прочность элементо  конструкции самолета (об и ки фюзеляжа, 

крыла и оперения) про одятся,   осно ном, либо методом конечных элементо , 

либо по результатам экспериментальных исследо аний  Высокие требо ания, 

предъя ляемые инженерами и проектиро щиками к точности определения 

напряженного состояния   упругом теле, находящемся под  оздейст ием 
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другого тела, я ляются  есомым фактором для раз ития математических 

методо  моделиро ания конструкций   

2. Значительное число контактных задач ре ается с применением точного 

математического аппарата, однако,   боль инст е случае  отсутст уют их 

конкретные практические приложения  Указанные задачи непосредст енно 

с язаны с  ажными, с точки зрения инженерной практики,  опросами передачи 

нагрузки от тонкостенных элементо  к масси ным телам и имеют 

сущест енное значение,   частности, при расчете а иационных конструкций 

об и ок, усиленных упругими стрингерами  Об и ку фюзеляжа, крыла и 

оперения самолета можно моделиро ать    иде бесконечной пластины, 

усиленной стрингерами различных длин  

3. Раз итый математический аппарат контактных задач теории упругости может 

быть успе но применен при проектиро ании и расчетах на прочность панелей 

и прочих конструкти ных элементо  различных летательных аппарато   

 

 

 

 

 

 

ГЛАВА 2. КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УПРУГОЙ 

БЕСКОНЕЧНОЙ ПЛАСТИНЫ, УСИЛЕННОЙ 

ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫМИ И БЕСКОНЕЧНЫМИ 

УПРУГИМИ СТРИНГЕРАМИ 
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2.1. Основные соотношения плоской задачи теории упругости  

 

В самом общем случае при исследо ании напряженно-деформиро анного 

состояния упругих тел следует рассмотреть пространст енные задачи теории 

упругости. Однако   специальных частных случаях нагружения,   иду малости 

третьего измерения,   осно ном, можно ограничиться рассмотрением  сего ли ь д ух 

 заимно перпендикулярных измерений [50, 56, 9 ]  Задачу определения напряженно-

деформиро анного состояния   этих д ух измерениях часто назы ают плоской 

задачей теории упругости  Плоскую задачу можно рассмотреть, например, для тонких 

пластин или оболочек, деформируемых   с оих плоскостях  

Плоская задача теории упругости  ключает   себя задачи плоской деформации, 

плоского напряженного состояния и обобщенного плоского напряженного состояния  

Несмотря на то обстоятельст о, что эти задачи различны по сущест у и 

формулиро ке, математически они идентичны, т е  эк и алентны определенным 

схожим (одинако ым) крае ым задачам [56]  Это обстоятельст о поз оляет построить 

ре ение плоских задач теории упругости одинако ыми математическими (точными и 

численными) методами  

Не остана ли аясь отдельно на особенностях рассмотрения этих задач, при едем 

здесь ли ь некоторые соотно ения и ура нения, которые будут использо аны нами   

дальней ем при соста лении математических моделей, рассматри аемых   

настоящей диссертационной работе контактных задач  

Из естно, что   общем случае плоской задачи напряженное состояние   упругом 

изотропном теле определяется тремя компонентами тензора напряжений: 

нормальными напряжениями    , , ,xx xx yy yyx y x y       и напряжением 

сд ига  , .xy xy x y    При отсутст ии массо ых (объемных) сил эти компоненты 

тензора напряжений удо лет оряют системе дифференциальных ура нений 

ра но есия 
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0,

0.

xyxx

xy yy

x y

x y


 

 

   

  

 (2.1.1) 

Если рассмотреть плоскую деформацию тела, при которой компоненты  ектора 

упругих перемещений имеют  ид 

    , , , , 0,u u x y v v x y w     

то для компоненто  тензора деформаций, согласно (линейным) соотно ениям Ко и, 

будем иметь 

 
1

, , .
2

xx yy xy

u v u v

x y y x

    
       

    
 (2.1.2) 

Здесь  ,xx xx x y     относительная деформация тела   напра лении дейст ия 

;xx   ,yy yy x y       напра лении дейст ия ;yy  

 ,xy xy x y   деформация сд ига  Вы е при получении соотно ений (     ) 

была учтена малость компоненто  тензора деформаций, т е  
2 2 2, , 1.xx yy xy      

Поскольку, согласно (     ), относительные деформации ,xx yy   и xx  

 ыражаются через компоненты  ектора перемещений u  и ,v  то имеет место усло ие 

со местимости деформаций: 

 

2 22

2 2
2 .

yy xyxx

x yy x

    
 

  
 

Если рассматри аемое тело я ляется изотропным и однородным, то обобщенный 

закон Гука, устана ли ающий с язь между компонентами тензоро  напряжений и 

деформаций, будет иметь следующий  ид: 



27 

 

 

1

1

2 ,

2 ,

2 .

xx xx

yy xx

xy xy

    

    

  

 (2.1.3) 

Здесь   и   коэффициенты Ламе материала, а 1 xx yy      объемное 

рас ирение тела   

Ре ая (    3) относительно компоненто  тензора деформаций, получим обратную 

с язь: 

 

 

1
,

1
,

1
.

xx xx xx yy

yy yy xx yy

xy xy

E

E

E

            


            


 
  


 

Здесь E  – модуль упругости (Юнга);   – коэффициент Пуассона материала тела  

С язь между модулем упругости, коэффициентом Пуассона и коэффициентами Ламе 

дается соотно ениями 

 

 

3 2
, .

2
E

    
  

   
 

  Коэффициенты Ламе   и   также можно  ыразить через E  и ,  однако это 

за исит от типа деформиро анного состояния тела  В частности, при плоском 

деформиро анном состоянии имеем 

    
, ,

1 1 2 2 1

E E
   

     
 

а при обобщенном плоском напряженном состоянии: 
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 

*

2
, .

2 11

E E
   

  
 (2.1.4) 

Бесконечные пластины   рамках контактных задач теории упругости, 

исследуемых   данной диссертационной работе, деформируются исключительно   

обобщенном плоском напряженном состоянии, следо ательно,   дальней ем будем 

пользо аться соотно ениями (    4)  

Дифференциальные ура нения (  1.1) при помощи соотно ений (    3) можно 

 ыразить   форме Ламе 

 

 

 

1

1

0,

0,

u
x

v
y


   




   




  


  

 (2.1.5) 

где функция объемного рас ирения 1,  оче идно, удо лет оряет ура нению Лапласа, 

т е  я ляется гармонической функцией 

2 2
1 1

1 2 2
0.

x y

 
   

 

 
  

Имея    иду соотно ения Ко и (     ), для функции объемного рас ирения 

будем иметь следующее предста ление: 

1 .xx yy

u v

x y

 
      

 
 

Подста ляя полученное  ыражение   систему ура нений Ламе (     ), 

окончательно получим 

 

   

   

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

2 0,

2 0.

u v u

x x y y

v u v

y x y y

   
       

   


          
    

 (2.1.6) 



29 

 

Таким образом, система  заимос язанных дифференциальных ура нений (    6) 

описы ает упругие перемещения   однородном изотропном теле при малых 

деформациях  При этом, если исследуемое тело деформируется   обобщенном 

плоском напряженном состоянии, то   ура нениях Ламе (    6)  место коэффициента 

  будет фигуриро ать 
*  из (    4)  

Сущест уют разные математические методы для точного ре ения крае ых задач 

для системы Ламе (    6)  Более подробно см    работах [22, 62, 72]  В данной 

диссертационной работе систематически используется метод ре ения крае ых задач, 

осно анный на методе функции Грина и обобщенном преобразо ании Фурье, 

который описы ается   следующем разделе  

 

2.2. Вектор-функция влияния для однородной бесконечной 

пластины 

 

В математической теории упругости функция, с помощью которой можно 

определить упругие смещения при единичных сосредоточенных силах, назы ается 

функцией  лияния, функцией источника или же функцией Грина  Далее, используя 

предста ление Грина общего ре ения линейных крае ых задач, удается построить 

упругие смещения при произ ольных  оздейст иях  

В этом разделе определим  ектор-функцию  лияния для однородной 

бесконечной упругой пластины малой постоянной толщины ,h  которая находится 

под дейст ием сосредоточенной силы    P x y   (  x   функция Дирака), 

приложенной к точке  0,0  пластины  Поскольку пластина бесконечна по 

напра лениям x  и ,y  то ре ение будет строиться с помощью дейст ительного 

обобщенного интегрального преобразо ания Фурье [74, 84, 96]  Предполагается, что 

для пластины спра едли а модель обобщенного плоского напряженного состояния  
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Поста ленную задачу математически можно сформулиро ать при помощи 

ура нений Ламе (    6) следующим образом [66]: 

 

       

   

2 2 2
* *

2 2

2 2 2
* *

2 2

2 0,

2 0

u v u
P x y

x x y y

v u v

y x y y

   
          

   


          
    

 (2.2.1) 

  , ,y    

где  ;u x y  и  ;v x y   соот етст енно горизонтальные и  ертикальные перемещения 

точек бесконечной упругой пластины  

Примени  к (     ) обобщенное преобразо ание Фурье по переменной 

,x   получим 

 

     

   

2
2 * *

2

2
* * 2

2

2 0,

2 0

dv d u
u i P y

dy dy

d v du
i v

dy dy


           


          


 (2.2.2) 

  , ,y      

где 

   ; ; ,u y F u x y           ; ; ;v y F v x y     

  параметр, а  F   оператор преобразо ания Фурье: 

       .i xF g x g g x e dx





    
   

Вы е при получении системы (     ) были использо аны следующие формулы 

[74]: 
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     1, .
n

n

n

d g
F x F i g

dx

 
      

 
    

Так как характеристическая система ура нений (     ) имеет кратные корни   

точках ,   то ре ение этой системы следует искать   следующем  иде [66]: 

 

 
 

 

 
 

 

1 2

3 4

1 2

3 4

, 0,
;

, 0,

, 0,
;

, 0,

y

y

y

y

а а y e y
u y

а а y e y

b b y e y
v y

b b y e y





  
 

 

  
 

 













 (2.2.3)   

где 
iа ,  1,2,3,4ib i    неиз естные постоянные интегриро ания, подлежащие 

определению   

Ре ение (    3) ограничено при y   С другой стороны, учиты ая, что это 

ре ение обладает следующими с ойст ами: 

   

   

; ; ,

; ; ,

u y u y

v y v y

 

 

 

  
  

для коэффициенто  ,i ia b  получим 

1 3,a a  
2 4,a a   

1 3,b b   
2 4.b b  

Следо ательно, для ре ения (    3) получим 

 
   

   

1 2

1 2

; ,

; sign .

y

y

u y a a y e

v y b b y e y





  


 








 (2.2.4) 
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Подста ляя ре ение (    4)   систему (     ), с учетом того, что функции 

 , sign ,y y y  и  y  я ляются линейно неза исимыми, для искомых 

коэффициенто  ,i ia b  получим 

 

 
 

 
 

 
 

* *

1 2* *

*

1 2 *

3 1
, ,

4 2 4 2

0, sign .
4 2

P P
a a

P
b b i

 
   

 


 



   

     

 


  

 (2.2.5)  

Подста ляя значения коэффициенто  (     )   (    4), для трансформанто  Фурье 

горизонтальных и  ертикальных перемещений упругой бесконечной пластины 

окончательно получим 

 

 
 
 

 
 

 
 
 

* *

* *

*

*

3 1
; ,

4 2 4 2

; sign ,
4 2

y

y

P P
u y y e

P
v y i ye





       
     

           


  
  

   

 (2.2.6) 

  , .y     

Примени  к (    6) обратное обобщенное интегральное преобразо ание Фурье, 

определяемое операцией 

     1 1
,

2

i xF g g x g e dx



 



    
 


 

получим поле упругих перемещений,  озникающих   упругой бесконечной пластине, 

под ерженной  оздейст ию сосредоточенной силы    .P x y   

Описанный метод  ироко использо ался при ре ении разных  идо  контактных 

и сме анных задач теории упругости [4–9, 16, 27–38, 41, 66, 67, 77–80, 108–110, 114– 

116]. 
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2.3. Математическое моделирование контактной задачи для 

однородной бесконечной упругой пластины, усиленной двумя 

конечными и одним бесконечным упругими стрингерами 

 

Конструкти ные схемы панелей (об и ка, подкрепленная стрингерами) за исят 

от компоно ки различных агрегато  ( асси, под еска д игателей (рис. 2.3.1), 

топли ные баки, технические люки (рис.   3  ) и т п  (рис. 1.1.4)), устано ка которых 

при одит к нару ению непреры ности стрингеро    об и ке  

Рис. 2.3.1. Компоно ка д игателя и  асси   крыле самолета 
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Рис. 2.3.2. Устано ка агрегато  механизации крыла и технических люко  

 

Пусть упругий спло ной изотропный лист    иде тонкой однородной 

бесконечной пластины малой постоянной толщины h  на линиях y b  и y b   
 

 0b   отрезка a x a     0a   с оей  ерхней по ерхности содержит д а 

параллельных конечных, а на линии 0y   – один бесконечный стрингер с разными 

упругими с ойст ами и достаточно малыми одинако ыми поперечными сечениями  

Предполагается, что относительно горизонтальной оси симметрично расположенные 

упругие конечныe стрингеры имеют одинако ые упругие с ойст а, а бесконечный 

стрингер – другие упругие с ойст а  

Цель исследо ания заключается   определении закона распределения 

интенси ностей неиз естных тангенциальных контактных усилий  доль линий 

скрепления упругих конечных и бесконечного стрингеро  с упругой спло ной 

изотропной однородной бесконечной пластиной и, тем самым, определении 

 заимо лияния упругих конечных и бесконечного стрингеро , когда контактирующая 

пара (пластина-стрингер) деформируется осе ыми сосредоточенными силами ,P  

приложенными  к концам упругих конечных стрингеро  (см  рис. 2.3.3). 
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Рис. 2.3.3  Схема рассматри аемой контактной задачи 

 

В рассматри аемой контактной задаче для упругих стрингеро  принимается 

модель одноосного напряженного состояния   сочетании с моделью контакта по 

линии, т е  считается, что распределения интенси ностей неиз естных 

тангенциальных контактных усилий сосредоточено  доль средних линий контактных 

участко , и предполагается, что стрингеры не под ергаются изгибу   Относительно 

упругой спло ной изотропной однородной бесконечной пластины считается 

спра едли ой модель обобщенного плоского напряженного состояния [87]  

Обращаясь теперь к  ы оду разре ающих функциональных ура нений 

поста ленной контактной задачи, заметим, что упругие бесконечный и конечный 

стрингеры   горизонтальном напра лении растяги аются или сжимаются, находясь   

одноосном напряженном состоянии  

Теперь из естно, что если   любой точке пластины приложена осе ая 

сосредоточенная сила, то трансформанты Фурье горизонтальных и  ертикальных 

перемещений пластины определяются формулой (    6)  

P 
-a 

y 

( ;µ) 
    

x 

b 

-b 

-a a 
P 

 

 
 

a 
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Для трансформанто  Фурье горизонтальных перемещений на линиях контакта 

пластины и конечных и бесконечного стрингеро  0y   и y b   соот етст енно 

получим 

  
 

   

* *

* *

0 3 1
,

4 2 4 2

yu y y e
h


      

     
         

 (2.3.1) 

  
 

   

* *

* *

3 1
,

4 2 4 2

y b
b

u y b y b e
h

 
      

       
         

 (2.3.2)  

  
 

   

* *

* *

3 1

4 2 4 2

y b
b

u y b y b e
h

 
      

       
         

 (2.3.3) 

  ; .y   

Далее, учиты ая симметричную расположенность конечных стрингеро  

относительно горизонтальной оси, получим 

    u b u b          ,  (2.3.4) 

а следо ательно, и  

    b b            ,   (2.3.5) 

т е  трансформанты Фурье функций горизонтальных перемещений, а также 

тангенциальных контактных напряжений на линиях y b  и y b   принимают 

одинако ые значения  Ниже для записи этих функций будем использо ать только  

 u b  и  b   соот етст енно  

Теперь, учиты ая соотно ения (  3  ) – (  3  ), для трансформанто  Фурье 

горизонтальных перемещений окончательно получим следующие соотно ения: 
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 
 

   

 

   

 

 

* *
2

* *

* *

* *

*

*

3 1
2

4 2 4 2

0 3 1

4 2 4 2

3 1
,

4 2

b

b

b
u b b e

h

b e
h

b

h

 

 

       
     

         

       
    

         

   
 

   

 (2.3.6)  

 

 
 

   

 

 

* *

* *

*

*

3 1
0

4 2 4 2

0 3 1

4 2

b
b

u b e
h

h

 
       

     
         

   
 

   

 (2.3.7) 

  ( <  <  ) .     

Так как относительно стрингеро  принимается модель контакта по линии, то 

дифференциальные ура нения ра но есия стрингеро  на линиях 0y   и y b  будут 

иметь следующий  ид: 

 
 

 
2

2

1

;0 1
;0Sd u x

x
dx E F

   (2.3.8) 

  ( <  <  )  ,x    

 
 

 
2

2

0

; 1 
=  ;

x

S

a

d u x b
s b ds

dx E F


   (2.3.9) 

  <  <a x a   

соот етст енно, где F   площадь поперечного сечения стрингеро ;  τ ;0x  и 

 τ ;x b   интенси ности тангенциальных контактных усилий, которые  озникают под 

бесконечным и конечными стрингерами;   ;  u x b
s

и   ; 0u x
s

  горизонтальные 



38 

 

перемещения точек на линиях y b  и 0;y 
1E   модуль упругости бесконечного 

стрингера; 
0E   модуль упругости конечных стрингеро   

Примени  к ура нению (  3 8) преобразо ание Фурье, получим 

      2

1

1
;0 ;0      σ Su

E F
        (2.3.10) 

Далее, имея    иду усло ие контакта  

        ;0 ;0   σ ,Su u      (2.3.11) 

на осно е (  3 6) и (  3   ) получим с язь между трансформантами Фурье 

интенси ностей тангенциальных контактных напряжений на линиях контакта 0y   и 

:y b  

      
2

1

     σ2  ;0 ,;
bbk

e b
T

  



    

 
   (2.3.12) 

где 

 *

1 *

1

4 2
.

3

h
T

E F

   


  
 

Следо ательно, на осно е (  3 7) и (  3   ) между трансформантами Фурье 

функции горизонтальных перемещений пластины и интенси ности тангенциальных 

контактных напряжений на линии контакта y b  получим следующее соотно ение: 

  
 

 
32 2

21 1

1 1 1

21 1 1
; ;

bT bkT b k
u b e b

T T E F

 
    

      
    
 

 (2.3.13) 

    σ ,   

при этом здесь   едено следующее обозначение: 
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*

*
.

3
k

 

  

  

Теперь, применяя обратное преобразо ание Фурье к (  3  3) и учиты ая усло ие 

контакта 

 
   

 
 ; b ; b

            ,
du xdu x s a x a

dx dx
      (2.3.14) 

на осно е (  3   ) относительно интенси ности тангенциальных контактных 

напряжений на линии 0,y    ;0 ,x   озникающих   конечном стрингере, получим 

следующее сингулярное интегральное ура нение: 

      1 0

1 1
; ;

a x

a a

R s x s b ds T s b ds
s x

 

 
          (2.3.15) 

      ,a x a    

где   едены следующие обозначения: 

  
2 2 3

21 1
1

1
0

2
,bT bkT b k

R x e d
T



    
 

   (2.3.16) 

 *

0 *

0

4 2
.

3

h
T

E F

   


  
 

Заметим, что сингулярное интегральное ура нение (  3   ) надо ре ать при 

наличии усло ия ра но есия конечного стрингера: 

  ; .

a

a

s b ds P



    (2.3.17) 
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Следует отметить, что ядро сингулярного интегрального ура нения (  3 15) 

состоит из сингулярной (ядро Ко и) и регулярной   1R s x  частей  

 

2.4. Расчет контактных и нормальных напряжений, 

возникающих в конечных стрингерах 

 

В этом разделе численно исследуется контактная задача, изложенная   разделе 

  3  Поскольку задача математически сформулиро ана    иде сингулярного 

интегрального ура нения пер ого рода, состоящего из сингулярной и регулярной 

частей, то будем использо ать метод дискретных особенностей, разработанный   [7 , 

76, 118]. 

Для удобст а  ычислений перейдем к безразмерным переменным и  еличинам 

   

 
0

0

*

*

φ ; ,

4µ λ 2µ
.

λ

,

3µ

ax

a
x x b

P

ha
A

FE

 






 

Тогда из ура нений (  3   ) – (  3  7) соот етст енно будем иметь 

       

1

0

1 1

1 1
   

x

R x s s ds А s ds
s x

 

 
           (2.4.1) 

  1    1 ,x    

  

1

1

1,s ds



    (2.4. 2) 

где 
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    
2 2

2 3

1 1

1
0

1
2 sin .

b

a
b

R x aT bkT k e x d
aT a



   
                (2.4.3) 

Согласно методу дискретных особенностей, ре ение сингулярного 

интегрального ура нения будем искать    иде   

  
 

2
, 1 1.

1

t
t t

t


    


    (2.4.4) 

С целью ре ения задачи используем к адратурные формулы  

 
   

   

1

2

11

1
1 , 1 ,

1

n

k

k

k
k

x
dx Q z z z

x z n zx


  
                  (2.4.5) 

 
 

 
   

1

2 1

2

1 11

1
arcsin 2 1 ,

21

x n n

m k m

k

k m

T U xt
dt x x

n mt





 

  
      
   

   (2.4.6) 

 
   

   

1

2

11

,
1

n

k k

k

R t x x
dx R t

nx


  
    

   (2.4.7) 

где  
 

 
2 1

cos 1,2,...,
2

k

k
k n

n

 
     корни многочлена Чебы е а пер ого рода 

     cos arccos 1nT x n x x   [8 ], а функции  kQ z  определяются формулой 

 
 

 
 

 

 

 
 

1 2
1

1

1

1
при  , ,

1

при  ,  

n

n

n j

j

n

n j

T z
U z z

U z
Q z

U z
z

U









  
    

  
 


 


  

Здесь  
 
 

 1

sin arccos
1

sin arccos
n

n x
U x x

x
     многочлены Чебы е а  торого рода [8 ]  
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Заменяя интегралы   (  4  ) и (  4  ) суммами (  4  ) – (  4 7) и прира ни ая обе 

части ура нения, полученного из (  4  )   корнях многочлена Чебы е а  торого рода 

 cos 1,..., 1k

k
k n

n

 
    

 
, обращающих   ноль функции  kQ z , получим 

следующую систему линейных алгебраических ура нений:  

 
       

 

1 1 1

1

0 1,2,..., 1 ,

1,

n n n

j

j k k jk j

j k
j j j

n

j

j

R A D k n

n

  



 
           

  


  

  


 (2.4.8) 

где 

   
1

12

1

arcsin 2 1 ,
2

n

m j m k

jk k k

m

T U
D

m







 
        

       

1

1 1

1
1 2 .

n n

i m m i

i m

x T x T
n



 

 
      
 
 

   

Определи  из системы линейных алгебраических ура нений (  4 8) значения 

функции  x    корнях многочлена Чебы е а пер ого рода ,k  с учетом (  4 3) из 

(  4 4) получим  ыражение безразмерной функции  .x  

Для сра нения были  ыбраны три характерных значения: значения регулярной 

части ре ения  x  на концах отрезка интегриро ания 1x    и 1x   и 

среднек адратичное отклонение д ух ре ений, найденных при разных порядках 

аппроксимации   точках  
1

1,i

i
x i m

m


  , определяемых формулой  

   
 

2
*

1

.
( 1)

m

n i j i

n

i

x x
j n

m m





      
  
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В качест е признака стремления приближенного ре ения к точному примем 

стремление среднек адратичного отклонения 
n  к нулю при у еличении порядка 

аппроксимации n .  

Программная реализация численного алгоритма ре ения задачи о контактном 

 заимодейст ии между пластиной и одним полубесконечным и д умя конечными 

стрингерами   среде Wolfram Mathematica      при одится   приложении  .  

В результате получаются графики, изображенные на рис. 2.4.1–2.4.4, 

показы ающие по едение касательных напряжений   контактной зоне между 

конечным стрингером и бесконечной пластиной для различных соотно ений между 

геометрическими и физическими параметрами рассматри аемой контактной задачи  

Вычислены также нормальные напряжения,  озникающие   конечных стрингерах, 

которые графически изображены на рис. 2.4.5–  4 7  В качест е геометрического 

параметра рассматри ается  еличина ,
b

a
 описы ающая отно ение расстояния между 

конечными и бесконечным стрингерами к полудлине конечного стрингера  В качест е 

физических параметро  рассматри аются  еличины 0E

E
 и 1 ,

E

E
 характеризующие 

отно ение модулей упругости конечных стрингеро  и бесконечного стрингера к 

модулю упругости пластины  
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Рис. 2.4.1  По едение тангенциальных контактных напряжений на линии y b  

контакта между конечным стрингером и пластиной при 0,05; 0,1; 0,5; 1
b

a
  

 

Из рис    4    идно, что по едение безразмерной функции  ,x  описы ающей 

тангенциальные контактные напряжения на линии y b  контакта между конечным 

стрингером и пластиной, особо не отличается при 0,05; 0,1; 0,5; 1,
b

a
  когда 

1 0,5x    и 0,8 1.x   Это означает, что   окрестности точки приложения 

сосредоточенной силы ,P  а также   ле ой поло ине конечного стрингера отно ение 

b

a
   интер але  0,05;1  не  лияет на значения тангенциальных контактных 

напряжений на линии y b  контакта между конечным стрингером и пластиной  С 

другой стороны,   зоне 0,5 0,8,x   где по едение тангенциальных контактных 

напряжений отличается при разных значениях отно ения ,
b

a
 наблюдается отличие 

между по едениями функции  x  ли ь при малых значениях отно ения ,
b

a
 а 

именно, 0,05
b

a
  и 0,1.

b

a
  При 0,5

b

a
  и 1

b

a
  по едение функций  x  также 
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почти со падает  Это я ление также наблюдается при 1.
b

a
  На рис    4   при одится 

по едение безразмерной функции  x  при 0,5 0,8.x   

 

 

Рис. 2.4.2  По едение тангенциальных контактных напряжений на линии y b  

контакта между конечным стрингером и пластиной при 0,5 0,8,x   где 

наблюдается я ное различие между случаями 0,05; 0,1; 0,5; 1
b

a
  

 

На рис    4 3 и   4 4 изображено по едение безразмерной функции  ,x  

описы ающей тангенциальные контактные напряжения на линии y b  контакта 

между конечным стрингером и пластиной при различных значениях физических 

параметро  0E

E
 и 1 ,

E

E
 характеризующих отно ение модулей упругости конечных 

стрингеро  и бесконечного стрингера к модулю упругости пластины  

Из рис    4 3  идно, что по едение безразмерной функции  x  одинако о при 

0 1
E

E
  и 0 2,

E

E
  однако при переходе от 0 2

E

E
  к 0 3

E

E
  оно меняется сущест енно  
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Несмотря на это, при 0 3
E

E
  и 0 4

E

E
  по едение безразмерной функции  x  

меняется несущест енно  Это я ление наблюдается и при 0 4.
E

E
  

Следует также отметить, что нагрузка, обусло ленная сосредоточенной силой 

,P  приложенной к пра ому концу  ,a b  конечного стрингера, почти не передается 

его ле ой поло ине  Более того, по едение контактных тангенциальных напряжений 

при 1 0x    не за исит от значений отно ения 0E

E
 сущест енным образом  

Однако   окрестности точки приложения сосредоточенной силы P  по едение 

контактных тангенциальных напряжений идентично только при 0 1
E

E
  и 0 2.

E

E
  В 

остальных случаях по едение контактных тангенциальных напряжений сущест енно 

за исит от  еличины 0 .
E

E
 

 

 

Рис. 2.4.3  По едение тангенциальных контактных напряжений на линии y b  

контакта между конечным стрингером и пластиной при 0 1; 2; 3; 4
E

E
  
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Рис. 2.4.4  По едение тангенциальных контактных напряжений на линии y b  

контакта между конечным стрингером и пластиной при 1 1; 2; 3; 4
E

E
  

 

Рис    4 4 показы ает, что по едение безразмерной функции  ,x  

описы ающей тангенциальные контактные напряжения на линии y b  контакта 

между конечным стрингером и пластиной при 1 1; 2; 3; 4,
E

E
  полностью идентично, 

т е  отно ение модулей упругости бесконечного стрингера и пластины никак не 

 лияет на распределение тангенциальных контактных напряжений   зоне контакта 

между конечным стрингером и пластиной  

Исследуем теперь по едение интенси ности нормальных напряжений, 

 озникающих   конечных стрингерах  Для этого   едем безразмерную функцию 

интенси ности нормальных напряжений: 

  
     1 1

;
.x Sx b F

x
P


   

Согласно формуле (  3 9) и обозначению  ,x  имеем 
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   0

1
1

.

x

E
x d

E
   



   

По едение функции  ,x  описы ающей интенси ность нормальных 

напряжений,  озникающих   конечных стрингерах при разных значениях 

геометрических и физических параметро , изображено на рис. 2.4.5–  4 7  В качест е 

геометрического параметра рассматри ается  еличина ,
b

a
 описы ающая отно ение 

расстояния между конечными и бесконечным стрингерами к полудлине конечного 

стрингера, а   качест е физических параметро  рассматри аются  еличины 0E

E
 и 1 ,

E

E
 

характеризующие отно ение модулей упругости конечных стрингеро  и 

бесконечного стрингера к модулю упругости пластины  

 

 

Рис. 2.4.5  По едение нормальных напряжений,  озникающих   конечных стрингерах 

при 0,05; 0,1; 0,5; 1
b

a
  
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Как следует из рис    4  , значение геометрической характеристики 
b

a
 не  лияет 

на передачу нагрузки конечным стрингерам   окрестности точки приложения 

сосредоточенной силы .P  

Из рис    4 6, где изображено по едение безразмерной функции  ,x  

описы ающей интенси ность нормальных напряжений,  озникающих   конечных 

стрингерах, приходим к заключению, что при  озрастании отно ения 0E

E
 

интенси ность нормальных напряжений,  озникающих   конечных стрингерах, 

 озрастает  С другой стороны, при  сех значениях отно ения 0E

E
 интенси ность 

нормальных напряжений,  озникающих   конечных стрингерах, убы ает при 

удалении от точки приложения сосредоточенной силы P  к другому концу стрингера, 

что и следо ало ожидать  

 

 

Рис. 2.4.6  По едение нормальных напряжений,  озникающих   конечных стрингерах 

при 0 1; 2; 3; 4
E

E
  
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Рис. 2.4.7  По едение нормальных напряжений,  озникающих   упругих конечных 

стрингерах при 1 1; 2; 3; 4
E

E
  

 

На рис    4 7 изображено по едение безразмерной функции, описы ающей 

интенси ность нормальных напряжений,  озникающих   конечных стрингерах, при 

разных значениях отно ения 1 .
E

E
 Выя лено, что при  озрастании этого отно ения   

интенси ность нормальных напряжений,  озникающих   конечных стрингерах, 

убы ает, что и следо ало ожидать  

 

2.5. Математическое моделирование контактной задачи для 

однородной бесконечной упругой пластины, усиленной одним 

конечным и двумя бесконечными упругими стрингерами 

 

Пусть упругий спло ной изотропный лист    иде тонкой однородной 

бесконечной пластины малой постоянной толщины h  на линиях y b   и 
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 0y b b   с оей  ерхней по ерхности содержит д а параллельных бесконечных, а 

на линии 0y   отрезка a x a      0a   – одuн конечный стрингер с разными 

упругими с ойст ами и достаточно малыми одинако ыми прямоугольными 

поперечными сечениями  Предполагается, что относительно горизонтальной оси 

симметрично расположенные упругие бесконечныe стрингеры имеют одинако ые 

упругие с ойст а, а конечный стрингер – другие упругие с ойст а, и они жестко 

сцеплены с упругой спло ной изотропной однородной бесконечной пластиой. 

Цель работы заключается   определении закона распределения интенси ностей 

неиз естных тангенциальных контактных усилий  доль линий сцепления 

бесконечных и конечного стрингеро  с пластиной и, тем самым, определении 

 заимо лияния упругих бесконечных и конечного стрингеро , когда контактирующая 

пара (пластина-стрингер) деформируется осе ой сосредоточенной силой ,P
 

приложенной к концу упругого конечного стрингера (см рис. 2.5.1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.5.1  Схема рассматри аемой контактной задачи 

 

y 

( ;µ)  

x 

b 

-b 
-a a 

P 
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В рассматри аемой контактной задаче для бесконечного и конечного упругих 

стрингеро  принимается модель одноосного напряженного состояния   сочетании с 

моделью контакта по линии  Иначе го оря, считается, что распределения 

интенси ностей неиз естных тангенциальных контактных усилий сосредоточены 

 доль средних линий контактных участко   Предполагается также, что стрингеры не 

под ергаются изгибу, а относительно пластины считается спра едли ой модель 

обобщенного плоского напряженного состояния,  следст ие чего она деформируется 

как плоскость [87]  

Обращаясь теперь к  ы оду разре ающих функциональных ура нений 

поста ленной контактной задачи, заметим, что бесконечный и конечный стрингеры   

горизонтальном напра лении растяги аются или сжимаются, находясь   одноосном 

напряженном состоянии  

Теперь из естно, что если   любой точке пластины приложена осе ая 

сосредоточенная сила, то трансформанта Фурье горизонтальных перемещений 

пластины будет иметь предста ление (    6)  

Поступи  аналогичным образом, как   разделе   3, для трансформанто  Фурье 

горизонтальных перемещений на линиях 0y   и y b  соот етст енно получим 

 

 
 

   

 

   

 

 

* *
2

* *

* *

* *

*

*

3 1
2

4 2 4 2

0 3 1

4 2 4 2

3 1
,

4 2

b

b

b
u b b e

h

b e
h

b

h

 

 

       
      

         

       
     

         

   
  

   

 (2.5.1) 

 

 
 

   

 

 

* *

* *

*

*

3 1
0

2 2 2 2

0 3 1

4 2

b
b

u b e
h

h

 
       

      
         

   
  

   

 (2.5.2) 
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  .  

На осно е дифференциальных ура нений ра но есия конечного и бесконечных 

стрингеро  (ср  (  3 8), (  3 9)), усло ий контакта (ср  (  3  4)), а также с язи (     ) 

после некоторых алгебраических преобразо аний получим с язь между 

трансформантами Фурье тангенциальных контактных напряжений  ;b   и  ;0   

на линиях контакта y b  и 0y      иде следующего функционального соотно ения: 

  
 

 
2

2

1

; ;0
2 ch 2

b b

kb
b

Te b bk e
  

  
    

    
 (2.5.3)  

  .  

Тогда на осно е (     ) и (    3) между трансформантами Фурье функций 

горизонтальных перемещений пластины и тангенциальных контактных напряжений 

 ;0u   и  ;0    получим следующее функциональное соотно ение: 

  
 

 
 

2

2
1 11

2 11 1 1
;0 ;0

2 ch 2

b

b b

bk e
u

T E FTe b bk e

 

  

  
      

     
 

 (2.5.4)  

  .  

На линии скрепления конечного стрингера с пластиной должно  ыполняться 

усло ие контакта  

 
   

 
;0 ;0

.Sdu x du x
a x a

dx dx
      (2.5.5) 

Теперь, применяя обратное преобразо ание Фурье на (    4) и учиты ая усло ие 

контакта (     ), относительно интенси ности тангенциальных контактных усилий 

 ;0 ,x   озникающих   конечном стрингере, получим следующее сингулярное 

интегральное ура нение: 
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        1 0

1 1
;0 ;0 ,

a x

a a

R s x s ds Т s ds a x a
s x

 

 
             (2.5.6) 

где 

  
 

 
 

2

1 2

1
0

2 1
sin .

2 ch 2

b

b b

bk e
R x x d

Te b bk e


 

  

 
   

      (2.5.7) 

Отметим, что сингулярное интегральное ура нение (    6) надо ре ать при 

наличии усло ия ра но есия конечного стрингера: 

  ;0 .

a

a

s ds P



   (2.5.8) 

Следует отметить также, что ядро сингулярного интегрального ура нения (    6) 

состоит из сингулярной (ядро Ко и) и регулярной   1R s x  частей  

 

2.6. Вычисление касательных и нормальных напряжений в 

конечном стрингере 

 

В этом разделе про одится численный анализ контактной задачи, изложенной   

разделе      Для этого перейдем к безразмерным координатам и  еличинам 

 
   

*

0 *

0

4 2
, , ;0 .

3

x ha a
A s s

a FE P

   
   

  
 

Тогда из (2.5.6) – (    8) получим 
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      

1

0

1 1

1 1
x

R x s s ds A s ds
s x

 

 
               1 1 ,x    (2.6.1) 

  

1

1

1,s ds



   (2.6.2) 

где 

  
 

 

2

2

0

2 1

sin .

2 ch 2

b
a

a

b b
a a

a a

b
k a e

xa
R x a d a

ab b
Te a a k a e

a a

 


  

 
  

      
   

     
 

  (2.6.3) 

Для ре ения сингулярного интегрального ура нения (  6  ) при усло ии (  6  ), 

как и   разделе 2.4, применим метод дискретных особенностей [75, 76, 118]. 

Для сра нения приближенного ре ения были  ыбраны три характерных 

значения: значения регулярной части ре ения  x  на концах отрезка 

интегриро ания 1x    и 1x   и среднек адратичное отклонение д ух ре ений, 

найденных при разных порядках аппроксимации   точках  
1

1,i

i
x i m

m


  , 

определяемых формулой  

   

 
 

2
*

1

.
1

m

n i j i

n

i

x x
j n

m m





      
  

В качест е признака стремления приближенного ре ения к точному примем 

стремление среднек адратичного отклонения n  к нулю при у еличении порядка 

аппроксимации n   Результаты, полученные при 20m   для значений 

0,33; 10;
ha

F
   0 11 ; 1,5 ; 2,

b E E

a E E
    предста лены   табл    6     
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Таблица 2.6.1 

Среднек адратичное отклонение 
n  и значения  1   и  1  при разных порядках 

аппроксимации n  

n  n   1    1  

10 0,0908641 0,0429901 2,05506 

16 0,00537 0,0491524 2,17843 

20 0,0007742 0,0501816 2,20694 

24 0,0004345 0,0506631 2,22222 

28 0,000205705 0,0509265 2,23134 

32 0,000110035 0,0510866 2,2372 

36 0,0000723 0,0511916 2,2412 

40 0,00004112 0,0512643 2,24404 

44 0,00003308 0,0513167 2,24614 

48 0,000023241 0,0513559 2,24773 

52 0,000012288 0,051386 2,24896 
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В пер ом столбце указан порядок аппроксимации,   следующих трех столбцах 

при едены отклонения 
n  от ре ения по предыдущей (согласно строкам таблицы) 

аппроксимации, причем   пер ой строчке при одится среднее значение  1   и  1  

функции  x  на интер але  1,1 .  

При помощи  ы еизложенного алгоритма были  ычислены тангенциальные 

контактные напряжения и нормальные напряжения,  озникающие   конечном 

стрингере  По едение касательных напряжений   контактной зоне между конечным 

стрингером и пластиной для различных соотно ений между геометрическими и 

физическими параметрами рассматри аемой контактной задачи изображено на рис. 

2.6.1–  6 4  В качест е геометрического параметра рассматри ается  еличина ,
b

a
 

описы ающая отно ение расстояния между конечным и бесконечными стрингерами 

к полудлине конечного стрингера  В качест е физических параметро  

рассматри аются  еличины 0E

E
 и 1 ,

E

E
 характеризующие отно ение модулей 

упругости конечного стрингера и бесконечных стрингеро  к модулю упругости 

пластины, соот етст енно  

Из рис    6    идно, что по едение безразмерной функции  ,x  описы ающей 

тангенциальные контактные напряжения на линии 0y   контакта между конечным 

стрингером и пластиной, особо не отличается при 0,05; 0,1; 0,5; 1,
b

a
  когда 

1 0,3x    и 0,8 1.x   Это означает, что   окрестности точки приложения 

сосредоточенной силы ,P  а также   ле ой поло ине конечного стрингера отно ение 

b

a
   интер але  0,05;1  не  лияет на значения тангенциальных контактных 

напряжений на линии 0y   контакта между конечным стрингером и пластиной  С 

другой стороны,   зоне 0,3 0,8,x   где по едение тангенциальных контактных 

напряжений отличается при разных значениях отно ения ,
b

a
 наблюдается отличие 
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между по едением функции  x  ли ь при малых значениях отно ения ,
b

a
            а 

именно, 0,05
b

a
  и 0,1.

b

a
  При 0,5

b

a
  и 1

b

a
  по едение функции  x  также 

почти со падает  Это я ление также наблюдается при 1.
b

a
  На рис    6   при одится 

по едение безразмерной функции  x  при 0,3 0,8.x   

 

Рис. 2.6.1  По едение тангенциальных контактных напряжений на линии 0y   

контакта между конечным стрингером и пластиной при 0,05; 0,1; 0,5; 1
b

a
  

 

Рис. 2.6.2  По едение тангенциальных контактных напряжений на линии 0y   

контакта между конечным стрингером и пластиной при 0,3 0,8,x   где 

наблюдается я ное различие между случаями 0,05; 0,1; 0,5; 1
b

a
  
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На рис    6 3 и   6 4 изображено по едение безразмерной функции  ,x  

описы ающей тангенциальные контактные напряжения на линии 0y   контакта 

между конечным стрингером и пластиной при различных значениях физических 

параметро  0E

E
 и 1 ,

E

E
 характеризующих отно ение модулей упругости конечного 

стрингера и бесконечных стрингеро  к модулю упругости пластины, соот етст енно  

Из рис    6 3  идно, что по едение безразмерной функции  x  одинако о при 

0 1
E

E
  и 0 2,

E

E
  однако при переходе от 0 2

E

E
  к 0 3

E

E
  оно меняется сущест енно  

Несмотря на это, при 0 3
E

E
  и 0 4

E

E
  по едение безразмерной функции  x  

меняется несущест енно  Это я ление наблюдается и при 0 4.
E

E
  

 

Рис. 2.6.3  По едение тангенциальных контактных напряжений на линии 0y   

контакта между конечным стрингером и пластиной при 0 1; 2; 3; 4
E

E
  

 

Следует также отметить, что нагрузка, обусло ленная сосредоточенной силой 

,P  приложенной к пра ому концу  ,0a  конечного стрингера, почти не передается 

его ле ой поло ине  Более того, по едение тангенциальных контактных напряжений 
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при 1 0x    не за исит от значений отно ения 0E

E
 сущест енным образом  

Однако   окрестности точки приложения сосредоточенной силы P  по едение 

контактных тангенциальных напряжений идентично только при 0 1
E

E
  и 0 2.

E

E
  В 

остальных случаях по едение контактных тангенциальных напряжений сущест енно 

за исит от  еличины 0 .
E

E
 

Рис    6 4 показы ает, что по едение безразмерной функции  ,x  

описы ающей тангенциальные контактные напряжения на линии 0y   контакта 

между конечным стрингером и пластиной при 1 1; 2; 3; 4,
E

E
  полностью идентично, 

т е  отно ение модулей упругости бесконечного стрингера и пластины 1E

E
 никак не 

 лияет на распределение тангенциальных контактных напряжений   зоне контакта 

между конечным стрингером и пластиной  

 

Рис. 2.6.4  По едение тангенциальных контактных напряжений на линии 0y   

контакта между конечным стрингером и пластиной при 1 1; 2; 3; 4
E

E
  
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Исследуем теперь по едение интенси ности нормальных напряжений, 

 озникающих   конечных стрингерах  Для этого   едем безразмерную функцию 

интенси ности нормальных напряжений: 

 
     1 1

;0
.x Sx F

x
P




  

Согласно формуле (    4) и обозначению  x  имеем 

   0

1
1

.

x

E
x d

E
   



   

По едение функции  ,x  описы ающей интенси ность нормальных 

напряжений,  озникающих   конечном стрингере при разных значениях 

геометрических и физических параметро , изображено на рис. 2.6.5–  6 7  В качест е 

геометрического параметра рассматри ается  еличина ,
b

a
 описы ающая отно ение 

расстояния между конечными и бесконечным стрингерами к полудлине конечного 

стрингера, а   качест е физических параметро  рассматри аются  еличины 0E

E
 и 1 ,

E

E
 

характеризующие отно ение модулей упругости конечных стрингеро  и 

бесконечного стрингера к модулю упругости пластины, соот етст енно  

Как следует из рис    6  , значение геометрической характеристики 
b

a
 не  лияет 

на передачу нагрузки конечным стрингерам   окрестности точки приложения 

сосредоточенной силы .P  
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Рис. 2.6.5  По едение нормальных напряжений,  озникающих   конечных стрингерах 

при 0,05; 0,1; 0,5; 1
b

a
  

 

Из рис    6 6, где изображено по едение безразмерной функции  ,x  

описы ающей интенси ность нормальных напряжений,  озникающих   конечных 

стрингерах, приходим к заключению, что при  озрастании отно ения 0E

E
 

интенси ность нормальных напряжений,  озникающих   конечных стрингерах, 

 озрастает  С другой стороны, при  сех значениях отно ения 0E

E
 интенси ность 

нормальных напряжений,  озникающих   конечных стрингерах, убы ает при 

удалении от точки приложения сосредоточенной силы P  к другому концу стрингера, 

что и следо ало ожидать  

На рис.   6 7 изображено по едение безразмерной функции  ,x  

описы ающей интенси ность нормальных напряжений,  озникающих   конечных 

стрингерах при разных значениях отно ения 1 .
E

E
 Выя лено, что при  озрастании 

отно ения 1E

E
 интенси ность нормальных напряжений,  озникающих   конечных 

стрингерах, убы ает, что и следо ало ожидать  
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Рис. 2.6.6  По едение нормальных напряжений,  озникающих   конечных стрингерах 

при 0 1; 2; 3; 4
E

E
  

 

 

Рис. 2.6.7  По едение нормальных напряжений,  озникающих   конечных стрингерах 

при 1 1; 2; 3; 4
E

E
  
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2.7. Выводы по второй главе 

 

Из про еденных   предыдущих разделах  ычислений,   частности, заключаем: 

1. Нагрузка, обусло ленная сосредоточенной силой, приложенной к пра ому 

концу конечного стрингера, почти не передается ле ой поло ине стрингера 

неза исимо от расстояния между стрингерами и жесткостей стрингеро   

2. По едение тангенциальных контактных напряжений   окрестности точки 

приложения сосредоточенной силы не меняется при у еличении расстояния 

между стрингерами  

3. У еличение жесткости бесконечных стрингеро  почти не  лияет на по едение 

тангенциальных контактных напряжений на линии контакта между конечными 

стрингерами и пластиной  У еличение жесткости конечного стрингера 

при одит к у еличению   нем нормальных напряжений, а у еличение 

жесткости бесконечных стрингеро  – к умень ению нормальных напряжений.  
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ГЛАВА 3. КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УПРУГОЙ 

БЕСКОНЕЧНОЙ ПЛАСТИНЫ, УСИЛЕННОЙ 

ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫМИ И БЕСКОНЕЧНЫМИ 

УПРУГИМИ СТРИНГЕРАМИ 

 

3.1. Математическое моделирование контактной задачи для 

упругой бесконечной пластины, усиленной двумя 

параллельными бесконечными и полубесконечными 

стрингерами 

 

Вследст ие компоно ки различных агрегато    крыле (рис. 3․ 1․   и     4) и 

фюзеляже самолета панели предста ляют собой пластину, подкрепленную 

стрингерами различной длины, что можно математически моделиро ать д умя 

модельными задачами о контакте между бесконечной пластиной и неограниченными 

стрингерами,   частности, бесконечными и полубесконечными  

 

Рис. 3․ 1․ 1. Схема крыла самолета треугольной формы: 1 – передний стрингер,    

2 –задний стрингер, 3 – об и ка, 4 – ни а  асси,   – элерон, 6 – закрылок,                     

7 – лонжерон, 8 – гла ная балка, 9 – топли ные баки 
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Пусть упругий спло ной изотропный лист    иде тонкой, однородной 

бесконечной пластины малой постоянной толщины h  на линиях y b   и y b  

 0b   с оей  ерхней по ерхности усилен д умя параллельными бесконечными 

стрингерами с одинако ыми достаточно малыми прямоугольными поперечными 

сечениями F  и модулями упругости 
1,E  а на линии 0y   – д умя 

полубесконечными упругими стрингерами с модулями упругости 
0.E  Задача 

заключается   определении закона распределения контактных напряжений  доль 

линии соединения стрингеро  с пластиной и осе ых (нормальных) напряжений, 

 озникающих   стрингерах, когда на концах полубесконечных стрингеро  дейст уют 

сосредоточенные силы P  (см  рис. 3.1.2). 

В исследуемой задаче относительно стрингеро  принимается модель контакта по 

линии, т.е. предполагается, что тангенциальные усилия сосредоточены  доль средней 

линии контактного участка, а для пластины спра едли а модель обобщённого 

плоского напряженного состояния [79]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.1.2. Схема рассматри аемой контактной задачи 
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Тогда для трансформанто  Фурье горизонтальных перемещений получим 

задачу, аналогичную ( .3.6) – (  3   ), ре ение которой при одит к следующему 

функциональному соотно ению между трансформантами Фурье интенси ностей 

тангенциальных контактных напряжений  0   и  b   на линиях контакта 0y   

и y b  

  
 

 
2

2

1

; ;0
2 ch 2

b b

kb
b

Te b k e
 

  
    

    
 (3.1.1) 

  ,  

а между трансформантами Фурье функции горизонтальных перемещений пластины и 

интенси ности тангенциальных контактных напряжений  u b  и  b   на линии 

контакта 0y    получим следующее функциональное соотно ение: 

  
 

 
 

2

2
1 11

2 11 1 1
;0 ;0

2 ch 2

b

b b

ebk
u

T E FTe b bk e

 

  

  
      

     
 

 (3.1.2) 

  .  

К этим предста лениям нужно еще доба ить дифференциальные ура нения 

ра но есия стрингеро : 

 
 

 
2

2

1

; 1
; ( ),Su x bd

x b x
dx E F

      (3.1.3) 

 
 

   
2

2

0

;0 1
;0 ,Su xd

x a x a
dx E F

      (3.1.4) 

ре ение которых должно удо лет орять граничным усло иям 
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 

 

0

0

;0
,

;0
,

s

x a

s

x a

du x P

dx E F

du x P

dx E F





 



 (3.1.5) 

а также усло ию контакта: 

 
   ;0 ;0Sdu x du x

dx dx
    .x a  (3.1.6) 

Примени  обратное преобразо ание Фурье к (3    ) и учиты ая усло ие контакта 

(3   6), получим 

      1 2U U ;0 ,
2

i xi
x x u e d



 



      
  (3.1.7) 

где 

    
 

1 2

;0
U U ,

du x
x x

dx
    (3.1.8) 

причем 

 

 

 

1

2

; ,
U

0; ;

; ,
U

0; .

du
x a

dxx

x a

du
x a

dxx

x a




 
 




 
 

 (3.1.9) 

Примени  к (3   4) преобразо ание Фурье, с учетом граничных усло ий (3.1.5) 

получим 

      2

0 0

1 2
;0 cos U .

P
a i

E F E F
        (3.1.10) 
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С другой стороны,  

    
1

;0 ;0 ,
2

i xu x u e d



 



  
  

откуда 

 
 

   
;0 1

;0 .
2

i xdu x
i u e d

dx



 



    
  (3.1.11) 

Примени  к (3     ) преобразо ание Фурье, с учетом (3    ) и (3   9) получим 

        1 2 1U U ;0 ,i K          (3.1.12) 

где 

 
 

 

2

1 2
1 1

2 11 1
.

2 ch 2

b

b b

bk e
K

T E F Te b bk e

 

  

  
    

     
 

 

Подста ляя  ыражение функции   2U   (3     )   (3     ), окончательно для 

 ;0  получим 

        1

0

2
;0 cos ( ) 2 U ,

P
a K K

E F
       


 (3.1.13) 

где 

 
 2

1

0

.
1

K

K
E F


 

 

 

Примени  к (3    3) обратное преобразо ание Фурье, получим 
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  
 

     1

0

1
;0 cos U

a

i x

a

KP
x a e d K x s s ds

E F



 

 


     

     (3.1.14) 

при усло ии 

 
 

     1

0

cos U 0.

a a

i x

a a

KP
a e d K x s s ds

E F

 

 


   

   (3.1.15) 

Далее, поскольку функция  1K   я ляется четной, следо ательно, функция 

 K   я ляется нечетной  Поэтому подынтегральное  ыражение пер ого слагаемого   

(3.1.14) (следо ательно, и   (3     )): 

 
 cos

K
a





 

я ляется четным  Тогда, как из естно, дейст ительное обобщенное интегральное 

преобразо ание этой функции эк и алентно его обобщенному дейст ительному 

косинус-преобразо анию Фурье, т е  

 
 

 
 

   

0

cos 2 cos cos .i xK K
a e d a x d

 

 



 
     

    (3.1.16) 

С другой стороны, из усло ия (3     ) имеем 

   
 

 1

0

U cos .

a a

i x

a a

KP
K x s s ds a e d

E F

 

 


    

   

Подста и  полученное ра енст о   (3    4) с учетом (3    6) будем иметь 
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 
 

   
 

 

 
   

 
   

0 0
0

0
0 0

2 1
;0 cos cos cos

2
cos cos cos cos .

a

i x

a

a

K KP P
x a x d a e d

E F E F

K KP
a x d a x d

E F



 





 
        

   

 
         

   
 

 

 
 

Разложи  пер ый интеграл на д а слагаемых 

 
   

 
   

 
   

0 0

cos cos cos cos

cos cos ,

a

a

K K
a x d a x d

K
a x d





 
       

 


   



 


 

окончательно будем иметь 

  
 

   
0

2
;0 cos cos .

a

KP
x a x d

E F




    

   (3.1.17) 

Аналогичным образом из (3  .3), (3.1.7), (3.1.8) можно получить контактные 

напряжения, дейст ующие под бесконечным стрингером  

 

3.2. Количественный анализ напряжений, возникающих в 

полубесконечных стрингерах 

 

Программная реализация численного алгоритма ре ения контактной задачи, 

математически исследо анной   разделе 3.1 на осно е я ного ре ения (3    7), 

 ыполнена   среде Wolfram Mathematica     , которая при одится   приложении     



72 

 

В результате получаются графики, изображенные на рис. 3.2.1–3.2.4, 

показы ающие по едение касательных напряжений   контактной зоне между 

полубесконечным стрингером и пластиной для различных соотно ений между 

геометрическими и физическими параметрами рассматри аемой контактной задачи  

Вычислены также нормальные напряжения,  озникающие   полубесконечных 

стрингерах, которые графически изображены на рис. 3.2.5–3   7  В качест е 

геометрического параметра рассматри ается  еличина ,
b

a
 описы ающая отно ение 

расстояния между бесконечным и полубесконечным упругими стрингерами к 

поло ине расстояния между полубесконечными упругими стрингерами  В качест е 

физических параметро  рассматри аются  еличины 0E

E
 и 1 ,

E

E
 характеризующие 

отно ение модулей упругости полубесконечных упругих стрингеро  и бесконечных 

стрингеро  к модулю упругости пластины соот етст енно  

Из рис  3      идно, что по едение безразмерной функции  ,x  описы ающей 

тангенциальные контактные напряжения на линии 0y   контакта между 

полубесконечным стрингером и пластиной, до ольно быстро стремится к нулю при 

0,05; 0,1; 0,5; 1.
b

a
   В частности, уже при 1,5x   –   51,5 7 10 .   Следует 

отметить также, что при 0,05
b

a
  и 0,1,

b

a
  а также при 0,5

b

a
  и 1

b

a
   x  

проя ляет идентичное по едение   

Из рис  3     также оче идно, что при переходе от значения геометрической 

характеристики 0,1
b

a
  к 0,5

b

a
  по едение тангенциальных контактных 

напряжений сущест енно отличается  близи точки приложения сосредоточенной 

силы .P  
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Рис. 3.2.1  По едение тангенциальных контактных напряжений на линии 0y   

контакта между полубесконечным стрингером и пластиной при 0,05; 0,1; 0,5; 1
b

a
  и 

0 12, 1
E E

E E
   

 

Рис. 3.2.2  По едение тангенциальных контактных напряжений на линии 0y   

контакта между полубесконечным стрингером и пластиной при 0,05; 0,1; 0,5; 1
b

a
  и 

0 13
, 2

2

E E

E E
   
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На рис  3     и 3   3 изображено по едение безразмерной функции  x    

за исимости от геометрической характеристики 
b

a
 при 0 13

, 2
2

E E

E E
   и 

0 3,
E

E
 1 2

E

E
  соот етст енно  Оче идно, что  озрастание отно ений физических 

параметро  1E

E
 (от   к  ) и 0E

E
 (от  ,  к 3) при одит к убы анию функции  .x  

Численное исследо ание показало, что это я ление характерно также для 1 2,
E

E
  

0 3.
E

E
  

 

Рис. 3.2.3  По едение тангенциальных контактных напряжений на линии 0y   

контакта между полубесконечным стрингером и пластиной при 0,05; 0,1; 0,5; 1
b

a
  и 

0 13, 2
E E

E E
   

 

На рис  3   4 и 3     изображено по едение безразмерной функции  x  при 

различных значениях физических параметро  0E

E
 и 1 .

E

E
 В результате  ычислений 
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обнаружено, что по едение функции  x  при изменении физических параметро  

0E

E
 и 1E

E
 не за исит от геометрической характеристики ,

b

a
   с язи с чем  о  сех 

 ычислениях принято 0,5.
b

a
  

 

Рис. 3.2.4  По едение тангенциальных контактных напряжений на линии 0y   

контакта между полубесконечным стрингером и пластиной при 0 1; 2; 3; 4
E

E
  

 

Из рис  3   4  идно, что безразмерная функция  x  убы ает при  озрастании 

физического параметра 0E

E
 (от   до 4)  Это я ление наблюдается и при 0 4.

E

E
  

Рис  3     показы ает, что по едение безразмерной функции  ,x  

описы ающей тангенциальные контактные напряжения на линии 0y   контакта 

между полубесконечным стрингером и пластиной, при 1 1; 2; 3; 4
E

E
  полностью 

идентично, т е  отно ение модулей упругости бесконечного стрингера и пластины 

никак не  лияет на распределение тангенциальных контактных напряжений   зоне 

контакта между полубесконечным стрингером и пластиной  
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Рис. 3.2.5  По едение тангенциальных контактных напряжений на линии 0y   

контакта между полубесконечным стрингером и пластиной при 1 1; 2; 3; 4
E

E
  

 

Исследуем теперь по едение интенси ности нормальных напряжений, 

 озникающих   упругих полубесконечных стрингерах  Для этого   едем 

безразмерную функцию интенси ности нормальных напряжений: 

 
     1 1

;
.x Sx b F

x
P


   

Согласно формуле (3   4) и обозначению  ,x  имеем 

   0

1
1

.

x

E
x d

E
   



   

По едение функции  ,x  описы ающей интенси ность нормальных 

напряжений,  озникающих   упругих полубесконечных стрингерах при разных 

значениях геометрических и физических параметро , изображено на рис. 3.2.6–3.2.10. 

В качест е геометрического параметра рассматри ается  еличина ,
b

a
 описы ающая 
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отно ение расстояния между полубесконечными и бесконечным стрингерами к 

поло ине расстояния между полубесконечными стрингерами  В качест е физических 

параметро  рассматри аются  еличины 0E

E
 и 1 .

E

E
 

Как следует из рис  3   6, при малых значениях геометрической характеристики 

b

a
 по едение безразмерной функции  x  почти одинако о  За исимость по едения 

безразмерной функции  x  от геометрического параметра 
b

a
 была исследо ана 

также при 0 13
, 2

2

E E

E E
   и 0 13, 2.

E E

E E
    

 

 

Рис. 3.2.6  По едение нормальных напряжений,  озникающих   полубесконечных 

стрингерах при 0,05; 0,1; 0,5; 1
b

a
  и 0 13

, 1
2

E E

E E
   
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Рис. 3.2.7  По едение нормальных напряжений,  озникающих   полубесконечных 

стрингерах при 0,05; 0,1; 0,5; 1
b

a
  и 0 13

, 2
2

E E

E E
   

 

Было устано лено (см  рис  3   7 и 3   8), что  x  убы ает при  озрастании как 

отно ения 0 ,
E

E
 так и отно ения 1E

E
 (неза исимо друг от друга)  

 

Рис. 3.2.8  По едение нормальных напряжений,  озникающих   полубесконечных 

стрингерах при 0,05; 0,1; 0,5; 1
b

a
  и 0 13, 2

E E

E E
   



79 

 

 

Из рис  3   9, где изображено по едение безразмерной функции  ,x  

описы ающей интенси ность нормальных напряжений,  озникающих   

полубесконечных стрингерах, приходим к заключению, что при  озрастании 

отно ения 0E

E
  x   озрастает  

На рис  3      изображено по едение безразмерной функции  x  при разных 

значениях отно ения 1 .
E

E
 Выя лено, что при  озрастании отно ения 1E

E
 

интенси ность нормальных напряжений,  озникающих   полубесконечных 

стрингерах, убы ает, что и следо ало ожидать  

 

 

Рис. 3.2.9  По едение нормальных напряжений,  озникающих   полубесконечных 

стрингерах при 0 1; 2; 3; 4
E

E
  
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Рис. 3.2.10  По едение нормальных напряжений,  озникающих   полубесконечных 

стрингерах при 1 1; 2; 3; 4
E

E
  

 

3.3. Математическое моделирование контактной задачи для 

упругой бесконечной пластины, усиленной четырьмя 

параллельными полубесконечными и бесконечными 

стрингерами 

 

Пусть упругий спло ной изотропный лист    иде тонкой однородной 

бесконечной пластины достаточно малой постоянной толщины h  на линиях y b   и 

y b   0b   с оей  ерхней по ерхности усилен четырьмя параллельными 

полубесконечными стрингерами с одинако ыми достаточно малыми прямоугольными 

поперечными сечениями F  и модулями упругости 
0 ,E  а на линии 0y   – одним 

бесконечным упругим стрингером с модулем упругости 
1.E  Задача заключается   

определении закона распределения контактных напряжений  доль линии соединения 

стрингеро  с пластиной и осе ых (нормальных) напряжений,  озникающих   
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стрингерах, когда на концах полубесконечных стрингеро  дейст уют 

сосредоточенные силы P  (см  рис. 3.3.1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.3.1  Упругая однородная бесконечная пластина, усиленная четырьмя 

полубесконечными и одним бесконечным упругими стрингерами 

 

В исследуемой задаче относительно стрингеро  принимается модель контакта по 

линии, т.е. предполагается, что тангенциальные усилия сосредоточены  доль средней 

линии контактного участка, а для пластины спра едли а модель обобщённого 

плоского напряженного состояния [80]. 

Тогда на осно е  ы есказанного трансформанты Фурье касательных 

напряжений на линии 0y   и горизонтальных перемещений на линии y b  

аналогично (3    )  ыразятся трансформантой Фурье тангенциальных касательных 

напряжений на линии :y b  

y 

( ;µ) 

      

x 

b 

-b 

-a a 

P 

   

 P 

        
P 

-a 

   
 

a 

P 
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 
 

 
2

1

2
;0 ; ,

b
kb e

b
T


  

    
 

 

 
 

 
32 2

21 1

1 1 1

21 1 1
; ; ,

bT bkT b k
u b e b

T T E F

 
    

     
     

 

 .  

Поступи  аналогичным образом, как и   разделе 3   окончательно будем иметь 

  
 

   
0

2
; cos cos ,

a

KP
x b a x d

E F




    

   (3.3.1) 

где 

 
 

32 2
21 1

1

1 1

21 1bT bkT b k
K e

T T

 
    

   
     

     .  

 

3.4. Расчет нормальных и касательных напряжений в 

полубесконечных стрингерах 

 

 Численный алгоритм ре ения контактной задачи, математически 

исследо анной   разделе 3.3, на осно е замкнутого ре ения (3 3  ), реализо ан   

среде Wolfram Mathematica      и при одится   приложении 3.  

В результате получаются графики, изображенные на рис. 3.4.1–3.4.4, 

показы ающие по едение касательных напряжений   контактной зоне между 

полубесконечным стрингером и пластиной для различных соотно ений между 

геометрическими и физическими параметрами рассматри аемой контактной задачи  

Вычислены также нормальные напряжения,  озникающие   полубесконечных 
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стрингерах, которые графически изображены на рис. 3.4.5–3 4 7  В качест е 

геометрического параметра рассматри ается  еличина ,
b

a
 описы ающая отно ение 

расстояния между бесконечным и полубесконечными стрингерами к поло ине 

расстояния между полубесконечными стрингерами  В качест е физических 

параметро  рассматри аются  еличины 0E

E
 и 1 ,

E

E
 характеризующие отно ение 

модулей упругости полубесконечных и бесконечного стрингеро  к модулю упругости 

пластины, соот етст енно  

Из рис  3 4    идно, что по едение безразмерной функции  ,x  описы ающей 

тангенциальные контактные напряжения на линии y b  контакта между 

полубесконечным стрингером и пластиной, до ольно быстро стремится к нулю при 

0,05; 0,1; 0,5; 1
b

a
 . В частности, уже при 1,5x   –   51,5 7 10 .   Следует 

отметить также, что при 0,05
b

a
  и 0,1,

b

a
  а также 0,5

b

a
  и 1

b

a
   x  

проя ляет идентичное по едение  

Из рис  3 4   также оче идно, что при переходе от значения геометрической 

характеристики 0,1
b

a
  к 0,5,

b

a
  по едение тангенциальных контактных 

напряжений сущест енно отличается  близи точки приложения сосредоточенной 

силы .P  
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Рис. 3.4.1  По едение тангенциальных контактных напряжений на линии y b  

контакта между полубесконечным стрингером и пластиной при 0,05; 0,1; 0,5; 1
b

a
  и 

0 13
, 1

2

E E

E E
   

 

На рис  3 4   и 3 4 3 изображено по едение безразмерной функции  x    

за исимости от геометрической характеристики 
b

a
 при 0 13

, 2
2

E E

E E
   и 

0 13, 2
E E

E E
   соот етст енно  Оче идно, что  озрастание отно ений физических 

параметро  1E

E
 (от   к  ) и 0E

E
 (от  ,  к 3) при одит к убы анию функции  .x  

Численное исследо ание показало, что это я ление характерно также для 1 2,
E

E
  

0 3.
E

E
  
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Рис. 3.4.2  По едение тангенциальных контактных напряжений на линии y b  

контакта между полубесконечным стрингером и пластиной при 0,05; 0,1; 0,5; 1
b

a
  и 

0 13
, 2

2

E E

E E
   

 

 

Рис. 3.4.3  По едение тангенциальных контактных напряжений на линии y b  

контакта между полубесконечным стрингером и пластиной при 0,05; 0,1; 0,5; 1
b

a
  и 

0 13, 2
E E

E E
   
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На рис. 3 4 4 и 3 4   изображено по едение безразмерной функции  x  при 

различных значениях физических параметро  0E

E
 и 1 ,

E

E
 характеризующих 

отно ение модулей упругости полубесконечных стрингеро  и бесконечного 

стрингера к модулю упругости пластины соот етст енно  В результате  ычислений 

было обнаружено, что по едение функции  x  при изменении физических 

параметро  0E

E
 и 1E

E
 не за исит от геометрической характеристики ,

b

a
   с язи с чем 

 о  сех  ычислениях принято 0,5.
b

a
  

Из рис  3 4 4  идно, что безразмерная функция  x  убы ает при  озрастании 

физического параметра 0E

E
 (от   до 4)  Это я ление наблюдается и при 0 4.

E

E
  

 

 

Рис. 3.4.4  По едение тангенциальных контактных напряжений на линии y b  

контакта между конечным стрингером и пластиной при 0 1; 2; 3; 4
E

E
  
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Рис  3 4   показы ает, что по едение безразмерной функции  ,x  

описы ающей тангенциальные контактные напряжения на линии y b  контакта 

между полубесконечным стрингером и пластиной при 1 1; 2; 3; 4,
E

E
  полностью 

идентично, т е  отно ение модулей упругости бесконечного стрингера и пластины 

никак не  лияет на распределение тангенциальных контактных напряжений   зоне 

контакта между полубесконечным стрингером и пластиной  

 

 

Рис. 3.4.5  По едение тангенциальных контактных напряжений на линии y b  

контакта между конечным стрингером и пластиной при 1 1; 2; 3; 4
E

E
  

 

Исследуем теперь по едение интенси ности нормальных напряжений, 

 озникающих   полубесконечных стрингерах  Для этого   едем безразмерную 

функцию интенси ности нормальных напряжений: 

 
     1 1

;
.x Sx b F

x
P


   

Согласно формуле (3   4) и обозначению  ,x  имеем 
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   0

1
1

.

x

E
x d

E
   



   

По едение функции  ,x  описы ающей интенси ность нормальных 

напряжений,  озникающих   полубесконечных стрингерах при разных значениях 

геометрических и физических параметро , изображено на рис. 3.4.6–3 4     В 

качест е геометрического параметра рассматри ается  еличина ,
b

a
 описы ающая 

отно ение расстояния между полубесконечными и бесконечным стрингерами к 

поло ине длины расстояния между полубесконечными стрингерами, а   качест е 

физических параметро  рассматри аются  еличины 0E

E
 и 1 ,

E

E
 характеризующие 

отно ение модулей упругости полубесконечных и бесконечного стрингеро  к 

модулю упругости пластины  

 

 

Рис. 3.4.6  По едение нормальных напряжений,  озникающих   полубесконечных 

стрингерах при 0,05; 0,1; 0,5; 1
b

a
  и 0 13

, 1
2

E E

E E
   
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Как следует из рис  3 4 6, при малых значениях геометрической характеристики 

b

a
 по едение безразмерной функции  x  почти одинако о  За исимость по едения 

безразмерной функции  x  от геометрического параметра 
b

a
 была исследо ана 

также при 0 13
, 2

2

E E

E E
   и 0 13, 2.

E E

E E
   Было устано лено (см  рис  3 4 7 и 3 4 8), 

что  x  убы ает при  озрастании как отно ения 0 ,
E

E
 так и отно ения 1E

E
 

(неза исимо друг от друга)  

 

 

Рис. 3.4.7  По едение нормальных напряжений,  озникающих   полубесконечных 

стрингерах при 0,05; 0,1; 0,5; 1
b

a
  и 0 13

, 2
2

E E

E E
   
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Рис. 3.4.8  По едение нормальных напряжений,  озникающих   полубесконечных 

стрингерах при 0,05; 0,1; 0,5; 1
b

a
  и 0 13, 2

E E

E E
   

 

 

Рис. 3.4.9  По едение нормальных напряжений,  озникающих   полубесконечных 

стрингерах при 0 1; 2; 3; 4
E

E
  
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Из рис  3 4 9, где изображено по едение безразмерной функции  ,x  

описы ающей интенси ность нормальных напряжений,  озникающих   

полубесконечных стрингерах, приходим к заключению, что при  озрастании 

отно ения 0E

E
  x   озрастает  

На рис  3 4    изображено по едение безразмерной функции  x  при разных 

значениях отно ения 1 .
E

E
 Выя лено, что при  озрастании отно ения 1E

E
 

интенси ность нормальных напряжений,  озникающих   полубесконечных 

стрингерах, убы ает, что и следо ало ожидать  

 

 

Рис. 3.4.10  По едение нормальных напряжений,  озникающих   полубесконечных 

стрингерах при 1 1; 2; 3; 4
E

E
  
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3.5. Выводы по третьей главе  

 

На осно е численного анализа, про еденного   предыдущих разделах, 

заключаем: 

1. Тангенциальные контактные напряжения,  озникающие на линии контакта 

между полубесконечными стрингерами и пластиной, до ольно быстро 

стремятся к нулю при удалении от концо  стрингеро    Расстояние между 

стрингерами не  лияет на за исимость контактных напряжений от отно ения 

модулей упругости стрингеро  и пластины   

2. При  озрастании отно ения модулей упругости полубесконечного стрингера и 

пластины контактные напряжения убы ают,   то  ремя как отно ение модулей 

упругости бесконечного стрингера и пластины не  лияет на по едение 

контактных напряжений  

3. У еличение отно ения жесткостей полубесконечного стрингера и пластины 

при одит к  озрастанию нормальных напряжений   полубесконечном 

стрингере, а у еличение отно ения жесткостей бесконечного стрингера и 

пластины – к убы анию нормальных напряжений  
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ГЛАВА 4. ПЕРЕДАЧА НАГРУЗКИ ОТ ДВУХ 

ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ УПРУГИХ БЕСКОНЕЧНОГО И 

КОНЕЧНОГО СТРИНГЕРОВ К УПРУГОЙ 

ОДНОРОДНОЙ БЕСКОНЕЧНОЙ ПЛАСТИНЕ 

 

4.1. Математическое моделирование контактной задачи о 

передаче нагрузки от двух параллельных упругих бесконечного и 

конечного стрингеров к упругой однородной бесконечной 

пластине 

 

Пусть упругий спло ной изотропный лист    иде однородной бесконечной 

тонкой пластины малой постоянной толщины h  на линиях y a  и y c    ; 0a c   

с оей  ерхней по ерхности содержит д а параллельных цтрингера – бесконечный и 

конечный – с разными упругими с ойст ами и достаточно малыми прямоугольными 

поперечными сечениями  Предполагается, что упругие бесконечный и конечный 

стрингеры жестко прикреплены к упругой спло ной изотропной однородной 

бесконечной пластине (см  рис  4    ). 

Цель исследо ания заключается   определении закона распределения 

интенси ностей неиз естных тангенциальных контактных усилий  доль линий 

скрепления упругих бесконечного и конечного стрингеро  с пластиной и нормальных 

(осе ых) напряжений,  озникающих   упругих бесконечном и конечном стрингерах, 

и, тем самым, определении  заимо лияния бесконечного и конечного стрингеро , 

когда контактирующая пара (пластина-стрингер) деформируется сосредоточенными 

силами    P x y a   и    Q x d y c    0 ,d   приложенными к 

бесконечному и конечному стрингерам, а также ра номерно распределенными 
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растяги ающими горизонтальными напряжениями постоянной интенси ности 0 ,  

дейст ующими на пластину   бесконечности  

 

Рис. 4.1.1  Однородная бесконечная пластина, усиленная конечным и бесконечным 

упругими однородными стрингерами (а) и поперечное сечение  доль линии 0x   (б) 

 

В рассматри аемой контактной задаче для бесконечного и конечного стрингеро  

принимается модель одноосного напряженного состояния   сочетании с моделью 

контакта по линии, т е  считается, что распределения интенси ностей неиз естных 

тангенциальных контактных усилий сосредоточены  доль средних линий контактных 

участко , и предполагается, что стрингеры не под ергаются изгибу, а для пластины 

считается спра едли ой модель обобщенного плоского напряженного состояния, 

 следст ие чего она деформируется как плоскость [   ]  

Обращаясь теперь к  ы оду разре ающих ура нений поста ленной контактной 

задачи, заметим, что бесконечный и конечный стрингеры   горизонтальном 

напра лении растяги аются или сжимаются, находясь   одноосном напряженном 

состоянии  Тогда,   силу  ы есказанного, дифференциальные ура нения ра но есия 

будут иметь соот етст енно следующий  ид: 

 
 

   
(1)

(1) 0
(1) (1) (1) (1)

; 1 ( )
sgn

2 2

s

s s s s

du x a P x
s x s ds

dx EE F E F





    
 

  (4.1.1) 

а) б) 
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   ,x   

 
 

   
(2)

(2)

(2) (2) (2) (2)

; 1
sgn

2 2

d

s

s s s s
b

du x c Q
u x u du

dx E F E F



      (4.1.2) 

   ,b x d    

ре ения, которых должны удо лет орять граничным усло иям 

 

 

   

(1)

0
(1)

 

(2) (2)

(2) (2)

0 0

;
;

; ;
0 ; ,

s

sx

s s

s sx b x d

du x a

dx E

du x c du x c Q

dx dx E F



    



 
 



 (4.1.3) 

а также усло иям ра но есия стрингеро : 

    (1) (2); .

d

b

s ds P u du Q



  

     (4   4(а;б)) 

В формулах (4    )  (4.1.4)  (1) ;
s

u x a  и  (2) ;
s

u x c  – горизонтальные 

перемещения точек стрингеро  на линиях y a  и ;y c      (1) (1) (1) ; ,sx d x a   

где  (1) ;x a  неиз естные тангенциальные контактные напряжения,  озникающие 

под бесконечным стрингером на линии ;y a     (2) (2) (2) ; ,sx d x c    где 

 (2) ;x c  неиз естные тангенциальные контактные напряжения,  озникающие 

под конечным стрингером на линии ;y c    ( ) 1,2k
sE k  модули упругости; 

( ) ( ) ( ) k k k

s s s
F d h  – площади поперечных сечений, а 

( )k

s
h  и 

( )k

s
d  –  ысота и  ирина 

бесконечного и конечного стрингеро  соот етст енно; P  и Q интенси ности 

осе ых сосредоточенных сил, приложенных к бесконечному и конечному стрингерам 

соот етст енно   точках  0;a  и  ;d c ;  E модуль упругости пластины  
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С другой стороны, для горизонтальных деформаций пластины на линиях y a  и 

y c  , когда на эти же линии дейст уют тангенциальные контактные усилия с 

интенси ностями    (1) x x    и  (2) x  ,b x d    а на бесконечности –  

ра номерно распределенные растяги ающие горизонтальные напряжения постоянной 

интенси ности 0 ,  соот етст енно будем иметь 

 
   

   
(1) (1)

(2)
0

; 1 1
    ,

d

b

du x a s hl
hl ds K u x u du

dx s x E



  

   
 


 

 
  

 
   

   
(2) (2)

(1)
0

; 1 1
 

d

b

du x c u hl
hl du K s x s ds

dx u x E



  


   

 


 
 

  

    ,x   

где 

  
 

 

    

2

2 22 22

2 4 1
; ; ,

3 1 3

A a c tt E
K t l A

t a c t a c

 
   

      
 



  
 

 (1) ;u x a  и  (2) ;u x c  – горизонтальные перемещения точек пластины 

соот етст енно на линиях y a  и ;y c      коэффициент Пуассона материала 

пластины  

Удо лет оряя усло иям контакта 

 

   
 

   
 

(1) (1)

(2) (2)

; ;
,

; ;
,

s

s

du x a du x a
x

dx dx

du x c du x c
b x d

dx dx

    

 
   

 

получим следующую систему сингулярных интегральных ура нений пер ого рода с 

ядрами, состоящими из сингулярной и регулярной частей: 
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 

           

 

1
1 2

1

1 1 1
      sgn  

2

sgn
2

d

b

s x s ds K u x u du
s x

P x



 

 
        

    




 
 (4.1.5) 

              ,x   

 

       (2) (1)1

1
0

1 1 1
      sgn

2

2

d

b

u x u du K s x s ds
u x

hl
Q

E



  

 
      

 

 

  

 




 (4.1.6) 

              ,b x d    

где 
 

   
 

   
1 2

1 1 2 2
;   .

s s s s

hl hl

E F E F
     

Следует отметить, что ре ение рассматри аемой контактной задачи при 

принятых  ы е предположениях с одится к ре ению системы сингулярных 

интегральных ура нений пер ого рода с под ижной особенностью (4    ) и (4   6) при 

интегральных усло иях (4   4)  

С целью ре ения системы (4    ) и (4   6) при наличии интегральных усло ий 

(4   4) применим к ура нению (4    ) дейст ительное интегральное преобразо ание 

Фурье, и   результате чего после некоторых преобразо аний, пользуясь формулой 

с ертки, относительно трансформанта Фурье функции  (1) x  x    получим 

следующее функциональное ура нение: 

      (1)    P H                         ,    (4.1.7) 

где 
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         

     

(1) (1) (1) (2)

2

; ,

.

d

i s i u

b

a c

F x s e ds u e du

H A a c e

 



      

  



  

 

    

    

   

Следует отметить, что ре ение функционального ура нения (4   7) должно 

удо лет орять еще усло иям (4   4), которые теперь преобразуются к  иду 

 (1)  0  P  и  0 .Q  Ре ая функциональное ура нение (4   7) относительно 

 (1)  , получим 

  
 

 (1)       
           

P
H 

 

 
  

   
        .   (4.1.8) 

Целесообразно также определить трансформанту Фурье нормальных (осе ых) 

напряжений    (1) ; ,x x a x    озникающих   бесконечном стрингере, 

которая ра на: 

    

 
   

(1)
(1)

0 0(1)1

sgn sgn
; 2s

x

ss

P i i E
a H

EFF
   

 

  
     

   
 (4.1.9) 

   .   

Здесь  

          (1) (1)
0 | | 1 ; ; ; .

a c

x xH A a c e a F x a
          


      

При получении формул (4   7) и (4   9) использо аны значения следующих 

интеграло  [74]: 

  

       

2 2 2
2 2

sgn
; ,

2

2
sgn ; 1 2 ; ; .

y y

t i t i
F F

t y e y et y

i
F t F y t

 
           

     

 

  

  

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Если применить к ра енст ам (4   8) и (4   9) обратное обобщенное 

интегральное преобразо ание Фурье, то получим функциональную за исимость 

между искомыми функциями      (1) (1), ;xx x a x    и 

 (2) x  ,b x d    характеризующую  заимо лияние бесконечного и конечного 

стрингеро : 

        (1) (2)1
  ,

d

c oc

b

x PH x H u x u du



  


 
 

 (4.1.10) 

            
(1)

(1) (2)
01 1

1
;

d

s
x s os

s s
b

P E
x a H x H u x u du

EF F


      
 

 (4.1.11) 

   ,x   

где использо аны следующие обозначения: 

 
 

 

 

 

 

 

   

   
0 0

cos cos
; .

         sin sin

c oc

s os o

H x x H x H xd d

H x x H x H x

 

       
        

               
 

   

     
 

Таким образом, распределение неиз естных тангенциальных контактных усилий 

с интенси ностью  (1) x  x   и нормальные (осе ые) напряжения  (1) ;x x a  

 ,x    озникающие   бесконечном стрингере,   итоге  ыражаются через 

распределение интенси ности    (2)    x b x d    неиз естных тангенциальных 

контактных усилий   конечном стрингере формулами (4     ) и (4     )  

Для определения распределения тангенциальных контактных усилий 

   (2)        x b x d    подста им   (4   6) значение функции    (1) ,x x    

определенной формулой (4     )  Тогда после некоторых алгебраических 
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преобразо аний и упрощений для    (2)      x b x d    получим следующее 

сингулярное интегральное ура нение пер ого рода: 

       (2)1 1
0

1 1  
    sgn ;

2 2

d

b

hl
u x M u x u du Q PN x

u x E


 
       
  
  

 
(4.1.12) 

   ,b x d    

где   едены следующие обозначения: 

            
1 1

; ; .oc cM u x K s x H u s ds N x K s x H s ds

 

   

    
    

Оче идно, что ре ение ура нения (4     ) должно удо лет орять еще и пер ому 

усло ию из (4   4)  

Имея    иду, что  близи концо  участка контакта распределения 

тангенциальных контактных усилий  (2) u  имеют особенности к адратного корня, 

предста им ре ение ура нения (4     ) при наличии интегрального усло ия (4   4(b)) 

  форме разложения бесконечного ряда по многочленам Чебы е а пер ого рода: 

  
 

     (2)

2
0

1 2
; ; 1.

1
n n

n

u b d
u X T g u g u g u

b dg u





 
      

  (4.1.13) 

Здесь      cos arccos 1; 0;nT x n x x n    многочлены Чебы е а пер ого 

рода, а nX   0;n   – неиз естные коэффициенты, подлежащие определению  

Подста ляя предста ление (4    3) для функции  (2) u    ура нение (4     ) и 

пользуясь следующими из естными спектральными интегральными соотно ениями: 



101 

 

 

     
 

       

2
1

2
1 1

0 ; 0,1 1
,

; 1;1

0 ; ,
1

1 ; 1; ,
;

4

d

n

n
b

d

n m

b

nT g u
du b x d

U g x nu x g u

n m

g u U g u U g u du n mb d
n m




 



       
     




           










 

для нахождения неиз естных коэффициенто   1;nX n    традиционным способом 

[14, 35] получим следующую  полне к азирегулярную бесконечную систему 

линейных алгебраических ура нений  

 

1

m nm n m

n

X H X





              1; .m    (4.1.14) 

Здесь ядра при неиз естных и с ободные члены бесконечной системы линейных 

алгебраических ура нений (4    4) определяются формулами: 

(1) (2) (1) (2)
0 0; ,nm nm nm m m m mH H H X H        

 
     

   

   

 

 

 
     

(1)

1
0

(2) 2
12

(1) 1

2 2

2

(2)
12 2

0 ; 1 ,

; 1 ,
2

4
1 ,

0 ; 1 ,

2 1 1
; 1 ,

1 1

14
;

1

m

d

m m

b

m n

nm

d d

nm n m
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b d
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          


       
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
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 
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
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


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 ; 1; .m  
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Отметим, что   бесконечной системе линейных алгебраических ура нений 

(4.1.14) характерным я ляется то, что коэффициент 0X  не фигурирует   ле ой части, 

следо ательно, остальные коэффициенты  1;nX n    будут за исеть от 0X  

линейно  При этом неиз естный коэффициент 0X  определяется из интегрального 

усло ия ра но есия конечного стрингера (4   4(b)) и имеет следующий  ид: 

 
 0

2
.

Q
X

b d



 

Имея    иду (4    3), нормальные (осе ые) напряжения,  озникающие   

конечном стрингере, можно  ычислить по формуле: 

   

     

(2)

(2)

2

1(2)

1

; arccos

1
1 .

2

x

S

n n

S
n

Q
x c g x

F

b d
g x X U g x b x d

F n







     


      

 


 (4.1.15)                  

Отметим, что на осно е предста ления (4    3) нормальные (осе ые) 

напряжения,  озникающие   бесконечном стрингере, определяются по формуле 

(4.1.11). 

Исследуем по едение функций  (1) x   x    интенси ности 

распределения неиз естных тангенциальных контактных усилий и нормальных 

напряжений  (1) ;x x a  ,x    озникающих   бесконечном стрингере, 

которые характеризуют их по едение  близи и  дали от точки приложения 

сосредоточенной силы .P  Сначала получим асимптотические формулы для функций 

 (1) x  и  (1) ; ,x x a  когда 0.x   При    имеют место следующие 

асимптотические предста ления: 

 

2 1 2 2

0 0

     
,

 

n n

n n

    

 

     
     

     
   
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2 1 2 2

0 0

sgn   sgn  
.

           

n n

n n

i i i
    

 

      
      

        
   

После применения обратного преобразо ания Фурье с учетом с ойст  

интеграло  Фурье для функций  (1) x  и  (1) ; ,x x a  когда 0,x   получим 

следующие асимптотические формулы:  

    
 

 
 

 
2 1 2

(1)

0

1
1 2 1 ln ,

2 2 1 ! 2 !

n n
n

n

x xP
x n

n n x

  
 

 

 



  
          
  (4.1.16) 

 

   
 
 

 

 
 

 

2

(1)

(1)

0

2 1

; 1 sgn
2 2 !

1
2 2 ln .

2 1 !

n
n

x

s
n

n

xP
x a x

nF

x
n

n x








   



 
       


 

 







 (4.1.17) 

Из предста лений (4    6) и (4    7) легко заметить, что функция при 0x   

имеет логарифмическую особенность, а функция  (1) ;x x a  при 0x  имеет конечный 

скачок, который обусло лен наличием сосредоточенной силы .P  

Теперь исследуем по едение функций  (1) x  и  (1) ; ,x x a  когда .x   Имея 

   иду, что при 0  имеют место следующие асимптотические предста ления: 

 

2 2 1

0 0

     
,

 

n n

n n

 

 

     
      

      
   

 

2 2 1

0 0

sgn sgn    
,

           

n n

n n

i i i
 

 

      
      

        
   

после применения обратного преобразо ания Фурье, для функций  (1) x  и  

 (1) ; ,x x a  когда ,x   получим следующие асимптотические формулы: 
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    
 

 
(1)

2 2

0

2 1 !
1 ,

n

n

n

nP
x

x








 



 

 (4.1.18) 

    
 

 

 1
(1)

0(1) 2 1

0

2 !
; 1 .

n s
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s
n

nP E
x a

EF x







    
 

 (4.1.19) 

Из формул (4    8) и (4    9)  идно, что при x   –    (1) 2 ,x x  

   (1) 1; .x x a x  Вы е при получении асимптотических формул были 

использо аны значения следующих интеграло  [74]: 
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 

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Следует отметить, что ряды (4    6), (4    7), (4    8) и (4    9) сходятся для  сех 

значений .x  
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4.1.1. Некоторые частные случаи 

 

Теперь рассмотрим некоторые частные случаи рассматри аемой контактной 

задачи: 

а) Пластина, усиленная только бесконечным стрингером  В этом случае на 

осно е (4   8) – (4     ) соот етст енно будем иметь 

  (1) ,
     

P





 

 
  (4.1.20) 

    
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s
x
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P i E
a

EF
  




    

 
 (4.1.21) 

   ,   

  
 (1)

0

cos
,

     

xP
x d







 
  

 (4.1.22) 

  
  (1)

(1)
0(1)

0

sin
;

     

s
x

s

xP E
x a d

EF


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


  
 

  (4.1.23) 

   .x   

Отметим, что формулы (4     ) и (4    3) при 0 0  со падают с результатами 

работы [77]  

б) Пластина, усиленная только бесконечным стрингером и 0.P   Тогда из 

формул (4     ) – (4.1.23) соот етст енно будем иметь: 

  (1) 0,   (4.1.24) 
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    
(1)

(1)
0; 2s

x

E
a

E
      (4.1.25) 

   ,   

  (1) 0,x   (4.1.26) 

  
(1)

(1)
0; s

x

E
x a

E
   (4.1.27) 

   .x   

Формулы (4    4) – (4    7) показы ают, что, несмотря на то, что пластина 

находится   напряженном состоянии под  оздейст ием напряжения 0 ,  напряженное 

состояние от пластины не передается бесконечному стрингеру, т е  имеем постоянное 

напряженное состояние  

в) Если ,a c   то из системы сингулярных интегральных ура нений (4.1.5) 

и (4   6) будем иметь д а неза исимых сингулярных интегральных ура нения, 

характеризующие  оздейст ие бесконечного и конечного стрингеро  на пластину: 

 

 

     
 1 1

11 1  
    sgn sgn

2 2

P
s x s ds x

s x
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  
      

      (4.1.28) 

   ,x    
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     
 2 2

2

0

1 1  
    sgn

2 2

d

b

hl
u x u du Q

u x E


 
    

  
 

  


   (4.1.29) 

   .b x d    

Это означает, что бесконечный и конечный стрингеры не дейст уют друг на 

друга, а их  оздейст ие на пластину определяется отдельно  Дейст ительно, 
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ура нение (4    8) допускает ре ения, предста ленные    иде формул (4     )–

(4    3), а ре ение ура нения (4    9) определяется из бесконечной системы (4    4) 

при 
(2) 0mnH   и 

(2) 0m   ; 1; .n m     

г) Рассмотрим предельный случай, когда одно ременно 0a  и 0.c  Тогда 

на осно е (4   8)–(4     ) соот етст енно будем иметь 
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   ,   
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1 2

01 1

0
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d

s
x s

s s
b

xP E
x a d H u x u du

EF F






        

      

   .x   

 

Таким образом, ре ение поста ленной контактной задачи при принятых  ы е 

предположениях с одится к ре ению  полне к азирегулярной бесконечной системы 

линейных алгебраических ура нений (4    4) с ядрами  ; 1;nmH n m    и 

с ободными членами  1; .m m    
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Следует также отметить, что исследо ание бесконечной системы линейных 

алгебраических ура нений (4    4) про одится аналогичным образом, как и   работах 

[12, 30, 37, 78]. 

 

4.2. Вычисление основных характеристик напряженно-

деформированного состояния конечного и бесконечного 

стрингеров 

 

В этом разделе про одится численный анализ контактной задачи, рассмотренной 

  разделе 4    Поскольку   этом случае анализируются тангенциальные и нормальные 

напряжения,  озникающие   обоих стрингерах, то результаты  ычислений при едем   

отдельных подразделах  

 

4.2.1. Анализ напряженно-деформированного состояния в упругом 

бесконечном стрингере 

 

Для удобст а численных расчето  перейдем   (4    6)–(4    9) к безразмерным 

переменным и  еличинам 
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При 0,x   т е   близи приложения сосредоточенной силы с интенси ностью 

,P  по едение функций  x  и  ,x  описы ающих интенси ности тангенциальных 

контактных усилий и нормальных напряжений,  озникающих   бесконечном 

стрингере, изображено на рис  4     и 4     при различных значениях параметра .  

В  ыражении   фигурируют: 

 геометрический параметр 
 1

,

s

ha

F
 описы ающий отно ение толщины 

пластины, умноженной на расстояние бесконечного стрингера от 

горизонтальной оси, на площади поперечного сечения бесконечного 

стрингера; 

 физический параметр 
 1

,

s

E

E
 описы ающий отно ение модулей упругости 

пластины и бесконечного стрингера  

 

Рис. 4.2.1. По едение тангенциальных контактных напряжений  близи точки 

приложения сосредоточенной силы P  при 0,5; 0,75;1;1,25   
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Фиксируя один из  ы еперечисленных параметро , можно с ободно 

 арьиро ать  торым  

Из рис  4     оче идно, что при  озрастании параметра   функция  x  тоже 

 озрастает  С другой стороны, из рис  4     следует, что   малой окрестности точки 

приложения сосредоточенной силы P  при  озрастании параметра   функция  x  

убы ает  Однако при удалении от точки приложения сосредоточенной силы P  

абсолютное значение функции  x   озрастает при  озрастании параметра .  

 

 

Рис. 4.2.2. По едение нормальных напряжений  близи точки приложения 

сосредоточенной силы P  при 0,5; 0,75;1;1,25   

 

На рис  4   3 и 4   4 изображено по едение функций  x  и  x   дали от 

точки приложения сосредоточенной силы P    за исимости от параметра .  

Оче идно, что при  озрастании параметра   функция  x  убы ает, а функция 

 ,x  наоборот,  озрастает  Конечный скачок при 0x  ра ен  ,5. 
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Следует отметить, что поскольку отно ение 

 1

0 ,sE

E P



 получаемое   результате 

перехода   (4    9) к безразмерным переменным и  еличинам,  лияет ли ь на 

значение функции  ,x  а не на ее по едение, его значение было задано ра ным    

20-и. 

 

Рис. 4.2.3. По едение тангенциальных контактных напряжений  дали от точки 

приложения сосредоточенной силы P  при 0,5; 0,75;1;1,25   

 

 

Рис. 4.2.4. По едение нормальных напряжений  дали от точки приложения 

сосредоточенной силы P  при 0,5; 0,75;1;1,25   
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4.2.2. Анализ напряженно-деформированного состояния в упругом 

конечном стрингере 

 

Для удобст а численных расчето  перейдем   (4    3)–(4     ) к безразмерным 

переменным и  еличинам 

 
     

 
       2 2 2

0
*

;
, , , ,x sb d x x a F h b dx

x x x
b d Q Q Q

    
      


 

   
  

 
   

2

2 2

4
.

3 1
s s

h b d E
b d

F E


      

   
 

На осно е аналитических формул, полученных   результате перехода   (4    3)–

(4     ), численно исследо ано по едение функций  x  и  ,x  описы ающих 

интенси ности тангенциальных контактных усилий и нормальных напряжений, 

 озникающих   бесконечном стрингере  Результаты предста лены на рис. 4.2.5–4.2.8 

при различных значениях параметра .  

В  ыражении   фигурируют: 

 геометрический параметр 
 

 2
,

s

h b d

F


 описы ающий отно ение толщины 

пластины, умноженной на длину конечного стрингера, к площади 

поперечного сечения конечного стрингера, 

 физический параметр 
 2

,

s

E

E
 описы ающий отно ение модулей упругости 

пластины и конечного стрингера  

Фиксируя один из этих параметро , можно с ободно  арьиро ать  торым  При 

расчетах значение отно ения 
 

 2

s

h b d

F


 было задано ра ным 50-ти. 



113 

 

В расчетах также фигурирует сило ой параметр ,  характеризующий 

отно ение растяги ающих усилий, обусло ленных напряжениями 0 ,  к 

сосредоточенной силе, приложенной к концу конечного стрингера  

Из рис  4     следует, что при  озрастании отно ения 
 2

sE

E
 функция  x  

убы ает  С другой стороны, рис  4   6 показы ает, что при переходе от значения 

0,5   к 1   функция  x  убы ает, а при дальней ем  озрастании параметра   

функция  x   озрастает  

 

 

Рис. 4.2.5. По едение тангенциальных контактных напряжений на линии контакта 

между пластиной и конечным стрингером при 
 2

2; 4; 10; 20sE

E
  
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Рис. 4.2.6. По едение тангенциальных контактных напряжений на линии контакта 

между пластиной и конечным стрингером при 0,5;1; 5;10   

 

На рис  4   7 и 4   8 изображено по едение функции  x    за исимости от 

физического 

 2

sE

E
и сило ого  параметро   

 

Рис. 4.2.7. По едение нормальных напряжений на линии контакта между пластиной и 

конечным стрингером при 

 2

2; 4; 10; 20sE

E
  



115 

 

Из рисунко   идно, при  озрастании параметра 

 2

sE

E
 функция  x  стремится к 

линейной функции  С другой стороны, при  озрастании сило ого параметра   

функция  x  убы ает  

 

 

Рис. 4.2.8. По едение нормальных напряжений на линии контакта между пластиной и 

конечным стрингером при 0,5;1; 5;10   

 

Про еден также сра нительный анализ ре ения сингулярного интегрального 

ура нения (4     ), искомого   форме разложения   бесконечный ряд (4    3) по 

многочленам Чебы е а пер ого рода, и ре ения, полученного непосредст енно из 

ура нения (4     ) с использо анием метода последо ательных приближений  Были 

сра нены также соот етст ующие нормальные напряжения,  озникающие   упругом 

конечном стрингере  Оказалось, что разница между обоими ре ениями очень мала 

(см  рис  4   9 и 4     ), а именно – касательные напряжения наиболее различаются 

друг от друга   зоне  0,8; 0,5 .   Более того, максимальная разница наблюдается 

при 0,7x    и соста ляет 4, %  С другой стороны, нормальные напряжения 

наиболее различаются   зоне  0,8; 1 ,  причем максимальная разница наблюдается при 

1x   и соста ляет  ,2%. 
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Рис. 4.2.9. Разница между ре ением сингулярного интегрального ура нения (4     )   

форме (4    3) и ре ением, полученным методам последо ательных приближений 

 

 

Рис. 4.2.10. Разница между соот етст ующими нормальными напряжениями 
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4.3. Методы прочностного расчета элементов конструкций 

 

Одним из наиболее  ажных критерие  пригодности летательного аппарата 

я ляется так назы аемая оценка прочности конструкции аппарата  Для расчета 

аппарата на прочность следует сначала исследо ать его напряженно-

деформиро анное состояние и определить сечения с максимальными нормальными и 

касательными напряжениями  Результаты, полученные   настоящей диссертационной 

работе, которые описы ают по едение касательных и нормальных напряжений   

стрингерах и пластинах, дают  озможность про едения прочностных расчето  

элементо  конструкции самолето  при их проектиро ании и про ерочных расчетах  С 

помощью   еденных критерие  прочности устана ли ается мера напряженно-

деформиро анного состояния, по достижении которой происходит переход от 

упругого состояния к предельному  Предельное напряженное состояние, 

обусло ленное механическими характеристиками материала и усло иями 

эксплуатации конструкции, устана ли ается проектным заданием  Для расчета и 

проектиро ания стрингеро  нами предлагается использо ание теории наиболь их 

касательных напряжений [17, 94],   соот етст ии с которой опасное состояние 

материала (текучесть или разру ение) наступает при усло ии, что наиболь ее 

касательное напряжение достигнет некоторой  еличины, определяемой опытным и 

расчетным путем для данного материала и усло ий нагружения  Данные различных 

эксперименто  с идетельст уют о том, что максимальные касательные напряжения 

часто принимаются   качест е критерия для анализа предельных состояний 

конструкций  Безопасное состояние определяется следующим усло ием прочности по 

тангенциальным контактным напряжениям на линии контакта между конечными 

стрингерами и пластиной:                                    

  max ,   (4.3.1) 

где   допускаемое напряжение; max   максимальное касательное напряжение, 

которое я ляется экстремумом функции  x , определяемой формулой 
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    φ ,
P

x x
a

   (4.3.2) 

Таким образом:    max max .x x    

Имея численные результаты для безразмерной функции   φ ,x  для различных 

физических и геометрических параметро  пластины и стрингеро  с помощью 

формулы (4 3  ) определяются места накопления максимальных касательных 

напряжений на линии контакта и про еряется усло ие прочности (4 3  ), либо с его 

помощью произ одится проектный расчет элементо  конструкции   

Для нормальных напряжений,  озникающих   стрингерах, предлагается 

использо ание теории наиболь их нормальных напряжений [17, 94],   соот етст ии с 

которой причиной достижения предельного состояния я ляется наиболь ее 

нормальное напряжение  Исходя из этой теории прочности, разру ение происходит, 

когда наиболь ее нормальное напряжение достигает некоторого предельного 

значения, полученного экспериментальными методами исследо ания данного 

материала  Усло ие прочности по данной теории записы ается формулой 

                                               max р
  ,                                                          (4.3.3) 

где  
р
 допускаемое нормальное напряжение, а max   максимальное нормальное 

напряжение   конечных стрингерах, которое я ляется экстремумом функции  x
 
, 

определяемой формулой: 

     ,
S

P
x x

F
   (4.3.4) 

Таким образом:    max max .x x    

Имея численные результаты для безразмерной функции   x , для различных 

физических и геометрических параметро  пластины и стрингеро  с помощью 
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формулы (4 3 4) определяем места накопления максимальных нормальных 

напряжений и про еряем усло ие прочности (4 3.3). 

Таким образом, разработанные   работе методы и программные средст а 

ре ения задач исследо ания напряженно-деформиро анного состояния и 

определения напряжений   конструкциях типа пластин, усиленных различными 

стрингерами, обеспечи ают адек атный подбор теорий прочности и про едение 

прочностного расчета, наиболее соот етст ующие конкретным случаям нагружения, 

механическим характеристикам материало  и геометрии элементо  конструкции  

 

4.4. Выводы по четвертой главе 

 

На осно е про еденного  ы е численного анализа контактной задачи, 

рассмотренной   разделе 4  ,   частности, можно заключить: 

а) для бесконечного стрингера: 

1. В малой окрестности точки приложения сосредоточенной силы при 

 озрастании параметра   контактные напряжения  озрастают, а нормальные – 

убы ают  Нормальные напряжения имеют конечный скачок   точке 

приложения сосредоточенной силы  

2. При удалении от точки приложения сосредоточенной силы по мере 

 озрастания параметра    озрастают как контактные, так и нормальные 

напряжения, а на бесконечности контактные напряжения убы ают, тогда как 

нормальные напряжения, наоборот,  озрастают  

б) для конечного стрингера: 

1. При  озрастании отно ения модулей упругости конечного стрингера и 

пластины контактные напряжения убы ают, а нормальные напряжения 

стремятся к линейной функции  
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2. При  озрастании отно ения растяги ающих усилий, приложенных к 

бесконечности пластины, и сосредоточенной силы, приложенной к концу 

конечного стрингера, контактные напряжения  озрастают,   то  ремя как 

нормальные напряжения убы ают  

Сра нительный анализ ре ения задачи предложенным методом и методом 

последо ательных приближений  ыя ил  ысокую эффекти ность предложенного 

метода  
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ОСНОВНЫЕ ВЫВОДЫ  

 

   Об и ка фюзеляжа, крыла и оперения самолета смоделиро аны    иде 

бесконечных пластин, усиленных стрингерами разных длин, даны 

математические формулиро ки соот етст ующих контактных задач и  ыбраны 

эффекти ные методы для их ре ения  Исследо ано по едение осно ных 

механических характеристик (контактные напряжения, осе ые напряжения   

стрингерах, коэффициенты интенси ности у концентраторо  напряжений)   

за исимости от искомых параметро  каждой задачи   

   Выя лены характерные закономерности и особенности  заимодейст ия 

контактирующих тел: стрингеро  и пластин,   частности, слабое  лияние 

 ариации геометрических параметро  и сущест енное умень ение нормальных 

напряжений   конечных стрингерах, имеющие место при у еличении 

жесткости бесконечного стрингера      

3  Получены аналитическое ре ение и его графические иллюстрации для 

структур, смоделиро анных    иде бесконечных пластин, усиленных 

различными сочетаниями бесконечных и конечных, а также бесконечных и 

полубесконечных стрингеро   Выя лено, что у еличение жесткости 

бесконечных стрингеро , например,   4 раза при одит к снижению     раз 

нормальных напряжений   полубесконечных стрингерах, что может быть 

использо ано как при расчетах на прочность, так и для оценки результато  

экспериментальных исследо аний и технических испытаний структурных 

элементо  самолета   

4  На осно е анализа  лияния стрингеро  на распределение интенси ностей 

тангенциальных сил и напряженно-деформиро анное состояние пластин   

 ироком диапазоне  арьиро ания физических и геометрических параметро ,   

соот етст ии с конкретным проектным заданием, предлагается наиболее 

эффекти ная подборка физических и геометрических параметро  для 

конструиро ания устойчи ых и прочных панелей самолета   

   Полученные простые расчетные формулы по определению контактных сил, 

дейст ующих   пластинах под стрингерами, и разработанные  ычислительные 
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методы и алгоритмы могут быть непосредст енно использо аны при 

проектиро ании панелей самолето  для прочностных расчето  элементо  

конструкций и  ыбора оптимальных геометрических параметро  

подкрепляющих стрингеро   
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

 

Текст  нутри скобок (**)  ыражает смысл данной части алгоритма  

filast1=Table[0,{i,20}];  

filast2=Table[0,{i,20}]; 

filast3=Table[0,{i,20}]; 

filast4=Table[0,{i,20}];   

(*Создаются таблицы с нуле ыми   одами для определения приближенного 

ре ения*) n=36; (*Число узло  интерполяции*) 

n2=IntegerPart[(n+ )/ ];  (*Целая часть узло  интерполяции*) 

nju=0.33; (*Коэффициент Пуассона, с ойст енный металлам*) 

ba1=0.05;  ba2=0.1;  ba3=0.5;  ba4=1; (*Соотно ения полудлин конечных 

стрингеро  и расстояний между стрингерами и горизонтальной осью*) 

HaF=10; (*Соотно ение произ едения толщины пластины и полудлины 

конечных стрингеро  к площади поперечного сечения стрингеро *) 

E0E=1.5; (*Соотно ение модулей упругости бесконечного стрингера и 

пластины*) 

E1E=2; (*Соотно ение модулей упругости конечного стрингера и пластины*) 

k=2/(3-4 nju); 

A=4(1-nju)/(1+nju)/(3-4nju)/E0E*HaF; 

T=4(1-nju)/(1+nju)/(3-4nju)/E1E HaF ; 
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w=Table[Pi/n,{i,n}]//N; 

ksi=Table[-Cos[(2i-1)Pi/2/n],{i,n}]//N; (*Узлы многочлено  Чебы е а пер ого рода*) 

dzi=Table[-Cos[i Pi/n],{i,n-1}]//N; (*Узлы многочлено  Чебы е а пер ого рода*) 

DD=1/n Table[ArcSin[dzi[[kk]]]+Pi/2-2Sqrt[1-dzi[[kk]]^2]Sum[ChebyshevU[m-

1,dzi[[kk]]]ChebyshevT[m,ksi[[i]]]/m,{m,n-1}],{kk,n-1},{i,n}]; (*Таблица 

численного ре ения, приближаемого многочленами Чебы е а*) 

fpodint1[s_]:=(T-2*k*T*ba1*s-k
2
*ba1

2
*s

2
)Exp[-2ba1 s]/(T+s) (*Ядро 

разре ающего интегрального ура нения (см. (2.4.3))*) 

R11[x_?NumberQ,y_?NumberQ]:= NIntegrate[fpodint1[s]Sin[s (x-y)],{s,0,2000}]  

ar1=Table[R11[ksi[[i]],dzi[[kk]]],{kk,n-1},{i,n2}]; 

R1=Table[If[i<=n2,ar1[[kk,i]],-ar1[[n-kk,n-i+1]]],{kk,n-1},{i,n}]; 

m1[i_,kk_]:=Which[kk==n,w[[i]],kk<n,w[[i]](1/(ksi[[i]]-dzi[[kk]])+R1[[kk,i]])-A Pi  

DD[[kk,i]]]; (*Дискретизация  ы еупомянутого интегрального ура нения*) 

matr1=Table[m1[i,kk],{kk,n},{i,n}]; 

free=Table[If[kk==n,1,0],{kk,n}]; 

kkk1=LinearSolve[matr1,free]; (*Ре ение линейных алгебраических ура нений*) 

fi1[x_]:=1/n Sum[kkk1[[i]](1+2Sum[ChebyshevT[m,x]ChebyshevT[m,ksi[[i]]],{m,n-

1}]),{i,n}]; (*Приближенное ре ение интегрального ура нения*) 

xdiv=Table[(i-1)0.05,{i,20}]//N; 

fipred1=filast1; 

filast1=Table[fi1[xdiv[[i]]],{i,20}]; 

plot1=Plot[fi1[x],{x,-1,1},PlotRange->{0,1.5},PlotStyle->Blue]; (*Графическая 

иллюстрация численного ре ения*) 



137 

 

Данный алгоритм по торяется для  сех групп   одных данных  Численная 

процедура заканчи ается командой 

Plot[{fi1[x],fi2[x]…},{x,-1,1}] 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

 

Для простоты при едем реализацию алгоритма  ычислений только   случае 

изменения геометрической характеристики, рассмотренной ниже  Аналогичным 

образом строятся алгоритмы  ычислений   случае изменения физических 

характеристик  

ν=0.33; 

k=2/(3-4ν); 

HaF=10; (*Соотно ение произ едения толщины пластины и полудлины между 

полубесконечными стрингерами к площади поперечного сечения стрингеро *) 

T=(2k(1-ν))/((1+ν)E1E HaF); 

E1E= ; (*Соотно ение модулей упругости бесконечного стрингера и пластины*) 

E0E=   ;  (*Соотно ение модулей упругости полубесконечного стрингера и 

пластины*) 

(**) 

ba1=0.05;  ba2=0.1;  ba3=0.5;  ba4=1; (*Отно ение расстояния между 

полубесконечным и бесконечным стрингерами на поло ину расстояния между 

полубесконечными стрингерами*)  

ba1=0.05; 

K11[σ_]:=  

K21[σ_]:=(1+ σ
2 
1/T E0E/E1E K11[σ])

-1
 

F [σ_]:=  K  [σ]Cos[σ]/σ 

φ [x_]:= /Pi NIntegrate[F [s]Cos[s x],{s, ,∞}, PrecisionGoal–>6, MaxRecursion–>500] 
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ψ [x_]:=E E/E E Integrate[φ [s],{s, ,x}] 

Данный алгоритм по торяется для каждого значения ba1, ba2, ba3, ba4  Затем 

 ычисляются интегралы φ1, φ2, φ3,       Поскольку эти несобст енные интегралы 

трудно  ычислить аналитически, мы используем команду численного интегриро ания 

NIntegrate  Далее  ычисляются интерполяционные многочлены  

 

а численная процедура заканчи ается командой 

Plot[{pol1[x], pol2[x]…},{x,1,2}] 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3 

 

Для простаты при едем реализацию алгоритма  ычислений только   случае 

изменения геометрической характеристики, рассмотренной ниже  Аналогичным 

образом строятся алгоритмы  ычислений   случае изменения физических 

характеристик  

ν=0.33; 

k=2/(3-4ν); 

HaF=  ; (*Соотно ение произ едения толщины пластины и полудлины между 

полубесконечными стрингерами к площади поперечного сечения стрингеро *) 

T=(2k(1-ν))/((1+ν)E1E HaF); 

E1E= ; (*Соотно ение модулей упругости полубесконечного стрингера и пластины*) 

E0E=   ;  (*Соотно ение модулей упругости бесконечного стрингера и пластины*) 

ba1=0.05;  ba2=0.1;  ba3=0.5;  ba4=1; (*Отно ение расстояния между 

полубесконечным и бесконечным стрингерами на поло ину расстояния между 

полубесконечными стрингерами*)  

ba1=0.05; 

K11[σ_]:=(T-2ba1 k T σ-k
2
 ba1

2
 σ

2
)/(σ(T+ σ)) Exp[-2ba1 σ]+1/σ 

K21[σ_]:=(1+ σ
2 
1/T E0E/E1E K11[σ])

-1
 

F [σ_]:=  K  [σ]Cos[σ]/σ 

φ [x_]:= /Pi NIntegrate[F [s]Cos[s x],{s, ,∞}, PrecisionGoal->6, MaxRecursion->500] 

ψ [x_]:=E E/E E Integrate[φ [s],{s, ,x}] 
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Данный алгоритм по торяется для каждого значения ba1, ba2, ba3, ba4  Затем 

 ычисляются интегралы φ1, φ2, φ3,       Поскольку эти несобст енные интегралы 

трудно  ычислить аналитически, мы используем команду численного интегриро ания 

NIntegrate  Далее  ычисляются интерполяционные многочлены  

 

а численная процедура заканчи ается командой 

Plot[{pol1[x], pol2[x]…},{x,1,2}] 

 

 


