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Общая характеристика работы

Актуальность темы. В последнее время активно ведутся иссле-
дования по вопросам сходимости жадного алгоритма функций из раз-
ных функциональных пространств по классическим системам. В этом
направлении интересные результаты получены Р.Девором, В. Темля-
ковым, С. Конягиным, П.Войтащчиком, Т. Кернером, Г. Геворкяном,
А. Саакяном, М. Григоряном, А. Камонтом, С. Гогяном и другими ав-
торами. Диссертационная работа посвящена исследованию сходимости
жадного алгоритма и рядов Фурье по мультипликативным системам, а
также, изучается поведение коэффициентов Фурье по мультипликатив-
ным системам, после исправления функций. Рассмотрены также вопро-
сы расходимости простых и двойных рядов Фурье по системе Уолша.

Цель работы.
1) Исследование вопросов сходимости (почти всюду, равномерно, по

L1 норме) жадного алгоритма по мультипликативным системам.
2) Исследование поведения коэффициентов Фурье по мультиплика-

тивным системам как ограниченного так и неограниченного типа, после
исправления функций.

3) Изучение вопросов расходимости рядов Фурье по двойной системе
Уолша-Пэли.

Методы исследования. Применяются методы теории функций и
функционального анализа.

Научная новизна. Все результаты диссертации являются новы-
ми. Доказано возможность исправления любой интегрируемой функции
на универсальном множестве таким образом, что ряд Фурье (по муль-
типликативной системе неограниченного типа) исправленной функции
сходится по L1-норме, и абсолютные значения ненулевых коэффици-
ентов полученной функции монотонно убывают. Для системы Уолша
построена непрерывная функция, обладающая неустранимой расходи-
мостью.
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Практическая и теоретическая ценность. Работа представля-
ет теоретический интерес. Результаты и методы работы могут найти
применение при изучении аналогичных вопросов для других базисов.

Апробация полученных результатов. Основные результа-
ты диссертации докладывались на международной конференции
"Harmonic analysis and approximations, V"(Цахкадзор, Армения 2011),
"Second International Conference Mathematics in Armenia Advances
and Perspectives"(Цахкадзор, Армения 2013), "Harmonic Analysis and
Approximations, VI"(Цахкадзор, Армения 2015), на семинаре кафедры
высшей математики физического факультета ЕГУ (руководитель М. Г.
Григорян), на семинаре кафедры математического анализа и теории
функций факультета математики и механики ЕГУ (руководитель Г.А.
Карагулян).

Основные результаты диссертации опубликованы в 7 работах,
список которых приводится в конце автореферата.

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа из-
ложена на 84 страницах, состоит из введения, 2 глав и списка цитиро-
ванной литературы, включающего 60 наименований.

Содержание работы

Диссертация состоит из двух глав. В первой главе рассматривают-
ся вопросы сходимости жадного алгоритма и рядов Фурье по мульти-
пликативным системам, а также, изучается поведение коэффициентов
Фурье по мультипликативным системам, после исправления функций
(разлагаемих по этим системам) на множестве малой меры.

Напомним определение класса мультипликативных систем функций
(см. [1], [2]).

Пусть P = {pk}∞k=1 произвольная последовательность натуральных
чисел, где pk ≥ 2 для всех k ∈ N.
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Положим

m0 = 1 и mk =

k∏
j=1

pj , k = 1, 2, . . . . (1)

Легко заметить, что для каждой точки x ∈ [0, 1) и для каждого n ∈ N
существуют числа xj , αj ∈ {0, 1, . . . pj − 1} такие, что

n =

k∑
j=1

αjmj−1 и x =

∞∑
j=1

xj
mj

. (2)

Формулы (2) называют P–ичными разложениями соответственно на-
турального n и x ∈ [0, 1).

Отметим, что точки вида l
mk
, l ∈ N, 0 ≤ l ≤ mk − 1, имеют два

различных разложения—конечные и бесконечные, и чтобы иметь дело
только с однозначными разложениями, условятся для таких точек брать
конечные разложения.

Для заданной последовательности P мультипликативная система
W = {Wi(x)}∞i=0 определяется следующим образом:

W0(x) ≡ 1; Wn(x) = exp

2πi

k∑
j=1

αj
xj
pj

 , (i– мнимая единица). (3)

Выражение (3) можем записать в форме

Wn(x) = exp

2πi

k∑
j=1

αj
xj
pj

 =

k∏
j=1

(
exp

(
2πi

xj
pj

))αj

.

Из (3) следует

Wmj−1(x) = exp

(
2πi

xj
pj

)
,

и для n-ой функции получаем выражение

Wn(x) =

k∏
j=1

(Wmj−1
(x))αj .
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В случае, когда P = {2, 2, . . . , 2, . . .}, система W = {Wn(x)}∞n=1 сов-
падает с системой Уолша-Пэли, а в случае P = {a, a, . . .}, где a > 2

простое число, система W совпадает с системой Крестенсона-Леви [3].
Системы вида (3) были введены Н.Я. Виленкиным в 1946 году

(см.[2]), и поэтому эти системы часто называются также системами Ви-
ленкина.

В случае sup{pk} <∞ система W = {Wn(x)} называется мультипли-
кативной системой ограниченного типа. В противном случае — системой
неограниченного типа.

Пусть f — вещественная функция из L[0, 1). Обозначим коэффици-
енты Фурье функции f по мультипликативной системе W через cn(f),
а частичные суммы ряда Фурье по этой системе— через Sn(x, f) т.е.

cn(f) =

∫ 1

0

f(x)Wn(x)dx, Sn(x, f) =

n∑
k=0

ck(f)Wk(x), n = 0, 1, 2, . . .

(4)
1∫

0

Wn(t)W k(t)dt =

1, k = n;

0, k 6= n.
(ā—комплексное сопряженное числа a)

Большинство результатов по мультипликативным системам получе-
ны для систем ограниченного типа. Многие результаты пока не имеют
своих аналогов для систем неограниченного типа, и изучение вопро-
сов с точки зрения поведения последовательности P = {pk}∞k=1 имеет
самостоятельный интерес. В частности, не известно верна ли Теорема
Карлесона для мультипликативных систем неограниченного типа.

Отметим, что в 1957 году К. Ватари доказал, что система Виленкина
с sup{pk} < ∞ является базисом в Lr при r > 1. Затем, в 1976 году, В.
Янг для произвольной последовательности {pk} установил базисность
системы Виленкина в Lr, при r > 1. Им также установлено неравенство

mes{x : |Sn(x, f)| > y} ≤
C‖f‖L[0,1)

y
,

для любых f ∈ L[0, 1), y ∈ (0,∞), n ∈ N (C− абсолютная постоянная).

Известно, что в случае lim sup pn <∞ если f имеет конечную вари-
ацию, то cn(f) = O(n−1), а в случае f ∈ Lip α справедливо соотноше-
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ние cn(f) = O(n−α). В сравнении с этими результатами отметим, что
Прайс [4] показал, что если lim sup pn = ∞, то lim supn|cn(ψ)| = ∞
для ψ(x) = x − [x]. Более того, существует f0 ∈ Lip α такая, что
lim supn|cn(f0)| = ∞. Далее, при условии lim sup pn = ∞ найдется
f0 ∈ C(0, 1)-ряд Фурье, которой по соответствующей мультипликатив-
ной системе не суммируем методом (C, 1) в некоторой точке. Для муль-
типликативной системы с pn ↑ и m−1k−1 log pk →∞, (C, 1) средние функ-
ции x − [x] расходятся на счетном множестве. Отметим также, что в
случае lim sup pn <∞, (C, 1) средние любой непрерывной функции f по
мультипликативной системе равномерно сходятся к f .

Напомним определение жадного (greedy) алгоритма. Пусть Ψ =

{ψk}∞k=0 — базис в банаховом пространстве X. Для каждого f ∈ X

будем иметь разложение

f =

∞∑
k=0

ck(f,Ψ)ψk .

Перестановку неотрицательных целых чисел (необязательно всех)
σ = {σ(k)}∞k=1 назовем убывающей, если

|cσ(k)(f)| ≥ |cσ(k+1)(f)|, k = 1, 2, ...

Множество таких перестановок обозначим через D(f,Ψ). В слу-
чае строгих неравенств D(f,Ψ) содержит только одну убывающую
перестановку. Для каждой функции f ∈ X и для любого элемента
σ ∈ D(f,Ψ) определим последовательность нелинейных операторов
{Gm(f,Ψ, σ)}∞m=1, которая известна как жадный алгоритм (см. [5]), сле-
дующим образом

Gm(f) = Gm(f,Ψ, σ) :=

m∑
k=1

cσ(k)(f)ψσ(k) .

Заметим, что оператор Gm(f) зависит от σ. Говорят, что жадный ал-
горитм функции f по системе Ψ сходится в X, если при некотором
σ ∈ D(f,Ψ) имеем

lim
m→∞

‖Gm(f,Ψ, σ)− f‖X = 0 .
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Жадные алгоритмы для банаховых пространств, относительно нор-
мированных базисов изучены в [6]-[10].

Приведем результаты, имеющие непосредственное отношение к дан-
ной работе.

Т.В. Кернер ответив на вопрос поставленный Карлесоном и Койф-
маном, построил пример функции из L2, затем [8] пример непрерывной
функции, жадный алгоритм которой по тригонометрической системе
расходится почти всюду.

В работе [9] доказано, что для каждого p ≥ 1, p 6= 2 существует
функция f ∈ Lp(0, 1) жадный алгоритм которой по системе Виленкина
расходится в Lp(0, 1).

Отметим также, что в работе [10] построены ортонормированная си-
стема ψ = {ψk(x)}∞k=1 ограниченных функций и непрерывная функция
g такие, что если для некоторой функции f ∈ Lp, p > 2; mes{x ∈
[0, 1]; f(x) = g(x)} > 0, то ее жадный алгоритм {Gm(x, ψ, f)} по системе
ψ расходится в Lp(0, 1).

Вопросы исправления функции с целью улучшения ее свойств нача-
ли развиваться после знаменитого результата Н.Н. Лузина [11]:

Теорема A.(C-свойство Н.Н. Лузина) Для любой измеримой, по-
чти всюду конечной на [0, 1] функции f и для любого ε > 0 существу-
ют измеримое множество E с мерой |E| > 1 − ε и непрерывная на
[0, 1] функция g, совпадающая с f на E.

В 1939 г. Д. Е. Меньшов [12] доказал следующую фундаментальную
теорему:

Теорема B.(усиленное C-свойство Д.Е. Меньшова) Пусть f изме-
римая функция, конечная почти всюду на [0, 2π). Для любого ε > 0

можно построить функцию g, совпадающую с f на некотором мно-
жестве E с | E |> 2π−ε и такую, что ряд Фурье функции g сходится
равномерно на [0, 2π).

Далее в этом направлении интересные результаты получены А.А.
Талаляном, О.Д. Церетели, У. Прайсом, М.Г. Григоряном, Г.Г. Гевор-
кяном и другими авторами (см.[13]-[17]).

М.Г. Григорян доказал, что как тригонометрическая система
{ei2πkx}∞k=−∞, так и система Уолша {ωk(x)} обладают усиленным жад-
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ным L1 -свойством суммируемых функций. Оно состоит в следующем:
для любого ε > 0 существует измеримое множество E ⊂ [0, 1] с мерой
|E| > 1 − ε и такое, что для каждой функции f ∈ L1[0, 1] можно най-
ти функцию g ∈ L1[0, 1], совпадающую с f на E, для которой как ряд
Фурье так и жадный алгоритм по тригонометрической системе (соот-
ветственно по системе Уолша) сходятся к ней по L1[0, 1]- норме (см. [14],
[15]).

Обозначим через spec(f) спектр функции f(x) (т.е. spec(f)– множе-
ство номеров ненулевых коэффициентов {ck(f)}∞k=0 (см. (4))).

В параграфе 1.3 диссертации рассматривается сходимость почти
всюду жадного алгоритма по мультипликативным системам, после ис-
правления функции. Доказывается

Теорема 1. Пусть W = {Wk(x)}∞k=0— мультипликативная си-
стема функций определяемая ограниченной последовательностью P =

{pk}∞k=1. Тогда для любого ε > 0, существует измеримое множество
E ⊂ [0, 1) с мерой |E| > 1− ε, такое, что для любой функции f ∈ L(E)

можно построить функцию f̃ ∈ L[0, 1), которая совпадает с f на E
и жадный алгоритм которой по системе W сходится к ней почти
всюду на [0, 1).

В параграфе 1.4 рассмотрен вопрос равномерной сходимости жад-
ного алгоритма по мультипликативным системам, после исправления
функции. Доказываются следующие теоремы.

Теорема 2. Пусть W = {Wk(x)}∞k=0— мультипликативная си-
стема функций определяемая ограниченной последовательностью P =

{pk}∞k=1. Для любого числа ε > 0 и для любой измеримой и почти всю-
ду конечной функции f существует функция f̃ ∈ L∞[0, 1) такая, что
mes{x : f̃(x) 6= f(x)} < ε, все коэффициенты Фурье этой функции по
системе W отличны от нуля, множество D(f̃ ,W) содержит толь-
ко один элемент, и жадный алгоритм этой функции по системе W
сходится к ней равномерно на [0, 1).

Теорема 3. Пусть W = {Wk(x)}∞k=0— мультипликативная си-
стема функций определяемая ограниченной последовательностью P =

{pk}∞k=1. Для любого числа ε > 0 и для любой измеримой и почти всю-
ду конечной функции f существует функция f̃ ∈ L∞[0, 1) такая, что
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mes{x : f̃(x) 6= f(x)} < ε, последовательность {|ck(f̃)|, k ∈ spec(f̃)}
монотонно убывающая и частичные суммы Sn(x, f̃) функции f̃ по си-
стеме W равномерно сходятся к f̃ при n→∞.

Далее, в параграфе 1.5 показано что путем исправления функции
из класса Lr[0, 1), r > 1 на множестве малой меры, можно достичь
того, чтобы абсолютные значения ненулевых коэффициентов Фурье по
мультипкликативной системе ограниченного типа были расположены в
порядке убывания, более того доказано:

Теорема 4. Пусть {Wk(x)}∞k=0— мультипликативная систе-
ма функций определяемая ограниченной последовательностью P =

{pk}∞k=1. Существует убывающая последовательность {ak}∞k=1 с
∞∑
k=1

aqk < ∞, ∀ q > 2, такая, что для любых 0 < ε < 1, r ≥ 1 и для

каждой измеримой и почти всюду конечной функции f можно найти
функцию f̃ ∈ Lr[0, 1) с mes{x ∈ [0, 1); f̃ 6= f} < ε, для которой

|ck(f̃)| = ak для всех k ∈ spec(f̃), ‖f̃‖r ≤
4

ε1−1/r
‖f‖r.

В параграфе 1.6 рассматриваются мультипликативные системы
неограниченного типа для которых элементы множества {pk}∞k=1 могут
стремится к бесконечности со скоростью геометрической прогрессии.
Доказывается следующая теорема.

Теорема 5. Пусть a > 1 и P = {pk}∞k=1 множество натуральных
чисел с условием 2 ≤ pk ≤ ak (k = 1, 2, . . .) и пусть W = {Wk(x)}∞k=0—
мультипликативная система функций определяемая последователь-
ностью P . Тогда для любого ε > 0, существует измеримое множество
E ⊂ [0, 1) с мерой |E| > 1− ε, такое, что для любой функции f ∈ L(E)

существует функция f̃ ∈ L[0, 1) совпадающая с f на E такая, что

1. последовательность {|ck(f̃)|, k ∈ spec(f̃)} монотонно убывающая,

2.
∥∥∥Sn(x, f̃)− f̃(x)

∥∥∥
L[0,1)

→ 0 при n→∞.

Замечание. Если потребовать ограниченность последовательно-
сти {pk}∞k=1, то можно утверждать также почти всюду сходи-
мость рядов Фурье функции f̃ по системе W.
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В параграфе 1.7 рассматриваются мультипликативные системы,
определяемые произвольной последовательностью {pk}∞k=1. Доказана
следующая

Теорема 6. Пусть P = {pk}∞k=1 произвольная система натураль-
ных чисел с условием pk ≥ 2 (k = 1, 2, . . .) и пусть W = {Wk(x)}∞k=0—
мультипликативная система функций определяемая последователь-
ностью P . Тогда для любого ε > 0, существует измеримое множе-
ство E ⊂ [0, 1) с мерой |E| > 1 − ε и убывающая последовательность

{ak}∞k=1 с
∞∑
k=1

aqk <∞, ∀q > 2, такая, что для любой функции f ∈ L(E)

существует функция f̃ ∈ L[0, 1) совпадающая с f на E и такая, что

|ck(f̃)| = ak для всех k ∈ spec(f̃).

Пусть Ψ = {ψk(x)}∞k=1 ортонормированная система функций опреде-
ленных на [a, b]. Функции Лебега системы Ψ определяются следующим
образом (см. [18]):

Ln(Ψ, x) :=

b∫
a

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ψk(x)ψk(t)

∣∣∣∣∣ dt .
Если эти функции не зависят от x, то они называются константами

Лебега {Ln(Ψ)}∞n=1 системы Ψ.
Константы Лебега мультипликативной системы W = {Wj(x)}∞j=0

имеют следующий вид

Ln(W) =

∫ 1

0

|Dn(t)|dt, (5)

где Dn(t) =
n−1∑
k=0

Wk(t) ядро Дирихле системы W.

Известно, что

lim
n→∞

Ln(T)

lnn
=

4

π
,

где T— тригонометрическая система. В сравнении с этим, отметим, что
для системы Виленкина доказано [2], что

0 = lim inf
n→∞

Ln(W)

log2 n
< lim sup

n→∞

Ln(W)

log2 n
<∞ (6)
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Далее, напомним, что ограниченная последовательность {xn}∞n=1 на-
зывается почти сходящимся, если для некоторого a ∈ R имеет место
соотношение

lim
n→∞

1

n

m+n∑
k=m+1

xn = a равномерно по m.

Обозначим

q(xn) = lim
n→∞

inf
m∈N

1

n

m+n∑
k=m+1

xk и p(xn) = lim
n→∞

sup
m∈N

1

n

m+n∑
k=m+1

xk.

Эти пределы существуют для любой ограниченной последователь-
ности и очевидно, что почти сходимость последовательности {xn}∞n=1

эквивалентно условию q(xn) = p(xn) .
В параграфе 1.8 диссертации рассмотрено поведение констант Лебе-

га мультипликативных систем, доказана следующая теорема:
Теорема 7. Для любой мультипликативной системы W =

{Wk(x)}∞k=0 справедливы соотношения:

1) q

(
Ln(W)

log2 n

)
= 0;

2) p

(
Ln(W)

log2 n

)
= lim sup

n→∞

Ln(W)

log2 n
.

Из этой теоремы непосредственно следует, что последовательность{
Ln(W)
log2 n

}∞
n=2

не является почти сходящимся. Отметим, что аналогичный
результат для системы Уолша сформулирован в [19].

Во второй главе диссертации рассматриваются вопросы сходимости
рядов Фурье по системе Уолша-Пэли, как в одномерном так и в дву-
мерном случаях.

Сфера вопрос касающихся почти всюду сходимости рядов Фурье по
различным классическим ортонормированным системам функций, яв-
ляется одним из основных направлений в гармоническом анализе.

В 1951 году Д.Е. Меньшов [20] доказал следующую теорему:
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Теорема C. (Меньшов) Для любого совершенного множества P

положительной меры, P ⊂ [0, 2π], и для любой его точки плотности
x0 можно определить функцию f , непрерывную на [0, 2π] и обладаю-
щую следующим свойством: Какова бы ни была измеримая функция g,
ограниченная на [0, 2π] и совпадающая с f на множестве P , ряд Фурье
от функции g расходится в точке x0.

В параграфе 2.2 доказан аналог Теоремы C для системы Уолша-
Пэли:

Теорема 8. Для любого совершенного множества P положитель-
ной меры, P ⊂ [0, 1), и для любой его точки плотности x0 можно
определить функцию f непрерывную на [0, 1) и обладающую следующим
свойством: Какова бы ни была измеримая функция g, ограниченная на
[0, 1) и совпадающая с f на множестве P , ряд Фурье-Уолша функции
g расходится в точке x0.

Хорошо известен фундаментальный результат А. Н. Колмогорова:
существует функция f ∈ L[0, 2π] такая, что ее тригонометрический
ряд Фурье почти всюду расходится. Стейн доказал, что аналог теоремы
Колмогорова имеет место и для рядов Фурье по системе Уолша-Пэли.

Карлесон в работе [21] получил решение проблемы Н.Н. Лузина. Он
установил, что если f ∈ L2[0, 2π], то ее тригонометрический ряд Фурье
почти всюду сходится.

Биллард [22] доказал аналог теоремы Карлесона для рядов Фурье
по системе Уолша-Пэли.

Фефферман [23] установил, что существует функция F ∈ C([0, 2π]2),
двойной тригонометрический ряд Фурье которой расходится всюду на
[0, 2π]2 (в смысле плоской меры Лебега µ2) при суммировании по прямо-
угольникам (или, что то же самое, по Прингсхейму), т. е. не существует
предела:

lim
m,n→∞

Sm,n(x, y, F ),

где m и n независимо стремятся к бесконечности.
В работе [24] с помощью теоремы Карлесона установлено, что если

+∞∑
m,n=−∞

am,n log2[min(|m|, |n|) + 2] <∞, (7)
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то предел

lim
k,p,s,l→∞

l∑
m=−k

p∑
n=−s

am,ne
i(mx+ny)

существует почти всюду на [0, 2π]2. Затем Е.М. Никишин установил,
что если модуль непрерывности непрерывной функции f(x, y) удовле-
творяет условию

ω(f, δ) = O(log−1−ε 1/δ) (8)

при некотором ε > 0, то для коэффициентов Фурье функции выполня-
ется неравенство (7), где под модулем непрерывности функции f(x, y)

понимается величина

ω(f, δ) = sup
(x−s)2+(y−t)2≤δ

|f(x, y)− f(s, t)|.

Затем М. Бахбух и Е.М. Никишин [25] построили контрпример, пока-
зывающее, что в (8) нельзя положить ε = 0 и утверждать сходимость
прямоугольных частичных сумм почти всюду на [0, 2π]2.

Имеется ряд интересных результатов, посвященных вопросам сходи-
мости кратных рядов Фурье по классическим системам (см. [26]-[28]).

Р.Д. Гецадзе [26] доказал следующие теоремы
Теорема D.(Гецадзе) Для любого ε ∈ (0, 1) существует функция

g = gε ∈ C([0, 1]2), число λ = λ(ε) ∈ (1,∞) и плоское измеримое мно-
жество Eε ⊂ [0, 1]2 такие, что
а) µ2Eε ≥ 1− ε,
б) двойной ряд Фурье функции g по системе Уолша-Пэли λ-расходится
неограниченно всюду на множестве Eε.

Теорема E.(Гецадзе) Существует непрерывная функция, опреде-
ленная на [0, 1]2, такая, что ее двойной ряд Фурье по системе Уолша-
Пэли неограниченно расходится почти всюду на [0, 1]2 по Прингсхей-
му.

В параграфе 2.3 доказывается следующая
Теорема 9. Для любого счетного множества A = {(xn, yn)}∞n=1 ⊂

[0, 1)2 существуют непрерывная функция F ∈ C([0, 1]2) и плоское из-
меримое множество E ⊂ [0, 1)2 такие, что
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1. A ⊂ E,

2. µ2E = 1, где µ2 плоская мера Лебега,

3. lim sup
m,n→∞

|Sm,n(x, y, F )| =∞ для всех (x, y) ∈ E,

где Sm,n(x, y, F ), m, n = 1, 2, . . . прямоугольные частичные суммы
функции F по двойной системе Уолша-Пэли.

Справедлива также следующая
Теорема 10. Существует функция g ∈ (C[0, 1]2), двойной ряд ко-

торой по системе Уолша-Пэли расходится почти всюду на [0, 1]2, при
суммировании по прямоугольникам, и модуль непрерывности функции
g удовлетворяет соотношению

ω(g, δ) = O

(
1

log2 log2 1/δ

)
при δ → 0.

В заключение выражаю благодарность профессору М.Г. Григоряну,
под руководством которого выполнена данная работа.
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SUMMARY

The main results obtained in this thesis are:

1. Let W = {Wk(x)}∞k=0 be a multiplicative system of functions defined

by a bounded sequence. Then for each ε > 0, there exists a measurable set

E ⊂ [0, 1) with measure |E| > 1 − ε, such that for any function f ∈ L(E)

one can construct a function f̃ ∈ L[0, 1) which coincides with f on E and

the greedy algorithm of f̃ with respect to the system W converges to f̃

almost everywhere on [0, 1).

2. Let W = {Wk(x)}∞k=0 be a multiplicative system of functions defined

by a bounded sequence. For each ε > 0 and for any measurable and almost

everywhere finite function f there exists a function f̃ ∈ L∞[0, 1) such that

mes{x : f̃(x) 6= f(x)} < ε, all Fourier coefficients of f̃ with respect to the

system W are non-zero, the set D(f̃ ,W) contains only single element, and

the greedy algorithm of f̃ with respect to the system W converges to f̃

uniformly on [0, 1).

3. For any multiplicative system W = {Wk(x)}∞k=0, defined by a

bounded sequence, there exists a decreasing sequence {ak}∞k=1 with
∞∑
k=1

aqk <

∞, ∀ q > 2, such that for any 0 < ε < 1, r ≥ 1 and for each measurable

and almost everywhere finite function f there exists a function f̃ ∈ Lr[0, 1)

such that mes{x ∈ [0, 1); f̃(x) 6= f(x)} < ε and

|ck(f̃)| = ak for all k ∈ spec(f̃), ‖f̃‖r ≤
4

ε1−1/r
‖f‖r.

4. Let P = {pk}∞k=1 be a sequence of natural numbers with 2 ≤
pk ≤ ak (k = 1, 2, . . .) for some a > 1 and let W = {Wk(x)}∞k=0 be

the multiplicative system defined by the sequence P . Then for each ε > 0

there exists a measurable set E ⊂ [0, 1) with measure |E| > 1− ε, such that

for each function f ∈ L(E) there exists a function f̃ ∈ L[0, 1) coinciding

with f on E and having the following properties
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1. the sequence of absolute values of non-zero coefficients of f̃ with

respect to the system W is monotonically decreasing,

2.
∥∥∥Sn(x, f̃)− f̃(x)

∥∥∥
L[0,1)

→ 0 when n→∞.

5. For any perfect set P ⊂ [0, 1) of positive measure, and for any

density point x0 of P one can define a continuous function f , having the

following property: any bounded measurable function g, defined on [0, 1)

and coinciding with f on P , has Fourier series diverging at x0 with respect

to the Walsh system.

6. For any countable set A = {(xn, yn)}∞n=1 ⊂ [0, 1)2 there exist a

continuous function F ∈ C([0, 1]2) and a Lebesgue measurable set E ⊂
[0, 1)2, such that

1. A ⊂ E,

2. µ2E = 1, where µ2 is Lebesgue measure on R2,

3. lim sup
m,n→∞

|Sm,n(x, y, F )| =∞ for each (x, y) ∈ E.
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AM�O�AGIR

Atenaxosow�yownowm stacva� en het yal himnakan ardyownqner�`

1. Dicuq W = {Wk(x)}∞k=0-� sahmana�ak hajordakanu�yamb

sahmanva� multiplikativ hamakarg �: Kamayakan ε > 0 �vi hamar

goyu�yun uni E ⊂ [0, 1), |E| > 1−ε bazmu�yun aynpisin, or cankaca�
f ∈ L(E) funkciayi hamar goyu�yun uni f-i het E bazmu�yan vra

ham�nkno� f̃ ∈ L[0, 1) funkcia, ori agah algori�m� �stW hamakargi

[0, 1)-um hamarya amenureq zugamitum � f̃-in:

2. Dicuq W = {Wk(x)}∞k=0-� sahmana�ak hajordakanu�yamb

sahmanva� multiplikativ hamakarg �: Cankaca� ε > 0 �vi  

hamarya amenureq verjavor �a�eli kamayakan f funkciayi hamar

goyu�yun uni f̃ ∈ L∞[0, 1),mes{x : f̃(x) 6= f(x)} < ε funkcia, ori bolor

Furiei gor�akicner� �st W hamakargi zroyic tarber en, D(f̃ ,W)

bazmu�yun� parunakum � miayn mek �lement,  agah algori�m�, �st

W hamakargi, havasara�a� zugamitum � iren [0, 1)-um:

3. Sahmanapak hajordakanu�yamb sahmanva� kamayakan W =

{Wk(x)}∞k=0 multiplikativ hamakargi hamar goyu�yun uni {ak}∞k=1

nvazo� hajordakanu�yun
∞∑
k=1

aqk <∞, ∀ q > 2 aynpisin, or cankaca�

ε > 0, r ≥ 1 �veri  hamarya amenureq verjavor �a�eli kamayakan

f funkciayi hamar goyu�yun uni f̃ ∈ Lr[0, 1) funkcia aynpisin, or

mes{x ∈ [0, 1); f̃(x) 6= f(x)} < ε  

|ck(f̃)| = ak erb k ∈ spec(f̃), ‖f̃‖r ≤
4

ε1−1/r
‖f‖r.

4. Dicuq P = {pk}∞k=1-� 2 ≤ pk ≤ ak (k = 1, 2, . . .) paymanin

bavararo� bnakan �veri hajordakanu�yun � in�-or a > 1 �vi

hamar,  dicuq W = {Wk(x)}∞k=0-� P hajordakanu�yamb sahmanva�

multiplikativ hamakarg �: Kamayakan ε > 0 �vi hamar goyu�yun

uni E ⊂ [0, 1), |E| > 1− ε bazmu�yun aynpisin, or cankaca� f ∈ L(E)

funkciayi hamar goyu�yun uni f-i het E-i vra ham�nkno� f̃ ∈ L[0, 1)

funkcia, or� bavararum � het yal paymannerin

1. f̃ funkciayi` �st W hamakargi Furiei o� zroyakan

gor�akicner� bacar�ak ar�eqov monoton nvazo� en ,

2.
∥∥∥Sn(x, f̃)− f̃(x)

∥∥∥
L[0,1)

→ 0 erb n→∞.
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5. Cankaca� P ⊂ [0, 1) kataryal bazmu�yan  nra kamayakan

x0 xtacman keti hamar kareli � gtnel f an�ndhat funkcia

aynpisin, or P bazmu�yan vra f-i het ham�nkno�, sahmana�ak  

�a�eli kamayakan g funkciayi Furiei �arq� �st Uol�i hamakargi

taramiti x0 ketum:

6. Cankaca� A = {(xn, yn)}∞n=1 ⊂ [0, 1)2 ha�veli bazmu�yan hamar

goyu�yun uni F ∈ C([0, 1]2) an�ndhat funkcia  E ⊂ [0, 1)2 �a�eli

bazmu�yun aynpisin, or.

1. A ⊂ E,

2. µ2E = 1, orte� µ2-� Lebegi �a�n � R2-i hamar,

3. lim sup
m,n→∞

|Sm,n(x, y, F )| =∞ erb (x, y) ∈ E.
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