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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Как известно, теория нелинейных интегральных и
интегро-дифференциальных уравнений является одной из наиболее активно
разрабатываемых областей теории дифференциальных уравнений.

К этой области относятся и нелинейные интегральные и интегро-
дифференциальные уравнения с операторами Гаммерштейна. Ряд задач со-
временного естествознания описываются нелинейными уравнениями с опе-
раторами Гаммерштейна. Необходимость исследования подобных уравнений
особенно важна при изучении физических процессов, происходящих в актив-
ных средах.

Первые результаты касающейся вопросов разрешимости и изучения соот-
ветствующих свойств решений нелинейных интегральных уравнений получе-
ны в 20-ых годах прошлого столетия в пионерских работах П.С. Урысона и
А. Гаммерштейна. В 1923 году, в работе Урысона упоминалась более ран-
няя работа Пикара, в которой исследована следующая граничная задача для
нелинейного дифференциального уравнения второго порядка:{

y′′ = f(x, y),

y(a) = 0, y(b) = B

(в случае когда f(x, 0) = 0, ∂f
∂y > 0 и ∂f

∂y ↓ по y), легко сводящаяся к специ-
альному интегральному уравнению Гаммерштейна с ядром Бурхардта.

В дальнейшем, а точнее в 50-70-ых годах 20-ого века сотрудники науч-
ной школыМ.А. Красносельского начали систематические исследования инте-
гральных операторов Гаммерштейна и Урысона. В частности, в работах М.А.
Красносельского, П.П. Забрейко, Л.А. Ладыженского, В.Я. Стеценко, Е.И.
Пустыльника и Я.Б. Рутицкого получены различные необходимые и доста-
точные условия, обеспечивающие компактность (или полную непрерывность)
операторов Гаммерштейна вида:

(Kf)(x) =

b∫
a

K(x, t)H(t, f(t))dt, x ∈ (a, b), −∞ < a < b < +∞.

С использованием условий полной непрерывности, при различных ограни-
чениях на нелинейность, в указанных работах доказаны довольно "тонкие"
теоремы существования и единственности решений уравнения Гаммерштейна:
f = g + Kf. Аналогичные вопросы обсуждались на западе научной школой
Феликса Браудера. Однако во всех этих работах существенную роль игра-
ла компактность соответствующих нелинейных отображений (в конкретных
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банаховых пространствах), а в некоторых случаях - также ограниченность
области интегрирования.

В последнее время, в связи с развитием таких областей естествознания как
теория переноса излучения, кинетическая теория газов, p-адическая матема-
тическая физика, эконометрика, возрос интерес к исследованию нелинейных
интегральных и интегро-дифференциальных уравнений, в которых соответ-
ствующий оператор Гаммерштейна не обладает свойством полной непрерыв-
ности, удовлетворяет условию критичности, а интегрирование в соответству-
ющих уравнениях совершается в неограниченных областях.

Впервые в работах Л.Г. Арабаджяна исследованы вопросы разрешимости
и построения однопараметрического семейства положительных решений для
одного класса нелинейных интегральных уравнений Гаммерштейна с неком-
пактным оператором на полуоси и с четным консервативным ядром K(x, t) =

K(x−t) и нелинейностью видаH(t, u) ≡ u−ω(u) , где ω ∈ L1(R+)∩C0(R+), ω ↓
на некотором полубесконечном интервале [δ,+∞), δ > 0.

В 2006г. Н.Б. Енгибаряном исследован специальный класс нелинейных ин-
тегральных уравнений Урысона с некомпактным оператором, где впервые был
применен метод диссипативного функционала, введенный им.

В случае, когда

K(x, t) ≡ K0(x− t), K0(τ) =
1√
π
e−τ

2

, a = −∞, b = +∞,

а H(t, u) = uq, q ∈ (0, 1) уравнение f = Kf, в связи с его важностью в p-
адической теории открытой струны для скалярного поля тахионов, исследо-
валось в работах академика В.С. Владимирова и его научной школы .

В работах Х.А. Хачатряна исследованы достаточно широкие классы нели-
нейных интегральных и интегро-дифференциальных уравнений с некомпакт-
ными операторами как на полуоси так и на всей оси, в которых получены
принципиально новые теоремы существования однопараметрических семейств
положительных решений, исследованы асимптотические свойства построен-
ных решений. В этих работах также получены различные достаточные усло-
вия разрешимости для некоторых классов нелинейных интегральных уравне-
ний Урысона и Гаммерштейна "с сильной нелинейностью". Х.А. Хачатряном
систематически исследованы и нелинейные интегро-дифференциальные урав-
нения с некомпактными операторами Гаммерштейна и Урысона, при этом для
некоторых классов уравнений со степенной нелинейностью им получены тео-
ремы единственности решений в определенных функциональных простран-
ствах.
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Настоящая диссертация посвящена исследованию вопросов построения по-
ложительных неподвижных точек для нелинейных интегральных и интегро-
дифференциальных операторов типа Гаммерштейна и их дискретных анало-
гов при весьма иных ограничениях на ядро K и на нелинейность H.

В диссертационной работе, с использованием специальных итерационных
методов, некоторых априорных оценок, известных свойств операции сверт-
ки, классических методов теории интегральных уравнений Винера-Хопфа, а
также методов теории построения инвариантных конусных отрезков для соот-
ветствующих нелинейных операторов, получены новые теоремы существова-
ния положительных решений в соответствующих функциональных простран-
ствах.

Цель работы. Основной целью настоящей диссертации является

• Изучение вопросов разрешимости некоторых классов нелинейных инте-
гральных и интегро-дифференциальных уравнений на полуоси с неком-
пактными операторами типа Гаммерштейна,

• Иследование асимптотических свойств решений нелинейных уравнений
с операторами Гаммерштейна-Немыцкого,

• Построение однопараметрических семейств положительных решений
для указанных классов уравнений.

Методы исследования. В работе использовались методы теории интег-
ральных уравнений типа свертки, специальные итерационные методы, методы
построения инвариантных конусных отрезков для соответствующих нелиней-
ных операторов, методы теории функции вещественной переменой, методы
нелинейного анализа.

Научная новизна. Все результаты, полученные в диссертации, являются
новыми, обоснованны строгими математическими доказательствами.

Практическая значимость. Результаты, полученные в диссертацион-
ной работе, имеют теоретический и практический интерес. Они могут быть
использованы при изучении ряда задач кинетической теории газов, теории
переноса излучения в спектральных линиях, в эконометрике, в p-адической
математической физике.

Основные положения, выносимые на защиту. На основе проведен-
ных исследований автором выносятся на защиту следующие положения:
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• Для одного класса нелинейных интегральных уравнений типа
Гаммерштейна-Немыцкого доказано существование положительных
решений и исследовано асимптотическое поведение полученных реше-
ний в зависимости от значения соответствующего параметра, входящего
в ядро уравнения.

• Получены достаточные условия положительной разрешимости в про-
странстве суммируемых решений для некоторых классов нелинейных
интегральных уравнений типа Гаммерштейна-Стильтеса на полуоси.

• Построено однопараметрическое семейство положительных и существен-
но ограниченных решений для интегральных уравнений Гаммерштейна-
Стильтеса. С помощью этого результата доказано существование поло-
жительных суммируемых и существенно ограниченных решений для ин-
тегральных уравнений Гаммерштейна "с сильной нелинейностью".

• Рассмотрена задача о стационарном распределении электронов в
полубесконечной плазме, которая описывается нелинейным интегро-
дифференциальным уравнением первого порядка с суммарно-
разностным ядром, где роль искомой функции играет напряженность
электрического поля. Для этого уравнения доказано существование од-
нопараметрического семейства положительных решений в пространстве
Соболева W 1

1 (R+).

• Для одного класса дискретных нелинейных уравнений Гаммерштейна
получены достаточные условия разрешимости в определенном весовом
пространстве.

Апробация полученных результатов. Основные результаты диссер-
тации докладывались на семинарах отдела методов математической физи-
ки Института Математики НАН Армении, на семинаре кафедры дифферен-
циальных уравнений Ереванского Государственного Университета, на семи-
нарах кафедры Высшей математики и теоретической механики Армянско-
го Национального Аграрного Университета, на международной конференции
"V российско-армянское совещание по математической физике, комплексному
анализу и смежным вопросам, г. Ереван, 2014г. " .

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 5 печатных рабо-
тах в рецензируемых журналах, входящих в перечень ВАК.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,
четырех глав, содержащих 14 параграфов, заключения и списка цитирован-
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ной литературы, включающего 115 наименований. Общий объем диссертации
составляет 110 страниц.

Содержание работы

Во введении обоснована актуальность диссертационной работы, аргумен-
тирована научная новизна исследований, показана практическая значимость
полученных результатов и изложено краткое содержание диссертации.

Первая глава диссертации посвящена вопросам построения положитель-
ных решений и исследованию их асимптотического поведения для следующего
класса нелинейных интегральных уравнений Гаммерштейна-Немыцкого:

f(x) =

∞∫
0

K(x, t)µ1(t, f(t))dt+ µ2(x, f(x)), x ≥ 0 (1)

относительно искомой вещественной и измеримой функции f(x). Здесь
{µj(x, u)}j=1;2– определенные на множестве R+ × R вещественнозначные
функции, удовлетворяющие следующему условию:

µj(x, 0) ≡ 0, ∀x ∈ R+, j = 1; 2. (2)

Это условие обусловлено тем, чтобы тождественно нулевая функция являлась
решением уравнения (1).

Уравнение (1), помимо чисто теоретического интереса, имеет применение
в кинетической теории газов (в нелинейной задаче температурного скачка), в
теории переноса излучения в ядерных реакторах (в случае, когда µ2(x, u) ≡ 0,

K(x, t) ≡ K0(x− t), а K0–вполне монотонная функция). В случае, когда

K(x, t) ≡ K0(x− t), K0(τ) ≥ 0, τ ∈ R, K0 ∈ L1(−∞,+∞), µ1(t, u) ≡ u,

а функция µ2(x, u) зависит только от переменной x, уравнение (1) преобразу-
ется в известное в литературе уравнение Винера-Хопфа, изучению которого
посвящены многочисленные работы местных и зарубежных математиков.

В случае, когда µ2(x, u) ≡ 0 в зависимости от свойств функции µ1(t, u)

в работах А.Х. Хачатряна и Х.А. Хачатряна (см. [1]-[3]) исследованы вопро-
сы разрешимости уравнения (1) в пространстве существенно ограниченных
функций на R+ или в пространстве измеримых функций, имеющих линейных
рост в бесконечности.

В первой главе диссертации, при иных ограничениях на функции K, µ1 и
µ2, доказано существование положительных решений уравнения (1) в опреде-
ленных функциональных пространствах.
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§1.1 посвящен изучению уравнения (1) в случае, когда ядроK(x, t) измери-
мая функция, определенная на множестве R+×R+, удовлетворяющая следу-
ющему условию: существуют вещественная и измеримая функция K0 ∈ L1(R)

и
+∞∫
−∞

K0(τ)dτ = 1, K0(−x) = K0(x) ≥ 0, x ≥ 0, (3)

∞∫
0

xjK0(x)dx < +∞, j = 1, 2, 3 (4)

и неотрицательные числа α1, α2, β1, β2, r, α2 ≥ α1, β2 ≥ β1 > 0, такие что

0 ≤ K(x, t) ≤ K0(x− t)
(
α1t+ β1

α2x+ β2

)r
, (x, t) ∈ R+ × R+. (5)

В §1.1 при некоторых условиях на функции µ1 и µ2 доказа-
на разрешимость уравнения (1) при всех возможных значениях
r ∈ [0,+∞).

Прежде чем сформулируем основной результат §1.1 введем некоторые обо-
значения и приведем вспомогательные факты из теории консервативных ин-
тегральных уравнений Винера-Хопфа.

Наряду с уравнением (1) рассмотрим консервативное однородное уравне-
ние Винера-Хопфа:

S(x) =

∞∫
0

K0(x− t)S(t)dt, x ≥ 0 (6)

с начальным условием
S(0) = 1 (7)

и с ядром K0, удовлетворяющим условиям (3), (4).
Как известно (см. [4] ), при условиях (3), (4) задача (6)-(7) имеет положи-

тельное, монотонно неубывающее неограниченное решение следующей струк-
туры:

S(x) =
1

m1
x+ q(x), x ≥ 0, (8)

где

m1 =

√
1

2
ν2, ν2 ≡

+∞∫
−∞

x2K0(x)dx, (9)
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а q(x) - определенная на R+ неотрицательная и существенно ограничен-
ная функция. В литературе q(x) - хорошо известна под названием функции
Хопфа. Обозначим через λ супремум функции q(x) :

λ ≡ sup
x∈R+

q(x). (10)

В §1.1 с использованием вышеприведенных фактов и обозначений доказана
следующая

Теорема 1.1. Пусть существуют числа η > 0 и η0 ∈ (0, η), такие что
выполняются следующие неравенства

1. 0 ≤ µ1(t, u) ≤ u, t ∈ R+, 0 ≤ u ≤ η

(α1t+ β1)r
,

2. µ2

(
t,

η0q0(t)

λ(α1t+ β1)r

)
≥ η0q0(t)

λ(α1t+ β1)r
,

µ2

(
t,

η

(α1t+ β1)r

)
≤ ηq0(t)

λ(α1t+ β1)r
, t ∈ R+,

где

q0(x) ≡ 1

m1

 ∞∫
x

yK0(y)dy − x
∞∫
x

K0(y)dy

 , x ∈ R+,

3. при любом фиксированном t ∈ R+ функции µj(t, u) (j = 1; 2) монотонно

возрастают по u на отрезке
[
0,

η

(α1t+ β1)r

]
,

4. функции {µj(t, u)}j=1;2 удовлетворяют условию Каратеодори по аргу-

менту u на множестве R+×
[
0,

η

βr1

]
, т.е при каждом фиксированном

u ∈
[
0,

η

βr1

]
, µ1 и µ2 измеримы по t и почти при всех t ∈ R+ эти

функции непрерывны по u на отрезке
[
0,

η

βr1

]
.

Тогда при условии (5) уравнение (1) имеет положительное решение f(x),

причем

a) если r = 0, то f является существенно ограниченной функцией на R+,

b) если r ∈ (0, 1], то f ∈ L◦∞(R+), где L◦∞(R+)–пространство существенно
ограниченных функций с нулевым пределом на бесконечности,

c) если r ∈ (1,+∞), то f ∈ L1(R+) ∩ L◦∞(R+).
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В качестве примеров µ1(t, u) и µ2(t, u) могут служить следующие функции:

µ1(t, u) =
2η

π(α1t+ β1)r
sin

πu(α1t+ β1)r

2η
, t ∈ R+, 0 ≤ u ≤ η

(α1t+ β1)r
,

µ2(t, u) = ρη0+η1(t)
u

u+ ρη1(t)
, η0, η1 > 0, η ≥ η0 + η1,

где

ρδ(t) =
δq0(t)

λ(α1t+ β1)r
, δ > 0, (x, t) ∈ R+ × R+.

§1.2 и 1.3 посвящены построению неотрицательного нетривиального решения
уравнения (1) в определенном весовом пространстве, в случае когда

K(x, t) ≡ K∗(x− t), (x, t) ∈ R+ × R+,

где K∗ четная, неотрицательная измеримая функция, удовлетворяющая усло-
вию консервативности или суперкритичности:

K∗(τ) ≥ 0, τ ∈ R, α ≡
+∞∫
−∞

K∗(τ)dτ ≥ 1, α < +∞. (11)

(случай α = 1 соответствует условию консервативности, а случай α > 1–
условию суперкритичности).

В §1.2 доказан следующий результат:
Теорема 1.2. Пусть существует суммируемая на R+ функция λ(x) :

0 ≤ λ(x) ≤ 1, x ∈ R+, λ(x) 6≡ 0, (12)

такая что

i1) 0 ≤ µ1(x, u) ≤ u, µ2(x, λ(x)) ≥ λ(x), при x ∈ R+, u ≥ λ(x),

i2) при каждом фиксированном x ∈ R+ функции {µj(x, u)}j=1;2 монотонно
возрастают по u на [λ(x),+∞),

i3) функции {µj(x, u)}j=1;2 удовлетворяют условию Каратеодори по аргу-
менту u на множестве R+ × R+,

i4) выполняется следующее условие:

c ≡
∞∫

0

esssup
u≥0

µ2(x, u)dx < +∞.
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Тогда, если α = 1, то уравнение (1) с ядром K(x, t) ≡ K∗(x− t), имеет неот-
рицательное нетривиальное решение f(x) в следующем весовом простран-
стве:

Mγ ≡ {ϕ(x), x ∈ R+ : ϕ(x)− измерима на R+ и
∞∫

0

γ(x)|ϕ(x)|dx < +∞},

где

γ(x) ≡
∞∫
x

K∗(u)du, x ∈ R+. (13)

Приведем примеры функций {µj(x, u)}j=1;2, для которых выполнимы условия
i1)− i4) теоремы 1.2:

I) µ1(t, u) = (λ(t))pu1−p, p ∈ (0, 1), u ≥ λ(t), t ∈ R+,

II) µ2(t, u) =
δλ(t)u

u+ λ(t)
, δ ≥ 2, 0 ≤ λ(t) ≤ 1, λ ∈ L1(R+), u ≥ λ(t) и t ∈ R+.

В §1.3 рассмотрен вопрос построения положительного решения уравнения (1)
в случае, когда ядроK∗(x) является вполне монотонной функцией и допускает
следующее представление:

K∗(x) =

b∫
a

e−|x|sdσ(s), x ∈ R, (14)

при этом

α =

+∞∫
−∞

K∗(τ)dτ = 2

b∫
a

1

s
dσ(s) > 1, α < +∞, (15)

где σ(s) - монотонно неубывающая и непрерывная функция на [a, b), причем
0 < a < b ≤ +∞.

Уравнение (1), при µ2(t, u) ≡ 0, а K(x, t) = K∗(x − t), где K∗ допускает
представление (14), возникает в нелинейной теории переноса ядерных реак-
торов .

Введем функцию:

K∗ε (x) = K∗(x)eεx, ε ∈ [0, a), x ∈ R. (16)

Из представления (14) ядра K∗ сразу следует, что

K∗ε (x) =


b∫
a

e−x(s−ε)dσ(s), если x ≥ 0

b∫
a

ex(s+ε)dσ(s), если x < 0

∈ L1(−∞,+∞)
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так как ε ∈ [0, a), а s ≥ a.
Рассмотрим функцию

ρ(ε) =

0∫
−∞

K∗ε (x)dx =

b∫
a

1

s+ ε
dσ(s), ε ∈ [0, a).

Так как
• ρ ∈ C[0, a), ρ(0) =

α

2
>

1

2

• ρ ↓ по ε на [0, a),

то очевидно существует число ε0 ∈ (0, a), для которого

ρ(ε0) ≥ 1

2
.

Зафиксируем число ε0.

Основным результатом §1.3 является следующая
Теорема 1.3. Пусть функции {µj(x, u)}j=1;2 удовлетворяют следую-

щим условиям:

j1) при каждом фиксированном t ∈ R+ функции {µj(t, u)}j=1;2 монотонно
неубывают по u на [e−ε0t,+∞),

j2) выполняются следующие неравенства:

µ1(t, e−ε0t) ≥ 2e−ε0t, µ1(t, u) ≤ u

α
+ βε0(t), t ∈ R+, u ≥ e−ε0t,

µ2(t, u) ≥ 0, t ∈ R+, u ≥ e−ε0t, c ≡
∞∫

0

esssup
u≥0

µ2(t, u)dt < +∞

для некоторой суммируемой на R+ функции βε0(t) :

βε0(t) ≥ 2e−ε0t, t ∈ R+,

j3) функции {µj(t, u)}j=1;2 удовлетворяют условию Каратеодори по аргумен-
ту u на R+ × R+.

Тогда, если α > 1, то уравнение (1), с ядром K(x, t) ≡ K∗(x−t) (K∗ допускает
представление (14)), имеет положительное решение в пространстве Mγ .

Приведены также примеры {µj(t, u)}j=1;2 для теоремы 1.3.
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A) µ1(t, u) = ξ
√
e−ε0tu, u ≥ e−ε0t,

где ξ ≥ max{2,
√

8
α}–некоторое число, а βε0(t) ≥ ξ2α

4
e−ε0t, t ∈ R+ и

βε0 ∈ L1(R+),

B) µ2(t, u) = (1− e−u)e−t
2

, u ≥ 0, t ∈ R+.

Вторая глава диссертации посвящена исследованию следующего класса
нелинейных интегральных уравнений Гаммерштейна-Стильтеса:

ϕ(x) = −
∞∫

0

F0(t, ϕ(t))dtF (x− t) + F1(x, ϕ(x)), x ≥ 0 (17)

относительно искомой измеримой и вещественной функции ϕ(x). Нелинейны-
ми уравнениями вида (17) описываются ряд задач современного естествозна-
ния. В частности, такие уравнения встречаются в теории марковских процес-
сов, в эконометрике, в финансовой математике и т.д. Существенной особен-
ностью таких уравнений является некомпактность соответствующего нели-
нейного оператора Гаммерштейна-Стильтеса в естественных банаховых про-
странствах, и следовательно классические методы нелинейного анализа о на-
хождении неподвижных точек для операторов либо непригодны, либо их мож-
но применить при весьма жестких условиях на функции F0,F1 и F. Другим
немаловажным затруднением исследования вышеуказанных уравнений явля-
ется тот факт, что искомое решение ϕ(x) определено на неограниченном мно-
жестве [0,+∞).

В уравнении (17) функция F, заданная на множестве (−∞,+∞), удовле-
творяет следующим условиям:
a) F непрерывна слева на (−∞,+∞)

b) F (−∞) = 0, F (+∞) = 1,

c) F монотонно возрастает на множестве (−∞,+∞),

т.е функцию F можно рассматривать как функцию распределения некоторой
случайной величины ξ.

Согласно теореме Лебега функция F допускает следующее представление:

F = FA + FD + FS , (18)

где FA - абсолютно непрерывная компонента функции F, FD - ее дискрет-
ная компонента, являющаяся функцией скачков с конечной суммой абсолют-
ных величин скачков, а FS - непрерывная функция ограниченной вариации,
имеющая почти всюду равную нулю производную. Так как F - монотонно
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неубывающая (возрастающая) функция, то из теоремы Лебега следует, что ее
компоненты FA, FD и FS также неубывающие (возрастающие) функции.

Интеграл в правой части (17) понимается в смысле Лебега-Стильтеса.
F0 и F1 - определенные на множестве (0,+∞) × (−∞,+∞) измеримые

функции, удовлетворяющие условию

F0(t, 0) ≡ 0, F1(x, 0) ≡ 0, t, x ∈ (0,+∞), (19)

(т.е тождественно нулевая функция удовлетворяет уравнению (17)).
В случае, когда F = FA, F0(t, z) = z, F1(x, z) = g(x) ∈ L1(0,+∞), уравне-

ние (17) превращается в интегральное уравнение Винера-Хопфа второго рода:

ϕ(x) = g(x) +

∞∫
0

K(x− t)ϕ(t)dt, x ≥ 0, (20)

(где K(x) = F ′A(x)), изучению которого посвящены многочисленные работы
местных и зарубежных авторов. Благодаря своей специфике, для уравнений
вида (20) разработаны элегантные математические теории, сочетающие тон-
кие аналитические построения и эффективные методы приближенния. От-
метим также, что уравнение (20) имеет многогранное применение в самых
различных областях математической физики.

В частном случае, когда F1 ≡ 0, F0(t, z) = z, уравнение (17) достаточно
подробно было исследовано в работе Н.Б. Енгибаряна (см.[5]).

В случае, когда F1 ≡ 0 ,F0(t, z) = G(z), G - непрерывная функция
на некотором отрезке [0, η], причем G(z) ≥ z, z ∈ [0, η], G(η) = η, G ↑
на [0, η], уравнение (17) исследовано в работе А.Х. Хачатряном и Х.А. Ха-
чатряном (см. [6]). Там доказано существование положительного монотонно
неубывающего и ограниченного решения ϕ(x), для которого lim

x→+∞
ϕ(x) = η.

Во второй главе исследованы уравнение (17) и его некоторые частные слу-
чаи, когда F непрерывна и обладает сингулярной компонентой: F ≡ FC =

FA + FS . В последнем случае при F1 ≡ 0 и некоторых условиях на функцию
F0(t, z) построено однопараметрическое семейство положительных и ограни-
ченных решений для уравнения (17). Что касается общего случая уравнения
(18), то здесь при существенно иных условиях относительно F0 и F1 доказано
существование положительных и интегрируемых решений. В конце приведе-
ны несколько примеров функций Fj(t, z), j = 0, 1.

В §2.1 приведены необходимые обозначения и некоторые вспомогательные
факты линейных интегральных уравнений типа свертки.
§2.2 посвящен вопросу разрешимости уравнения (17) с функцией распре-

деления F, имеющей сингулярную и дискретную компоненты.
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Пусть определенная на множестве R измеримая функция G(x) удовлетво-
ряет следующим условиям:

1. существует положительное число η > 0, такое что G ∈ C[0, η], G ↑
на [0, η],

2. G(0) = 0, G(η) = η и G(x) 6= x, при x ∈ (0, η),

3. функция G(x) удовлетворяет условию Липщица на отрезке [0, η] с неко-
торым постоянным L > 0 : т.е существует число L > 0, такое что

|G(x1)−G(x2)| ≤ L|x1 − x2|, x1, x2 ∈ [0, η].

В §2.2 доказана следующая
Теорема 2.1 Пусть функция распределения F удовлетворяет условиям

a) − c) и 1 − F ∈ L1(R+). Пусть, далее, существуют числа η0 ∈ (0, η) и
α ∈

(
0,min

(
1, 1

L

))
, такие что

1) F1(x, µη0(x)) ≥ µη0(x), F1(x, η) ≤ µη(x), (21)

где
µδ(x) ≡ δ(1− F (x)), x ∈ R+, (22)

2) функции F0(x, z) и F1(x, z) при каждом фиксированном x ∈ R+ моно-
тонно возрастают по аргументу z на отрезке [0, η],

3) выполняется двойная оценка

0 ≤ F0(x, z) ≤ αG(z), x ∈ R+, z ∈ [0, η], (23)

4) F0 и F1 на множестве R+ × [0, η] удовлетворяют условию Каратео-
дори по аргументу z, т.е при каждом фиксированном z ∈ [0, η] функции
{Fj(x, z)}j=0,1 измеримы по x ∈ R+ и почти при всех x ∈ R+ непрерывны по
z на отрезке [0, η].

Тогда уравнение (17) имеет ненулевое неотрицательное решение в про-
странстве L1(R+) ∩ L0

∞(R+), где L0
∞(R+) = {f ∈ L∞(R+) : lim

x→∞
f(x) = 0}.

В конце этого параграфа приведены соответствующие примеры
{Fj(x, z)}j=0,1, удовлетворяющие условиям теоремы 2.1.

В §2.3 построено однопараметрическое семейство положительных и огра-
ниченных решений уравнения (17) в случае, когда F1(x, z) ≡ 0, а функция
распределения F удовлетворяет условиям a) − c) и имеет только абсолютно
непрерывные и сингулярные компоненты.

В §2.3 установлен следующий результат:
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Теорема 2.2 Пусть F1(x, z) ≡ 0, а функция F удовлетворяет условиям
a)− c), причем F ≡ FC = FA + FS и

m(F ) ≡
+∞∫
−∞

xdF (x) < 0, (24)

(интеграл (24) абсолютно сходится в смысле Лебега-Стильтеса).
Предположим, далее, что F0(t, z) имеет следующую структуру:

F0(t, z) = z − ω(t, z), (25)

где ω(t, z) - измеримая вещественная функция, определенная на множестве
R+ × R и удовлетворяющая следующим условиям:

γ1) существует число A > 0 такое, что при каждом фиксированном
t ∈ R+ функция ω(t, z) ↓ по z на множестве [A,+∞),

γ2) существует определенная на R измеримая функция
◦
ω(z) со свойствами:

0 ≤ ◦ω(z) ↓ на [A,+∞),
◦
ω ∈ L1(R+) ∩ C0(R+),m1(

◦
ω) ≡

∞∫
0

x
◦
ω(x)dx < +∞,

такая что
0 ≤ ω(t, z) ≤ ◦ω(t+ z), t ∈ R+, z ∈ [A,+∞), (26)

γ3) ω удовлетворяет условию Каратеодори по аргументу z на множестве
R+ × [A,+∞).

Тогда уравнение (17) обладает однопараметрическим семейством поло-
жительных и ограниченных решений {ϕβ(x)}β∈∆, причем каждая функция
этого семейства обладает следующими свойствами:

• lim
x→∞

ϕβ(x) = 2β(1− w+(0))−1, β ∈ ∆, (27)

где w+(0) < 1, w+(x) ↓ по x на R+, lim
x→+∞

w+(x) = 0 и определяется из

уравнения факторизации Н.Б. Енгибаряна (см. §2.1, гл.2),
• если β1, β2 ∈ ∆, β1 > β2, то

ϕβ1
(x)− ϕβ2

(x) ≥ 2(β1 − β2), x ∈ R+. (28)
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Здесь ∆ = [max(κ, β0),+∞), где β0 (β0 ≥ A) - некоторое фиксированное число,
для которого

◦
ω(β0) < β0, а κ = sup

x≥0
Q(x), Q(x) - ограниченное и положитель-

ное решение следующего неоднородного интегрального уравнения:

Q(x) = 2
◦
ω(x+A)−

∞∫
0

Q(t)dtF (x− t), x ≥ 0. (29)

Замечание. Oтметим, что существование положительного и ограничен-
ного решения уравнения (29) следует из основной леммы 2.1, доказанной в
§2.1, а существование числа β0 ≥ A - непосредственно следует из свойств
функции

◦
ω .

§2.4 главы 2 посвящен построению суммируемого решения уравнения (17)
с функцией F0(t, z), для которой мажорантой служит функция вида z+ω(t, ξ).

В §2.4 доказывается следующая:
Теорема 2.3 Пусть функция распределения F удовлетворяет условиям

теоремы 2.2, причем 1−F ∈ L1(R+), а F0(x, z) и F1(x, z) - заданные измери-
мые и вещественные функции, определенные на R+ ×R. Предположим, что
существуют числа

ξ ≥ 2 max(κ, β0)

1− w+(0)
и ξ0 ∈ (0, ξ) (30)

такие, что F0(x, z) и F1(x, z) удовлетворяют следующим условиям:

A) F1(x, µξ0(x)) ≥ µξ0(x), F1(x, ξ) ≤ µξ(x), x ∈ R+, (31)

B) 0 ≤ F0(t, z) ≤ z + ω(t, ξ), t ∈ R+, z ∈ [0, ξ], (32)

где ω удовлетворяет условиям теоремы 2.2
C) функции {Fj(x, z)}j=0,1 при каждом фиксированном x ∈ R+ моно-

тонно возрастают по z на отрезке [0, ξ],

D) функции {Fj(x, z)}j=0,1 удовлетворяют условию Каратеодори по ар-
гументу z на множестве R+ × [0, ξ].

Тогда уравнение (17) имеет ненулевое неотрицательное решение в про-
странстве L1(R+) ∩ L0

∞(R+).

Третья глава диссертации посвящена исследованию одного класса нели-
нейных интегро-дифференциальных уравнений первого порядка с некомпакт-
ным оператором Гаммерштейна на положительной полупрямой.

Рассмотрена следующая граничная задача для нелинейного интегро-
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дифференциального уравнения с суммарно-разностным ядром:
− df
dx

= µ

∞∫
0

{K(x− t)− εK(x+ t)}h(t, f(t))dt, x ≥ 0, (33)

f(+∞) ≡ lim
x→∞

f(x) = 0, (34)

относительно искомой измеримой и вещественной функции f(x). В уравнении
(33) µ -положительный числовой параметр, ядро K(x) допускает следующее
представление:

K(x) =

b∫
a

e−|x|sG(s)ds, x ∈ (−∞,+∞), (35)

где G(s) -положительная непрерывная и монотонно убывающая на [a, b) функ-
ция (a > 0, b > a

√
3, b ≤ +∞), причем

2

b∫
a

G(s)

s
ds = 1, (36)

а
ε ∈ [0, 1), (37)

h(t, u) - веществозначная на множестве R+ × R функция, такая что

h(t, 0) ≡ 0, t ∈ R+. (38)

Задача (33)-(34) имеет непосредственное применение в кинетической теории
плазмы. В частности, уравнением (33) описывается модельная задача о стаци-
онарном распределении электронов в полубесконечной плазме, где роль функ-
ции f(x) играет первая координата электрического поля: ~E(x) = (f(x), 0, 0).

Задача (33)-(34) выводится из стационарного модельного уравнения Больц-
мана с учетом интеграла столкновения, учитывающего энергетические взаи-
модействия. Параметр ε называется коэффициентом аккомодации.

Отметим, что при

ε = 0, G(s) =
1

s2
, a = 1, b = +∞, (39)

задача (33)-(34) исследована Х.А. Хачатряном (см. [7]).
В первой части третьей главы при определенных условиях на функцию

h(t, u) построено положительное решение задачи (33)-(34) в пространстве Со-
болева W 1

1 (R+) и описана структура построенного решения.
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Во второй части главы 3 построено однопараметрическое семейство поло-
жительных решений в W 1

1 (R+) для уравнения (33).
§3.1 посвящена сведению задачи (33)-(34) к следующему нелинейному ин-

тегральному уравнению:

ψ(τ) = eα1(µ)τ

∞∫
0

{T (τ − t)− T0(τ + t)}h(t, e−α1(µ)tψ(t))dt. (40)

относительно функции

ψ(x) = eα1(µ)xf(x), x ≥ 0, (41)

где

T (τ) = µ

∞∫
τ

K(x)dx, −∞ < τ < +∞, (42)

T0(t) = εµ

∞∫
t

K(x)dx, 0 < t < +∞. (43)

Здесь α1(µ) - функция обратная к функции

µ = µ(α) ≡ α
b∫
a

2s
s2−α2G(s)ds

, α ∈ (0, a) (44)

на интервале (0, α0], где число α0 единственным образом определяется из ха-
рактеристического уравнения:

b∫
a

s(s2 − 3α2)

(s2 − α2)2
G(s)ds = 0. (45)

В §3.2 сначала изучено следующее вспомогательное интегральное уравнение
сверточного типа на полуоси:

S(x) =

∞∫
0

{Tα1
(x− t)− e−2α1tTα1

0 (x+ t)}S(t)dt, x ≥ 0 (46)

относительно искомой измеримой функции S(x), где α1 = α1(µ),

Tα1
(x) = eα1xT (x), Tα1

0 (τ) = eα1τT0(τ), x ∈ R, τ > 0. (47)

и доказана:
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Теорема 3.1 При условиях (35)-(38) если α1 = α1(µ), то уравнение (46)
обладает неотрицательным ненулевым монотонно возрастающим и ограни-
ченным решением S∗(x).

В §3.3 с использованием теоремы 3.1 доказана следующая теорема о раз-
решимости задачи (33)-(34) в пространстве Соболева W 1

1 (R+) :

Теорема 3.2 Пусть выполняются условия (35)-(38). Предположим да-
лее, что существует число η > 0, такое что

I) h(t, z) ↑ по z при каждом фиксированном t ∈ R+ на отрезке [0, ηe−α1(µ)t],

II) h(t, z) -удовлетворяет условию Каратеодори по аргументу z на множе-
стве R+ × [0, η],

III) выполняются следующие соотношения:
h(t, z) ≥ z, t ∈ R+, z ∈ [0, ηe−α1(µ)t],

h(t, ηe−α1(µ)t) = ηe−α1(µ)t, t ∈ R+.

Тогда задача (33)-(34) в пространстве W 1
1 (R+) имеет неотрицательное

(нетривиальное) решение следующей структуры:

f(x) = e−α1(µ)xψ(x), x ∈ R+,

где ψ ∈W 1
∞(R+) и 0 ≤ ψ(x) ≤ η, x ∈ R+.

§3.4 главы 3 посвящен вопросу построения однопараметрического семей-
ства положительных решений в пространстве W 1

1 (R+) в случае, когда функ-
ция h(t, u) допускает следующее представление:

h(t, u) = u− ω(t, u), (48)

где ω(t, u) - определенная на R+ ×R+ вещественная функция, удовлетворяю-
щая следующим условиям:

1. существует число A > 0, такое что при каждом фиксированном t ∈ R+

функция ω(t, u) ↓ по u на [Ae−α1t,+∞), (α1 ≡ α1(µ)),

2. ω удовлетворяет условию Каратеодори по аргументу u на множестве
R+ × R+,

3. существует функция
◦
ω, определенная на R+ со свойствами:

◦
ω(z) ≥ 0, z ∈ [A,+∞),

◦
ω ∈ L1(R+) ∩ C0(R+),

m1(
◦
ω) ≡

∞∫
0

z
◦
ω(z)dz < +∞, ◦ω ↓ по z на [A,+∞)
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такая, что

0 ≤ ω(t, u) ≤ e−α1t
◦
ω(t+ eα1tu), t ∈ R+, u ≥ Ae−α1t.

В §3.4 доказан следующий результат:
Теорема 3.3 Пусть выполнены условия (35)-(38), функция h(t, u) до-

пускает представление (48), где ω(t, u) удовлетворяет условиям 1)−3). Тогда
задача (33)-(34) в пространстве Соболева W 1

1 (R+) обладает однопараметри-
ческим семейством положительных решений {fγ(x)}γ∈Π, причем

a) fγ(x) = e−α1xψγ(x), где ψγ(x) > 0, x ∈ R+, ψγ(·) ∈ L∞(R+), γ ∈ Π,

b) если γ1, γ2 ∈ Π, γ1 > γ2, то

fγ1(x)− fγ2(x) ≥ e−α1x(γ1 − γ2)S̃(x),

где S̃(x)–специальное решение соответствующего линейного однород-
ного уравнения (46), удовлетворяющее неравенству S̃(x) ≥ 1 (см. дока-
зательство теоремы 3.3, гл.3 §3.4).

Здесь множество параметров Π задается согласно следующей формуле:

Π ≡ [max(κ, γ0),+∞), (49)

где γ0 > A - некоторое фиксированное число, для которого
◦
ω(γ0) < γ0

(существование такого числа сразу следует из свойств функции
◦
ω), а κ ≡

sup
x≥0

Q(x), где Q(x) - положительное суммируемое и существенно ограничен-

ное на R+ решение следующего неоднородного интегрального уравнения свер-
точного типа

Q(x) = 2
◦
ω(x+A) +

∞∫
0

{Tα1
(x− t)− e−2α1tTα1

0 (x+ t)}Q(t)dt, x ≥ 0. (50)

Заметим, что существование такого решения Q(x) устанавливается в ходе до-
казательства теоремы 3.3 (см. гл.3 §3.3).

Четвертая глава диссертации посвящена изучению одного класса нелиней-
ных бесконечных систем алгебраических уравнений с матрицами типа Тепли-
ца, допускающих специальное представление.

Рассмотрена следующая бесконечная система нелинейных алгебраических
уравнений:

xn =

∞∑
k=0

an−khk(xk), n ∈ N0 ≡ {0, 1, 2, . . .} (51)
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относительно искомого бесконечного вектора

x = (x0, x1, . . . , xn, . . .)
T , (52)

где T - знак транспонирования.
Здесь A = (an−k)∞n,k=0 - бесконечная теплицева матрица следующего вида:

ak =

λ∫
0

s|k|G(s)ds, k ∈ Z ≡ {0,±1,±2, . . .}, (53)

где
λ ∈ (0, 1), G ∈ C[0, λ], G(s) > 0, s ∈ [0, λ], (54)

причем

γ ≡
λ∫

0

1 + s

1− s
G(s)ds ≥ 1, γ < +∞. (55)

Последовательность функций {hj(u)}∞j=0 удовлетворяет следующему усло-
вию:

hj(0) ≡ 0, j ∈ N0. (56)

и некоторым другим дополнительным условиям (см. формулировку теоре-
мы 4.1). Системы типа (51) возникают в дискретных задачах нелинейной тео-
рии переноса излучения.

В том случае, когда

an ≥ 0, n ∈ Z,
∞∑

n=−∞
an = 1, (57)

ν(A) ≡
∞∑

n=−∞
nan < 0 (58)

(предпологается, что (58) абсолютно сходится), а

hj(u) = G∗(u)− ωj(u), j ∈ N0, (59)

где

I) ωj(z) ↓ по z на [δ,+∞), δ > 0, ωj ∈ C[δ,+∞),

II) существует функция ω ∈ L1(0,+∞)∩C0(0,+∞), ω ↓ на [δ,+∞) такая, что

0 ≤ ωj(z) ≤ ω(z + j + 1), j ∈ N0,

а
G∗ ∈ C[0, η], G∗ ↑ на [0, η], G∗(z) ≥ z, z ∈ [0, η], G∗(η) = η,
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при некотором η = η(δ) > 0, система (51) исследовалась в совместной работе
Х.А. Хачатряна и М.Ф. Броян (см. [8]).

В диссертации, при других предположениях относительно {hj(u)}∞j=0 с
применением специальных итерационных методов и построения инвариант-
ных "обобщенных" конусных отрезков для соответствующего нелинейного
дискретного оператора Гаммерштейна, удалось построить положительное ре-
шение системы (51) и исследовать некоторые свойства полученного решения.

В §4.1 установлено существование числа q0 ∈ (λ, 1), для которого
λ∫

0

G(s)

1− sq0
ds ≥ 1

3
(60)

и доказана следующая:
Теорема 4.1 Пусть последовательность функций {hj(u)}∞j=0 удовле-

творяет следующим условиям:

i1) при каждом фиксированном j ∈ N0 функции hj(u) ↑ по u на [qj0,+∞),

i2) существует бесконечный вектор

β(q0) ≡ (β0(q0), β1(q0), . . . , βn(q0), . . .)T ∈ l1

такой что, βn(q0) ≥ 3qn0 (n ∈ N0), и

hj(u) ≤ u

γ
+ βj(q0), u ≥ qj0,

hj(q
j
0) ≥ 3qj0, j ∈ N0

i3) при каждом фиксированном j ∈ N0 функции hj(u) непрерывны на мно-
жестве [qj0,+∞).

Тогда при условиях (53)-(56) система (51) имеет покомпонентно положи-
тельное решение в весовом пространстве:

M ≡ {τ ≡ (τ0, τ1, . . . , τn, . . .)
T :

∞∑
j=0

ϕj(λ)|τj | < +∞},

где

ϕj(λ) ≡
λ∫

0

sj+1

1− s
G(s)ds, j ∈ N0.

Основные результаты диссертации опубликованы в работах [1]-[5].
Автор выражает глубокую благодарность своему научному руководителю

д.ф.м. наук Х.А. Хачатряну за постановку задач и постоянную помощь при
выполнении работы.
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AM�O�UM

H.S. Petrosyan

HAMER
TEYNI TIPI O� KOMPAKT �PERATORNEROV ORO


INTEGRAL EV INTEGRA-DIFERENCIAL HAVASARUMNER

KISAA�ANCQI VRA

Atenaxosakan a�xatanq� nvirva� � Hamer�teyni tipi o� kompakt

�peratornerov �nvo� kisaa�ancqi vra o� g�ayin integral  

integra-diferencial havasarumneri oro� daseri drakan lu�umneri

ka�ucman harcerin: Aydpisi havasarumnerov nkaragrvum en gazeri

kinetik tesu�yan, �aragay�man te�a�oxman tesu�yan  �konometrikayi

mi �arq xndirner:

Hatuk iteracion me�odneri zugakcum� hamapatasxan o� g�ayin

�peratorneri invariant konayin hatva�neri ka�ucman me�odneri  

�a�e�i tipi integral havasarumneri tesu�yan me�odneri het �uyl en

talis apacucel ver� n�va� havasarumneri hamar drakan lu�umneri

goyu�yan �eoremner  hetazotel stacva� lu�umneri asimptotik

hatku�yunner�:

Atenaxosu�yunum stacvel en  pa�tpanu�yan en nerkayacvum het yal

himnakan ardyunqner�:

• Hamer�teyn-Nemicku tipi mi dasi o� g�ayin havasarumneri hamar

apacucvel � drakan lu�umneri goyu�yun�  hetazotvel stacva�

lu�umneri asimptotik varq�` kaxva� havasarman korizi mej mtnw�

parametri ar�eqneric:

• Kisaa�ancqi vra Hamer�teyn-Stiltesi tipi o� g�ayin integral

havasarumneri oro� daseri hamar stacvel en integreli funkcianeri

tara�u�yunum drakan lu�umneri goyu�yan bavarar paymanner:

• Hamer�teyn-Stiltesi integral havasarumneri hamar ka�ucvel �

drakan  sahmana�ak lu�umneri mek parametranoc �ntaniq: Ayd
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ardyunqi �norhiv apacucvel � <u�e� o� g�aynu�yamb> Hamer�teyni

tipi integral havasarumneri hamar drakan, integreli  

sahmana�ak lu�umneri goyu�yan �eoremner:

• Ditarkvel � kisaanverj plazmayum �lektronneri stacionar ba�xman

xndir�, or� nkaragrvum � gumaratarberakayin korizov a�ajin

kargi o� g�ayin integra-diferencial havasarumov, orte� anhayt

funkciayi der� katarum � �lektrakan da�ti larva�u�yun�: Ayd

havasarman hamar apacucvel � Sobol i W 1
1 (R+) tara�u�yunum

drakan lu�umneri mek parametranoc �ntaniqi goyu�yun�.

• Hamer�teyni tipi o� g�ayin diskret havasarumneri mi dasi hamar

stacvel en oro�aki k��ayin tara�u�yunnerum luceliu�yan bavarar

paymanner:
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R E S U M E

Haykanush Petrosyan
SOME INTEGRAL AND INTEGRO-DIFFERENTIAL

EQUATIONS WITH HAMMERSTEIN TYPE
NONCOMPACT OPERATORS ON SEMI-AXIS

The thesis work is devoted the construction of positive solutions in certain

functional spaces for some classes of nonlinear integral and integro-differential

equations with Hammerstein noncompact operators in semi-axis.

By means of such equations a fairly wide problems of kinetic theory of gases,

radiative transfer theory and econometrics are described.

Combining special iteration methods with the methods of the theory of

construction invariant cone segments for corresponding nonlinear operators and

the theory of convolution type integral equations allow to prove existence theorems

of positive solutions for above mentioned equations, as well as to investigate

asymptotic properties obtained solutions.

The basic results obtained in thesis are the following:

• For one class of Hammerstein-Nemitskii type nonlinear integral equations the

existence of positive solutions in proved, as well as the asymptotic behavior

depending on the value of the corresponding parameter included in the kernel

of equation is investigated.

• For some classes of Hammerstein-Stiltjes type nonlinear integral equations

on semi-axis the sufficient conditions for positive solvability in space of

integrable solutions are obtained.

• One parametric family of positive and essentially bounded solutions for

Hammerstein-Stiltjes integral equations is constructed. By means of above

result the existence of positive integrable and essentially bounded solutions

for Hammerstein integral equations with " strong nonlinearity " is proved.
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• By means of nonlinear first order integro-differential equation is described the

problem of stationary distribution of electrons in semi-infinite plazma, where

role of unknown function plays electric field intensity. For above equation the

existence of one parametric family of positive solutions in Sobolev’s space

W 1
1 (R+) is proved.

• The sufficient conditions of solvability for one class of Hammerstein type

discrete nonlinear equations in certain weight space are obtained.
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