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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ    

 

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñëîæíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè âûâîäîâ â 

ðÿäå ñèñòåì êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé: ñèñòåìå ðåçîëþöèé ( R ), ñèñòåìå 

“Cutting planes (CP )”, ñèñòåìå, îñíîâàííîé íà îáîáùåííîì ïðàâèëå ðàñùåïëåíèÿ ( P ), 

ñèñòåìàõ Ôðåãå ( F ), ñèñòåìàõ Ôðåãå ñ ïðàâèëîì ïîäñòàíîâêè ( SF ) è ñ ïðàâèëîì k - 

îãðàíè÷åííîé ïîäñòàíîâêè ( FS
k
). 

Íà îñíîâàíèè ïîñòðîåííûõ â ðàáîòå àëãîðèòìîâ íîðìàëüíîé ôîðìû âûâîäîâ â 

ñèñòåìàõ R  è CP , a òàêæå íà îáîñíîâàíèè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ ñâîéñòâ 

âåëè÷èíû ϕ - îïðåäåëÿþùèõ êîíúþíêòîâ â óêàçàííûõ ñèñòåìàõ è â ñèñòåìå P , äëÿ 

äîñòàòî÷íî áîãàòîãî êëàññà ôîðìóë ïîñòðîåíà èåðàðõèÿ ïî ñëîæíîñòÿì èõ âûâîäîâ 

íåïîñðåäñòâåííî â ñèñòåìàõ P , R  è CP . 

Äëÿ ñèñòåì Ôðåãå ñ ïðàâèëîì ñå÷åíèÿ óñòàíîâëåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó 

òðàäèöèîííûìè êðèòåðèÿìè ñëîæíîñòè âûâîäîâ (êîëè÷åñòâî øàãîâ è äëèíà) è 

ââåäåííûì â ðàáîòå êðèòåðèåì òðóäíîîïðåäåëÿåìîñòè ôîðìóëû è, â ÷àñòíîñòè, 

äîêàçàíî, ÷òî òðóäíîîïðåäåëÿåìîñòü ôîðìóëû íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ 

ïîëó÷åíèÿ ñóïåðïîëèíîìèàëüíîé íèæíåé îöåíêè ñëîæíîñòè âûâîäîâ â âûøåóêàçàííûõ 

ñèñòåìàõ Ôðåãå, â îòëè÷èå îò ñèñòåì P , R  è CP . 

Ñèñòåìû SF  è FS
k
 ñðàâíåíû è ïî äëèíå è ïî øàãàì âûâîäîâ îäíèõ è òåõ æå 

ôîðìóë, ÷òî óêàçàëî íà ñóùåñòâóþùóþ ýôôåêòèâíîñòü ñèñòåì SF  ïî óñêîðåíèþ øàãîâ 

âûâîäîâ. 

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ óòî÷íåíà 

èåðàðõèÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè. 

 

 

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü ðàáîòû    

 

Èññëåäîâàíèÿ ñëîæíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê âûâîäîâ â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé, 

âîçíèêøèå â ñâÿçè ñ ðàçðàáîòêàìè àâòîìàòèçàöèè äîêàçàòåëüñòâ è íîñèâøèå äî êîíöà 

ñåìèäåñÿòûõ ãîäîâ äâàäöàòîãî âåêà ëèøü ôðàãìåíòàðíûé è èçîëèðîâàííûé õàðàêòåð, 



 4 

ïîëó÷èëè áóðíîå ðàçâèòèå ïîñëå èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà Êóêà – Ðåõîâà 1, äîêàçàâøèõ â 

1979ã., ÷òî coNPNP ≠  â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî 

îãðàíè÷åííîé ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ êëàññè÷åñêèõ òàâòîëîãèé, ò.å., åñëè äëÿ ëþáîé 

ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ êëàññè÷åñêîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè íàéäåòñÿ 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ ôîðìóë, íèæíèå îöåíêè äëèí êðàò÷àéøèõ âûâîäîâ êîòîðûõ 

èìåþò ñóïåðïîëèíîìèàëüíóþ çàâèñèìîñòü îò äëèí ôîðìóë. Èññëåäîâàíèÿ ðàçâèâàëèñü â 

äâóõ íàïðàâëåíèÿõ: ïîèñêà íîâûõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ è ïîèñêà êëàññà ôîðìóë, 

òðóäíî äîêàçóåìûõ â äàííîé ñèñòåìå. 

Ñèñòåìû ñ ïðîñòîé ñòðàòåãèåé ïîèñêà âûâîäîâ ( P , R , CP ) óäîáíû äëÿ 

àâòîìàòèçàöèè äîêàçàòåëüñòâ, è çäåñü âàæíû àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ íîðìàëüíûõ ôîðì 

âûâîäîâ. 

Äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêàöèé ñèñòåì Ôðåãå, äëÿ êîòîðûõ ïîêà íå óñòàíîâëåíî 

íèæíåé ïîêàçàòåëüíîé îöåíêè âûâîäîâ, àêòóàëüíû “ïîâûøåíèå” (“ïîíèæåíèå”) 

èçâåñòíûõ íèæíèõ (âåðõíèõ) îöåíîê ñëîæíîñòåé âûâîäîâ ìåòîäàìè êîíñåðâàòèâíûõ 

èëè ñóùåñòâåííûõ èõ ðàñøèðåíèé. 

 

Öåëÿìè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ:Öåëÿìè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ:Öåëÿìè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ:Öåëÿìè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ:    

    

• Èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ â ñèñòåìàõ ðåçîëþöèé, “Cutting planes” è 

îáîáùåííûõ ðàñùåïëåíèé èåðàðõèè ôîðìóë, èìåþùèõ äëèíû ïîðÿäêà n  è ñëîæíîñòè 

âûâîäîâ ïîðÿäêà 
i

n  [ ]( )2logni1
n

≤≤ . 

• Óòî÷íåíèÿ îöåíîê ñëîæíîñòåé âûâîäîâ â ñèñòåìàõ Ôðåãå ñ ïðàâèëîì ñå÷åíèÿ äëÿ 

ðÿäà “òðóäíîîïðåäåëÿåìûõ” ôîðìóë. 

• Ñðàâíåíèå ïî ñëîæíîñòÿì âûâîäîâ ñèñòåì Ôðåãå ñ ìóëüòèïëèêàòèâíîé 

ïîäñòàíîâêîé è îãðàíè÷åííîé ïîäñòàíîâêîé. 

 

Ìåòîäû èññëåäîâàíèéÌåòîäû èññëåäîâàíèéÌåòîäû èññëåäîâàíèéÌåòîäû èññëåäîâàíèé    
 

 

1 Cook S.A., Reckhow A.R., The relative efficiency of propositional proof systems, Journal of Symbolic Logic, 

44, 1979, 36-50. 
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Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû  

• èçâåñòíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ íîðìàëüíûõ ôîðì âûâîäîâ, 

• ìåòîäû îöåíîê ñëîæíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê âûâîäîâ, 

• èçâåñòíûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ îäíèõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ äðóãèìè. 

    

Íàó÷íàÿ íîâèçíàÍàó÷íàÿ íîâèçíàÍàó÷íàÿ íîâèçíàÍàó÷íàÿ íîâèçíà    

 

Äàíû íîðìàëüíûå ôîðìû âûâîäîâ äëÿ ñèñòåì ðåçîëþöèé, “Cutting planes” è 

îáîáùåííûõ ðàñùåïëåíèé è óñòàíîâëåíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäèêè 

îïðåäåëÿþùèõ êîíúþíêòîâ, ÷òî ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü â óêàçàííûõ ñèñòåìàõ èåðàðõèþ 

ôîðìóë ïî ñëîæíîñòÿì âûâîäîâ, àíàëîãè÷íóþ èåðàðõèè, ïîñòðîåííîé À. ×óáàðÿí äëÿ 

ñèñòåìû Ôðåãå áåç ïðàâèëà ñå÷åíèÿ. 

Äëÿ ðÿäà “òðóäíîîïðåäåëÿåìûõ” ôîðìóë óñòàíîâëåíà ïîëèíîìèàëüíàÿ âåðõíÿÿ 

îöåíêà ñëîæíîñòåé âûâîäîâ â ñèñòåìàõ Ôðåãå ñ ïðàâèëîì ñå÷åíèÿ, ÷òî óêàçûâàåò íà 

íåäîñòàòî÷íîñòü êðèòåðèÿ “òðóäíîîïðåäåëÿåìîñòè” äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíåé 

ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêè ñëîæíîñòåé âûâîäîâ â óêàçàííûõ ñèñòåìàõ Ôðåãå. 

Äîêàçàíî, ÷òî äâå ëþáûå ñèñòåìû Ôðåãå ñ êîíñòàíòíî îãðàíè÷åííûìè ïðàâèëàìè 

ïîäñòàíîâêè ðàâíîýôôåêòèâíû êàê ïî äëèíå, òàê è ïî øàãàì âûâîäîâ, â òî âðåìÿ êàê 

ñèñòåìû Ôðåãå ñ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîäñòàíîâêîé ñóùåñòâåííî ñèëüíåå ïî øàãàì 

âûâîäîâ. 

 

Âûíîñÿùèåñÿ íà çàùèòó îñíîâíûå ïîëîæåíèÿÂûíîñÿùèåñÿ íà çàùèòó îñíîâíûå ïîëîæåíèÿÂûíîñÿùèåñÿ íà çàùèòó îñíîâíûå ïîëîæåíèÿÂûíîñÿùèåñÿ íà çàùèòó îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ    

 

• Îïèñàíèå íîðìàëüíûõ ôîðì âûâîäîâ è óñòàíîâëåíèå âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ 

ìåòîäèêè îïðåäåëÿþùèõ êîíúþíêòîâ â ñèñòåìàõ ðåçîëþöèé, “Cutting planes” è 

îáîáùåííûõ ðàñùåïëåíèé è, êàê ñëåäñòâèå, ïîñòðîåíèå èåðàðõèè ôîðìóë ïî 

ñëîæíîñòÿì âûâîäîâ â ýòèõ ñèñòåìàõ. 

• Ïîëó÷åíèå ïîëèíîìèàëüíîé âåðõíåé îöåíêè ñëîæíîñòåé âûâîäîâ â ñèñòåìàõ Ôðåãå 

ñ ïðàâèëîì ñå÷åíèÿ äëÿ ðÿäà “òðóäíîîïðåäåëÿåìûõ” ôîðìóë, äëÿ êîòîðûõ â “ñëàáûõ” 

ñèñòåìàõ ïîëó÷åíû ïîêàçàòåëüíûå íèæíèå îöåíêè. 
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• Äîêàçàòåëüñòâî ðàâíîýôôåêòèâíîñòè äâóõ ñèñòåì Ôðåãå ñ êîíñòàíòíî 

îãðàíè÷åííûìè ïðàâèëàìè ïîäñòàíîâêè êàê ïî äëèíå, òàê è ïî øàãàì âûâîäîâ è 

óñòàíîâëåíèå óñêîðåíèÿ êîëè÷åñòâà øàãîâ âûâîäîâ ïðè ïåðåõîäå îò ñèñòåì Ôðåãå ñ 

êîíñòàíòíî îãðàíè÷åííûìè ïðàâèëàìè ïîäñòàíîâêè ê ñèñòåìàì Ôðåãå ñ 

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîäñòàíîâêîé.  

    

Îáîñíîâàííîñòü è äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâÎáîñíîâàííîñòü è äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâÎáîñíîâàííîñòü è äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâÎáîñíîâàííîñòü è äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ    

 

Ðåçóëüòàòû ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå òåîðåì, êîòîðûå äîêàçàíû.  

    

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòüÏðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòüÏðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòüÏðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü    

 

Ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ âûâîäîâ, à òàêæå óòî÷íåíèå ãðàíèö äëèí 

âûâîäîâ â èññëåäîâàííûõ ñèñòåìàõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ïðîöåññå àâòîìàòèçàöèè 

äîêàçàòåëüñòâ è â ðàçðàáîòêàõ ïîñòðîåíèÿ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà. 

    

Àïðîáàöèÿ ðàáîòûÀïðîáàöèÿ ðàáîòûÀïðîáàöèÿ ðàáîòûÀïðîáàöèÿ ðàáîòû    

 

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü 

• íà 13 Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ëîãèêîâ, ñîñòîÿâùåìñÿ â 2003 ã. â ã. Îâüåäî 

(Èñïàíèÿ), 

• íà ëåòíåé Âñååâðîïåéñêîé ëîãè÷åñêîé êîíôåðåíöèè (ÅSM “Logic Colloquium”- 

2005), ñîñòîÿâøåéñÿ â 2005 ã. â Àôèíàõ (Ãðåöèÿ) , 

• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî âû÷èñëèòåëüíûì íàóêàì è èíôîðìàöèîííûì 

òåõíîëîãèÿì CSIT-2005 (ã. Åðåâàí, Àðìåíèÿ), 

• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè LPAR (ã. Åðåâàí, 2007 ã.). 

• íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ôàêóëüòåòà ÈÏÌ ÅÃÓ â 2009ã. 

 

ÏóáëèêàöèèÏóáëèêàöèèÏóáëèêàöèèÏóáëèêàöèè    
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Ïî òåìå äèññåðòàöèè  îïóáëèêîâàíî 8 íàó÷íûõ ðàáîò, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â 

êîíöå àâòîðåôåðàòà. 

 

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèèÑòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèèÑòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèèÑòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè    

 

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, êðàòêèõ âûâîäîâ è ñïèñêà öèòèðóåìîé 

ëèòåðàòóðû. Ðàáîòà èçëîæåíà íà 95 ñòðàíèöàõ ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà, ñîäåðæèò 2 

äèàãðàììû, à ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 46 íàèìåíîâàíèé. 

  

    

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ    

    

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è òðåõ ãëàâ. 

Âî ââåäåíèè ïðèâîäÿòñÿ òå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáçîð ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå 

ïîñëóæèëè ïðåäïîñûëêîé äëÿ èññëåäîâàíèé íàñòîÿùåé ðàáîòû. 

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáùåïðèíÿòûìè ïîíÿòèÿìè ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ äëÿ 

êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé, âûâîäà â äàííîé ñèñòåìå, ñëîæíîñòíîé 

õàðàêòåðèñòèêè âûâîäà è ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ, 

îïðåäåëåííûõ Êóêîì è Ðåõîâûì, à òàêæå ïîíÿòèÿìè åäèíè÷íîãî n - ìåðíîãî áóëåâà 

êóáà (
n

E ), ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîðìóëû, òàâòîëîãèè, êîíúþíêòà, äèçúþíêòèâíîé 

íîðìàëüíîé ôîðìû (ä.í.ô.). 

Äëèíó ôîðìóëû ϕ , îïðåäåëÿåìóþ êàê êîëè÷åñòâî âñåõ âõîæäåíèé â íåå 

ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê, îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ . Î÷åâèäíî, ÷òî ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò ϕ  

îöåíèâàþòñÿ è ïîëíàÿ äëèíà ôîðìóëû, ïîíèìàåìàÿ êàê êîëè÷åñòâî âñåõ ñèìâîëîâ, è 

êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ. 

ßçûê êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì çàäàåòñÿ ïðè åå îïðåäåëåíèè. 

Êàæäàÿ èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì Φ  ñîäåðæèò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñõåì 

àêñèîì è êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñõåìàòè÷åñêè çàäàííûõ ïðàâèë âûâîäà. Âûâîä â ñèñòåìå 

Φ  (Φ - âûâîä) îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë (èëè èõ 

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëèáî ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé, ëèáî 

ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ïî ïðàâèëàì âûâîäà. 
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Îñíîâîïîëàãàþùèìè âî âñåé ðàáîòå ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ: l - ñëîæíîñòü 

(äëèíà) âûâîäà, îïðåäåëÿåìàÿ êàê ñóììà äëèí âñåõ ôîðìóë âûâîäà, t - ñëîæíîñòü – 

êàê êîëè÷åñòâî øàãîâ âûâîäà, l - ñëîæíîñòü ( t - ñëîæíîñòü) ôîðìóëû ϕ  â ñèñòåìå Φ , 

îïðåäåëÿåìàÿ êàê ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñðåäè l - ñëîæíîñòåé ( t - ñëîæíîñòåé) Φ – 

âûâîäîâ ôîðìóëû ϕ  è îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç 
Φ

ϕl  (
Φ

ϕt ).  

Ïóñòü 
1

Φ  è 
2

Φ  ñóòü ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñèñòåìû âûâîäîâ. Ñëåäóÿ Êóêó è 

Ðåõîâó, íàïîìíèì ïîíÿòèå ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè. 

Îïðåäåëåíèå 1.Îïðåäåëåíèå 1.Îïðåäåëåíèå 1.Îïðåäåëåíèå 1. 
1

Φ  lp − - ñâîäèòñÿ ê 
2

Φ  (
2l1

ΦΦ ≺ ), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé 

ïîëèíîì ()p , ÷òî äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ , âûâîäèìîé è â 
1

Φ , è â 
2

Φ , )12 l(pl
Φ

ϕ

Φ

ϕ ≤ . 

Îïðåäåëåíèå 2.Îïðåäåëåíèå 2.Îïðåäåëåíèå 2.Îïðåäåëåíèå 2. 
1

Φ  lp − - ýêâèâàëåíòíà 
2

Φ  (
2l1 ~ ΦΦ ), åñëè 

2l1
ΦΦ ≺  è 

1l2
ΦΦ ≺ . 

Ïîíÿòèå lp − - ýêâèâàëåíòíîñòè ñîîòâåòñòâóåò îáùåïðèíÿòîìó ïîíÿòèþ p - 

ýêâèâàëåíòíîñòè. 

Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ tp − - ñâîäèìîñòè è tp − - ýêâèâàëåíòíîñòè. 

ÎïðåäåÎïðåäåÎïðåäåÎïðåäåëåíèå 3ëåíèå 3ëåíèå 3ëåíèå 3. 
1

Φ  èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå l - óñêîðåíèå ( t - óñêîðåíèå) 

îòíîñèòåëüíî 
2

Φ , åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûâîäèìûõ è â 
1

Φ , è â 
2

Φ  

ôîðìóë 
n

ϕ  òàêèõ, ÷òî 
)1

n2

n

l(

2l

Φ

ϕ
θΦ

ϕ >  (
)1

n2

n

t(

2t

Φ

ϕ
θΦ

ϕ > ). 

Äëÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû îñíîâîïîëàãàþùèì òàêæå ÿâëÿåòñÿ ââåäåííîå À. À. 

×óáàðÿí ïîíÿòèå îïðåäåëÿþùåãî êîíúþíêòà, ïîçâîëèâøåå ñôîðìóëèðîâàòü íåêîòîðîå 

óñëîâèå, ïðè íàëè÷èè êîòîðîãî ñëîæíîñòü âûâîäà â “ñëàáûõ” ñèñòåìàõ äîêàçàòåëüñòâ 

êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé îöåíèâàåòñÿ ñíèçó ýêñïîíåíòîé îò äëèíû 

âûâîäèìîé ôîðìóëû.    

Ñëåäóÿ îáùåïðèíÿòîé òåðìèíîëîãèè, ëèòåðàëîì áóäåì íàçûâàòü ïåðåìåííóþ èëè 

åå îòðèöàíèå. Êîíúþíêò K  ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ìíîæåñòâî ëèòåðàëîâ, ïðè÷åì 



 9 

ýòî ìíîæåñòâî íå ìîæåò ñîäåðæàòü è ïåðåìåííóþ è åå îòðèöàíèå îäíîâðåìåííî. Ä.í.ô. 

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ìíîæåñòâî êîíúþíêòîâ }K,...,K,K{D
l21

= . 

Ïóñòü ϕ  - ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ôîðìóëà, }p,...,pp{P
n21

,=  - ìíîæåñòâî åå 

ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ, à }p,,p,p{P
m21 iii

…=′  )nm1( <≤ - íåêîòîðîå 

ïîäìíîæåñòâî P . 

Îïðåäåëåíèå 4.Îïðåäåëåíèå 4.Îïðåäåëåíèå 4.Îïðåäåëåíèå 4. Äëÿ íåêîòîðîãî 
m

m1
E),, ∈( σσ …  êîíúþíêò 

}p,,p,p{K m

m

2

2

1

1 iii

σσσσ
…=  íàçûâàåòñÿ ϕ - îïðåäåëÿþùèì, åñëè ïîäñòàâëÿÿ â ϕ  âìåñòî 

êàæäîé ïåðåìåííîé 
j

i
p  çíà÷åíèå 

j
σ  )mj1( ≤≤ , ïîëó÷àåòñÿ çíà÷åíèå ôîðìóëû ϕ  

( 0  èëè 1 ), âíå çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. 

Åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ êàæäîé ôîðìóëû ϕ  ìîæåò áûòü ìíîãî ðàçëè÷íûõ ϕ - 

îïðåäåëÿþùèõ êîíúþíêòîâ.  

Îïðåäåëåíèå 5.Îïðåäåëåíèå 5.Îïðåäåëåíèå 5.Îïðåäåëåíèå 5. Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû ϕ  ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî 

ëèòåðàëîâ â ϕ - îïðåäåëÿþùåì êîíúþíêòå íàçîâåì îïðåäåëÿþùåé äëèíîé ôîðìóëû ϕ  

è îáîçíà÷èì ÷åðåç )(d ϕ . 

Íà îñíîâàíèè ââåäåííûõ ïîíÿòèé p - ñâîäèìîñòè è p - ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåì 

äîêàçàòåëüñòâ, ðàçíûìè àâòîðàìè ïîñòðîåíà èåðàðõèÿ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ 

êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé. 

Äëÿ ðÿäà ñèñòåì: ñèñòåìû, îñíîâàííîé íà ìåòîäå ðàñùåïëåíèé, ñèñòåìû 

ðåçîëþöèé, ñèñòåìû Ôðåãå áåç ñå÷åíèÿ, ñåêâåíöèàëüíîé ñèñòåìû áåç ñå÷åíèÿ, ñèñòåìû 

íåðàâåíñòâ ñ ñîêðàùåíèåì ïåðåìåííûõ, áûëè ïîëó÷åíû ïîêàçàòåëüíûå íèæíèå îöåíêè 

ñëîæíîñòåé âûâîäîâ. Äëÿ ñèñòåì Ôðåãå ñ ïðàâèëîì modus ponens è ñèñòåì, 

íàõîäÿùèõñÿ âûøå íèõ â óêàçàííîé èåðàðõèè áûëè èçâåñòíû ëèøü íèæíèå îöåíêè 

ïîðÿäêà n  äëÿ t - ñëîæíîñòåé, 
2

n  äëÿ l - ñëîæíîñòåé, â òî âðåìÿ êàê âåðõíÿÿ îöåíêà 

ëèøü òðèâèàëüíàÿ ïîðÿäêà 
n

2 , ãäå  n  - äëèíà âûâîäèìîé ôîðìóëû. 

Äëÿ ñèñòåì Ôðåãå áåç ïðàâèëà ñå÷åíèÿ À. ×óáàðÿí äîêàçàëà, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî 

áîëüøèõ n  ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë 
i

n
ϕ  [ ]( )2logni1

n
≤≤ , ëîãàðèôìû 
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äëèíû êîòîðûõ èìåþò ïîðÿäîê n , à âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòåé âûâîäîâ 

êîòîðûõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 
i

n  è 
1i

n
+
 ïî ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå. Åñòåñòâåííî, ÷òî 

âåðõíèå îöåíêè ïî “ïîëèíîìèàëüíîé øêàëå” ïåðåâîäÿòñÿ íà âñå ñèñòåìû, p - 

ýêâèâàëåíòíûå ýòîé è íàõîäÿùèåñÿ “âûøå” â óïîìÿíóòîé èåðàðõèè, à íèæíèå îöåíêè 

àíàëîãè÷íî ïåðåâîäÿòñÿ  íà p - ýêâèâàëåíòíûå è íàõîäÿùèåñÿ “íèæå” â  òîé æå 

èåðàðõèè. 

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàí âîïðîñ ïîëó÷åíèÿ àíàëîãè÷íûõ íèæíèõ (âåðõíèõ) 

îöåíîê â ñèñòåìàõ, ðàñïîëîæåííûõ âûøå (íèæå) óêàçàííîé ñèñòåìû â èçâåñòíîé 

èåðàðõèè ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ. 

Â ïåðâÂ ïåðâÂ ïåðâÂ ïåðâîé ãëàâåîé ãëàâåîé ãëàâåîé ãëàâå, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ, èññëåäîâàíû âûâîäû è èõ 

ñëîæíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè â ñèñòåìàõ ðåçîëþöèé, “Cutting planes” è îñíîâàííîì íà 

îáîáùåííîì ïðàâèëå ðàñùåïëåíèé.  

Â ïåðâîì ïàðàãðàôåÂ ïåðâîì ïàðàãðàôåÂ ïåðâîì ïàðàãðàôåÂ ïåðâîì ïàðàãðàôå îïèñàíà ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ “Cutting planes” (CP ) ñëåäóÿ 

Áàññó 1 è îïèñàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âûâîäà â ýòîé ñèñòåìå ïî êàæäîé 

ïðîòèâîðå÷èâîé ñèñòåìå íåðàâåíñòâ. 

Àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: 

à) ïî êàæäîé ñèñòåìå íåðàâåíñòâ, ïðèìåíåíèåì ïðàâèë âûâîäà, ñòðîèòñÿ íîâàÿ 

“äîïîëíåííàÿ” ñèñòåìà íåðàâåíñòâ. 

á) äàëåå, îïÿòü æå ïî ïðàâèëàì âûâîäà, ïðåäëàãàåòñÿ íåêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü 

ýëèìèíàöèè ïåðåìåííûõ, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ âûâîäà â ñèñòåìå. 

Âî âòîðîì ïàðàãðàôåÂî âòîðîì ïàðàãðàôåÂî âòîðîì ïàðàãðàôåÂî âòîðîì ïàðàãðàôå îïèñàíà íåêîòîðàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà âûâîäà â ñèñòåìå 

ðåçîëþöèé ( R ). 

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âûâîäà òàêæå ïðåäïîëàãàåò ïåðâîíà÷àëüíîå “äîïîëíåíèå” 

ïåðåìåííûõ è äàëåå ýëèìèíàöèþ ïåðåìåííûõ â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå. 

Â òðåòüåì ïàðàãðàôåÂ òðåòüåì ïàðàãðàôåÂ òðåòüåì ïàðàãðàôåÂ òðåòüåì ïàðàãðàôå îáîñíîâûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ñâîéñòâ 

ìèíèìàëüíî – îïðåäåëÿþùèõ êîíúþíêòîâ â CP  è R , ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü 

ñîîòâåòñòâóþùèå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòåé âûâîäîâ, à îïèñàííûå âûøå àëãîðèòìû 

ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòåé âûâîäîâ, è òåì ñàìûì äîêàçûâàåòñÿ 

 
1 Buss S.R., Propositional Proof Complexity, An Introduction, Handbook of proof Theory, North-Holland, 

1998. 
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Òåîðåìà 1.3.1Òåîðåìà 1.3.1Òåîðåìà 1.3.1Òåîðåìà 1.3.1    1    Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà n  è  

[ ]( )2logni1,i
n

≤≤∀  ñóùåñòâóþò ôîðìóëû 
i

n
ϕ , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ 

ñëåäóþùåå: 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )iR

2

iCP

2

1i

2

1iCP

2

i

2

iCP

2

1iR

2

1iCP

2

i

n2

nllognllog)5

nllognllog)4

ntlog,ntlog)3

ntlogntlog)2

nlog)1

i
n

i
n

i
n

i
n

i
n

i
n

i
n

i
n

,

,

,

R

R

l

ΩΩ

ΟΟ

ΩΩ

ΟΟ

Θ

ϕϕ

ϕϕ

ϕϕ

ϕϕ

ϕ

==

=

==

==

=

++

++

=

        

    Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôåÂ ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôåÂ ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôåÂ ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå èññëåäóþòñÿ àíàëîãè÷íûå âîïðîñû â ñèñòåìå, îñíîâàííîé 

íà îáîáùåííîì ïðàâèëå ðàñùåïëåíèÿ ( P ). 

 Ðåçóëüòàòû ïî íèæíèì îöåíêàì l - ñëîæíîñòåé, íàïðèìåð â R , ìîãóò áûòü 

ïåðåíåñåíû íà P , íî òîãî æå íåëüçÿ íåïîñðåäñòâåííî óòâåðæäàòü î íèæíèõ îöåíêàõ 

t - ñëîæíîñòåé, òàê êàê âåðíî 

Óòâåðæäåíèå 1.4.1.Óòâåðæäåíèå 1.4.1.Óòâåðæäåíèå 1.4.1.Óòâåðæäåíèå 1.4.1. Ñèñòåìà P  èìååò t - ýêñïîíåíöèàëüíîå óñêîðåíèå 

îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû R . 

 Îäíàêî è äëÿ ñèñòåìû P  äîêàçàí ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàòàì òåîðåìû 

1.3.1: 

  

Òåîðåìà 1.4.2.Òåîðåìà 1.4.2.Òåîðåìà 1.4.2.Òåîðåìà 1.4.2.    Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà n  è 

[ ]( )2logni1,i
n

≤≤∀  ñóùåñòâóþò ôîðìóëû 
i

n
ϕ , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ 

ñëåäóþùåå: 

( )

( )

( )iP

2

1iP

2

i

n2

ntlog)3

ntlog)2

nlog)1

i
n

i
n

Ω

Ο

Θ

ϕ

ϕ

ϕ

=

=

=

+  

1 Íóìåðàöèÿ òåîðåì ñîîòâåòñòâóåò èõ íóìåðàöèè â äèññåðòàöèè. 
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( )

( )iP

2

1iP

2

nllog)5

nllog)4

i
n

i
n

Ω

Ο

ϕ

ϕ

=

=
+

    

  

Âî âòîðîé ãëàÂî âòîðîé ãëàÂî âòîðîé ãëàÂî âòîðîé ãëàâåâåâåâå, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ïàðàãðàôîâ, èññëåäîâàíû ñëîæíîñòíûå 

õàðàêòåðèñòèêè íåêîòîðûõ êëàññîâ ôîðìóë â ñèñòåìàõ Ôðåãå  ñ ïðàâèëîì ñå÷åíèÿ, 

íàïðèìåð ñ ïðàâèëîì modus ponens ( F ).  

Â îòëè÷èå îò ñèñòåì, ðàññìîòðåííûõ â ïåðâîé ãëàâå, äëÿ ñèñòåì Ôðåãå ñ ïðàâèëîì 

ñå÷åíèÿ èçâåñòíû ëèøü ëèíåéíûå íèæíèå îöåíêè äëÿ t - ñëîæíîñòè è êâàäðàòè÷íûå 

íèæíèå îöåíêè äëÿ l - ñëîæíîñòè ïðè òðèâèàëüíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé âåðõíåé îöåíêå 

äëÿ îáîèõ ñëîæíîñòåé. Ââåäåííîå À. ×óáàðÿí ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà 

ïåðåìåííûõ äëÿ ïðîèçâîëüíîé òàâòîëîãèè ϕ  ïîçâîëèëî äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêèõ 

êëàññîâ òàâòîëîãèé ïîëó÷èòü ïîëèíîìèàëüíûå âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòåé âûâîäîâ â 

ñèñòåìàõ Ôðåãå ñ ñå÷åíèåì, îäíàêî, äëÿ îòäåëüíûõ “òðóäíûõ” ôîðìóë îöåíêè 

îñòàâàëèñü ýêñïîíåíöèàëüíûìè. 

Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî âåëè÷èíà ( )ϕd - ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî 

ëèòåðàëîâ â ϕ - îïðåäåëÿþùåì êîíúþíêòå, óêàçûâàåò íà “ñëîæíîñòü” óñòàíîâëåíèÿ 

òàâòîëîãè÷íîñòè ôîðìóëû, è ÷åì áëèæå âåëè÷èíà ( )ϕd  ê ϕ  - äëèíå ôîðìóëû ϕ , òåì 

áîëåå “òðóäíîîïðåäåëÿåìîé” ìîæíî ñ÷èòàòü ôîðìóëó ϕ . 

Îïðåäåëåíèå 6.Îïðåäåëåíèå 6.Îïðåäåëåíèå 6.Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü 
n

ϕ  ( 1n ≥ ) - íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìèíèìàëüíûõ 

òàâòîëîãèé. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî 
0

n  ìîæíî óêàçàòü òàêóþ êîíñòàíòó c , ÷òî 
0

nn ≥∀  

( )( ) ( )( ) 1c

nn

c

n
dd

+
≤≤ ϕϕϕ , 

òî ôîðìóëû …,,,
2n1nn 000 ++

ϕϕϕ  íàçîâåì òðóäíîîïðåäåëÿåìûìè. 
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Èìåííî òðóäíîîïðåäåëÿåìûå ôîðìóëû ðàññìàòðèâàëèñü â ïåðâîé ãëàâå â êà÷åñòâå 

ïðèìåðîâ ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé íèæíåé îöåíêîé ñëîæíîñòåé âûâîäîâ. Çäåñü æå 

äîêàçàíî, ÷òî òðóäíîîïðåäåëÿåìîñòü íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ íèæíåé 

ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêè â ñèñòåìàõ Ôðåãå ñ ïðàâèëîì ñå÷åíèÿ. 

Â ïåðâîì ïàðàãðàôåÂ ïåðâîì ïàðàãðàôåÂ ïåðâîì ïàðàãðàôåÂ ïåðâîì ïàðàãðàôå èññëåäîâàíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ( )ϕd  è ñëîæíîñòíûìè 

õàðàêòåðèñòèêàìè âûâîäîâ â ñèñòåìàõ Ôðåãå ñ ïðàâèëîì ñå÷åíèÿ. 

Äîêàçàíî 

Óòâåðæäåíèå 2.1.2.Óòâåðæäåíèå 2.1.2.Óòâåðæäåíèå 2.1.2.Óòâåðæäåíèå 2.1.2.    Äëÿ ëþáîé òàâòîëîãèè ϕ , êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà 

ïîäñòàíîâêîé èç áîëåå êîðîòêîé òàâòîëîãèè 

( ) F
d ϕϕ �≤  è ( ) F

tcd ϕϕ ⋅≤  

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c . 

    Âî âòîðîì ïàðàãðàôåÂî âòîðîì ïàðàãðàôåÂî âòîðîì ïàðàãðàôåÂî âòîðîì ïàðàãðàôå èññëåäîâàíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: íàñêîëüêî “ñëîæíî” èëè 

“ïðîñòî” ìîãóò áûòü âûâåäåíû â ñèñòåìàõ Ôðåãå ñ ïðàâèëîì ñå÷åíèÿ 

òðóäíîîïðåäåëÿåìûå ôîðìóëû. 

Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíà  

Òåîðåìà 2.2.8.Òåîðåìà 2.2.8.Òåîðåìà 2.2.8.Òåîðåìà 2.2.8.    F - âûâîäû òàâòîëîãèé 

( )








∨∨

==∈

= i

n

n21

j,i

n

1i1jE

m,n
p&

m
σ

σσσ …

ÏÌ     ( )12m1,1n
n

−≤≤≥  

t - ( l -) ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíû. 

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôîðìóëû 
12

n
,n −

ÏÌ  òðóäíîîïðåäåëÿåìûå, ïîëó÷àåì, ÷òî 

òðóäíîîïðåäåëÿåìîñòü ôîðìóëû íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ïîëó÷åíèÿ 

íèæíåé ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêè ñëîæíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê âûâîäîâ â ñèñòåìàõ 

Ôðåãå ñ ïðàâèëîì ñå÷åíèÿ, ò.å. ñâîéñòâî òðóäíîîïðåäåëÿåìîñòè ôîðìóëû ìîæåò áûòü 

“äîñòèãíóòî” â ñèñòåìàõ Ôðåãå ñ ïðàâèëîì ñå÷åíèÿ ñ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé 

ñëîæíîñòüþ âûâîäà. 

Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå â ýòîì ïàðàãðàôå ðåçóëüòàòû, ðåçóëüòàòû À. ×óáàðÿí î 

ñëîæíîñòÿõ âûâîäîâ â ñèñòåìàõ Ôðåãå è ïîëèíîìèàëüíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçëè÷íûõ 
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ñèñòåì Ôðåãå ñ ïðàâèëîì ñå÷åíèÿ, âûøåóïîìÿìóòûé ðåçóëüòàò Êóêà è Ðåõîâà âîçìîæíî 

ìîæåò áûòü ïåðåôðàçèðîâàí: coNPNP =  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåêîòîðîé 

ñèñòåìå Ôðåãå ñ ïðàâèëîì ñå÷åíèÿ äëèíû âûâîäîâ âñåõ òðóäíîîïðåäåëÿåìûõ ôîðìóë 

ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíû. 

Â òðåòüåé ãëàâåÂ òðåòüåé ãëàâåÂ òðåòüåé ãëàâåÂ òðåòüåé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ñëîæíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè âûâîäîâ â ñèñòåìàõ 

Ôðåãå ñ ðàçëè÷íûìè ìîäèôèêàöèÿìè ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè. À. ×óáàðÿí è Ã. Öåéòèí 1 

âïåðâûå óñòàíîâèëè íåîæèäàííîå ñâîéñòâî ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè, ïîçâîëþÿùåå ðåçêî 

ñîêðàùàòü êîëè÷åñòâî øàãîâ âûâîäîâ. Ýòîò æå ðåçóëüòàò çàòåì áûë ïîëó÷åí è èíûìè 

àâòîðàìè (ß.Êðàé÷åê, Ñ.Áàññ 2). Êàê âïîñëåäñòâèè îêàçàëîñü, ðàçíûå ìîäèôèêàöèè 

ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè òàêæå ìîãóò îáåñïå÷èâàòü ðàçíóþ ýôôåêòèâíîñòü ñèñòåìû â 

ñìûñëå “óìåíüøåíèÿ” òîãî èëè èíîãî êðèòåðèÿ ñëîæíîñòè.  

Ðàíåå À. ×óáàðÿí áûëî äîêàçàíî 3, ÷òî ïî êîëè÷åñòâó øàãîâ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ 

(íåîãðàíè÷åííàÿ) ïîäñòàíîâêà ìîæåò äàâàòü ýêñïîíåíöèàëüíîå óñêîðåíèå ïî îòíîøåíèþ 

ê ïðàâèëó åäèíè÷íîé ïîäñòàíîâêè. 

Â ðàáîòå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðàâèëà k - îãðàíè÷åííîé ïîäñòàíîâêè, ò.å. êîãäà 

îäíîâðåìåííàÿ ïîäñòàíîâêà äîïóñòèìà ëèøü âìåñòî íå áîëåå, ÷åì k  ïåðåìåííûõ, è 

äîêàçàíà: 

Òåîðåìà 3.5.Òåîðåìà 3.5.Òåîðåìà 3.5.Òåîðåìà 3.5.    

à) äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ 
1

k  è 
2

k  ( 1k
1

≥  è 1k
2

≥ ) ñèñòåìû Ôðåãå ñ 
1

k - 

îãðàíè÷åííûì ïðàâèëîì ïîäñòàíîâêè t - ( l -) ýêâèâàëåíòíû ñèñòåìàì Ôðåãå ñ 
2

k - 

îãðàíè÷åííûì ïðàâèëîì ïîäñòàíîâêè. 

á) äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî 1k ≥  ñèñòåìû Ôðåãå ñ k  - îãðàíè÷åííûì ïðàâèëîì 

ïîäñòàíîâêè l - ýêâèâàëåíòíû ñèñòåìå Ôðåãå ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì ïðàâèëîì 

ïîäñòàíîâêè. 

 

 
 1 Öåéòèí Ã. ×óáàðÿí À. À., Î íåêîòîðûõ îöåíêàõ äëèí ëîãè÷åñêèõ âûâîäîâ â êëàññè÷åñêîì 

èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé, Ìàòåì. âîïð. êèáåðí. è âû÷èñë. òåõí. Å. ÀÍ Àðì ÑÑÐ, 1975, 57-64. 

 2 Pudlak P., Lengths of proofs, Handbooks of proof theory, North-Holland, 1998, 547-637. 

 3 Chubaryan A. A., The powers of the essential subformulaes sets in Frege Proofs and substitution 

Frege proofs, Mathematical problems of Computer Science, 21, 2000, 116-118. 
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â) ñèñòåìà Ôðåãå ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì ïðàâèëîì ïîäñòàíîâêè èìååò 

ýêñïîíåíöèàëüíîå t - óñêîðåíèå îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Ôðåãå ñ k - îãðàíè÷åííûì 

ïðàâèëîì ïîäñòàíîâêè äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî 1k ≥ . 

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ, íåêîòîðûé ôðàãìåíò èåðàðõèè ñèñòåì 

äîêàçàòåëüñòâ êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ìîæåò áûòü óòî÷íåí â âèäå 

ñëåäóþùåé äèàãðàììû. 

  
Â êàæäîé êëåòêå äèàãðàììû çàêëþ÷åíû p - ýêâèâàëåíòíûå ñèñòåìû. Ñòðåëêà îò 

îäíîé êëåòêè ê äðóãîé îçíà÷àåò ÷òî ñèñòåìà(û) èç ïåðâîé êëåòêè p - ñâîäÿòñÿ ê 

ñèñòåìå(àì) âî âòîðîé êëåòêå (â íàøåé òåðìèíîëîãèè lp − - ñâîäÿòñÿ). 

Äåðåâî ðàñùåïëåíèé 

Ñèñòåìû ñ ðåçîëþöèÿìè; Ñèñòåìà ñ ïðàâèëîì ýëèìèíàöèè ε ; 
Ñåêâåíöèàëüíûå ñèñòåìû áåç ïðàâèëà ñå÷åíèÿ; Ôîðìóëüíàÿ ñèñòåìà áåç 
ïðàâèëà ñå÷åíèÿ  

Èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ èç ñèñòåì íåðàâåíñòâ (Cutting Planes) 

 

Ñèñòåìû Ôðåãå ñ ïðàâèëîì ñå÷åíèÿ;  
Ñåêâåíöèàëüíûå èñ÷èñëåíèÿ ñ ïðàâèëîì ñå÷åíèÿ;  
Íàòóðàëüíûå èñ÷èñëåíèÿ 

Ðàñøèðåííûå ñèñòåìû Ôðåãå; 

Ñèñòåìû Ôðåãå ñ ïðàâèëîì −k îãðàíè÷åííîé ïîäñòàíîâêè )1k( ≥  

Ñèñòåìû Ôðåãå ñ ïðàâèëîì ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîäñòàíîâêè 

t 

Óòî÷íåííûé ôðàãìåíò èåðàðõèè ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ ÊÈÂÓòî÷íåííûé ôðàãìåíò èåðàðõèè ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ ÊÈÂÓòî÷íåííûé ôðàãìåíò èåðàðõèè ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ ÊÈÂÓòî÷íåííûé ôðàãìåíò èåðàðõèè ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ ÊÈÂ    

**** 

**** 

**** 

 Òàáëèöû èñòèííîñòè **** 

t 

t 
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Ïåðå÷åðêíóòàÿ ñòðåëêà ñ ïîìåòêîé t  îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà, èç êîòîðîé âûõîäèò 

ñòðåëêà, èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå t - óñêîðåíèå îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû, â êîòîðóþ 

íàïðàâëåíà ñòðåëêà. 

Îòìåòèì, ÷òî â êàæäîé èç ñèñòåì â îòìå÷åííûõ çâåçäî÷êîé êëåòêàõ (âñå ñèñòåìû 

íèæå øòðèõîâàííîé ëèíèè), ìîæíî óêàçàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë 
i

n
ϕ   

[ ]( )2logni1
n

≤≤ , ëîãàðèôìû äëèíû êîòîðûõ èìåþò ïîðÿäîê n , à âåðõíèå è íèæíèå 

îöåíêè ñëîæíîñòåé âûâîäîâ êîòîðûõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 
i

n  è 
1i

n
+
 ïî 

ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå. 

Âñå òå ôîðìóëû, êîòîðûå â íèæíèõ ñèñòåìàõ “ñëîæíî” âûâîäèìû, â ñèñòåìàõ, 

íàõîäÿùèõñÿ âûøå øòðèõîâàííîé ëèíèè, èìåþò ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííûå 

ñëîæíîñòè âûâîäîâ. 

 

 

ÂÛÂÎÄÛÂÛÂÎÄÛÂÛÂÎÄÛÂÛÂÎÄÛ    

    

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì: 

1. Íà îñíîâàíèè ïîñòðîåííûõ â ðàáîòå àëãîðèòìîâ íîðìàëüíîé ôîðìû âûâîäîâ â 

ñèñòåìàõ “Cutting planes” è “Resolution”, a òàêæå íà îáîñíîâàíèè âûïîëíåíèè 

îïðåäåëåííûõ ñâîéñòâ ϕ - îïðåäåëÿþùèõ êîíúþíêòîâ â óêàçàííûõ ñèñòåìàõ, è â 

ñèñòåìå îñíîâàííîé íà îáîáùåííîì ïðàâèëå ðàñùåïëåíèé äîêàçàíî, ÷òî äëÿ 

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n  ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèõ ôîðìóë 
i

n
ϕ   

[ ]( )2logni1
n

≤≤ , ÷òî ëîãàðèôìû èõ äëèí èìåþò ïîðÿäîê n , è âî âñåõ 

óêàçàííûõ ñèñòåìàõ t - ñëîæíîñòè ( l - ñëîæíîñòè) 
i

n
ϕ  (èëè èõ ïðåäñòàâëåíèé) 

íàõîäÿòñÿ ïî ïîðÿäêó ìåæäó 
i

n  è 
1i

n
+
 ïî ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå. 

2. Ââåäåíî ïîíÿòèå òðóäíîîïðåäåëÿåìîñòè ôîðìóëû (óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå 

íèæíþþ ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó ñëîæíîñòåé âûâîäîâ â íàçâàííûõ â ïóíêòå 1 

“ñëàáûõ” ñèñòåìàõ) è äîêàçàíî, ÷òî â ñèñòåìàõ Ôðåãå ñ ïðàâèëîì ñå÷åíèÿ 

òðóäíîîïðåäåëÿåìîñòü ôîðìóë íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ áîëüøèõ 
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çíà÷åíèé ñëîæíîñòåé âûâîäîâ. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèõ òðóäíîîïðåäåëÿåìûõ ôîðìóë 
n

ϕ , ÷òî ñëîæíîñòè èõ 

âûâîäîâ â ñèñòåìàõ Ôðåãå ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíû. 

3. Ñðàâíåíû ïî “ýôôåêòèâíîñòè” ñèñòåìû Ôðåãå ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì ïðàâèëîì 

ïîäñòàíîâêè è êîíñòàíòíî - îãðàíè÷åííûì ïðàâèëîì ïîäñòàíîâêè. Äîêàçàíî, ÷òî 

ïî l - ñëîæíîñòè âñå óêàçàííûå ñèñòåìû ïîëèíîìèëüíî ýêâèâàëåíòíû. Ïî t - 

ñëîæíîñòÿì ïîëèíîìèëüíî ýêâèâàëåíòíû ëèøü ñèñòåìû ñ êîíñòàíòíî - 

îãðàíè÷åííûìè ïðàâèëàìè ïîäñòàíîâêè, â òî âðåìÿ êàê ñèñòåìû ñ 

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîäñòàíîâêîé èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíîå t - óñêîðåíèå 

îòíîñèòåëüíî ñèñòåì ñ êîíñòàíòíî - îãðàíè÷åííîé ïîäñòàíîâêîé. 
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²Ù÷á÷áõÙ 
 

²ßË³ï³ÝùáõÙ Ñ»ï³½áïíáõÙ »Ý ³ñï³ÍáõÙÝ»ñÇ µ³ñ¹áõÃÛ³Ý µÝáõÃ³·ñÇãÝ»ñÁ 

¹³ë³Ï³Ý ³ëáõÛÃ³ÛÇÝ Ñ³ßíÇ ÙÇ ß³ñù Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñáõÙ. é»½áÉÛáõóÇ³Ý»ñÇ 

Ñ³Ù³Ï³ñ·áõÙ ( R ), “Cutting planes (CP )” Ñ³Ù³Ï³ñ·áõÙ, ïñáÑÙ³Ý ÁÝ¹³Ýñ³óí³Í 

Ï³ÝáÝÇ íñ³ ÑÇÙÝí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·áõÙ ( P ), üñ»·»Ç Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñáõÙ ( F ), 

ï»Õ³¹ñÙ³Ý Ï³ÝáÝáí ( SF ) ¨ k - ë³ÑÙ³Ý³÷³Ïí³Í ï»Õ³¹ñÙ³Ý Ï³ÝáÝáí ( FS
k

) 

üñ»·»Ç Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñáõÙ: 

êï³óí³Í ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÇ ÑÇÙ³Ý íñ³ ×ß·ñïí³Í ¿ ¹³ë³Ï³Ý ³ëáõÛÃ³ÛÇÝ Ñ³ßíÇ 

³ñï³ÍáõÙÝ»ñÇ ï³ñµ»ñ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ ÑÇ»ñ³ñËÇ³Ý:  

²ßË³ï³ÝùÇ ÑÇÙÝ³Ï³Ý ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÝ »Ýª 

1. R  ¨ CP  Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ Ñ³Ù³ñ ³é³ç³ñÏí³Í »Ý ³ñï³ÍáõÙÝ»ñÇ Ï³éáõóÙ³Ý 

ÝáñÙ³É Ó¨»ñ: ÐÇÙÝí»Éáí ¹ñ³Ýó ¨ ϕ - áñáßÇã ÏáÝÛáõÝÏïÇ áñáß³ÏÇ Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý 

íñ³ª P , R  ¨ CP  Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ Ñ³Ù³ñ ³å³óáõóí³Í ¿, áñ µ³í³Ï³Ý³ã³÷ 

Ù»Í n – ñÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý ³ÛÝåÇëÇ 
i

n
ϕ   [ ]( )2logni1

n
≤≤  

µ³Ý³Ó¨»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñ, áñ Ýñ³Ýó »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ 

Éá·³ñÇÃÙÝ»ñÁ Áëï Ï³ñ·Ç Ñ³í³ë³ñ »Ý n , ¨ µáÉáñ Ýßí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñáõÙ 
i

n
ϕ  
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µ³Ý³Ó¨»ñÇ t - ( l -) µ³ñ¹áõÃÛáõÝÝ»ñÇ Éá·³ñÇÃÙÝ»ñÁ Áëï Ï³ñ·Ç ·ïÝíáõÙ »Ý 
i

n  

¨ 
1i

n
+
 ÙÇç¨: 

2. Ð³ïáõÛÃÇ Ï³ÝáÝáí üñ»·»Ç Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ Ñ³Ù³ñ Ñ»ï³½áïí³Í ¿ 

³ñï³ÍáõÙÝ»ñÇ µ³ñ¹áõÃÛ³Ý ³í³Ý¹³Ï³Ý µÝáõÃ³·ñÇãÝ»ñÇ (ù³ÛÉ»ñÇ ù³Ý³ÏÇ ¨ 

»ñÏ³ñáõÃÛ³Ý) ¨ ³ßË³ï³ÝùáõÙ ë³ÑÙ³Ýí³Í µ³Ý³Ó¨Ç µ³ñ¹áñáß»ÉÇáõÃÛ³Ý 

µÝáõÃ³·ñÇãÇ ÷áËÑ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝÁ: Ø³ëÝ³íáñ³å»ë ³å³óáõóí³Í ¿, áñ 

üñ»·»Ç Ýßí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ Ñ³Ù³ñ, Ç ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝ P , R  ¨ CP  

Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ, µ³Ý³Ó¨Ç µ³ñ¹áñáß»ÉÇáõÃáõÝÁ µ³í³ñ³ñ ã¿ ³ñï³ÍáõÙÝ»ñÇ 

µ³ñ¹áõÃÛ³Ý ëïáñÇÝ óáõóã³ÛÇÝ ·Ý³Ñ³ï³Ï³Ý áõÝ»Ý³Éáõ Ñ³Ù³ñ: 

3. SF  ¨ FS
k

 ( )1k ≥  Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÁ Ñ³Ù»Ù³ïí³Í »Ý Áëï ÙÇ¨ÝáõÛÝ µ³Ý³Ó¨»ñÇ 

³ñï³ÍáõÙÝ»ñÇ ù³ÛÉ»ñÇ ¨ »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý: ²å³óáõóí³Í ¿, áñ Áëï »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý 

µáÉáñ Ýßí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÁ µ³½Ù³Ý¹³Ùáñ»Ý Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý: Àëï ù³ÛÉ»ñÇ 

µ³½Ù³Ý¹³Ùáñ»Ý Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý ÙÇ³ÛÝ FS
k

 Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÁ ï³ñµ»ñ k - »ñÇ 

Ñ³Ù³ñ, ÇëÏ SF  Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÁ áõÝ»Ý ¿ùëåáÝ»ÝóÇ³É ³ñ³·³óáõÙ FS
k

 

Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ: 
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