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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Èíòåðåñ ê çàäà÷àì î âåðøèííûõ ðàñêðàñêàõ ãðàôîâ âîçíèê â XIX
âåêå, êîãäà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà "ãèïîòåçà ÷åòûðåõ êðàñîê" [1], ñîãëàñíî êîòîðîé ëþ-
áàÿ êàðòà ìîæåò áûòü ðàñêðàøåíà íå áîëåå ÷åì ÷åòûðüìÿ öâåòàìè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
íèêàêèå äâà ãîñóäàðñòâà ñ îáùåé ãðàíèöåé íå ïîëó÷èëè áû îäèíàêîâûé öâåò. Â ïåðåôîðìó-
ëèðîâêå íà ÿçûêå òåîðèè ãðàôîâ "ãèïîòåçà ÷åòûðåõ êðàñîê" óòâåðæäàåò, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå
÷èñëî [2] ëþáîãî ïëîñêîãî ãðàôà íå ïðåâîñõîäèò 4. Äî ñâîåãî ïîëíîãî ðåøåíèÿ [3,4] çàäà÷à
ïðîøëà äëèòåëüíûé ïóòü, áîãàòûé èíòåðåñíûìè èññëåäîâàíèÿìè, èìåþùèìè ìåòîäîëî-
ãè÷åñêîå çíà÷åíèå, îøèáî÷íûìè äîêàçàòåëüñòâàìè è âàæíûìè ðåçóëüòàòàìè [5, 6], ñóùå-
ñòâåííî ñîäåéñòâîâàâ ñèñòåìàòè÷åñêîìó è âñåñòîðîííåìó èçó÷åíèþ âåðøèííûõ ðàñêðàñîê
ãðàôîâ.
Ðàçëè÷íûå îöåíêè õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ãðàôà ïîëó÷åíû â [7,8]. Àñèìïòîòè÷åñêîå çíà-

÷åíèå õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà äëÿ ïî÷òè âñåõ n-âåðøèííûõ ãðàôîâ íàéäåíî â [9]. NP-ïîëíîòà
íåêîòîðûõ çàäà÷ î âåðøèííûõ ðàñêðàñêàõ ãðàôîâ óñòàíîâëåíà â [10, 11]. Äëÿ íåêîòîðûõ
÷àñòíûõ êëàññîâ ãðàôîâ íàéäåíû ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå ïî äàííîìó
ãðàôó G è íàòóðàëüíîìó ÷èñëó k îïðåäåëÿòü, ñóùåñòâóåò ëè ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí
G â k öâåòîâ [7, 12, 13]. Çàäà÷è î ïðàâèëüíûõ âåðøèííûõ ðàñêðàñêàõ ãðàôîâ, êðîìå ñâî-
åãî òåîðåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, èìåþò åùå è áîëüøóþ ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü, ïîñêîëüêó
îíè ñâÿçàíû ñ çàäà÷àìè ñîñòàâëåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé, ìèíèìèçàöèè ïàìÿòè ïðî-
ãðàìì, ìèíèìèçàöèè ÷èñëà ïðîöåññîðîâ â ðàñïðåäåëåííûõ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ è
ò.ä. [14, 15].
Ïîìåðå ðàçâèòèÿ èññëåäîâàíèé ïðàâèëüíûõ âåðøèííûõ ðàñêðàñîê ãðàôîâ è âûÿâëåíèÿ

èõ âçàèìîñâÿçåé ñ ïðèêëàäíûìè çàäà÷àìè èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé çíà÷èòåëüíîãî âíèìà-
íèÿ óäîñòîèëèñü òàêæå è çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè è ïîñòðîåíèè âåðøèííûõ ðàñêðàñîê
ñïåöèàëüíûõ âèäîâ [16]. Êàê ïðàâèëî, õàðàêòåðèñòèêè óñëîâèé òàêèõ ðàñêðàñîê áûâàþò
ñâÿçàíû ñî ñïåöèôè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ è ìîãóò
áûòü îáóñëîâëåíû ïðèðîäîé ðåñóðñîâ, òåõíîëîãè÷åñêèìè òðåáîâàíèÿìè, îñîáûìè óñëî-
âèÿìè òðóäà, íåîáõîäèìîñòüþ îáåñïå÷åíèÿ èíôîðìàöèîííîé èëè âîåííîé áåçîïàñíîñòè
è ò.ä. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ ÷àùå âñåãî îáúÿñíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè îãðàíè÷åíèÿìè â ðåàëüíûõ ïðîöåññàõ (íåîáõîäèìîñòü ýêîíîìèè ïðèðîäíûõ ðåñóðñîâ,
îãðàíè÷åííîå ÷èñëî èñïîëíèòåëåé, ìàëàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà, çàâåðøåíèå âûïîë-
íåíèÿ çàêàçà ê óñòàíîâëåííîìó äèðåêòèâíîìó ñðîêó è ò.ä.). Êà÷åñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ
ïðîèñõîäÿò îáû÷íî èç îñîáåííîñòåé òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ñïåöèôè÷åñêèõ óñëî-
âèé òðóäà (ó÷åò èíäèâèäóàëüíûõ ïîæåëàíèé èñïîëíèòåëåé, ó÷åò ïðèîðèòåòîâ ó÷àñòíèêîâ
è ò.ä.). Îòìåòèì, ÷òî ìíîãî÷èñëåííûå îãðàíè÷åíèÿ â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ çàìåòíî îñëîæíÿþò
èõ èññëåäîâàíèå òðàäèöèîííûìè ìåòîäàìè, êàêèìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ìåòîäû ëèíåéíî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîòîêè â ñåòÿõ è ò.ä.
Îäíèì èç êà÷åñòâåííûõ àñïåêòîâ, êîòîðûé âàæíî ó÷èòûâàòü â öåëÿõ ïîâûøåíèÿ áåç-

îïàñíîñòè ìîäåëèðóåìûõ ñèñòåì ïðè íàëè÷èè äâóõ àíòàãîíèñòè÷åñêèõ âëèÿíèé, ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ âëèÿíèé â ñôåðàõ æèçíåííûõ èíòåðå-
ñîâ ñóáúåêòîâ ñèñòåìû, ïîñêîëüêó èìåííî ïðè ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè äîñòèãàåòñÿ
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íàèëó÷øèé áàëàíñ âëèÿíèé è óìåíüøàåòñÿ âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ êîíôëèêòîâ. Èñ-
ñëåäîâàíèÿ òàêîé íàïðàâëåííîñòè ìîãóò âåñòèñü â ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêàöèÿõ:

• ñóáúåêòû ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû îáëàäàþò ñïîñîáíîñòüþ ñàìîçàùèòû,
• ñóáúåêòû ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû íå îáëàäàþò ñïîñîáíîñòüþ ñàìîçàùèòû.
Ìàòåìàòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì, ëåæàùèì â îñíîâå íàñòîÿùåé ðàáîòû è ïîçâîëÿþùèì

èçó÷àòü ïîäîáíûå çàäà÷è, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ q-ðàñêðàñêà (equitable q-coloring), îïðåäå-
ëåííàÿ â [17]: âåðøèíû ãèïåðãðàôà òðåáóåòñÿ ðàñêðàñèòü â q öâåòîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
êîëè÷åñòâà âåðøèí ëþáûõ äâóõ ðàçíûõ öâåòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ëþáîìó ðåáðó ãèïåðãðàôà,
ðàçëè÷àëèñü íå áîëåå ÷åì íà 1. Â [17] äàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà è óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
òàêèõ ðàñêðàñîê.
Â [18] äîêàçàíî, ÷òî ãèïåðãðàô H = (V, Ẽ) ÿâëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíûì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî V0 ⊆V ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà χ : V0 → {1,2} òàêàÿ, ÷òî äëÿ ∀E ∈ Ẽ
||E∩χ−1(1)|− |E∩χ−1(2)|| ≤ 1.
Â [19] äîêàçàíî, ÷òî åñëè äëÿ ëþáîãî ïîðîæäåííîãî ïîäãèïåðãðàôà H ′ = (V ′, Ẽ′) ãè-

ïåðãðàôà H = (V, Ẽ) ñóùåñòâóåò c1-ðàñêðàñêà (ðàñêðàñêà â c1 öâåòîâ) ñ ìàêñèìàëüíûì ðàñ-
õîæäåíèåì, ðàâíûì D, òî åñòü ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà χ : V → {1,2, . . . ,c1} òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáîãî i è j, 1≤ i < j ≤ c1, è ∀E ∈ Ẽ′ ||E∩χ−1(i)| − |E∩χ−1( j)|| ≤ D, òî ñóùåñòâóåò ðàñ-
êðàñêà ãèïåðãðàôà H â ïðîèçâîëüíûå c2 öâåòîâ ñ ìàêñèìàëüíûì ðàñõîæäåíèåì, ðàâíûì
11
10 ·c

2
1 ·D. Ïðè÷åì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî c2, c2-ðàñêðàñêó ãèïåðãðàôà H ñ ìàêñèìàëüíûì ðàñ-

õîæäåíèåì, ðàâíûì 11
10 ·c

2
1 ·D+3·c−k

1 |V|, ìîæíî ïîñòðîèòü èç (c1−1) ·(c2−1) ·k c1-ðàñêðàñîê
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäãèïåðãðàôîâ ãèïåðãðàôà H ñ ìàêñèìàëüíûì ðàñõîæäåíèåì, ðàâíûì
D.
Â [20] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ∀a≥ 1, åñëè ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü k-îäíîðîäíîãî (k-uniform)

ãèïåðãðàôà H óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ∆(H) ≤ ka, òî äëÿ ãèïåðãðàôà H ñóùåñòâóåò ðàâíî-
ìåðíàÿ ðàñêðàñêà â k

alnk · (1− ok(1)) öâåòîâ. Ïðè÷åì, ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
ñòðîãèì.
Â [21, 22] ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè è ïîñòðîåíèè ðàâíîìåðíîé ðàñêðàñêè

ãðàôà (graph equitable coloring) � òàêîé ïðàâèëüíîé âåðøèííîé ðàñêðàñêè ãðàôà, ïðè êî-
òîðîé êîëè÷åñòâà âåðøèí, îêðàøåííûõ â äâà ðàçíûõ öâåòà, îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà
åäèíèöó.
Â [23] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ p,q≥ 2 çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè ðàñêðàñêè â 2 öâåòà äëÿ

(2p,2q)-áèðåãóëÿðíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ, ïðè êîòîðîé â îêðåñòíîñòè ëþáîé âåðøèíû
êîëè÷åñòâà âåðøèí ðàçëè÷íûõ öâåòîâ ðàâíû, ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.
Â [24, 25] ñôîðìóëèðîâàíà, è äàëåå èññëåäîâàíà äðóãèìè àâòîðàìè, çàäà÷à (satisfactory

partition problem) î ñóùåñòâîâàíèè òàêîãî 2-ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà íà äâà
íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà, ïðè êîòîðîì â îêðåñòíîñòè ëþáîé âåðøèíû
êîëè÷åñòâà âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ ïîäìíîæåñòâó, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ðàññìàòðèâà-
åìàÿ âåðøèíà, áîëüøå èëè ðàâíî êîëè÷åñòâó âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ äðóãîìó ïîäìíîæå-
ñòâó; â [26] äîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.
Öåëü è çàäà÷è ðàáîòû.Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå

äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ãðàôîâ íåîáõîäèìûõ, äîñòàòî÷íûõ, íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî 2-ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà íà äâà íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà, ïðè êîòîðîì â îêðåñòíîñòè êàæäîé âåðøèíû êîëè÷åñòâà âåðøèí,
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ïðèíàäëåæàùèõ äâóì ïîäìíîæåñòâàì, îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà åäèíèöó (äàëåå íà-
çûâàåìîãî ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííûì 2-ðàçáèåíèåì), à òàêæå ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ
àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ñòðîèòü òàêèå 2-ðàçáèåíèÿ â ñëó÷àå èõ ñóùåñòâîâàíèÿ. Äàííàÿ
çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè äâóõ ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèÿõ îêðåñòíîñòè âåðøèíû:

• îêðåñòíîñòè âåðøèíû ïðèíàäëåæàò âåðøèíû, ñìåæíûå ñ ðàññìàòðèâàåìîé âåðøè-
íîé,

• îêðåñòíîñòè âåðøèíû ïðèíàäëåæàò âåðøèíû, ðàññòîÿíèå êîòîðûõ îò ðàññìàòðèâà-
åìîé âåðøèíû íå ïðåâûøàåò 1.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ âûñòóïàþò ðàçëè÷íûå êëàññû ãðàôîâ,
èõ ñòðóêòóðà è âûòåêàþùèå èç íåå ñâîéñòâà.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçîâàíû ìåòîäû òåîðèè ãðàôîâ,

à òàêæå ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà.Âïåðâûå â èññëåäîâàíèÿõ ïî âåðøèííûì ðàñêðàñêàì ãðàôîâ ñôîðìó-

ëèðîâàíà çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííûõ 2-ðàçáèåíèé ãðàôîâ. Äî-
êàçàíî, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ ïðè îáîèõ îïðå-
äåëåíèÿõ îêðåñòíîñòè âåðøèíû. Ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ, ïîçâîëÿþùèõ âûÿñíÿòü âîïðîñ
ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîãî 2-ðàçáèåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ãðàôîâ.
Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ìàòåðèàëûäèññåðòàöèè, ðàçðàáî-

òàííûå â íåé ìåòîäû è åå âûâîäû èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ òåîðèè âåðøèííûõ ðàñêðàñîê
ãðàôîâ, à òàêæå ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè è èññëåäîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé ñèñòåì ïðè íàëè÷èè äâóõ àíòàãîíèñòè÷åñêèõ âëèÿíèé íà èõ ñóáúåêòû.
Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ïîëîæåíèÿ.

1. Äîêàçàòåëüñòâî NP-ïîëíîòû çàäà÷è ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîãî 2-
ðàçáèåíèÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ ïðè îáîèõ îïðåäåëåíèÿõ îêðåñòíîñòè âåðøèíû.

2. Íåîáõîäèìûå, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîíñòðóêòèâíîãî òèïà äëÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîãî 2-ðàçáèåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ãðàôîâ.

3. Íåîáõîäèìûå, äîñòàòî÷íûå, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîíñòðóêòèâíîãî
òèïà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ â ìîäèôèöèðîâàííûõ âåðñèÿõ çàäà÷è ñóùåñòâîâà-
íèÿ ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîãî 2-ðàçáèåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ãðàôîâ.

Àïðîáàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.Îñíîâíûåðåçóëüòàòûäèññåðòàöèèäîêëàäûâàëèñü
è îáñóæäàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ Èíñòèòóòà ïðîáëåì èíôîðìàòèêè è àâòîìàòèçàöèè
ÍÀÍ ÐÀ (2004 - 2006 ãã.), à òàêæå íà íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ � XVÌåæäóíàðîäíîé êîíôå-
ðåíöèè ¾Ìàòåìàòèêà. Êîìïüþòåð. Îáðàçîâàíèå¿ â ãîðîäå Äóáíà (ßíâàðü 28 - Ôåâðàëü 02,
2008), íà Ãîäè÷íîé Êîíôåðåíöèè â Ðîññèéñêî-Àðìÿíñêîì (Ñëàâÿíñêîì) Ãîñóäàðñòâåííîì
Óíèâåðñèòåòå â 2007 ã.
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû ÷åòûðå íàó÷íûå ñòàòüè è îäèí òåçèñ

äîêëàäà êîíôåðåíöèè. Ñïèñîê îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò ïðèâîäèòñÿ â êîíöå àâòîðåôåðàòà.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 104 ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò èç ââåäå-

íèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû (57 íàèìåíîâàíèé), ñîäåðæèò ÷åòûðå
ðèñóíêà.
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ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíû àêòóàëüíîñòü òåìû, îïðåäåëåíà öåëü èññëåäîâàíèÿ, à òàêæå
ïðåäñòàâëåíû íàó÷íàÿ íîâèçíà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è èõ ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.
Â ïåðâîé ãëàâå äàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå

çàäà÷è, èññëåäîâàííûå â äèññåðòàöèè, à òàêæå äîêàçûâàåòñÿ NP-ïîëíîòà ýòèõ çàäà÷ äëÿ
êëàññà äâóäîëüíûõ ãðàôîâ.
Â �1.1 äàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.
Ìíîæåñòâî âåðøèí íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G áåç êðàòíûõ ðåáåð è ïåòåëü îáîçíà-

÷àåòñÿ ÷åðåç V(G), ìíîæåñòâî ðåáåð � ÷åðåç E(G). Íàèáîëüøàÿ èç ñòåïåíåé âåðøèí ãðàôà
G îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∆(G). ×åðåç exG(x) îáîçíà÷àåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåò âåðøèíû x ∈ V(G)
â ãðàôå G. Äëÿ âåðøèí x ∈ V(G) è y ∈ V(G) ÷åðåç ρG(x,y) îáîçíà÷àåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó âåðøèíàìè x è y â ãðàôå G. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî â ïðîñòîì öèêëå
ïîâòîðÿþùèõñÿ ðåáåð íåò.
Äëÿ âåðøèíû v∈V(G) îïðåäåëèì ìíîæåñòâa

λ1(v)≡ {ω ∈V(G)/(ω,v) ∈ E(G)}, λ2(v)≡ {v}∪λ1(v)

2-ðàçáèåíèåì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f : V(G)→{0,1}.
×àñòè÷íûì 2-ðàçáèåíèåì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ g : Vg → {0,1}, ãäå Vg ⊆ V(G).

Çàìåòèì, ÷òî 2-ðàçáèåíèå ãðàôà òàêæå ÿâëÿåòñÿ è ÷àñòè÷íûì 2-ðàçáèåíèåì ãðàôà.
×àñòè÷íîå 2-ðàçáèåíèå g1 : Vg1

→ {0,1} ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì ÷àñòè÷íîãî
2-ðàçáèåíèåÿ g2 : Vg2

→{0,1} ãðàôà G, ãäåVg2
⊆Vg1

, åñëè äëÿ ∀v∈Vg2
g1(v) = g2(v).

2-ðàçáèåíèå f ãðàôàGíàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííûìi , ãäå i ∈ {1,2}, åñëè äëÿ
ëþáîé âåðøèíû v∈V(G)

||{ω ∈ λi(v)/ f (ω) = 1}|− |{ω ∈ λi(v)/ f (ω) = 0}|| ≤ 1.

Ïðèîðèòåòîìi , ãäå i ∈ {1,2}, â ãðàôåGíàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ p : V(G)→{−1,0,1}, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: äëÿ ∀v∈V(G) p(v) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |λi(v)| åñòü ÷åòíîå
÷èñëî.
Ñêàæåì, ÷òî 2-ðàçáèåíèå f ãðàôà G æåñòêî ïîä÷èíÿåòñÿ ïðèîðèòåòói p, ãäå i ∈ {1,2},

åñëè äëÿ ëþáîé âåðøèíû v∈V(G)

|{ω ∈ λi(v)/ f (ω) = 1}|− |{ω ∈ λi(v)/ f (ω) = 0}|= p(v).

Ñêàæåì, ÷òî 2-ðàçáèåíèå f ãðàôàG ãèáêî ïîä÷èíÿåòñÿ ïðèîðèòåòói p, ãäå i ∈ {1,2}, åñëè
äëÿ ëþáîé âåðøèíû v∈V(G)

|{ω ∈ λi(v)/ f (ω) = f (v)}|− |{ω ∈ λi(v)/ f (ω) = 1− f (v)}|= p(v).

Äëÿ ëþáîãî n ∈ {0,1}, ëþáîé ôóíêöèè g : Xg → {0,1} è ëþáîãî ìíîæåñòâà X ⊆ Xg,
ïîëîæèì:

S(X,g,n)≡ |{ν ∈ X/g(ν) = n}|− |{ν ∈ X/g(ν) = 1−n}|
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Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g : Xg →{0,1} è ëþáîãî ìíîæåñòâà X ⊆ Xg ïîëîæèì:

S1−0(X,g)≡ S(X,g,1)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû x∈V(G) äåðåâàG ÷åðåç Ni(x), ãäå 0≤ i ≤ exG(x), îáîçíà÷èì
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà V(G), îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ni(x)≡ {z∈V(G)/ρG(x,z) = i}.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû u∈ Ni(x), ãäå 1≤ i ≤ exG(x), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
âåðøèíà u(−1) ∈ Ni−1(x), òàêàÿ, ÷òî (u,u(−1)) ∈ E(G).
Äëÿ ëþáîé ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííîé ôóíêöèè f : X → Y ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç X, íà

êîòîðûõ ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà, îáîçíà÷èì ÷åðåç D( f ).
Íå îïðåäåëÿåìûå ïîíÿòèÿ ìîæíî íàéòè â [2].
Â �1.2 ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Çàäà÷à 1.2.1 ¾Î ñóùåñòâîâàíèè ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîãî1 2-ðàçáèåíèÿ ãðàôà¿
Óñëîâèå. Äàí ãðàô G.
Âîïðîñ. Ñóùåñòâóåò ëè ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå1 2-ðàçáèåíèå ãðàôà G?

Çàäà÷à 1.2.2 ¾Î ñóùåñòâîâàíèè ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîãî2 2-ðàçáèåíèÿ ãðàôà¿
Óñëîâèå. Äàí ãðàô G.
Âîïðîñ. Ñóùåñòâóåò ëè ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå2 2-ðàçáèåíèå ãðàôà G?

Â �1.3 èññëåäîâàíà ñëîæíîñòü çàäà÷è ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîãî1 2-
ðàçáèåíèÿ ãðàôà.
Äîêàçàíà

Òåîðåìà 1.3.1 Äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ G ñ ∆(G) = 3 çàäà÷à 1.2.1 NP-ïîëíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.3.1 ïðåäëîæåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñâåäåíèÿ [10]
çàäà÷è ¾3-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ¿ ê çàäà÷å 1.2.1 äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ G ñ ∆(G) = 3.
Â �1.4 èññëåäîâàíà ñëîæíîñòü çàäà÷è ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîãî2 2-

ðàçáèåíèÿ ãðàôà.
Äîêàçàíà

Òåîðåìà 1.4.1 Äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ G ñ ∆(G) = 4 çàäà÷à 1.2.2 NP-ïîëíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.4.1 ïðåäëîæåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñâåäåíèÿ [10]
çàäà÷è ¾3-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ¿ ê çàäà÷å 1.2.2 äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ G ñ ∆(G) = 4.
Âî âòîðîé ãëàâå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå îñíîâíûõ çàäà÷ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äëÿ

ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ êëàññîâ ãðàôîâ.
Â �2.1 äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ êëàññîâ ãðàôîâ èññëåäîâàíà çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè

ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîãî1 2-ðàçáèåíèÿ ãðàôà.
Äîêàçàíà
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Òåîðåìà 2.1.1 Äëÿ ëþáîãî äåðåâà ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå1 2-ðàçáèåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.1 ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó âåðøèí äåðåâà.
Ñêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí (vi1,vi2, . . . ,vik) ãðàôà G (k≥ 4) ÿâëÿåòñÿ ïðî-

òèâîðå÷èâîé öèêëè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• k ÷åòíî.

• vi1 = vik , ñðåäè âåðøèí vi1, . . . ,vik−1 ïîâòîðÿþùèõñÿ âåðøèí íåò.

• äëÿ ∀ j, 1≤ j ≤ k−1, ñóùåñòâóåò âåðøèíà u j, j+1 ãðàôà G, òàêàÿ, ÷òî dG(u j, j+1) = 2,
(vi j ,u j, j+1) ∈ E(G) è (vi j+1,u j, j+1) ∈ E(G).

Òåîðåìà 2.1.2 Äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ ãðàôà G ñóùåñòâîâàëî ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå1 2-
ðàçáèåíèå, íåîáõîäèìî, ÷òîáû â ãðàôåGíå ñóùåñòâîâàëî ïðîòèâîðå÷èâîé öèêëè÷åñêîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè.

Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîãî1 2-ðàçáèåíèÿ ãðàôàCn, ãäå n≥
3, äàåò

Òåîðåìà 2.1.3 Äëÿòîãî, ÷òîáû äëÿ ãðàôàCn, ãäå n≥ 3, ñóùåñòâîâàëî ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàí-
íîå1 2-ðàçáèåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû n áûëî êðàòíî ÷åòûðåì.

Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîãî1 2-ðàçáèåíèÿ ãðàôà Kn, ãäå n≥
2, äàåò

Òåîðåìà 2.1.4 Äëÿòîãî, ÷òîáû äëÿ ãðàôàKn, ãäå n≥ 2, ñóùåñòâîâàëî ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàí-
íîå1 2-ðàçáèåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû n áûëî ÷åòíûì.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ öèêëîâ ãðàôà G îáîçíà÷èì ÷åðåç T(G). Ìíîæåñòâî âåðøèí
ïðîñòîãî öèêëàC ãðàôà G îáîçíà÷èì ÷åðåç VG(C). Ïîëîæèì:

Vc
G(S)≡

⋃
C∈S

VG(C),ãäå Såñòü ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà T(G).

Ïîëîæèì L(G) = V(G)\Vc
G(T(G)).

Äëÿ ∀u∈V(G) ïîëîæèì LG(u)≡ λ1(u)∩L(G).
×åðåç V2(G) îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G, ïðèíàäëåæàùèõ õîòÿ áû äâóì

ïðîñòûì öèêëàì ãðàôà G.
Äëÿ ∀x∈V(G) ÷åðåçCG(x) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ öèêëîâ ãðàôàG, êîòîðûå

ïðîõîäÿò ÷åðåç âåðøèíó x.
Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ãðàôîâ, â êîòîðûõ ëþáûå äâà ïðîñòûõ öèêëà èìåþò íå áîëåå

îäíîé îáùåé âåðøèíû.
Ðàçëè÷íûå öèêëû C1 ∈ T(G) è C2 ∈ T(G) íàçîâåì ñìåæíûìè öèêëàìè â ãðàôå G, åñëè

VG(C1)∩VG(C2) 6= /0.

8



Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (C1,C2, . . . ,Cp) ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ öèêëîâ ãðàôà G, ãäå p≥ 2, íà-
çîâåì ãèðëÿíäîé â ãðàôå G, åñëè äëÿ ∀ j,1≤ j ≤ p−1, öèêëûCj èCj+1 ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè
öèêëàìè â G.
Ãèðëÿíäó (C1,C2, . . . ,Cp) ãðàôàGíàçîâåì ïðîñòîé ãèðëÿíäîé â ãðàôåG, åñëè äëÿ ëþáûõ

i è j, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì 1≤ i < j ≤ p, j − i ≥ 2, öèêëûCi èCj íå ñìåæíû.
Ãèðëÿíäó (C1,C2, . . . ,Cp) ãðàôà G, ãäå p≥ 3, íàçîâåì îæåðåëüåì â ãðàôå G, åñëè öèêëû

C1 èCp ñìåæíû.
Îæåðåëüå (C1,C2, . . . ,Cp) ãðàôàGíàçîâåì ïðîñòûì îæåðåëüåì â ãðàôåG, åñëè âûïîëíå-

íî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1. p = 3 èVG(C1)∩VG(C2)∩VG(C3) = /0;

2. p≥ 4 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(a) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (C1,C2, . . . ,Cp−1) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ãèðëÿíäîé ãðàôà G,

(b) Cp ñìåæåí è ñ öèêëîìC1, è ñ öèêëîìCp−1,

(c) äëÿ ∀ j,2≤ j ≤ p−2,Cp íå ñìåæåí ñCj .

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2.1.5 Åñëè G∈ A, òî â G íå ñóùåñòâóåò ïðîñòîãî îæåðåëüÿ.

Ïîäìíîæåñòâî Q⊆ T(G) ïðîñòûõ öèêëîâ ãðàôà G íàçîâåì öèêëè÷íî-ñâÿçàííûì, åñëè
äëÿ ëþáûõ C′ ∈ Q è C′′ ∈ Q ñóùåñòâóåò ãèðëÿíäà (C1,C2, . . . ,Cp) â ãðàôå G, òàêàÿ, ÷òî C1

ñîâïàäàåò ñ C′, Cp ñîâïàäàåò ñ C′′, à ïðè ëþáûõ C′ ∈ Q è C′′ /∈ Q íå ñóùåñòâóåò ãèðëÿíäû
(C1,C2, . . . ,Cp) â ãðàôå G, òàêîé, ÷òîC1 ñîâïàäàåò ñC′,Cp ñîâïàäàåò ñC′′.
Ãðàô G íàçîâåì öèêëè÷åñêè-ñâÿçàííûì, åñëè ìíîæåñòâî T(G) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷íî-ñâÿ-

çàííûì.
Ãðàô G íàçîâåì àáñîëþòíî öèêëè÷åñêè-ñâÿçàííûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêè-ñâÿ-

çàííûì è äëÿ ëþáîãî ðåáðà (x1,x2) ∈ E(G) ïî ìåíüøåé ìåðå îäíà èç âåðøèí x1 è x2 ïðèíàä-
ëåæèò íåêîòîðîìó ïðîñòîìó öèêëó.
Ïóñòü G1 è G2 � ñâÿçíûå ãðàôû, äëÿ êîòîðûõ V(G1)∩V(G2) = /0, a e1 = (x1,w1) è e2 =

(x2,w2) � èõ âèñÿ÷èå ðåáðà, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì dG1(w1) = dG2(w2) = 1.
Îïðåäåëèì ãðàô G1 +(e1 = e2)+ G2, êîòîðûé â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ãðàôîì,

ïîëó÷åííûì èç ãðàôîâ G1 è G2 îïåðàöèåé ñêëåéêè ðåáåð e1 è e2, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V(G1 +(e1 = e2)+G2)≡ (V(G1)\{w1})∪ (V(G2)\{w2}),
E(G1 +(e1 = e2)+G2)≡ (E(G1)\{e1})∪ (E(G2)\{e2})∪{(x1,x2)}.

Òåîðåìà 2.1.6 Äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôàG ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâîConstr(G)≡ {G1, . . . ,Gk}òàêèõ
ïîäãðàôîâ ãðàôà G, ÷òî:

1. ãðàô G ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôîâ ìíîæåñòâà Constr(G) ïîñëåäîâàòåëüíûìè îïåðàöèÿìè,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé ñêëåéêè ðåáåð;
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2. äëÿ ∀i, 1≤ i ≤ k, Gi ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì èëè àáñîëþòíî öèêëè÷åñêè-ñâÿçàííûì ãðàôîì.

Òåîðåìà 2.1.7 Ïóñòü G1 è G2 � ñâÿçíûå ãðàôû, äëÿ êîòîðûõV(G1)∩V(G2) = /0, à e1 è e2 � èõ
âèñÿ÷èå ðåáðà, ñîîòâåòñòâåííî. ×òîáû äëÿ ãðàôàG1+(e1 = e2)+G2 ñóùåñòâîâàëî ëîêàëüíî-
ñáàëàíñèðîâàííîå1 2-ðàçáèåíèå, íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëÿ îáîèõ ãðàôîâ G1 è G2 ñóùåñòâîâàëè
ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííûå1 2-ðàçáèåíèÿ.

Òåîðåìà 2.1.8 Ïóñòü G1 è G2 � ñâÿçíûå ãðàôû, äëÿ êîòîðûõ V(G1)∩V(G2) = /0, e1 è e2 �
èõ âèñÿ÷èå ðåáðà, ñîîòâåòñòâåííî, è ïî ìåíüøåé ìåðå îäèí èç ãðàôîâ G1 è G2 ÿâëÿåòñÿ äâó-
äîëüíûì. ×òîáû äëÿ ãðàôà G1 + (e1 = e2) + G2 ñóùåñòâîâàëî ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå1
2-ðàçáèåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ îáîèõ ãðàôîâ G1 è G2 ñóùåñòâîâàëè
ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííûå1 2-ðàçáèåíèÿ.

Äëÿ∀G∈Aöèêëîâîéðàñöâåòêîé ãðàôàGíàçîâåìôóíêöèþF :V2(G)×T(G)→{−1,0,1,2},
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ: äëÿ ∀(x,C) ∈V2(G)×T(G) F(x,C)≥ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäàC∈CG(x).
ÏóñòüC � ïðîñòîé öèêë ãðàôà G∈ A, τ � íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå îáõîäà öèêëàC, è F �

ïðîèçâîëüíàÿ öèêëîâàÿ ðàñöâåòêà ãðàôà G.
(F,τ,C)-êîñòüþäëèíû k(k≥2) â ãðàôåGíàçîâåìïîñëåäîâàòåëüíîñòü (vi1, . . . ,vik) âåðøèí

öèêëàC, òàêóþ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1. ñðåäè âåðøèí vi1,vi2, . . . ,vik ïîâòîðÿþùèõñÿ âåðøèí íåò, çà èñêëþ÷åíèåì åäèíñòâåí-
íîãî âîçìîæíîãî ñëó÷àÿ ïîâòîðåíèÿ, êîãäà vi1 = vik ;

2. äëÿ ∀ j,1≤ j ≤ k− 1, ñóùåñòâóåò âåðøèíà u j, j+1 öèêëà C (êîòîðóþ íàçîâåì ïðîìå-
æóòî÷íîé äëÿ vi j è vi j+1), êîòîðàÿ ïðè îáõîäå öèêëà C ïî íàïðàâëåíèþ τ ñëåäóåò
íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå vi j , è íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå êîòîðîé ñëåäóåò vi j+1, ïðè÷åì
âåðøèíà u j, j+1 óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

(a) dG(u j, j+1) = 2,

(b) u j, j+1 ∈V2(G) è 0≤ F(u j, j+1,C)≤ 1.

(F,τ,C)-êîñòü (vi1,vi2, . . . ,vik) â ãðàôå G íàçîâåì öèêëè÷åñêîé, åñëè vi1 = vik .
(F,τ,C)-êîñòü ãðàôà G íàçîâåì ìîíîïîëÿðíîé (ãåòåðîïîëÿðíîé), åñëè ÷èñëî åå ïðîìå-

æóòî÷íûõ âåðøèí x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ¾dG(x) = 2 èëè x ∈ V2(G) è F(x,C) = 1¿,
ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì (íå÷åòíûì).
Ïóñòü G∈ A ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêè-ñâÿçàííûì ãðàôîì.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ FG : V2(G)×T(G)→{−1,0,1,2}.
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòü äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî V2(G) 6= /0.
Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè FG.

Øàã 1. Äëÿ ëþáîãî (x,C) ∈V2(G)×T(G), ãäåC /∈CG(x), ïîëîæèì FG(x,C)≡−1.
Øàã 2. ÏîëîæèìC[0] = /0, t = 1.
Øàã 3. Ïóñòü öèêëCt ãðàôà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

Ct ∈ T(G)\C[t−1] è |VG(Ct)∩Vc
G((T(G)\C[t−1])\Ct)|= 1.
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Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî öèêëà Ct âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà |T(G)\C[t − 1]| ≥ 2, òåîðå-
ìû 2.1.5 è èç òîãî, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêè-ñâÿçàííûì ãðàôîì êëàññà A.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ut âåðøèíó öèêëàCt , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

VG(Ct)∩Vc
G((T(G)\C[t−1])\Ct) = {ut}.

Ïóñòü VG(Ct)∩λ1(ut) = {v1t ,v2t}.

Çàìå÷àíèå 2.1.1 Åñëè (VG(Ct)\{ut})∩V2(G) 6= /0, òî íà ìíîæåñòâå ((VG(Ct)\{ut})∩V2(G))×
T(G) ôóíêöèÿ FG óæå îïðåäåëåíà.

Ïóñòü τt � òàêîå íàïðàâëåíèå îáõîäà öèêëà Ct , ïðè êîòîðîì âåðøèíà ut íå ñëåäóåò
íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå âåðøèíû v1t .
Ïîëîæèì

FG(ut ,Ct)≡


0 (1), åñëè ñóùåñòâóåò ìîíîïîëÿðíàÿ (ãåòåðîïîëÿðíàÿ)

(FG,τt ,Ct)-êîñòü (vi1, . . . ,vik), òàêàÿ, ÷òî vi1 = v1t , vi2 = v2t .
2, åñëè íå ñóùåñòâóåò (FG,τt ,Ct)-êîñòè (vi1, . . . ,vik), òàêîé,

÷òî vi1 = v1t , vi2 = v2t .

ÏîëîæèìC[t]≡C[t−1]∪{Ct}.
Åñëè |CG(ut)\C[t]|= 1, òî îáîçíà÷èì ÷åðåçC′

t öèêë, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
CG(ut)\C[t] = {C′

t}, è ïîëîæèì

FG(ut ,C
′
t )≡


2, åñëè {C∈ (CG(ut)\{C′

t})/FG(ut ,C) = 2} 6= /0 èëè LG(ut) 6= /0
0 (1), åñëè {C∈ (CG(ut)\{C′

t})/FG(ut ,C) = 2}= /0, LG(ut) = /0 è
÷èñëî |{C∈ (CG(ut)\{C′

t})/FG(ut ,C) = 0}| íå÷åòíî (÷åòíî).

Øàã 4. Åñëè |T(G)\C[t]| 6= 1, òî ïîëîæèì t = t +1 è ïåðåéäåì êØàãó 3, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïîëîæèìC|T(G)| ≡C′, ãäå {C′}= T(G)\C[t], è Àëãîðèòì çàâåðøåí.

Çàìå÷àíèå 2.1.2 Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ FG, ïîñòðîåííàÿ ïðè ïðèìåíåíèè îïèñàííîãî
àëãîðèòìà, ÿâëÿåòñÿ öèêëîâîé ðàñöâåòêîé ãðàôà G.

Òåîðåìà 2.1.10 Ïóñòü G∈ A ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêè-ñâÿçàííûì ãðàôîì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùå-
ñòâîâàëî ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå1 2-ðàçáèåíèå ãðàôàG, íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëÿ ∀C∈ T(G)
è ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ τ îáõîäà öèêëàCíå ñóùåñòâîâàëî ãåòåðîïîëÿðíîé öèêëè÷åñêîé (FG,τ,C)-
êîñòè â ãðàôå G.

Òåîðåìà 2.1.11 ÏóñòüG∈Aÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî öèêëè÷åñêè-ñâÿçàííûì, äâóäîëüíûì ãðàôîì.
Äëÿòîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå1 2-ðàçáèåíèå ãðàôàG, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ∀C∈ T(G) è ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ τ îáõîäà öèêëàC íå ñóùåñòâîâàëî
ãåòåðîïîëÿðíîé öèêëè÷åñêîé (FG,τ,C)-êîñòè â ãðàôå G.

11



Èç òåîðåì 2.1.1, 2.1.6, 2.1.7, 2.1.10 âûòåêàåò

Òåîðåìà 2.1.12 Ïóñòü G ∈ A ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ãðàôîì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî
ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå1 2-ðàçáèåíèå ãðàôàG, íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëÿ ∀G′ ∈Constr(G), íå
ÿâëÿþùåãîñÿ äåðåâîì, äëÿ ∀C∈ T(G′) è ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ τ îáõîäà öèêëàC íå ñóùåñòâîâàëî
ãåòåðîïîëÿðíîé öèêëè÷åñêîé (FG′ ,τ,C)-êîñòè â ãðàôå G′.

Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåí ãðàô, äëÿ êîòîðîãî íå ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàí-
íîãî1 2-ðàçáèåíèÿ, íî óäîâëåòâîðÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1.12.

Ðèñ. 1: Ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé íåäîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1.12.

Äàííûé ïðèìåð äîêàçûâàåò íåäîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1.12.

Èç òåîðåì 2.1.1, 2.1.6, 2.1.8, 2.1.11 âûòåêàåò

Òåîðåìà 2.1.13 Ïóñòü G∈ A ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì ñâÿçíûì ãðàôîì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùå-
ñòâîâàëî ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå1 2-ðàçáèåíèå ãðàôàG, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
äëÿ ∀G′ ∈Constr(G), íå ÿâëÿþùåãîñÿ äåðåâîì, äëÿ ∀C ∈ T(G′) è ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ τ îáõîäà
öèêëàC íå ñóùåñòâîâàëî ãåòåðîïîëÿðíîé öèêëè÷åñêîé (FG′ ,τ,C)-êîñòè â ãðàôå G′.

Â �2.2 äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ êëàññîâ ãðàôîâ èññëåäîâàíà çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè
ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîãî2 2-ðàçáèåíèÿ ãðàôà.
Ïóñòü G � äåðåâî è x∈V(G) � åãî ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà.
Äîïóñòèì, ÷òî èìååòñÿ íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V(G)\{x} íà ïîäìíîæåñòâà

A(x), B(x),C(x), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

V(G)\{x}= A(x)∪B(x)∪C(x),

A(x)∩B(x) = /0, B(x)∩C(x) = /0, A(x)∩C(x) = /0.

Äëÿ ∀u∈V(G)\NexG(x)(x) ïîëîæèì:

a(u)≡ |{v∈ NρG(x,u)+1(x)/(u,v) ∈ E(G),v∈ A(x)}|,

b(u)≡ |{v∈ NρG(x,u)+1(x)/(u,v) ∈ E(G),v∈ B(x)}|,

c(u)≡ |{v∈ NρG(x,u)+1(x)/(u,v) ∈ E(G),v∈C(x)}|.
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Çàìå÷àíèå 2.2.1 Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé a, b, c âûòåêàåò, ÷òî åñëè ïðè ∀i, 1≤ i ≤ exG(x),
äëÿ âñåõ u∈ Ni(x) óæå îïðåäåëåíî, êàêîå èç ñîîòíîøåíèé u∈ A(x), u∈ B(x), u∈C(x) ÿâëÿåòñÿ
âåðíûì, òî äëÿ ∀u∈ Ni−1(x) çíà÷åíèÿ a(u), b(u) è c(u) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ.

Ìíîæåñòâà A(x), B(x),C(x) îïðåäåëèì èíäóêòèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

NexG(x)(x)⊆ B(x), NexG(x)(x)∩A(x) = /0, NexG(x)(x)∩C(x) = /0.

Ïóñòü ïðè ∀i, 2≤ i ≤ exG(x), óæå îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Ni(x):

Ni(x) = (Ni(x)∩A(x))∪ (Ni(x)∩B(x))∪ (Ni(x)∩C(x)).

Èç çàìå÷àíèÿ 2.2.1 ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèé a, b, c äëÿ ∀u∈ Ni−1(x) ìîãóò áûòü
âû÷èñëåíû.
Îïðåäåëèì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Ni−1(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ∀u∈ Ni−1(x)

u∈


A(x), åñëè 1≤ b(u)− (dG(u)−b(u))≤ 2,
B(x), åñëè −1≤ a(u)− (dG(u)−a(u))≤ 0,
C(x), åñëè íåðàâåíñòâà 1≤ b(u)− (dG(u)−b(u))≤ 2,

−1≤ a(u)− (dG(u)−a(u))≤ 0 ÿâëÿþòñÿ íåâåðíûìè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâà A(x), B(x) èC(x) îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî,
ïðè÷åì

V(G)\{x}= A(x)∪B(x)∪C(x),

A(x)∩B(x) = /0, B(x)∩C(x) = /0, A(x)∩C(x) = /0.

ßñíî òàêæå, ÷òî îïðåäåëåíû ôóíêöèè:

a : (V(G)\NexG(x)(x))→ Z+, b : (V(G)\NexG(x)(x))→ Z+,

c : (V(G)\NexG(x)(x))→ Z+.

Äîêàçàíà

Òåîðåìà 2.2.1 Äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ äåðåâà G ñóùåñòâîâàëî ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå2
2-ðàçáèåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ∀u∈V(G)\NexG(x)(x) îäíîâðåìåííî âûïîë-
íÿëèñü íåðàâåíñòâà:

b(u)− (dG(u)−b(u))≤ 2 è a(u)− (dG(u)−a(u))≤ 0.

Èññëåäîâàíû òàêæå âîïðîñû î ñóùåñòâîâàíèè ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííûõ2 2-ðàçáèå-
íèé äëÿ ïðîñòûõ öèêëîâ è ïîëíûõ ãðàôîâ.

Òåîðåìà 2.2.2 Äëÿ ãðàôàCn ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå2 2-ðàçáèåíèå ïðè ëþáîì
n≥ 3.
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Òåîðåìà 2.2.3 Äëÿ ãðàôà Kn ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå2 2-ðàçáèåíèå ïðè ëþáîì
n.

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäîâàíû ìîäèôèöèðîâàííûå âåðñèè îñíîâíûõ çàäà÷ äèññåðòàöè-
îííîé ðàáîòû.
Â �3.1 ðàññìîòðåíû çàäà÷è ðàñøèðåíèÿ ÷àñòè÷íûõ 2-ðàçáèåíèé äî ëîêàëüíî-ñáàëàíñè-

ðîâàííûõ 2-ðàçáèåíèé.
ÏóñòüG � äåðåâî è x∈V(G) � åãî ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà, à g : Vg →{0,1}, ãäåVg ⊆V(G),

� åãî ÷àñòè÷íîå 2-ðàçáèåíèå.
Äàäèì èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííîé ôóíêöèè zg : V(G)→{0,1}.
Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |V(G)|> 1.
Äëÿ âñåõ âåðøèí ν ∈Vg ïîëîæèì zg(ν)≡ g(ν).
Ïóñòü ôóíêöèÿ zg íà âñåõ âåðøèíàõ ìíîæåñòâà (NexG(x) ∪NexG(x)−1)\Vg íå áóäåò îïðåäå-

ëåíà.
Ïóñòü ïðè i,0≤ i < exG(x)−1, çíà÷åíèå ôóíêöèè zg íà ëþáîé âåðøèíå ν ∈ Ni+2(x) èëè

óæå îïðåäåëåíî èëè óñòàíîâëåíî, ÷òî zg íå äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà íà ν.
Äëÿ êàæäîé âåðøèíû u∈ Ni(x)\Vg, åñëè ñóùåñòâóåò âåðøèíà u+1 ∈ Ni+1(x), òàêàÿ, ÷òî

(u+1)−1 = u è
|S1−0(λ1(u+1)∩Ni+2(x)∩D(zg),zg)|−|(λ1(u+1)∩Ni+2(x))\D(zg)|> 0 (åñëè òàêîâûõ íåñêîëüêî,
òî âûáåðåì ëþáóþ), òî ïîëîæèì:

zg(u)≡

{
0, åñëè S1−0(λ1(u+1)∩Ni+2(x)∩D(zg),zg) > 0,
1, åñëè S1−0(λ1(u+1)∩Ni+2(x)∩D(zg),zg) < 0,

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ zg íà âåðøèíå u íå áóäåò îïðåäåëåíà.
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî V[g,x].
Ïîëîæèì V[g,x] ≡ D(zg).
Äàäèì îïðåäåëåíèå ÷àñòè÷íîãî 2-ðàçáèåíèÿ [g,x] : V[g,x] → {0,1}, ÿâëÿþùåãîñÿ ðàñøè-

ðåíèåì g.
Äëÿ ëþáîãî u∈V[g,x] ïîëîæèì [g,x](u)≡ zg(u).

Òåîðåìà 3.1.1 Äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ äåðåâà G ñóùåñòâîâàëî ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå1 2-
ðàçáèåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ðàñøèðåíèåì ÷àñòè÷íîãî 2-ðàçáèåíèÿ g äåðåâàG, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå1 2-ðàçáèåíèå äåðåâà G, ÿâëÿþùååñÿ
ðàñøèðåíèåì ÷àñòè÷íîãî 2-ðàçáèåíèÿ [g,x] äåðåâà G.

Äîêàçàíà

Òåîðåìà 3.1.2 Äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ äåðåâà G ñóùåñòâîâàëî ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå1 2-
ðàçáèåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ðàñøèðåíèåì ÷àñòè÷íîãî 2-ðàçáèåíèÿ [g,x] äåðåâà G, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé âåðøèíû ν ∈V(G) âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

|S1−0(λ1(ν)∩V[g,x], [g,x])|− |λ1(ν)\V[g,x]| ≤ 1.
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Èç òåîðåì 3.1.1 è 3.1.2 âûòåêàåò ñëåäóþøàÿ

Òåîðåìà 3.1.3 Äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ äåðåâà G ñóùåñòâîâàëî ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå1 2-
ðàçáèåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ðàñøèðåíèåì ÷àñòè÷íîãî 2-ðàçáèåíèÿ g äåðåâàG, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé âåðøèíû ν ∈V(G) âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

||S1−0(λ1(ν)∩V[g,x], [g,x])|− |λ1(ν)\V[g,x]|| ≤ 1.

Äëÿ äåðåâà íàéäåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (òåîðåìà 3.1.4) ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíî-
ñáàëàíñèðîâàííîãî2 2-ðàçáèåíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ ðàñøèðåíèåì äàííîãî ÷àñòè÷íîãî 2-ðàç-
áèåíèÿ. Ïðèâåäåí ïðèìåð (Ðèñ. 3.1), ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óñëîâèå òåîðåìû 3.1.4 íå ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì.
Â �3.2 ðàññìîòðåíû çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè 2-ðàçáèåíèé, ïîä÷èíÿþùèõñÿ ïðèîðèòåòó.
Ïðîâåäåíî îáñóæäåíèå âçàèìîñâÿçåé ìåæäó ðàçëè÷íûìè òèïàìè ïîä÷èíåíèé ïðèîðè-

òåòó ïðè ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèÿõ îêðåñòíîñòè âåðøèíû.

Ðèñ. 2: Ïðèìåð ãðàôà.

Âçàèìîñâÿçü ìåæäó ãèáêèì è æåñòêèì ïîä÷èíåíèåì ïðèîðèòåòó1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç G1 ãðàô, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñóíêå 2.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïðèîðèòåòû1:

g1 : V(G1)→{−1,0,1},
g1(v1) = 0, g1(v2) =−1, g1(v3) = 1, g1(v4) = 1, g1(v5) = 1,

g2 : V(G1)→{−1,0,1},
g2(v1) = 0, g2(v2) =−1, g2(v3) = 1, g2(v4) = 1, g2(v5) =−1,

• Äëÿ ãðàôà G1 ñóùåñòâóåò 2-ðàçáèåíèå, ãèáêî ïîä÷èíÿþùååñÿ ïðèîðèòåòó1 g1, è íå
ñóùåñòâóåò 2-ðàçáèåíèÿ, æåñòêî ïîä÷èíÿþùåãîñÿ ïðèîðèòåòó1 g1.

• Äëÿ ãðàôà G1 íå ñóùåñòâóåò 2-ðàçáèåíèÿ, ãèáêî ïîä÷èíÿþùåãîñÿ ïðèîðèòåòó1 g2, è
ñóùåñòâóåò 2-ðàçáèåíèå, æåñòêî ïîä÷èíÿþùååñÿ ïðèîðèòåòó1 g2.
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Ñëåäîâàòåëüíî, â îáùåì ñëó÷àå, ñóùåñòâîâàíèå äëÿ äàííîãî ãðàôà 2-ðàçáèåíèÿ, ãèá-
êî ïîä÷èíÿþùåãîñÿ äàííîìó ïðèîðèòåòó1, íå âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèÿ 2-ðàçáèåíèÿ, æåñòêî
ïîä÷èíÿþùåãîñÿ òîìó æå ïðèîðèòåòó1, è íàîáîðîò.
Âçàèìîñâÿçü ìåæäó ãèáêèì è æåñòêèì ïîä÷èíåíèåì ïðèîðèòåòó2.
Ïîëîæèì G2 ≡ Kn, ãäå n∈ N, n≥ 3 � íå÷åòíîå ÷èñëî, è ïóñòü V(G2) = {v1, . . . ,vn}.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïðèîðèòåòû2:

g3 : V(G2)→{−1,1},òàê ÷òî äëÿ ∀u∈V(G2)

g3(u) =

{
1, åñëè u = vk, ãäå 1≤ k≤ d n

2e,
−1, åñëè u = vk, ãäå d n

2e< k≤ n,

g4 : V(G2)→{1}.

• Äëÿ ãðàôà G2 ñóùåñòâóåò 2-ðàçáèåíèå, ãèáêî ïîä÷èíÿþùåeñÿ ïðèîðèòåòó2 g3, è íå
ñóùåñòâóåò 2-ðàçáèåíèÿ, æåñòêî ïîä÷èíÿþùåãîñÿ ïðèîðèòåòó2 g3.

• Äëÿ ãðàôà G2 íå ñóùåñòâóåò 2-ðàçáèåíèÿ, ãèáêî ïîä÷èíÿþùåãîñÿ ïðèîðèòåòó2 g4, è
ñóùåñòâóåò 2-ðàçáèåíèå, æåñòêî ïîä÷èíÿþùååñÿ ïðèîðèòåòó2 g4.

Ñëåäîâàòåëüíî, â îáùåì ñëó÷àå, ñóùåñòâîâàíèå äëÿ äàííîãî ãðàôà 2-ðàçáèåíèÿ, ãèá-
êî ïîä÷èíÿþùåãîñÿ äàííîìó ïðèîðèòåòó2, íå âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèÿ 2-ðàçáèåíèÿ, æåñòêî
ïîä÷èíÿþùåãîñÿ òîìó æå ïðèîðèòåòó2, è íàîáîðîò.
Äëÿ äåðåâà íàéäåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (òåîðåìà 3.2.1) ñóùåñòâîâàíèÿ

2-ðàçáèåíèÿ, ãèáêî ïîä÷èíÿþùåãîñÿ çàäàííîìó ïðèîðèòåòó1.
Äëÿ äåðåâà íàéäåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (òåîðåìà 3.2.2) ñóùåñòâîâàíèÿ

2-ðàçáèåíèÿ, æåñòêî ïîä÷èíÿþùåãîñÿ çàäàííîìó ïðèîðèòåòó1.
Äëÿ äåðåâà íàéäåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (òåîðåìà 3.2.3) ñóùåñòâîâàíèÿ

2-ðàçáèåíèÿ, ãèáêî ïîä÷èíÿþùåãîñÿ çàäàííîìó ïðèîðèòåòó2.
Äëÿ äåðåâà íàéäåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (òåîðåìà 3.2.4) ñóùåñòâîâàíèÿ 2-ðàçáèåíèÿ,

æåñòêî ïîä÷èíÿþùåãîñÿ çàäàííîìó ïðèîðèòåòó2. Ïðèâåäåí ïðèìåð (Ðèñ 3.3), ïîêàçûâàþ-
ùèé, ÷òî óñëîâèå òåîðåìû 3.2.4 íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû

• Äîêàçàíî, ÷òî îñíîâíûå çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ NP-ïîëíûìè â
êëàññå äâóäîëüíûõ ãðàôîâ.

• Ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ñòðóêòóðó öèêëîâ ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîãî1 2-ðàçáèåíèÿ äâóäîëü-
íîãî ãðàôà.

• Äëÿ äåðåâà ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíî-
ñáàëàíñèðîâàííîãî2 2-ðàçáèåíèÿ.

• Äëÿ äåðåâà ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíî-
ñáàëàíñèðîâàííîãî1 2-ðàçáèåíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ ðàñøèðåíèåì äàííîãî ÷àñòè÷íîãî
2-ðàçáèåíèÿ.

• Äëÿ äåðåâà ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàí-
íîãî2 2-ðàçáèåíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ ðàñøèðåíèåì äàííîãî ÷àñòè÷íîãî 2-ðàçáèåíèÿ.

• Äëÿ äåðåâà ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ 2-ðàçáèå-
íèÿ, ãèáêî ïîä÷èíÿþùåãîñÿ ïðèîðèòåòói , i = 1,2.

• Äëÿäåðåâàïîëó÷åíîíåîáõîäèìîåèäîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ2-ðàçáèåíèÿ,
æåñòêî ïîä÷èíÿþùåãîñÿ ïðèîðèòåòó1, à òàêæå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
2-ðàçáèåíèÿ, æåñòêî ïîä÷èíÿþùåãîñÿ ïðèîðèòåòó2.
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Ս. Վ. Բալիկյան 

Գրաֆների լոկալ-հավասարակշռված 2-տրոհումների մասին 
 
 

Ամփոփագիր 
 

Գրաֆների գագաթային ներկումները ունեն ինչպես մեծ տեսական արժեք, 
այնպես էլ կարևոր կիրառական նշանակություն, քանի որ դրանք սերտորեն 
կապված են այնպիսի խնդիրների հետ, ինչպիսիք են օպտիմալ 
կարգացուցակների կառուցումը, ծրագրերի աշխատանքի համար անհրաժեշտ 
հիշողության մինիմիզացումը, զուգահեռ հաշվարկներում օգտագործվող 
պրոցեսորների քանակի մինիմիզացումը և այլն: Ճիշտ գագաթային ներկումների 
ուսումնասիրությունների զարգացման ընթացքում ուշադրության արժանացան 
նաև հատուկ տեսակների գագաթային ներկումների գոյության և կառուցման 
խնդիրրները: 

Ներկայացված ատենախոսությունում ևս դիտարկվում են այդպիսի 
խնդիրներ: 

( , )G V E  գրաֆի  գագաթի համար սահմանենք բազմություններ` v

 1( ) { ( ) /( , ) ( )}v V G v E Gλ ω ω≡ ∈ ∈ ,  2  ( ) { } ( )v v v1λ λ≡ ∪ : 
G  գրաֆի 2-տրոհում կոչվում է  ֆունկցիան:  գրաֆի 

մասնակի 2-տրոհում կոչվում է  ֆունկցիան, որտեղ :  

գրաֆի 

: ( ) {0,1}f V G → G
: {0,gg V → 1} ( )gV V G⊆ G

1g  մասնակի 2-տրոհումը հանդիսանում է  գրաֆի G 2g  մասնակի 2-
տրոհման ընդլայնում, որտեղ 

2 1g gV V⊆ , եթե 
2gv V∀ ∈  գագաթի համար 

1 2( ) ( )g v g v= :   գրաֆի G f  2-տրոհումը կոչվում է լոկալ-հավասարակշռվածi, 
, եթե  գագաթի համար {1,2}i∈ ( )v V G∀ ∈

  || { ( ) / ( ) 1} | |{ ( ) / ( ) 0} || 1i iv f v fω λ ω ω λ ω∈ = − ∈ = ≤ : 
: ( ) { 1,0,1}p V G → −  ֆունկցիան կոչվում է նախապատվությունi -ում, եթե 

 գագաթի համար 
G

( )v V G∀ ∈ ( ) 0p v = ⇔  | ( ) |i vλ  զույգ է:  գրաֆի G f             2-
տրոհումը կոշտ ենթարկվում է  նախապատվությանըp i, {1,2},i∈  եթե ( )v V G∀ ∈  
գագաթի համար 

  | { ( ) / ( ) 1} | |{ ( ) / ( ) 0} | ( )i iv f v f p vω λ ω ω λ ω∈ = − ∈ = = : 
G  գրաֆի f  2-տրոհումը ճկուն ենթարկվում է նախապատվությանըp i, {1,2},i∈  
եթե  գագաթի համար ( )v V G∀ ∈

  | { ( ) / ( ) ( )} | |{ ( ) / ( ) 1 ( )} | ( )i iv f f v v f f v p vω λ ω ω λ ω∈ = − ∈ = − = : 
Ատենախոսությունում դիտարկվող խնդիրները, մշակված մեթոդները, 

ալգորիթմները և ստացված արդյունքները կարող են կիրառվել այնպիսի 
համակարգերի մաթեմատիկական մոդելավորման համար, որոնց սուբյեկտները 
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ենթակա են երկու հակադիր ազդեցությունների և պահանջվում է նվազեցվել 
կոնֆլիկտների հավանականությունը: 

Ատենախոսության հիմնական արդյունքներն են. 
• ապացուցված է երկկողմանի գրաֆների լոկալ-հավասարակշռվածi  2-

տրոհումների, {1,2},i∈  գոյության խնդիրների NP-լրիվությունը, 
• ցիկլերի կառուցվածքի վրա դրված որոշ սահմանափակումների ներքո 

ստացված է անհրաժեշտ և բավարար պայման երկկողմանի գրաֆի լոկալ-
հավասարակշռված1 2-տրոհման գոյության համար, 

• ծառի համար ստացված է անհրաժեշտ և բավարար պայման լոկալ-
հավասարակշռված2 2-տրոհման գոյության համար, 

• ծառի համար ստացված է տրված մասնակի 2-տրոհման ընդլայնում 
հանդիսացող լոկալ-հավասարակշռված1 2-տրոհման գոյության 
անհրաժեշտ և բավարար պայման, 

• ծառի համար ստացված է տրված մասնակի 2-տրոհման ընդլայնում 
հանդիսացող լոկալ-հավասարակշռված2 2-տրոհման գոյության բավարար 
պայման, 

• ծառի համար ստացված են տրված նախապատվությանըi, {1,2},i∈  ճկուն 
ենթարկվող 2-տրոհման գոյության անհրաժեշտ և բավարար պայմաններ, 

• ծառի համար ստացված է տրված նախապատվությանը1 կոշտ ենթարկվող 
2-տրոհման գոյության անհրաժեշտ և բավարար պայման, 

• ծառի համար ստացված է տրված նախապատվությանը2 կոշտ ենթարկվող 
2-տրոհման գոյության բավարար պայման: 
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