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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ìíîãèå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ
ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ
íåñîâìåñòíûìè. Ýòî çàäà÷è, âîçíèêàþùèå â ìåòîäå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ,
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè, ïðè èññëåäîâà-
íèè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ äð. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ”ðåøåíà”
òîëüêî ïóòåì âûáîðà íåêîòîðîãî êîìïðîìèññà–óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ìîãóò
áûòü óäîâëåòâîðåíû íå ïîëíîñòüþ, à ëèøü äî íåêîòîðîé ñòåïåíè.
Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ïîäõîäîì ê òàêîìó ðåøåíèþ íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì
ÿâëÿåòñÿ ÔÒÂ‚‰ÓÓ·�‡˘ÂÌËÂ (èëè îáîáùåííîå îáðàùåíèå) ìàòðèöû ñèñòåìû.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ñóùåñòâóåò ÔÒÂ‚‰ÓÓ·�‡ÚÌ‡fl
ìàòðèöà A+ , êîòîðàÿ îáëàäàåò íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè îáðàòíîé ìàòðèöû.
Â ñëó÷àå, êîãäà A–êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, ïñåâäîîáðàòíàÿ
ìàòðèöà A+ ñîâïàäàåò ñ îáðàòíîé A−1 .

Âïåðâûå ïîíÿòèå ïñåâäîîáðàùåíèÿ óïîìèíàåòñÿ â ðàáîòàõ
Ý.È.Ôðåäãîëüìà (1903 ã.) è À. Ãóðâèöà (1912 ã.), â êîòîðûõ èññëåäîâàëèñü
îáîáùåííûå îáðàùåíèÿ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîíÿòèå ïñåâäîîáðàòíîé
ìàòðèöû áûëî ââåäåíî Ý.Ìóðîì â 1920 ã. Èíòåðåñ ê ïñåâäîîáðàùåíèþ
ìàòðèö ðåçêî âîçðîñ â 50-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ–â ñâÿçè ñ àêòèâèçàöèåé
èññëåäîâàíèé ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Â 1955 ã. Ð.Ïåíðîóç ïîêàçàë,
÷òî äëÿ ëþáîé m × n ìàòðèöû A îáðàòíàÿ ïî Ý.Ìóðó n × m ìàòðèöà A+

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ÷åòûðüìÿ óñëîâèÿìè:

AA+A = A , A+AA+ = A+ , ( A+A) ∗ = A+A , ( AA+ ) ∗ = AA+ .

Ýòîò ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò îêàçàëñÿ òîë÷êîì ê èíòåíñèâíîìó
ðàçâèòèþ òåîðèè Ó·�‡˘ÂÌËfl åÛ�‡-èÂÌ�ÓÛÁ‡ èëè, èíà÷å, ÔÒÂ‚‰ÓÓ·�‡˘ÂÌËfl,
êîòîðàÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé êàê
òåîðèè ìàòðèö, òàê è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè.

Ïðèìåíåíèå ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü îáîáùåíèÿ
êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ ìíîãèõ çàäà÷, íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ñòðóêòóðó
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, óÿñíèòü ñìûñë ÷àñòî âîçíèêàþùèõ íåêîððåêò-
íîñòåé ðåøåíèé è íàõîäèòü ïóòè èõ ðåãóëÿðèçàöèè.

Öåëü è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü
íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû Ìóðà-
Ïåíðîóçà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ýòîò ìåòîä âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâà
îñíîâíûõ ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå èñõîäíàÿ ìàòðèöà ñ ïîìîùüþ îòðàæåíèé
Õàóñõîëäåðà ïðèâîäèòñÿ ê äâóõäèàãîíàëüíîìó âèäó. Òåì ñàìûì çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê ïñåâäîîáðàùåíèþ äâóõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû. Íà âòîðîì
ýòàïå ñòðîèòñÿ èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà, èçâåñòíàÿ êàê àëãîðèòì Ãîëóáà-
Ðàéíøà1, êîòîðàÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèö ïëîñêèõ âðàùåíèé ãåíåðèðóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö, ñõîäÿùèõñÿ ê äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå. Â èòîãå
ïîëó÷àþò ïðèáëèæåíèå ê ñèíãóëÿðíîìó ðàçëîæåíèþ äâóõäèàãîíàëüíîé
ìàòðèöû, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî è íàõîäÿò îáðàùåíèå Ìóðà-Ïåíðîóçà
ýòîé ìàòðèöû. Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå

1Golub G.H. and Ch.F. van Loan. Matrix Computations, 3rd ed.- The Johns Hopkins University Press, 1996.
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ýôôåêòèâíîãî ïðÿìîãî ìåòîäà ïñåâäîîáðàùåíèÿ äâóõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö,
àëüòåðíàòèâíîãî àëãîðèòìó Ãîëóáà-Ðàéíøà. Ïðè ýòîì ñòàâèëèñü ñëåäóþùèå
îñíîâíûå çàäà÷è:

– ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ïî ïîðÿäêó îáúåìà âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû
àëãîðèòìà îáðàùåíèÿ Ìóðà-Ïåíðîóçà äâóõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö;

– ïîëó÷åíèå â ÿâíîé ôîðìå âûðàæåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ ïñåâäîîáðàòíîé
ìàòðèöû ÷åðåç ýëåìåíòû èñõîäíîé äâóõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû;

– èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðàñïàðàëëåëèâàíèåì ïîñòðîåí-
íîãî àëãîðèòìà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ áûëè
èñïîëüçîâàíû ìåòîäû ëèíåéíîé àëãåáðû, òåîðèè ìàòðèö è ÷èñëåííîãî
àíàëèçà, à òàêæå ìåòîäû ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ñðåäå MPI.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ïîñòðîåí íîâûé ïðÿìîé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ
îáðàùåíèÿ Ìóðà-Ïåíðîóçà äëÿ äâóõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, òðåáóþùèé
çàòðàòû O ( 4 n2 ) ôëîïîâ, ãäå n–ïîðÿäîê ìàòðèöû (äëÿ ñðàâíåíèÿ óêàæåì,
÷òî àëãîðèòì Ãîëóáà-Ðàéíøà òðåáóåò çàòðàòû O ( n3 ) ôëîïîâ). Ïîëó÷åíû
ôîðìóëû, âûðàæàþùèå â ÿâíîé ôîðìå ýëåìåíòû ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû
÷åðåç ýëåìåíòû èñõîäíîé äâóõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû. Ïðîâåäåí äåòàëüíûé
àíàëèç ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ è äàíà ïîäðîáíàÿ
ñõåìà èõ ðåàëèçàöèè â ñðåäå MPI.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû íîñÿò
êàê òåîðåòè÷åñêèé, òàê è ïðàêòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû
äëÿ ýëåìåíòîâ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè
òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ïñåâäîîáðàùåíèÿ
äâóõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè ïîñòðîåíèè
ïðîãðàìì ïñåâäîîáðàùåíèÿ ìàòðèö êàê íà îäíîïðîöåññîðíûõ êîìïüþòåðàõ,
òàê è íà êëàñòåðàõ.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

– ïîñòðîåíèå è òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå îïòèìàëüíîãî ïî ïîðÿäêó
îáúåìà âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû àëãîðèòìà îáðàùåíèÿ Ìóðà-Ïåíðîóçà
äâóõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö;

– ïîëó÷åíèå â ÿâíîé ôîðìå âûðàæåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ ïñåâäîîáðàòíîé
ìàòðèöû ÷åðåç ýëåìåíòû èñõîäíîé äâóõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû;

– ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïîñòðîåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ïðîöåññîâ, èõ àíàëèç è ðåàëèçàöèÿ íà êëàñòåðå.

Àïðîáàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ãîäè÷íûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ Ðîññèéñêî-
Àðìÿíñêîãî (Ñëàâÿíñêîãî) óíèâåðñèòåòà (3-7.12.2007 è 5-10.12.2008), íà
ñåìèíàðàõ êàôåäðû ñèñòåìíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÐÀÓ, íà îáùåì ñåìèíàðå
ôàêóëüòåòà èíôîðìàòèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÅÃÓ.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â òðåõ
íàó÷íûõ ñòàòüÿõ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ
ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû (36 íàèìåíîâàíèé) è
ïðèëîæåíèÿ. Îáùèé îáúåì ðàáîòû–127 ñòð. (áåç ïðèëîæåíèÿ–87 ñòð.).
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Âî Ââåäåíèè îáñóæäàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ, ôîðìóëè-
ðóþòñÿ öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Äàåòñÿ àííîòàöèÿ
ñîäåðæàíèÿ îñíîâíûõ ðàçäåëîâ äèññåðòàöèè.

Ãëàâà 1 íîñèò îáçîðíûé õàðàêòåð. Â íåé äàåòñÿ îïðåäåëåíèå îáðàùåíèÿ
Ìóðà-Ïåíðîóçà (ïñåâäîîáðàùåíèÿ), óêàçûâàþòñÿ îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ýòîãî
ïîíÿòèÿ. Äàëåå êðàòêî îïèñûâàþòñÿ è õàðàêòåðèçóþòñÿ ñóùåñòâóþùèå
íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îñíîâíûå ìåòîäû ïñåâäîîáðàùåíèÿ ìàòðèö: ìåòîäû,
îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè ñêåëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ, QR -ðàçëîæåíèÿ,
ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ, ìåòîä Ãðåâèëÿ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî
ìåòîäó, îñíîâàííîìó íà ïðåäâàðèòåëüíîé áèäèàãîíàëèçàöèè ìàòðèöû,
òàê êàê äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïñåâäîîáðàùåíèþ èìåííî
äâóõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö.

Ãëàâà 2 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà îáðàùåíèÿ
Ìóðà-Ïåíðîóçà äâóõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, à òàêæå âûâîäó ôîðìóë, ÿâíî
âûðàæàþùèõ ýëåìåíòû ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû ÷åðåç ýëåìåíòû èñõîäíîé
äâóõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû.

Øèðîêî èñïîëüçóåìûé íà ïðàêòèêå ìåòîä ïñåâäîîáðùåíèÿ äâóõäèàãî-
íàëüíûõ ìàòðèö îñíîâàí íà ïîëó÷åíèè ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ýòîé
ìàòðèöû ïóòåì ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû Ãîëóáà-Ðàéíøà2. Ýòà
èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà òðåáóåò çàòðàòû O ( n3 ) ôëîïîâ äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà
n . Ïîñòðîåííûé â äèññåðòàöèè àëãîðèòì òðåáóåò çàòðàòû O ( 4 n2 ) ôëîïîâ. Òåì
ñàìûì ýòîò àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî ïîðÿäêó.

Â ïàðàãðàôå 2.1 îáñóæäàåòñÿ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà îáðàùåíèÿ
Ìóðà-Ïåíðîóçà äâóõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû

A =



















d1 b1
d2 b2 0

. . . . . .
0 dn−1 bn−1

dn



















( 1 )

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî d1d2 . . . dn = 0 è

b1, b2, . . . , bn−1 �= 0 ( 2 )

(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè êàêèå-ëèáî èç íàääèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
b1, b2, . . . , bn−1 ðàâíû íóëþ, çàäà÷à ïñåâäîîáðàùåíèÿ ñâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íîé
çàäà÷å äëÿ äâóõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà).

Îáùàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà òàêîâà. Ñíà÷àëà, â êà÷åñòâå áàçîâîãî
àëãîðèòìà, ñòðîèòñÿ àëãîðèòì äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà

d1, d2, . . . , dn−1 �= 0 , dn = 0 . ( 3 )

Çàòåì, íà îñíîâå ýòîãî àëãîðèòìà ñòðîèòñÿ àëãîðèòì äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, òî
åñòü äëÿ ëþáîãî ðàñïîëîæåíèÿ îäíîãî èëè áîëåå íóëåé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè

2Golub G.H. and Ch.F. van Loan. Matrix Computations, 3rd ed.- The Johns Hopkins University Press, 1996.
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ìàòðèöû A èç (1). Âûâîä àëãîðèòìîâ îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè èçâåñòíîãî
ðàâåíñòâà3

A+ = lim
ε→+0

( ATA+ εI ) −1AT , ( 4 )

ãäå I–åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Rm×n .
Ìàòðèöà ( ATA + εI ) ïðè ëþáîì ε > 0 ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé òðåõäèàãî-
íàëüíîé ìàòðèöåé.

Â ïàðàãðàôå 2.2 ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ îáðàòíîé ìàòðèöû
( ATA+ εI ) −1 .

Â ïàðàãðàôå 2.3, íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ôîðìóë
äëÿ ýëåìåíòîâ îáðàòíîé ìàòðèöû ( ATA + εI ) −1 , âûâîäÿòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ( ATA + εI ) −1AT , çàâèñÿùèå îò ε . Ïóòåì îïðåäåëåíèÿ
õàðàêòåðà ýòîé çàâèñèìîñòè, ñ ïîñëåäóþùèì óñòðåìëåíèåì ε ê íóëþ,
ïîëó÷åíû, ñîãëàñíî (4), ýëåìåíòû ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû A+ . Ïîä÷åðêíåì,
÷òî ðàâåíñòâî (4) èñïîëüçóåòñÿ çäåñü êàê ËÌÒÚ�ÛÏÂÌÚ ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı
‚˚�‡ÊÂÌËÈ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A+ .

Çàïèøåì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû.

Àëãîðèòì 2d/pinv ( A,n;A+ )
1. ÇıÓ‰: äâóõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà A âèäà (1) ïðè óñëîâèè (2) è (3).
2. Âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû

◦

µn= 1 ,
◦

µi= −
bi

di

◦

µi+1 , i = n− 1 , n− 2 , . . . , 1 . ( 5 )

3. Âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû

wn−1 = −
1

bn−1

, wi = −
di+1wi+1+

◦

µi+1

bi
, i = n− 2 , n− 3 , . . . , 1 . ( 6 )

4. Âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà
T1 =

◦

µ1 +d1w1 . ( 7 )

5. Âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû

v1 =
1

T1
, vi = −

di−1

bi−1
vi−1 , i = 2 , 3 , . . . , n . ( 8 )

6. Âû÷èñëÿþòñÿ ýëåìåíòû ìàòðèöû A+ = [
◦

yij ]n×n :

◦

yij= viwj , i = 1 , 2 , . . . , j

◦

yij=

◦

µi
◦

µj

(

vjwj −
1

dj

)

, i = j + 1 , j + 2 , . . . , n















j = 1 , 2 , . . . , n− 1 , ( 9 )

◦

yin= 0 , i = 1 , 2 , . . . , n .

7. Ç˚ıÓ‰: ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà A+ = [
◦

yij]n×n .
êîíåö àëãîðèòìà

3Ben-Israel A. and T.N.E. Greville. Generalized Inverses. Theory and Applications.-Springer, New York, 2003.

6



Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà 2d/pinv

òðåáóåò çàòðàòû O ( n2 ) ôëîïîâ.
Ñóììèðóÿ âûøåèçëîæåííîå, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 2.3.14 ÑÎfl Î˛·ÓÈ ‰‚Ûı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ Ï‡Ú�Ëˆ˚

A =



















d1 b1
d2 b2 0

. . .
. . .

0 dn−1 bn−1

0



















,

„‰Â bi, di �= 0 , i = 1 , 2 , . . . , n − 1 , ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÔÒÂ‚‰ÓÓ·�‡ÚÌÓÈ Ï‡Ú�Ëˆ˚ A+ = [
◦

yij ]n×n

‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ÔÓ ÙÓ�ÏÛÎ‡Ï (5)–(9) Ò Á‡Ú�‡ÚÓÈ O ( n2 ) ÙÎÓÔÓ‚.

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ïîëó÷åíî òàêæå ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.3.2 ÑÎfl Î˛·ÓÈ ‰‚Ûı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ Ï‡Ú�Ëˆ˚

A =



















d1 b1
d2 b2 0

. . .
. . .

0 dn−1 bn−1

0



















,

„‰Â bi, di �= 0 , i = 1 , 2 , . . . , n− 1 , ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ÔÒÂ‚‰ÓÓ·�‡ÚÌÓÈ Ï‡Ú�Ëˆ˚ A+ = [
◦

yij ]n×n

fl‚Îfl˛ÚÒfl:

◦

yij=
( − 1 ) j−i

bj

(
i−1
∏

s=1

ds

bs

)
n−j
∑

k=1





n−k
∏

s=j+1

ds

bs









n−1
∏

s=n−k+1

bs

ds





n
∑

k=1

(
n−k
∏

s=1

ds

bs

)




n−1
∏

s=n−k+1

bs

ds





, ( 1 0 )

i = 1 , 2 , . . . , j , j = 1 , 2 , . . . , n− 1 ;

◦

yij=
( − 1 ) i−j

bj





i−1
∏

s=j

ds

bs

























j−1
∏

s=1

ds

bs





n−j
∑

k=1





n−k
∏

s=j+1

ds

bs









n−1
∏

s=n−k+1

bs

ds





n
∑

k=1

(
n−k
∏

s=1

ds

bs

)




n−1
∏

s=n−k+1

bs

ds





−
bj

dj

















, ( 1 1 )

i = j + 1 , j + 2 , . . . , n , j = 1 , 2 , . . . , n− 1 ;

◦

yin= 0 , i = 1 , 2 , . . . , n . ( 1 2 )

4Íóìåðàöèÿ òåîðåì äàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåêñòîì äèññåðòàöèè.
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Â ïàðàãðàôå 2.4, íà îñíîâå àëãîðèòìà 2d/pinv, ñòðîèòñÿ àëãîðèòì
ïñåâäîîáðàùåíèÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, òî åñòü äëÿ ëþáîãî ðàñïîëîæåíèÿ
îäíîãî èëè áîëåå íóëåé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû A èç (1).

Ìàòðèöà A èç (1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â áëî÷íîì âèäå

A =



















A1 B1

A2 B2

. . . . . .
Am−1 Bm−1

Am



















( 1 3 )

ñ äèàãîíàëüíûìè áëîêàìè Ak , k = 1 , 2 , . . . ,m , èìåþùèìè ðàçìåð nk × nk è
íàääèàãîíàëüíûìè áëîêàìè Bk , k = 1 , 2 , . . . ,m− 1 ðàçìåðà nk × nk+1 . Ïðè ýòîì
n1 + n2 + · · · + nm = n . Ðàçáèåíèå ìàòðèöû îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû äèàãîíàëüíûìè áëîêàìè Ak ÿâëÿëèñü áëîêè îäíîãî èç ñëåäóþùèõ òðåõ
òèïîâ:

òèï 1 – âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû áëîêà, çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåãî,
îòëè÷íû îò íóëÿ;

òèï 2 – íóëåâîé áëîê ðàçìåðà 1 × 1 ;
òèï 3 – âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû áëîêà îòëè÷íû îò íóëÿ.

Íà ðèñ. 1 ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåíû äèàãîíàëüíûå áëîêè óêàçàííûõ òèïîâ
(çíà÷êîì × îáîçíà÷åíû íåíóëåâûå ýëåìåíòû).

× ×
. . . . . .

× ×
0

òèï 1

0

òèï 2

× ×
. . . . . .

× ×
×

òèï 3

Ðèñ. 1 . Òèïû äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ.

Çàìåòèì, ÷òî áëîêîì òèïà 3 ìîæåò áûòü ëèøü ïîñëåäíèé äèàãîíàëüíûé
áëîê Am â ïðåäñòàâëåíèè (13). Îïèñàííîå ðàçáèåíèå ìàòðèöû A íà áëîêè
ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì. Ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ
áëîêà Ak , 1 ≤ k ≤ m (ïðè nk ≥ 2 ):

Ak =





















d
(k)
1 b

(k)
1

d
(k)
2 b

(k)
2 0
. . . . . .

0 d
(k)
nk−1 b

(k)
nk−1

d(k)nk





















; ( 1 4 )

áëîêàìè Bk , 1 ≤ k ≤ m− 1 ÿâëÿþòñÿ

Bk =













0 0 . . . 0
...

... . . .
...

0 0 . . . 0
βk 0 . . . 0













, βk ≡ bn1+n2+···+nk
. ( 1 5 )
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Ïðèìåíÿÿ ðàâåíñòâî (4), ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà A+ èìååò áëî÷íóþ
ñòðóêòóðó

A+ =



















Z1

H2 Z2

. . . . . .
Hm−1 Zm−1

Hm Zm



















, ( 1 6 )

ñ äèàãîíàëüíûìè áëîêàìè Zk , k = 1 , 2 , . . . ,m ðàçìåðà nk × nk è ïîääèàãî-
íàëüíûìè áëîêàìè Hk , k = 2 , 3 , . . . ,m ðàçìåðà nk × nk−1 . Ýëåìåíòû áëîêîâ
Zk è Hk âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì 2d/PINV ( A, n;A+ )

1. ÇıÓ‰: äâóõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà A âèäà (1) ïðè óñëîâèè (2).
2. Îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà 2d/decomp ðàçáèåíèÿ (13) ìàòðèöû A íà

áëîêè Ak , k = 1 , 2 , . . . ,m è Bk , k = 1 , 2 , . . . ,m− 1 . Âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû

βk = bn1+n2+···+nk
, k = 1 , 2 , . . . ,m− 1 .

3. Z1 = A+
1 (åñëè A1– áëîê òèïà 1, ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì 2d/pinv, åñëè æå

A1– áëîê òèïà 2, òî Z1 = 0 ).
4. Äëÿ çíà÷åíèé 2 ≤ k ≤ m âû÷èñëåíèå áëîêîâ Zk è Hk îñóùåñòâëÿåòñÿ â

çàâèñèìîñòè îò òèïà áëîêà Ak .

Òèï 1

4.1.1 Áëîê Zk = [z
(k)
ij ]nk×nk

.

• Âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû

◦

µ
(k)

nk
= 1 ,

◦

µ
(k)

i = −
b
(k)
i

d
(k)
i

◦

µ
(k)

i+1 , i = nk − 1 , nk − 2 , . . . , 1 .

• Âû÷èñëÿþòñÿ ýëåìåíòû áëîêà:

z
(k)
ij = 0 , j = i, i+ 1 , . . . , nk , i = 1 , 2 , . . . , nk ,

z
(k)
ij = −

◦

µ
(k)

i

◦

µ
(k)

j

1

d
(k)
j

, j = 1 , 2 , . . . , i− 1 , i = 2 , 3 , . . . , nk .

4.1.2 Áëîê Hk èìååò âèä

Hk =















0 . . . 0 h
(k)
1

0 . . . 0 h
(k)
2

...
...

...
0 . . . 0 h(k)

nk















,

ãäå

h
(k)
i =

1

βk−1

◦

µ
(k)

i

◦

µ
(k)

1

, i = 1 , 2 , . . . , nk .
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Òèï 2

4.2.1 Áëîê Zk = 0 .
4.2.2 Áëîê Hk = [0 . . . 0 h(k)

nk−1
] , ãäå

h(k)
nk−1

=
1

βk−1

.

Òèï 3

4.3.1 Áëîê Zm = [z
(m)
ij ]nm×nm

(áëîêîì òèïà 3 ìîæåò áûòü ëèøü áëîê Am ).

• Âû÷èñëÿåòñÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1
m = [x

(m)
ij ]nm×nm

:

x
(m)
jj =

1

d
(m)
j

, x
(m)
ij = −

b
(m)
i

d
(m)
i

xi+1 j , i = j − 1 , j − 2 , . . . , 1 .

j = 1 , 2 , . . . , nm .

• Âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû

α2 =
d
(m)
1

b
(m)
1

, αi =
d
(m)
i−1

b
(m)
i−1

αi−1 , i = 3 , 2 , . . . , nm .

• Âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû

γnm
= ( x

(m)
1nm

) 2 , γi = γi+1 + ( x
(m)
1i ) 2 , i = nm − 1 , nm − 2 , . . . , 1 .

• Âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû
◦

λm= 1 + β2
m−1γ1 ,

ν
(m)
1 =

1

λm

, ν
(m)
i = ( − 1 ) i

β2
m−1
◦

λm

αiγi , i = 2 , 3 , . . . , nm .

• Âû÷èñëÿþòñÿ ýëåìåíòû ìàòðèöû Zm :

z
(m)
1j = ν

(m)
1 x

(m)
1j , j = 1 , 2 , . . . , nm ;

z
(m)
ij = ν

(m)
i x

(m)
1j , j = 1 , 2 , . . . , i− 1 ,

z
(m)
ij = ν

(m)
i x

(m)
1j + x

(m)
ij , j = i, i+ 1 , . . . , nm







i = 2 , 3 , . . . , nm .

4.3.2 Áëîê Hm èìååò âèä

Hm =















0 . . . 0 h
(m)
1

0 . . . 0 h
(m)
2

...
...

...
0 . . . 0 h(m)

nm















,

ýëåìåíòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

h
(m)
i = βm−1

nm∑

j=1

z
(m)
ij x

(m)
1j , i = 1 , 2 , . . . , nm .
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5. Ç˚ıÓ‰: ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà A+ áëî÷íîãî âèäà (16).
êîíåö àëãîðèòìà

Ïîäñ÷åò ÷èñëà îïåðàöèé ïîêàçûâàåò: åñëè Ak–áëîê òèïà 1, òî äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ áëîêîâ Zk è Hk òðåáóåòñÿ O ( 0 .5 n2

k ) ôëîïîâ; åñëè Am–áëîê òèïà 3, òî
äëÿ âû÷èñëåíèÿ áëîêîâ Zm è Hm òðåáóåòñÿ O ( 4 n2

m ) ôëîïîâ;
Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.
Òåîðåìà 2.4.1 ÑÎfl Î˛·ÓÈ ‚˚�ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ‰‚Ûı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ Ï‡Ú�Ëˆ˚

A =



















d1 b1
d2 b2 0

. . .
. . .

0 dn−1 bn−1

dn



















,

„‰Â bi �= 0 , i = 1 , 2 , . . . , n− 1 , ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÔÒÂ‚‰ÓÓ·�‡ÚÌÓÈ Ï‡Ú�Ëˆ˚ A+ ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl
Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‡Î„Ó�ËÚÏ‡ 2d/PINV Ò Á‡Ú�‡ÚÓÈ O ( 4 n2 ) ÙÎÓÔÓ‚.

Ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííûìè â ðàáîòå ñîîòíîøåíèÿìè, ìîæíî âûïèñàòü ÿâíûå
ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ áëîêîâ ìàòðèöû A+ èç (16). Îôîðìèì ýòî â âèäå
ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû.

Ïðîöåäóðà 2d/PINV/EXP ( A, n;A+ )
1. ÇıÓ‰: äâóõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà A âèäà (1) ïðè óñëîâèè (2).
2. Îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà 2d/decomp ðàçáèåíèÿ (13) ìàòðèöû A íà

áëîêè Ak , k = 1 , 2 , . . . ,m è Bk , k = 1 , 2 , . . . ,m− 1 . Âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû

βk = bn1+n2+···+nk
, k = 1 , 2 , . . . ,m− 1 .

3. Áëîê Z1 = A+
1 .

Åñëè A1–áëîê òèïà 2, òî Z1 = 0 . Åñëè A1–áëîê òèïà 1, òî ýëåìåíòû
áëîêà Z1 = [z

(1)
ij ]n1×n1

âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

z
(1)
ij =

( −1 ) j−i

b
(1)
j

(
i−1
∏

s=1

d(1)s

b
(1)
s

)
n1−j
∑

k=1





n1−k
∏

s=j+1

d(1)s

b
(1)
s









n1−1
∏

s=n1−k+1

b(1)s

d
(1)
s





n1
∑

k=1





n1−k
∏

s=1

d(1)s

b
(1)
s









n1−1
∏

s=n1−k+1

b(1)s

d
(1)
s





,

i = 1 , 2 , . . . , j , j = 1 , 2 , . . . , n1 − 1 ;

z
(1)
ij =

( −1 ) i−j

b
(1)
j





i−1
∏

s=j

d(1)s

b
(1)
s

























j−1
∏

s=1

d(1)s

b
(1)
s





n1−j
∑

k=1





n1−k
∏

s=j+1

d(1)s

b
(1)
s









n1−1
∏

s=n1−k+1

b(1)s

d
(1)
s





n1∑

k=1





n1−k
∏

s=1

d(1)s

b
(1)
s









n1−1
∏

s=n1−k+1

b(1)s

d
(1)
s





−
b
(1)
j

d
(1)
j

















,

i = j + 1 , j + 2 , . . . , n1 , j = 1 , 2 , . . . , n1 − 1 ;

z
(1)
in1

= 0 , i = 1 , 2 , . . . , n1 .
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4. Äëÿ çíà÷åíèé 2 ≤ k ≤ m âû÷èñëåíèå áëîêîâ Zk è Hk îñóùåñòâëÿåòñÿ â
çàâèñèìîñòè îò òèïà áëîêà Ak .

Òèï 1

4.1.1 Áëîê Zk = [z
(k)
ij ]nk×nk

.
Ýëåìåíòû áëîêà âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

z
(k)
ij = 0 , j = i, i+ 1 , . . . , nk , i = 1 , 2 , . . . , nk ,

z
(k)
ij =

( − 1 ) i−j+1

b
(k)
j

i−1
∏

s=j+1

d(k)s

b
(k)
s

, j = 1 , 2 , . . . , i− 1 , i = 2 , 3 , . . . , nk .

4.1.2 Áëîê Hk èìååò âèä

Hk =















0 . . . 0 h
(k)
1

0 . . . 0 h
(k)
2

...
...

...
0 . . . 0 h(k)

nk















,

ãäå

h
(k)
i =

1

βk−1

i−1
∏

s=1

d(k)s

b
(k)
s

, i = 1 , 2 , . . . , nk .

Òèï 2

4.2.1 Áëîê Zk = 0 .

4.2.2 Áëîê Hk = [0 . . . 0 h(k)
nk−1

] , ãäå h(k)
nk−1

=
1

βk−1
.

Òèï 3

4.3.1 Áëîê Zm = [z
(m)
ij ]nm×nm

(áëîêîì òèïà 3 ìîæåò áûòü ëèøü áëîê Am ).

• Âû÷èñëÿåòñÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1
m = [x

(m)
ij ]nm×nm

:

x
(m)
ij = ( − 1 ) i+j 1

d
(m)
j

j−1
∏

s=i

b(m)
s

d
(m)
s

, i = 1 , 2 , . . . , j − 1 ,

x
(m)
jj =

1

d
(m)
j

,

j = 1 , 2 , . . . , nm .

• Âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà

◦

λm= 1 + β2
m−1

nm
∑

j=1

( x
(m)
1j ) 2 .

• Âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû

ν
(m)
1 =

1
◦

λm

, ν
(m)
i = ( − 1 ) i

β2
m−1
◦

λm

(
i−1
∏

s=1

d(m)
s

b
(m)
s

)
nm
∑

j=i

( x
(m)
1j ) 2 ,

i = 2 , 3 , . . . , nm .
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• Âû÷èñëÿþòñÿ ýëåìåíòû áëîêà:

z
(m)
1j = ν

(m)
1 x

(m)
1j , j = 1 , 2 , . . . , nm ;

z
(m)
ij = ν

(m)
i x

(m)
1j , j = 1 , 2 , . . . , i− 1 ,

z
(m)
ij = ν

(m)
i x

(m)
1j + x

(m)
ij , j = i, i+ 1 , . . . , nm







i = 2 , 3 , . . . , nm .

4.3.2 Áëîê Hm èìååò âèä

Hm =















0 . . . 0 h
(m)
1

0 . . . 0 h
(m)
2

...
...

...
0 . . . 0 h(m)

nm















,

ãäå

h
(m)
i = βm−1

nm
∑

j=1

z
(m)
ij x

(m)
1j , i = 1 , 2 , . . . , nm .

5. Ç˚ıÓ‰: ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà A+ áëî÷íîãî âèäà (16).
êîíåö ïðîöåäóðû

Òàêîì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.4.2 ÑÎfl Î˛·ÓÈ ‚˚�ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ‰‚Ûı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ Ï‡Ú�Ëˆ˚

A =



















d1 b1
d2 b2 0

. . .
. . .

0 dn−1 bn−1

dn



















,

„‰Â bi �= 0 , i = 1 , 2 , . . . , n− 1 , ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÔÒÂ‚‰ÓÓ·�‡ÚÌÓÈ Ï‡Ú�Ëˆ˚ A+ Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ÔÓ
ÙÓ�ÏÛÎ‡Ï, Ó·˙Â‰ËÌÂÌÌ˚Ï ‚ Ô�ÓˆÂ‰Û�Û 2d/PINV/EXP.

Îòìåòèì ñëåäóþùóþ âàæíóþ îñîáåííîñòü àëãîðèòìà 2d/PINV (à òàêæå è
ïðîöåäóðû 2d/PINV/EXP). Êàæäàÿ ïàðà áëîêîâ Zk ,Hk â áëî÷íîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè (16), äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé k , âû÷èñëÿåòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëèòåëü-
íûõ ïðîöåññîâ, îïèñàííûõ â ãëàâå 2. Ðàññìîòðåíû íåñêîëüêî àëüòåðíà-
òèâíûõ ïîäõîäîâ ê ïðîöåññó ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, îòìå÷åíû äîñòîèíñòâà è
íåäîñòàòêè êàæäîãî èç íèõ, à òàêæå äàíû ðåøåíèÿ, îïòèìàëüíûå ñ òî÷êè
çðåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè.

Â ïàðàãðàôå 3.1 ïðåäñòàâëåíû òèïû ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ñèñòåì–ñóïåðêîìïüþòåðû è êëàñòåðû. Åñëè ñðàâíèâàòü ýòè ñèñòåìû, òî
àäàïòèâíîñòü ê èçìåíåíèÿì è ñðàâíèòåëüíî íèçêàÿ ñòîèìîñòü äåëàþò
êëàñòåðû íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì òèïîì ðàñïðåäåëåííîé âû÷èñëèòåëü-
íîé òåõíèêè. Áîëåå âîñüìèäåñÿòè èç ñòà ñàìûõ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ
ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì â ìèðå ÿâëÿþòñÿ êëàñòåðàìè. Â îáëàñòè ïàðàë-
ëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà êëàñòåðíûõ ñèñòåìàõ îäíèì èç ñàìûõ
ðàñïðîñòðàíåííûõ ñòàíäàðòîâ îïãàíèçàöèè ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé ìåæäó
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óçëàìè ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðò MPI (Message Passing Interface). Ïîýòîìó âîïðîñû,
ñâÿçàííûå ñ ðàñïàðàëëåëèâàíèåì ïîñòðîåííûõ â ãëàâå 2 àëãîðèòìîâ,
îáñóæäàþòñÿ èìåííî ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàñòåðíûõ ñèñòåì è ñòàíäàðòà MPI.

Â ïàðàãðàôå 3.2 äàí êðàòêèé îáçîð ñòàíäàðòà MPI, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
îäíèì èç ïåðâûõ ñòàíäàðòîâ â îáëàñòè îðãàíèçàöèè ìóæóçëîâîãî ñîîáùåíèÿ.

Â ïàðàãðàôå 3.3 ïðèâåäåíû ïðèíöèïû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëåíèé,
îáñóæäàþòñÿ äåòàëè ðåàëèçàöèè êëàññîâ âåêòîðà è ìàòðèöû. Ïîñòðîåí
ìåòîä ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìà îáðàùåíèÿ íåâûðîæäåííûõ äâóõäèàãî-
íàëüíûõ ìàòðèö. Òàê êàê êëàñòåð íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñ ðàçäåëåííîé
ïàìÿòüþ, òî äëÿ äîñòèæåíèÿ íàèëó÷øåé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè âåêòîðû
è ìàòðèöû ñëåäóåò ðåàëèçîâûâàòü êàê íåïðåðûâíûå ó÷àñòêè ïàìÿòè
(îäíîìåðíûé äèíàìè÷åñêèé ìàññèâ). Ìàòðèöû, èìåþùèå ñïåöèàëüíóþ
ñòðóêòóðó (äèàãîíàëüíûå, äâóõäèàãîíàëüíûå, òðåõäèàãîíàëüíûå è äð.), ïåðåä
ñåòåâûìè îïåðàöèÿìè ñëåäóåò ïðèâåñòè ê êîìïàêòíîé ôîðìå, ãäå õðàíÿòñÿ
ëèøü íåíóëåâûå ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû.

Â ïàðàãðàôå 3.4 ðàññìîòðåíû âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ðàñïàðàëëåëèâàíèåì
àëãîðèòìà ïñåâäîîáðàùåíèÿ 2d/pinv, ïîñòðîåííîãî â ïàðàãðàôå 2.3.

Â ïàðàãðàôå 3.5 îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìà
2d/PINV. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà àëüòåðíàòèâíûõ âàðèàíòà–â çàâèñèìîñòè
îò ñîîòíîøåíèÿ êîëè÷åñòâà íóëåé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû è ÷èñëà
óçëîâ êëàñòåðà. Â ñëó÷àå, êîãäà íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû åñòü
äîñòàòî÷íîå (îäíàêî íå áîëåå, ÷åì ÷èñëî óçëîâ êëàñòåðà) êîëè÷åñòâî íóëåé,
òî ðàñïàðàëëåëèâàíèå ìîæíî îðãàíèçîâàòü íà óðîâíå áëîêîâ ìàòðèöû (16).
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîâîäèòñÿ áîëåå äåòàëüíûé àíàëèç êàæäîãî èç øàãîâ
àëãîðèòìà 2d/PINV äëÿ äîñòèæåíèÿ íàèëó÷øåé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè.

Â ïàðàãðàôå 3.6 ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàáîòû àëãîðèòìà
ïî îòíîøåíèþ ê óæå ñóùåñòâóþùèì ðåøåíèÿì. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû
ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà íà êëàñòåðå. Â ãëàâå 2 áûëà îöåíåíà âû÷èñëèòåëüíàÿ
ñëîæíîñòü ïîñòðîåííûõ àëãîðèòìîâ, è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ
îïòèìàëüíûìè ïî ïîðÿäêó. Ýòî êà÷åñòâî àëãîðèòìîâ âûãîäíî ïðîÿâëÿåòñÿ âî
âðåìÿ èõ ïðàêòè÷åñêîãî ñðàâíåíèÿ ñ äðóãèìè âû÷èñëèòåëüíûìè ñèñòåìàìè.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ áûëà âûáðàíà ñèñòåìà Mathematica 7.0, êîòîðàÿ íà
ñåãîäíÿøíèé äåíü ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ èíñòðóìåíòîâ
äëÿ ïðîâåäåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Áûëè ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû
ñ ìàòðèöàìè, ïîðÿäîê êîòîðûõ èçìåíÿëñÿ äèàïàçîíå îò 10 äî 2000. Íèæå
ïðèâåäåí ñêðèïò íà ÿçûêå Mathematica¡ êîòîðûé ðåàëèçóåò òðåáóåìóþ
ôóíêöèîíàëüíîñòü:

dims = {10,100,200,500,1000,2000};

count = Length[dims];
For[i=1,i¡=count,++i,
n = dims[[i]];
A = Table[
Table[If[i==j || i==j+1,RandomReal[1000],0],{j,1,n}],

{i,1,n}];

Print[n,”x”,n,” ”,Timing[PseudoInverse[A]][[1]]];
];
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Ýòîò ñêðèïò, íàðÿäó ñ îäíîïðîöåññîðíûì âàðèàíòîì ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà
2d/PINV, áûëè çàïóùåíû íà ìàøèíå ñ ïðîöåññîðîì Pentium IV 2.9Ghz è ñ
îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ â 256mb. Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû äëèòåëüíîñòè ðàáîòû
ñêðèïòà è àëãîðèòìà 2d/PINV â ñåêóíäàõ.

Òàáëèöà 1. Ñðàâíåíèå ñ ñèñòåìîé Mathematica 7.0

ðàçìåð ìàòðèöû Mathematica 7.0 2d/PINV
1 0 × 1 0 2 .4 9 8 × 1 0 −16 2 .5 9 8 7 6 × 1 0 −05

1 0 0 × 1 0 0 0 .0 1 6 0 .0 1 1 0 8 7 2
2 0 0 × 2 0 0 0 .0 4 7 0 .0 4 3 0 2 3 8
5 0 0 × 5 0 0 0 .7 6 6 0 .0 3 5 6 2 7 1
1 0 0 0 × 1 0 0 0 5 .8 4 4 0 .1 4 3 6 4
2 0 0 0 × 2 0 0 0 4 4 .2 0 3 0 .5 7 1 5 1 4

Êàê âèäíî èç òàáëèöû, íà÷èíàÿ óæå ñ ðàçìåðîâ 1 0 0 × 1 0 0 , àëãîðèòì 2d/PINV

çíà÷èòåëüíî âûèãðûâàåò âî âðåìåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ Mathematica 7.0 .
Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïàðàëëåëüíîé âåðñèè àëãîðèòìà ïîëó÷åíû íà

êëàñòåðíîé ñèñòåìå ArmCluster (http://www.cluster.am). Èñïîëüçîâàëîñü äî
âîñüìè óçëîâ êëàñòåðà. Â òàáëèöå 2 ïîêàçàíû äëèòåëüíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà
2d/PINV â ñåêóíäàõ, ñîîòâåòñòâåííî íà îäíîì, äâóõ, ÷åòûðåõ è âîñüìè óçëàõ,
äëÿ ìàòðèö ðàçìåðîâ â äèàïàçîíå îò 1 0 × 1 0 äî 4 0 0 0 × 4 0 0 0 . Ðÿäîì, â ñêîáêàõ,
ïîêàçàíî ñîîòíîøåíèå äëèòåëüíîñòè ñåòåâûõ îïåðàöèé è âû÷èñëåíèé â
ïðîöåíòàõ.

Òàáëèöà 2. Äàííûå î äëèòåëüíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà 2d/PINV

ðàçìåð ÷èñëî óçëîâ êëàñòåðà
ìàòðèöû 1 2 4 8

1 0 × 1 0 0.00050 0.02923 ( 0.1%) 0.00083 ( 3.7%) 0.00390 (82.8%)
1 0 0 × 1 0 0 0.00225 0.00283 ( 47.0%) 0.00277 ( 6.9%) 0.00525 (84.1%)
2 0 0 × 2 0 0 0.00736 0.00750 ( 48.6%) 0.00828 ( 22.4%) 0.01058 (86.7%)
5 0 0 × 5 0 0 0.04365 0.02307 ( 22.3%) 0.03097 ( 72.6%) 0.03239 (87.9%)
1 0 0 0 × 1 0 0 0 0.17406 0.12059 (43.0%) 0.10531 (68.5%) 0.08579 (81.0%)
2 0 0 0 × 2 0 0 0 0.71825 0.64598 (58.8%) 0.55812 (77.6%) 0.30322 (83.0%)
4 0 0 0 × 4 0 0 0 3.40232 3.05314 (64.2%) 2.83962 (82.9%) 1.47887 (86.7%)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðæäàþò
ýôôåêòèâíîñòü ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà ïñåâäîîáðàùåíèÿ äâóõäèàãîíàëü-
íûõ ìàòðèö.
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÐÀÁÎÒÛ

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ â äèññåðòàöèè èññëåäîâàíèé ïîëó÷åíû
ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîñòðîåí è òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàí àëãîðèòì îáðàùåíèÿ Ìóðà-
Ïåíðîóçà äâóõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, òðåáóþùèé çàòðàòû O ( 4 n2 ) ôëîïîâ
äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n . Òåì ñàìûì àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî
ïîðÿäêó îáúåìà âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû.

2. Ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû
÷åðåç ýëåìåíòû èñõîäíîé äâóõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû.

3. Ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïîñòðîåííûõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ ïðîöåññîâ, ïðîâåäåí äåòàëüíûé àíàëèç ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ïðîöåäóð è îñóùåñòâëåíà èõ ðåàëèçàöèÿ íà êëàñòåðå.
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²Øöàö²¶Æð

ì³Ññ³Ù ²ñÃáõñÇ Ø³ñïÇñáëÛ³Ý

”ºñÏ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ åë¨¹áÑ³Ï³¹³ñÓÙ³Ý
³É·áñÇÃÙÇ Ï³éáõóáõÙÁ ¨ ¹ñ³ ½áõ·³Ñ»é³óÙ³Ý

Ñ³ñó»ñÇ Ñ»ï³½áïáõÙÁ”

²ï»Ý³ËáëáõÃÛáõÝáõÙ Ï³éáõóí³Í ¿ »ñÏ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ åë¨¹á-
Ñ³Ï³¹³ñÓÙ³Ý Áëï Ñ³ßíáÕ³Ï³Ý ³ßË³ï³ÝùÇ Í³í³ÉÇ Ï³ñ·Ç ûåïÇÙ³É ³É·áñÇÃÙ,
¨ Ñ»ï³½áïí³Í »Ý ¹ñ³ ½áõ·³Ñ»é³óÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÝ»ñÁ: êï³óí³Í »Ý Ñ»ï¨Û³É
ÑÇÙÝ³Ï³Ý ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÁ:

1. Î³éáõóí³Í ¨ ï»ë³Ï³Ýáñ»Ý ÑÇÙÝ³íáñí³Í ¿ »ñÏ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇó-
Ý»ñÇ Øáõñ-ä»Ýñááõ½Ç Ñ³Ï³¹³ñÓÙ³Ý ³É·áñÇÃÙ, áñÁ å³Ñ³ÝçáõÙ ¿ O ( 4 n2 )
Ãí³µ³Ý³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ n -ñ¹ Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ: ²ÛëåÇëáí,
³É·áñÇÃÙÁ Áëï Ï³ñ·Ç ûåïÇÙ³É ¿:

2. äë¨¹áÑ³Ï³¹³ñÓ Ù³ïñÇóÇ ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ³ñï³Íí³Í »Ý µ³ó³Ñ³Ûï
µ³Ý³Ó¨»ñª ³ñï³Ñ³Ûïí³Í Ý³ËÝ³Ï³Ý »ñÏ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÇ
ï³ññ»ñáí:

3. Î³éáõóí³Í Ñ³ßíáÕ³Ï³Ý ³É·áñÇÃÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ Ùß³Ïí³Í ¿ ½áõ·³Ñ»é³óÙ³Ý
Ù»Ãá¹, Ï³ï³ñí³Í ¿ ½áõ·³Ñ»é Ñ³ßíáÕ³Ï³Ý ÁÝÃ³óùÝ»ñÇ Ù³Ýñ³Ù³ëÝ
í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ ¨ Çñ³Ï³Ý³óáõÙÁ ÏÉ³ëï»ñÇ íñ³:

Vahram A. Martirosyan

”Constructing an algorithm for pseudoinversion of bidiagonal matrices

and research on its parallel implementations”
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