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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы. Многочисленные смешанные краевые задачи 

математической физики, дифракции упругих и электромагнитных волн, 

математической теории упругости и, вообще, механики сплошных сред сводятся к 

решению сингулярных интегральных уравнений (СИУ) первого или второго рода. 

Ядрa этих уравнений обычно представляются суммами своих главных частей в виде 

ядер Коши, Гильберта и других родственных ядер, и регулярных функций. 

Вследствие таких структур ядер, решения СИУ, в отличие от решений 

фредгольмовских интегральных уравнений второго рода, обладают двумя 

характерными особенностями: 

–  на концах интервала интегрирования имеют особенности интегрируемого 

порядка и, поэтому, вблизи них становятся сколь угодно большими; 

–  при приближении к концом интервала интегрирования обычно бесконечное 

число раз меняют знак, и тем самым, сильно осциллируют. 

Эти два обстоятельства сильно усложняют разработку эффективных численных 

методов решения СИУ. По этой причине они, по сравнению с аналитическими 

методами решения СИУ, глубоко и всесторонее развитых на основе краевых задач 

теории аналитических функций, менее исследованы. Между тем решениями СИУ в 

прикладных задачах описываются их важные физические характеристики. 

Исследование закономерностей их изменения, в широких диапазонах геометрических 

и физических параметров задачи, представляет теоретический и практический 

интерес. Этого можно достичь лишь при помощи эффективных вычислительных 

алгоритмов и процедур решения СИУ. 

В последние десятилетия в численных методах решения СИУ применяются 

методы вычисления сингулярных интегралов, основанные на квадратурных формулах 

Гаусса, построенных по узлам классических ортогональных многочленов. Этими 

методами решение СИУ сводится к решению систем линейных алгебраических 

уравнений. Однако непосредственное применение этого метода к решению СИУ 

второго рода, из-за обращения решения в бесконечность на концах интервала 

интегрирования и явления осциляции, не эффективно, так как приводит к большому 

обему вычислений. К тому же, эти методы имеют низкую степень точности. Поэтому 

возникает необходимость в разработке эффективной методики численной реализации 

решения СИУ второго рода, адекватно учитывающую свойства неограниченности и 

осцилляции решения. Построение такого вычислительного алгоритма представляет 

собой актуальную задачу, имеющую теоретическое и практическое значение. 

Цель и задачи диссертационной работы. Целью диссертационной работы 

является разработка эффективной методики численной реализации одного класса 

СИУ второго рода с постоянными коэффициентами, часто встречающихся в 
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разнообразных областях прикладной математики и описывающих смешанные 

краевые задачи. При этом ставились следующие задачи: 

–  разработка методики вычисления сингулярных интегралов с ядрами Коши, 

Гильберта и родственными ядрами, имеющих осциллирующие на концах интервала 

интегрирования плотности; 

–  построение точных аналитических решений класса СИУ второго рода с 

указанными ядрами, удобных для применения предложенного вычислительного 

алгоритма к сингулярным интегралам; 

–  построение вычислительных процедур и получение численных результатов в 

соответствии с существующими оценками; 

–  применение вычислительной методики к решению плоской контактной задачи 

теории упругости с учетом сил сцепления. 

Объект исследования. Один класс СИУ второго рода с постоянными 

коэффициентами, решения которых обладают свойствами неограниченности на 

концах интервала интегрирования и осцилляции. 

Методы исследования. В диссертационной работе использовались методы 

математического анализа, комплексного анализа, теории краевых задач 

аналитических функций, сингулярных интегральных уравнений, интегрального 

преобразования Фурье. 

Научная новизна. Взяв за основу метод вычисления сингулярных интегралов, 

основанный на квадратурных формулах Гаусса в узлах классических ортогональных 

многочленов и развитый в работах Старка1
, А. А. Корнейчука2

, Ф. Эрдогана, Г.Д. 

Гупты и Т.С. Кука3
, П.С. Теокариса и Н.И. Лоакимидиса4

, методы краевых задач, 

изложенных в монографиях Ф.Д. Гахова5
, Н.И. Мусхелишвили6

, а также результаты 

В. Копелмана и Т.Д. Пинкусса7
, С.М. Мхитаряна8

, в диссертации разработана новая 

вычислительная методика решения СИУ второго рода с постоянными 

коэффициентами. При этом предварительно строятся точные аналитические решения 

СИУ, которые получаются при помощи подхода, основанного на построении 

обобщенных собственных функций соответствующих сингулярных интегральных 

операторов. 

1Старк. Обобщенная квадратурная формула для интегралов Коши. – Ракетная техника и 

космонавтика, 1971, том 9, 244 – 245. 
2Корнейчук А.А. Квадратурные формулы для сингулярных интегралов. 

Вычислительная математика и математическая физика. М.,Наука 1964. 64 – 73. 

3
F. Erdogan, G. D. Gupta and T. S. Cook, Numerical solution of singular integral equations, 

Mechanics of Fracture, G. C. Sih, ed., vol. 1, Noordhoff, Leyden, 1973, 368 – 425. 

4
Theocaris P.S., Laokimidis N.I. Numerical integration metods for the solution of singular 

integral equations. Quart, Appl. Math, Vol. XXXV, No1, 1977, 173–183. 
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Основные положения, выносимые на защиту: 

− разработка эффективного вычислительного алгоритма вычисления 
сингулярных интегралов с ядрами Коши, Гильберта и с другими 

родственными ядрами, имеющих осциллирующие на концах интервала 
интегрирования плотности; 

− проведение вычислений и получение численных результатов в соответствии с 
существующими оценками; 

− применение полученных результатов к численной реализации плоской 

контактной задачи теории упругости с учетом сил сцепления.  

Практическая значимость. Полученные в диссертационной работе результаты 

имеют теоретический характер и ориентированы на их использование в прикладных 

задачах, описываемых СИУ. 

Апробация полученных результатов. Результаты диссертационной работы 

докладывались на семинарах кафедры численного анализа и математического 

моделирования ЕГУ, кафедры математики и математического моделирования РАУ, 

на VI международной конференции по проблемам динамики взаимодействия 

деформируемых сред (сентябрь 21-26, 2008, Горис-Степанакерт), на общем семинаре 

факультета информатики и прикладной математики ЕГУ. 

Публикации. Основные результаты диссертационной работы опубликованы в  

4-х научных статьях, список которых приведен в конце автореферата. 

Структура и объем работы.  Диссертация  состоит  из  введения, трех  глав, 

заключения и списка цитируемой литературы (32 наименования). Объем работы – 109 

стр. 

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во Введении обсуждается актуальность темы исследования, формулируются 

цели и задачи диссертационной работы, дается краткий обзор научной литературы по 

исследуемой тематике и кратко излагается содержание диссертации. 

Глава 1 посвящена  построению обобщенных собственных функций 

интегральных операторов с ядрами Коши, Гильберта и с другими родственными 

ядрами методами теории краевых задач аналитических функций. Выводятся формулы 

обобщенного  преобразования  Фурье  разложения  произвольной  функции  из  2L   по  

 
5Гахов Ф.Д.  Краевые задачи. М., Наука,1977. 
6Мусхелишвили Н.И. Сингулярные интегральные уравнения. М., Наука, 1968. 
7
Koppelman W., Pincus J.D. Spectral representations for finit Hilbert transformation. Math 

Z., Bd. 71, H.H., 1959, 399 – 407. 
8Мхитарян С. М. О спектральных разложениях интегральных операторов, аналогичных 

конечному преобразованию Гильберта. Математические исследования, АН Молдавской 

ССР, Кишинев, т.4, вып.1, 1969, 98 – 109.
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полученным обобщенным собственным функциям. 

В   параграфе 1.1   излагаются известные формулировки постановки задачи 

Римана теории аналитических функций. Через L  обозначается совокупность 

конечного числа простых разомкнутых дуг и простых замкнутых контуров плоскости 

комплексного переменного z , не имеющих общих точек, и предполагающихся 

гладкими; причем на каждой дуге и контуре L  выбрано определенное положительное 

направление. 

Ставится следующая задача: 

найти кусочно-голоморфную функцию )(zF  с линией скачков L , граничные 

значения слева и справа которой удовлетворяют условию 

                                            )()()()( tftFtGtF += −+  на L                                            

(кроме концов), где )(tG  и )(tf  – заданные на L  функции, причем 0)( ≠tG  

всюду на L .  

Кроме того, предполагается, что заданные на L  функции )(tG  и )(tf  

удовлетворяют условию Гельдера, т.е. принадлежат классу H . 

Поставленная задача называется задачей Римана или задачей сопряжения. 

В случае, когда 0)( =tf  всюду на L , задача называется однородной. В работе 

рассмотривается лишь тот частный и весьма простой случай, когда )(tG  – постоянное 

число. 

В параграфе 1.2 приводятся известные сведения о формулах Фурье-Планшереля 
в классе ( )∞∞− ,2

L  и теорема Планшереля. 

Теорема 1.2.1(Планшерель). Оператор V , действующий в 2L  и задаваемый с 

помощью соотношения  

∫
∞

∞−

−
== dxxf

ix

e

d

d
FxVf

xi

)(
1

2

1
)()(

σ

σπ
σ  , 

является унитарным. Обратный оператор описывается формулой 

∫
∞

∞−

−
−

−

−
== σσ

σπ
σ

σ

dF
i

e

dx

d
xfFV

xi

)(
1

2

1
)()(1 . 

Операторы V  и 1−
V  являются соответственно операторами преобразования Фурье 

и обратного преобразования Фурье в 2
L , и их можно определить следующими 

соотношениями: 

                                             ∫
−∞→

==
N

N

xi

N

dxexfmilFxVf
σ

π
σ )(

2

1
...)()( ,                                  (1а) 

                                ∫
−

−

∞→

− ==
N

N

xi

N

deFmilxfFV σσ
π

σ σ)(
2

1
...)()(1 .                               (1b) 

В параграфе 1.3 описывается процедура построения обобщенных собственных 

функций интегрального оператора с ядром Коши и выводятся формулы обобщенного 

преобразования Фурье о разложении произвольной функций из [ ]1,12 −L  по 

полученным обобщенным собственным функциям. 

При том рассмотривается интегральный оператор с ядром Коши 



 7 

                                                     ∫
−

−
=

a

a

ds
xs

s

i
xS

)(1
)(

ϕ

π
ϕ ,                                                        (2) 

где интеграл понимается в смысле главного значения по Коши и средней 

квадратической сходимости. С целью построения обобщенных собственных функций 

оператора (2) рассмотривается спектральное соотношение оператора (2): 

                                             ∫
−

=
−

a

a

xds
xs

s

i
)(

)(1
λϕ

ϕ

π
   )( ax < ,                                                (3) 

где )(πµλ th= )( +∞<<−∞ µ , а )(xϕ  – неизвестная обобщенная функция. Для решения 

интегрального уравнения (3) воспользуемся методами теории краевых задач 

аналитических функций. Для этого вводится кусочно-голоморфная функция 

∫
−

−
=Φ

a

a

ds
zs

s

i
z

)(

2

1
)(

ϕ

π
 

в комплексной плоскости iyxz +=  с разрезом по отрезке [ ]aa,−  действительной оси. 

Воспользовшись формулами Племеля-Сохоцкого: 

                                            ∫
−

+

−
+=Φ

a

a

ds
xs

s

i
xx

)(

2

1
)(

2

1
)(

ϕ

π
ϕ ,                                                (4a) 

                                            ∫
−

−

−
+−=Φ

a

a

ds
xs

s

i
xx

)(

2

1
)(

2

1
)(

ϕ

π
ϕ ,                                              (4b) 

соотношение (3) записывается в виде 

)]()([)()( xxxx
−+−+ Φ−Φ=Φ+Φ λ            ),( aax −∈ , 

откуда при помощи простых преобразований получается следующая простейшая 
однородная задача сопряжения граничных значений аналитических функций: 

                                                             )()( xgx
−+ Φ=Φ ,                                                       (5) 

                                                       
λ

λ

−

+
−=

1

1
g  ( )(πµλ th= ),                                                 (6) 

где g  – постоянное число. Для построения решения задачи (5) – (6) рассмотрим 

определенную в комплексной плоскости z  с разрезом [ ]aa,−  функцию 
1)()()( −− −+= γγ azazzX                ( βαγ i+= ). 

Эта функция в комплексной плоскости z  с разрезом [ ]aa,−  многозначна, точнее, в 
каждой точке z  принимает бесконечное число значений. Берется та однозначная 
аналитическая ветвь функции )(zX , которая на бесконечности обладает 
асимптотикой  

z
zX

1
)( ≅        ( ∞→z ). 

Тогда краевые значения функции )(zX  на сторонах разреза [ ]aa,−  связаны между 

собой соотношением 

                                            )()( 2 xXexX i

−+ = γπ ,       ),( aax −∈ .                                          (7) 

Требуя, чтобы имело место равенство 
γππµ ieeg 22 =−= , 



 8 

определяется показатель γ : 

µγ i−=
2

1
   ( +∞<<∞− µ ) 

и, в результате, при помощи (5) – (6) 

                            
µµ ii

azazzXz
+−−−

+−==Φ 2

1

2

1

)()()()(             ( +∞<<∞− µ ).                     (8) 

Далее, при помощи (8) и (4a) – (4b) находится решение однородного сингулярного 

интегрального уравнения (3): 

)()()()()( xXxXxxx −+
−+ −=Φ−Φ=ϕ ,    ),( aax −∈ , 

которое представляется формулой 

                                         
µµ

µϕϕ
ii

xaxaxx
+−−−

+−== 2

1

2

1

)()()()( ,    ),( aax −∈ .                      (9) 

Сопоставлением (9) и (3) устанавливается спектральное соотношение 

                              ∫
−

=
−

a

a

xthds
xs

s

i
)()(

)(1
µ

µ
ϕπµ

ϕ

π
 ( )+∞<<∞−<<− µ;axa .                         (10) 

В итоге, доказано следующее утверждение: 

Лемма 1.3.3. При любом µ ( )+∞<<∞− µ  функция )(xµϕ  является решением 

уравнения (3), т.е. при +∞<<∞− µ  функции )(xµϕ  являются обобщенными 

собственными функциями оператора (2). 

Далее, рассмотриваются формулы Фурье-Планшереля (1a) - (1b) в классе 

),(2 +∞−∞L , где интеграл понимается в смысле главного значения по Коши и средней 

квадратичной сходимости. В этих формулах после простых замен переменных и 

преобразований получены формулы 

                                                         ∫
−

−=
1

1

,)()()( dxxxgG µϕµ                                               (11a) 

                                               ∫
+∞

∞−

= µϕµ
π

µ dxGxg )()(
1

)(                                             (11b) 

обобщенного преобразования Фурье, которые являются формулами разложения 
произвольной функции  )(xg ∈ [ ]1,12 −L  по функциям )(xµϕ . При этом равенство 

Парсеваля принимает следующую форму: 

∫ ∫
−

+∞

∞−

=
1

1

22
)(

1
)( µµ

π
dGdxxg . 

В результате доказана 

Теорема 1.3.4. Взаимно обратные формулы обобщенного преобразования Фурье 

(11a) и (11b) устанавливают изометрию между пространствами [ ]1,12 −L  и 

),(2 ∞−∞L . 

В параграфе 1.4 описывается построение обобщенных собственных функций 

интегральных операторов, порожденных ядерными функциями 
2

sin1
x

 и 
2

1
x

sh . 
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Выводятся формулы обобщенного преобразования Фурье о разложении произвольной 

функции по обобщенным собственным функциям соответствующих интегральных 

операторов, которые будут решениями следующих однородных сингулярных 

интегральных уравнений: 

),,(

2

),(

2

1
),,(

2
sin

),(

2

1
λλψ

λψ

π
λλω

λω

π

α

α

α

α

xds
xs

sh

s

i
xds

xs

s

i
=

−
=

− ∫∫
−−

      )( αα <<− x , 

где λ – спектральный параметр. 

С этой целью в комплексной плоскости с разрезом вдоль дуги aa  )( αiea =  

единичной окружности с центром в начале координат рассмотрена следующая 
многозначная функция комплексного переменного: 

µµ ii

azazzg
+−−−

−−= 2

1

2

1

)()()( . 

Выберается та аналитическая ветвь этой функции, которая при ∞→z  обладает 
асимптотикой 

z
zg

1
)( ≅ . 

С помощью интегральной формулы Коши для области, ограниченной окружностью 

RΓ  радиусом R и контуром C , охватывающую 

разрез aa  по дуге единичной окружности  (рис. 1), 

получается соотношение 

    =
−

−−
+

+−−−

Γ

∫∫ dw
zw

аwaw

i

ii

CR

µµ

π

2

1

2

1

)()(
)(

2

1
  

                                         
µµ ii

аzaz
+−−−

−−= 2

1

2

1

)()( . (12) 

Затем устанавливается, что при стремлении R  к 
бесконечности, интеграл Коши по RΓ  стремится к 

нулю и, следовательно, из (12) 

                        
µµ

µµ

π

ii

C

ii

azazdw
zw

awaw

i

+−−−
+−−−

−−=
−

−−
∫ 2

1

2

12

1

2

1

)()(
)()(

2

1
.                         (13) 

Формула (13), с учетом краевых значений функции )(zg  на сторонах разреза по дуге 
aa  единичной окружности, преобразуется к виду 

µµ
µµ

ζ
ζ

ζζπµ

π

ii
a

a

ii

azazd
z

aaich

i

+−−−
+−−−

−−=
−

−−−
∫ 2

1

2

12

1

2

1

)()(
)())((2

2

1
. 

Отсюда, при помощи предельного перехода )( aattz ∈→  и формул Племеля-
Сохоцкого, выводится соотношение 

µµ
µµ

πµζ
ζ

ζζ

π

ii
a

a

ii

attathd
t

aa

i

+−−−
+−−−

−−=
−

−−
∫ 2

1

2

12

1

2

1

)())((
)()(1

; 

далее производится замена переменых 
isixii

eeteaea ==== − ζαα
,,, . 

После простых преобразований получается искомое спектральное соотношение 

•
z

RΓ

x0

y

R

a

a

C

1.Рис
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                                              ∫
−

=
−

α

α

µ

µ ωπµ
ω

π
)()(

2
sin2

)(1
xthds

xs

s

i
,                                           (14)      

где  

            
µµ

µ

αα
ω

ii
xx

x

+−−−








 +







 −
=

2

1

2

1

2
sin

2
sin)( ,( +∞<<∞−<<<− µπααα ;;x ).                  (15) 

Аналогичным способом получено соотношение 

                                                   ∫
−

=
−

α

α

µ

µ ψπµ
ψ

π
)()(

2
2

)(1
xthds

xs
sh

s

i
,                                        (16) 

где 

                  

µµ

µ

αα
ψ

ii
x

sh
x

shx

+−−−








 +







 −
=

2

1

2

1

22
)(         ( +∞<<∞−<<− µαα ;x ).           (17) 

Итак, доказана 
Лемма 1.4.1. При любом µ  ( )+∞<<∞− µ  функции )(xµψ  из (17) и )(xµω  из (15) 

– решения СИУ (16) и (14) соответственно, и являются обобщенными собственными 

функциями соответствующих интегральных операторов. 

Далее преобразуются полученные формулы (11a) – (11b) 

                                                    ∫
−

−=
α

α

µψµ dsssgG )()()( ,                                                   (18a) 

                                                     ∫
∞

∞−

= µψµ
π

α
µ dxG

sh
xg )()(

4
)( ,                                          (18b) 

в которых равенство Парсеваля принимает  следующую форму: 

∫ ∫
−

+∞

∞−

=
1

1

22
)(

4
)( µµ

π

α
dG

sh
dxxg . 

Аналогично получаются 

                                                     ∫
−

−=
α

α

µωµ dtttgG )()()( ,                                                   (19a)     

                                                      ∫
∞

∞−

= µωµ
π

α
µ dtGtg )()(

4

sin
)( ,                                         (19b) 

где равенство Парсеваля принимает вид 

∫ ∫
−

+∞

∞−

=
1

1

22
)(

4

sin
)( µµ

π

α
dGdxxg . 

Формулы (18a) – (18b) и (19a) – (19b) представляют собой формулы разложения 
произвольной функции )(xg ∈ [ ]αα ,2 −L  по функциям )(xµψ и )(xµω  соответственно.  

Таким образом доказано следующее утверждение: 
Теорема 1.4.2. Формулы обобщенного преобразования Фурье (18a) – (18b) и 

(19a) – (19b) устанавливают изометрию между пронстранствами [ ]αα ,2 −L  и 

),(2 ∞−∞L . 
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В параграфе 1.5 обобщенные собственные функции интегральных операторов, 

порожденных ядерными функциями i
x

ctg +
2

 и 1
2

+
x

cth  строятся совершенно 

аналогичным методом и для них имеют место соотношения 

                                          ),()()(
22

1
tthdssi

ts
ctg

i
µ

α

α

µ ϑπµϑ
π

=







+

−
∫

−

                                  (20)   

где 

                             

);(

),(,
2

sin
2

sin)(
2

1

2

1

2

+∞<<∞−<<−

=






 +







 −
=

+−−−
−

µαα

πµλ
αα

ϑ
µµ

µ

x

th
xx

еx

iiix

                        (21) 

есть обобщенные собственные функции интегрального оператора, порожденного 

ядром i
x

ctg +
2

. Аналогично, 

                                           ),()()(1
22

1
xthdss

xs
cth

i
µ

α

α

µ ξπµξ
π

=







+

−
∫

−

                           (22) 

где 

          ),(,
22

)(
2

1

2

1

2 πµλ
αα

ξ
µµ

µ th
x

sh
x

shеx

iix

=






 +







 −
=

+−−−
−

),( +∞<<∞−<<− µαα x           (23) 

есть обобщенные собственные функции интегрального оператора, порожденного 

ядром 1
2

+
x

cth . 

Далее формулы (19a) – (19b) после простых преобразований принимают вид 

                                                          ∫
−

−=
α

α

µϑµ dtеttgG
it

)()()( ,                                           (24а)       

                                                           ∫
∞

∞−

= µϑµ
π

α
µ dxGxg )()(

4

sin
)( .                                   (24b) 

Сходным образом формулы (18a) – (18b) записываются в виде 

                                                    ∫
−

−=
α

α

µξµ dsеssgG
s

)()()( ,                                           (25а)  

                                                     ∫
+∞

∞−

= µξµ
π

α
µ dxG

sh
xg )()(

4
)( .                                      (25b) 

Соотношениями (24a) – (24b) и (25a) – (25b) выражаются формулы разложения 
произвольной функции )(xg ∈ [ ]αα ,2 −L  по функциям )(xµϑ и )(xµξ , соответственно. 

В главе 2 на основе построенных в главе 1 обобщенных собственных функций и 

формул обобщенного преобразования Фурье решаются сингулярные интегральные 

уравнения второго рода с ядрами Коши, Гильберта и другими родственными ядрами с 

постоянными коэффициентами. Для решения каждого уравнения сначала при помощи 

обобщенных формул преобразования Фурье решение уравнения представляется 

соответствующим интегралом, а затем, подставляя его в сингулярное интегральное 

уравнение, получаются решения в аналитическом виде. 
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В параграфе 2.1 изложены необходимые известные сведения об условиях 

перестановки сингулярных интегралов. 

В параграфе 2.2  решается СИУ с ядром Коши 

                            ∫
−

=
−

+−
a

a

xfds
xs

s
xith )(

)(1
)()(

ϕ

π
ϕπµ , )( +∞<<−∞ µ                                  (26a) 

при условии    

                                                              ∫
−

=
a

a

dss 0)(ϕ ,                                                         (26b) 

где [ ]aaHxf ,)( −∈ . Исходя из формул (11b), решение интегрального уравнения (26a) 

представляется следующим интегралом: 

                                           ∫
+∞

∞−

<<−Φ= )11(,)()(
1

)( xdxx µµϕ
π

ϕ µ ,                                 (27) 

где )(µΦ  – неизвестная функция. Для определения этой функции интеграл (27) 

подставляется в интегральное уравнение (26a) и преобразовывается. Имея в виду 

полученные формулы разложения (11a) – (11a,b), получается соотношение 

                            
( )

)(,
)()(

)(
)()(

0

0 +∞<<−∞
−

+−=Φ µ
πµπµ

µ
µµδµ

ththi

F
C ,                       (28) 

где 

                                                        ∫
−

−=
1

1

)()()( dxxfxF µϕµ .                                                (29) 

Неизвестная постоянная C  определяется из условии (26b): 

          ∫∫
−

−−+−

−

− +−==
1

1

2

1

2

1

0

2

1

1

0

2 )()1()1()()()()(
00

0
dxxxfxxchdxxxfxchC

ii µµ

µ πµϕπµ .         (30) 

Далее, подстановкой (28) в (27) и с учетом (30), для решения СИУ (26a) при 

условии (26b) получается формула 

          )11(,)(
)()1(

)(
)(

)()2(
2

)(
1

1

2

0

2

0
0

0
<<−

−

−
−−= ∫

−

−
xdssf

xs

ss
x

ch
xfsh

i
x

µ

µ

ϕ
ϕ

π

πµ
πµϕ ,        (31) 

или 

          

),11(,)(
)1()1(

)1()1(
)(

)()2(
2

)(

1

1

2

1

2

1

2

1

2

1

0

2

0

00

00

<<−
−

+−
+−−

−−=

∫
−

−+
+−−−

xdssf
xs

ss
xx

ch

xfsh
i

x

ii
ii

µµ
µµ

π

πµ

πµϕ

    (32) 

где интеграл в точке xs =  понимается в смысле главного значения по Коши. 

Полученный результат сформулировен в виде следующего утверждения. 

Теорема 2.2.1. Решение СИУ (26a), при условии (26b) и [ ]aaHxf ,)( −∈ , в классе 

функций, неограниченных на концах интервала ( )aa,− , выражается формулой (32). 
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В параграфе 2.3 и параграфе 2.4 рассматриваются СИУ с ядрами Гильберта и 

другими родственными ядрами,  решения которых строятся аналогичным образом 

(как в параграфе 2.2). 

В параграфе 2.3 для СИУ 

                                 ∫
−

=
−

+−
α

α

ψ

π
ψπµ )(

2
2

)(1
)()( 0 xfds

xs
sh

s

i
xth ,                               (33a)                         

при условии  

                                                          ∫
−

=
α

α

ψ Qdss)( ,                                                   (33b)     

где Q  – известная величина, а [ ]αα ,)( −∈ Hxf , решение )(xψ  представляется в виде 

        )()2(
2

1
)()(

2
)(

2

)(
)()( 0

2

1
,

2

1
,

0

2

2

1
,

1
000

xfshdsssf
xs

cthx
ich

xAx ∫
−

−−−
+

−
−=

α

α
µµµ

πµψψ
π

πµ
ψψ ,        (34) 

где  

                                       





















 +







 −
=








 +







 −
==

−+

−

+−−−

−

µµ

µ

µµ

µ
µ

αα
ψ

αα
ψψ

ii

ii

x
sh

x
shx

xx
shxx

2

1

2

1

2

1
,

2

1

2

1

2

1
,

22
)(

22
)()(

,                           (35) 

−−= ∫
−

+−+−

α

α
µµ

απ

πµπµ

απ

πµ
dssf

chP

shch
Q

chP

ch
A

ii

)(
)(4

)2()(

)(2

)(

00
2

1

00

2

1

0
1

  

                                           ∫ ∫
− −

−−

+−

−
−

α

α

α

α
µµ

µ

ψψ
απ

πµ
dxx

sx
cthdssfs

chP

ich

i

)(
2

)()(
)(4

)(

2

1
,

2

1
,

2

1

2

0

3

00

0

,     (36) 

а )(
2

1 α
µ

chP
i+−

 известная функция  Лежандра. Для СИУ 

                                 ∫
−

=
−

+−
α

α

ω

π
ωπµ )(

2
sin2

)(1
)()( 0 xfds

xs

s

i
xth ,                                 (37a)                         

при условии  

                                                          ∫
−

=
α

α

ω Qdss)( ,                                                   (37b)     

где Q  – известная величина, а [ ]αα ,)( −∈ Hxf , решение )(sω  получается в виде 

    )()2(
2

1
)()(

2
)(

2

)(
)()( 0

2

1
,

2

1
,

0

2

2

1
,

2
000

xfshdsssf
xs

ctgx
ich

xAx ∫
−

−−−
+

−
−=

α

α
µµµ

πµωω
π

πµ
ωω ,      (38) 

где 
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 +







 −
=








 +







 −
==

−+

−

+−−−

−

µµ

µ

µµ

µ
µ

αα
ω

αα
ωω

ii

ii

xx
x

xx
xx

2

1

2

1

2

1
,

2

1

2

1

2

1
,

2
sin

2
sin)(

2
sin

2
sin)()(

,                         (39) 

−−= ∫
−

+−+−

α

α
µµ

απ

πµπµ

απ

πµ
dssf

P

shch
Q

P

ch
A

ii

)(
)(cos4

)2()(

)(cos2

)(

00
2

1

00

2

1

0

2  

                                              ∫ ∫
− −

−−

+−

−
−

α

α

α

α
µµ

µ

ωω
απ

πµ
dxx

sx
ctgdssfs

P

ich

i

)(
2

)()(
)(cos4

)(

2

1
,

2

1
,

2

1

2

0

3

00

0

,    (40) 

а )(cos
2

1 α
µi

P
+−

 – функция  Лежандра. 

В параграфе 2.4 для СИУ 

                                 )(
2

)(
2

1
)()( 0 xfdsi

xs
ctgs

i
xth =








+

−
− ∫

−

α

α

ϑ
π

ϑπµ ,                       (41a)                         

при условии  

                                                          Qdss =∫
−

α

α

ϑ )( ,                                                   (41b)     

где Q  – известная величина, а [ ]αα ,)( −∈ Hxf , решение )(xϑ  представляется в виде 

   )()2(
2

1
)()(

2
)(

2

)(
)()( 0

2

1
,

2

1
,

0

2

2

1
,

3
000

xfshdttfet
tx

ctgx
ich

xAx
it πµϑϑ

π

πµ
ϑϑ

α

α
µµµ

−
−

−= ∫
−

−−−
,      (42) 
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Для СИУ 
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где Q  – известная величина, а [ ]αα ,)( −∈ Hxf , решение )(xξ  выражается формулой 
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В параграфе 2.5 в качестве применения результатов предыдущих параграфов 

этой главы, рассматривается плоская контактная задача теории упругости с учетом 

сил сцепления в контактной зоне, которая описывается сингулярным интегральным 

уравнением с ядром Коши второго рода и с постоянными коэффициентами вида (26a). 

Глава 3 посвящена методике вычисления интегралов типа Коши, с помощью 

которой вычисляются аналитические решения СИУ. Полученные в главе 2 формулы 

решения СИУ позволяют эффективно вычислять эти интегралы при помощи 

квадратурной формулы Гаусса для вычисления сингулярного интеграла с ядром 

Коши, используя при этом корни многочленов Чебышева второго рода как узлы. 

Здесь же приведены алгоритмы для вычисления решений СИУ, а также таблицы с 

конкретными численными результатами. 

В параграфе 3.1 рассматривается квадратурная формула Гаусса для сингуляр-

ного интеграла с ядром Коши вида 

                                               ( )11
)()(

)(
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1

<<−
−

= ∫
−

xdt
xt

tutw
xuI .                                (51) 

В частности, если весовая функция )(xw  имеет вид 
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                                                               21)( xxw −= ,                                                      (52) 

то интеграл из (51) вычисляется с помощью следующей квадратурной формулы 

                                                               ∑
= −

=
M

m rm

mm

r
xt

tua
xuI

1

)(
)(

~
,                                                 (53) 

где 
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здесь узлы 
mt  есть корни многочлена Чебышева второго рода степени M :    

                                            ),1(,
1

cos Mm
M

m
tm =

+
=

π
,                                                     (55) 

а узлы rx  – корни многочлена Чебышева первого рода степени 1+M : 

                                    )1,1(,
)1(2

12
cos +=

+

−
= Mr

M

r
xr π .                                          (56) 

Отметим, что квадратурная формула Гаусса для сингулярного интеграла с ядром 

Коши справедлива в дискретной системе точек )1,1( +== Mrxx r . 

При этом имеет место оценка [2] 
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−′=−′⋅≤− ∫π
,             (57) 

где )(12 xL M −  – многочлен наилучшего приближения для )(xu′ . 

В параграфе 3.2, используя квадратурную формулу Гаусса, приведенную в 

параграфе 3.1 для вычисления решения СИУ (26a) при условии (26b), которое имеет 

вид (31), доказано следующее утверждение: 

Теорема 3.2.1. Значения решения СИУ (26a), при условии (26b) в узлах rx  – корнях 

многочленов Чебышева первого рода степени 1+M , выражаются формулой 
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=                                                   (60) 

а ms  корни многочлена Чебышева второго рода степени M . 

В этом параграфе дается также последовательность операций для вычисления 

)(xϕ , при помощи которой проведены вычисления и получены численные 

результаты. 



 17 

В таблице приведены численные значения интеграла ),( 0µrxI  и решения СИУ 

(26a) – (26b) )(xϕ , при 17.0,)( 0

3 == µxxf  и различных M , которые иллюстрируют 

ход изменения этих характеристик. 

 

M  r  
rx  ),( 0µrxI  )( rxϕ  

5 1 0.9659258263 -0.2533584159 + i 0.1318899822 1.4177996590 – i 0.2768789739 

5 3 0.2588190451 0.1457559229 – i 0.0170860960 -0.1994756707 – i 0.0058071411 

5 4 -0.2588190451 0.1457559229 + i 0.0170860960 -0.1994756707 + i 0.0058071411 

5 6 -0.9659258263 -0.2533584159 – i 0.1318899822 1.4177996590 + i 0.2768789739 

15 1 0.9951847267 -0.2940272674 + i 0.2140514759 4.4975748699 + i 1.2441502479 

15 5 0.6343932842 0.1473435627 – i 0.0525281666 -0.2647551515 – i 0.1404766210 

15 11 -0.4713967368 0.1743066739 + i 0.0393593672 -0.2658151237 + i 0.0544249689 

15 12 -0.6343932842 0.1473435627 + i 0.0525281666 -0.2647551515 + i 0.1404766210 

15 13 -0.7730104534 0.0473752822 + i 0.0400563536 -0.1205476405 + i 0.2520140389 

15 16 -0.9951847267 -0.2940272674 – i 0.2140514759 4.4975748699 – i 1.2441502479 

30 1 0.9987165072 -0.2873354493 + i 0.2328295121 8.0810410226 + i 4.5248780278 

30 5 0.8978045396 -0.1317618698 + i 0.0283060490 0.3857043687 – i 0.3512722660 

30 10 0.5712682151 0.1665402268 – i 0.0491333136 -0.2772507165 – i 0.1012612888 

30 15 0.1011683220 0.1218710900 – i 0.0057761930 -0.1610586856 + i 0.0014046100 

30 20 -0.3943558551 0.1676993132 + i 0.0308122667 -0.2434987658 + i 0.0296152996 

30 25 -0.7907757369 0.0273887074 + i 0.0350308640 -0.0817268385 + i 0.2680186383 

30 31 -0.9987165072 -0.2873354493 – i 0.2328295121 8.0810410226 – i 4.5248780278 

 

В параграфе 3.3 решения СИУ с ядрами 

2
2

1

xs
sh

−
 и 

2
sin2

1

xs −
, после 

преобразования приводятся к удобному виду, для которого также можно применить 

квадратурную формулу Гаусса для вычисления сингулярного интеграла с ядром 

Коши.  
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ОСНОВНЫЕ  РЕЗУЛЬТАТЫ  РАБОТЫ 

В результате проведенных исследований получены следующие основные 

результаты. 

1. Предложен эффективный алгоритм вычисления сингулярных интегралов с 

ядрами Коши, Гильберта и другими родственными ядрами, позволяющий с большой 

точностью вычислить эти интегралы с осциллирующими плотностями. 

2. Разработан новый подход к аналитическому решению сингулярных 

интегральных уравнений второго рода с постоянными коэффициентами, основанный 

на построении методами краевых задач теории аналитических функций обобщенных 

собственных функций соответствующих сингулярных интегральных операторов; эти 

аналитические решения удобны для применения предложенного вычислительного 

алгоритма. 

3. Предложен метод численной реализации этого алгоритма для одного класса 

сингулярных интегральных уравнений второго рода с постоянными 

коэффициентами, встречающегося в разнообразных областях прикладной 

математики и математической теории упругости. 

4. Осуществлена численная реализация сингулярного интегрального уравнения 

второго рода с постоянными коэффициентами и с ядром Коши, описывающего 

плоскую контактную задачу теории упругости с учетом сил сцепления в контактной 

зоне. 
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