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 Միկրոպոլար առաձգականության տեղափոխությունների և պտույտների
անկախ դաշտերով և կաշկանդված պտույտներով բարակ ձողերի կիրառական
մոդելների ստատիկայի և դինամիկայի խնդիրների լուծման համար մշակվել է
վերջավոր տարրերի մեթոդի կիրառման տարբերակներ:

 Միկրոպոլար առաձգականության տեղափոխությունների և պտույտների
անկախ դաշտերով և կաշկանդված պտույտներով բարակ սալերի կիրառական
մոդելների ստատիկայի և դինամիկայի խնդիրների լուծման համար մշակվել է
վերջավոր տարրերի մեթոդի կիրառման տարբերակներ:

 Տեղափոխությունների և պտույտների անկախ դաշտերով և կաշկանդված
պտույտներով միկրոպոլյար առաձգական բարակ ձողերի և սալերի ստատիկայի
և ազատ տատանումների կիրառական եզրային խնդիրների լուծման վերջավոր
տարրերի մեթոդի մշակված տարբերակների կիրառման արդյունքում՝ թվային
անալիզի հիման վրա հաստատվել են նյութի միկրոպոլյարության հաշվառման
արդյունավետ հատկությունները դասական դեպքի հետ համեմատած:

CONCLUSION

In the dissertation work on the basis of mathematical models of elastic thin beams, plates
and shells, constructed by S. H. Sargsyan, the method of power series for construction of
applied models of micropolar thin bodies and the finite element method (FEM) for studying
specific boundary-value problems of statics and dynamics are developed. Particularly the
following results are obtained:

• On the basis of the power series method applied models of bending deformation of thin
beams are constructed with independent fields of displacements-rotations and constrained
rotations for the problems of statics and dynamics, it is established that these models coin-
cide with the corresponding applied models, constructed on the basis of asymptotical-
ly justified hypotheses method.

• On the basis of the power series method applied models of the plane stress state and
bending deformation of thin plates are constructed with independent fields of displacements-
rotations and constrained rotations for the problems of statics and dynamics, it is established
that these models coincide with the corresponding applied models, constructed on the basis
of asymptotically justified hypothesis method.

• A variant of the application of the finite element method for solving static and dynamic
problems of the applied models of micropolar thin beams with independent fields of dis-
placements-rotations and with constrained rotation has been developed.

• A variant of the application of the finite element method for solving static and dynamic
problems of the applied models of micropolar thin plates with independent fields of dis-
placements-rotations and with constrained rotation has been developed.

• As a result of the application of the developed variants of the finite element method for
solving applied boundary value problems of statics and free vibrations of micropolar thin
beams and plates with independent fields of displacements-rotations and with constrained
rotation, effective properties of the micropolarity of the material are established in compari-
son with the classical case.
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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. Весьма существенным механически корректным обобще-
нием классической математической линейной теории упругости является построенная
братьями Э. и Ф. Коссера (Cosserat) теория моментного континуума упругих тел (Cos-
serat E., Cosserat F. Theorie des corps deformables. Paris: Hermann efils. 1909. 226 p.)

В моментной теории Коссера каждая материальная точка континуума наделяется
свойствами твердого тела путем учета вращательных степеней свободы, который
приведет к предположению, что физически бесконечно малый элемент континуума
обладает внутренней структурой (микроструктурой), обусловленной главным образом
зернистостью или волокнистостью строения реальных материалов. В результате, в
упругом теле кроме напряжений (силовых) возникают также моментные напряжения.

Практический смысл моментная (микрополярная, несимметричная) теория упруго-
сти приобретает при моделировании композитных (слоистых и волокнистых) сред.
Моментная дискретная и континуальные модели в последнее время нашли сущест-
венное приложение при описании деформаций многих кристаллов и наноматериалов.

Разработаны в основном две моментные теории упругости: а)моментная теория
упругости с независимыми полями перемещений и вращений, б)моментная теория
упругости со стеснённым вращением, когда повороты точек определяются как в
классической теории упругости, но моментные напряжения присутствуют.

Современное состояние и развитие моментной теории упругости было достигнуто
благодаря работам: Э.Л.Аэро, В.А.Пальмова, Г.Н.Савина, А.А.Ильюшина, Н.Ф.Моро-
зова, П. А. Жилина, В. В. Болотина,  Г. Е. Багдасаряна, В. П. Матвеенко, В. Е. Панина,
А. М. Кривцова, В. И. Ерофеева, В. А. Еремеева, Л. М. Зубова, Ю. М. Григорьева, В.
М. Садовского, Г. Л. Бровко, Е. Ф. Грековой, A. C. Eringen, W. T. Koiter, R. S. Lakes, G.
A. Maugin, W. Nowaski, R. D. Mindlin, R. A. Toupin, V. Pietraszkiewicz и др.

Одно из важнейших направлений (как теоретического, так и прикладного
характера) в микрополярной теории упругости, как в классической теории упругости,
это проблема построения теорий тонких балок, пластин и оболочек. В классической
теории упругости сложились три основные подходы построения моделей тонких
стержней, пластин и оболочек: а) метод гипотез, б) метод разложения по толщинной
координате в степенные или другие ряды, в) асимптотический метод. В теории тонких
стержней это гипотезы Бернули, в теории тонких пластин-гипотезы Кирхгоффа, в
теории тонких оболочек-гипотезы Кирхгоффа-Лява, а также, уточнённые теории  С. П.
Тимошенко, E. Reissner, С. А. Амбарцумяна и др. Метод степенных (или других)
рядов построения прикладных теорий стержней, пластин и оболочек берет своё
начало из работ A. L. Cauchy, далее этот метод развивался в работах Н. А.
Кильчевского, И. Т. Селезова, И. Н. Векуа, R. Kienzler и др.

Асимптотический метод построения прикладных теорий стержней, пластин и
оболочек в классической теории упругости развивался в работах K.O. Fridrichs, A. E.
Green, А. Л. Гольденвейзера, И. И. Воровича, В. Л. Бердичевского, Л. А. Агаловяна,
Ю. Д. Каплунова, С. О. Саркисяна и др.

Асимптотический метод в классической теории упругости для краевых задач
тонких тел при классических и неклассических граничных условиях развивался в
работах Л. А. Агаловяна и его учеников Р. С. Геворгяна, А. М. Хачатряна, М. Л.
Агаловяна, Л. Г. Гулгазарян, Л. С. Саркисян и др.

Метод малого параметра в задачах механики деформируемого твёрдого тела
развивается в работах В. С. Саркисяна.
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В теории микрополярных тонких пластин и оболочек метод гипотез использовался
в работах: В. А. Пальмова, П. А. Жилина, Л. И. Шкутина, С. А. Амбарцумяна, С. А.
Амбарцумяна и М. В. Белубекяна, С. А. Амбарцумяна и М. В. Белубекяна(редактор
А. С. Аветисян), Г. Л. Бровко и С. А. Ивановой, В. А. Ереемева и Л. М. Зубова, Г. А.
Геворгяна, Е. Ю. Крыловой, J. L. Ericksen and C. Truesdell, H. Altenbach and V.
Eremeyev, A. E. Green and P. M. Naghdi, M. B. Rubin и др.

Для микрополярных тонких тел метод ортогональных разложений применён в
работах М. У. Никабадзе.

К асимптотическому анализу краевой задачи тонкой пластинки в рамках
микрополярной теории упругости с независимыми полями перемещений и вращений
посвящена работа С. А. Назарова.

Асимптотический метод построения прикладных теорий тонких балок, пластин и
оболочек главным образом развивался в работах С. О. Саркисяна. В других работах С.
О. Саркисяна использовались основные свойства асимптотического решения
трёхмерной микрополярной теории упругости в тонких областях, для
формулирования гипотез и построения на их основе прикладных теорий
моикрополярных упругих тонких балок, пластин и оболочек, как по теории с
независимыми полями перемещений и вращений, так и по теории со стеснённым
вращением. В работах С. О. Саркисяна построены прикладные теории микрополярной
термоупругости, неферромагнитной и ферромагнитной магнитоупругости.

В работах учеников С.О.Саркисяна: А.Ж.Фарманян, А.А.Атояна, С.А.Bарданян,
М.Н.Мутафян, Г.С.Никогосяна, А.А.Саркисян, Ш.И.Алваджян, Л.М.Маргарян,
Г.С.Айрапетян, Н.С.Асланян, М.В.Хачатрян изучены конкретные вопросы и задачи в
рамках прикладных теорий статики, динамики, устойчивости, термо- и магнито-
упругости, геометрически нелинейных, балок, кривых стержней, пластин и оболочек.

В микрополярной теории упругости актуально построение прикладных моделей
тонких балок, пластин и оболочек при помощи метода степенных рядов и сравнение
полученных результатов с прикладными теориями микрополярных упругих тонких
балок, пластин и оболочек, построенных на основе метода гипотез, имеющих
асимптотическую природу.

Другой актуальной задачей является разработка метода конечных элементов
(МКЭ) для изучения конкретных граничных задач прикладной теории микрополярных
упругих тонких балок, пластин и оболочек.

Цель работы заключается в исследовании следующих актуальных вопросов:
 Построение прикладных моделей статики и динамики микрополярных (с

независимыми полями перемещений-вращений и со стеснённым вращением) упругих
тонких балок и пластин с помощью метода степенных рядов и сравнение полученных
результатов с прикладными теориями, основанными на гипотезах, имеющих
асимптотическую природу.

 Развитие метода конечных элементов для решения краевых задач прикладной
теории микрополярных (с независимыми полями перемещений-вращений и со
стеснённым вращением) упругих тонких балок и пластин.

 В результате применения разработанного варианта метода конечных элементов в
прикладных задачах статики и свободных колебаний микрополярных тонких балок и
пластин с независимыми полями перемещений-вращений и со стеснённым вращени-
ем, установление эффективных свойств учёта микрополярности материала по сравне-
нию с классическим случаем.
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международной конференции “Актуальные проблемы механики сплошной
среды”. Дилижан, Армения 1-6 октября. 2019. С. 160-164.

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Ատենախոսական այս աշխատանքում հիմք ընդունելով Ս. Հ. Սարգսյանի
կողմից կառուցված միկրոպոլյար առաձգական բարակ ձողերի, սալերի և
թաղանթների մաթեմատիկական մոդելները, կիրառվել է աստիճանային շարքերի
մեթոդը միկրոպոլյար բարակ մարմինների կիրառական մոդելների կառուցման
համար, և մշակվել վերջավոր տարրերի մեթոդը ստատիկայի և դինամիկայի
կոնկրետ եզրային խնդիրների ուսումնասիրման համար: Մասնավորապես
ստացվել են հետևյալ արդյունքները.

 Միկրոպոլյար առաձգականության տեղափոխությունների և պտույտների
անկախ դաշտերով տեսությամբ և կաշկանդված պտույտներով տեսությամբ
աստիճանային շարքերի մեթոդի հիման վրա կառուցվել են բարակ ձողերի ծռման
դեֆորմացիայի կիրառական մոդելները (ինչպես ստատիկայի, այնպես էլ
դինամիկայի համար), հաստատվել է, որ այդ մոդելները համընկնում են Ս. Հ.
Սարգսյանի կողմից ասիմպտոտիկ հիմնավորում ունեցող վարկածների հիման
վրա կառուցված համապատասխան կիրառական մոդելների հետ:

 Միկրոպոլյար առաձգականության տեղափոխությունների և պտույտների
անկախ դաշտերով տեսությամբ և կաշկանդված պտույտներով տեսությամբ
աստիճանային շարքերի մեթոդի հիման վրա կառուցվել են բարակ սալերի հարթ
լարվածային վիճակի և ծռման դեֆորմացիայի կիրառական մոդելները (ինչպես
ստատիկայի, այնպես էլ դինամիկայի համար), հաստատվել է, որ այդ մոդելները
համընկնում են ասիմպտոտիկ հիմնավորում ունեցող վարկածների հիման վրա
կառուցված միկրոպոլյար սալերի համապատասխան կիրառական մոդելների
հետ:
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 Разработан вариант применения метода конечных элементов для решения статиче-
ских и динамических задач прикладных моделей микрополярных упругих тонких
стержней с независимыми полями перемещений-вращений и со стеснённым
вращением.

 Разработан вариант применения метода конечных элементов для решения стати-
ческих и динамических задач прикладных моделей микрополярных упругих тонких
пластин с независимыми полями перемещений-вращений и со стеснённым
вращением.

 В результате применения разработанных вариантов метода конечных элементов
для решения прикладных граничных задач статики и свободных колебаний
микрополярных тонких балок и пластин с независимыми полями перемещений-
вращений и со стеснённым вращением, установлены эффективные  свойства учёта
микрополярности материала по сравнению с классическим случаем.

Список научных работ по теме диссертации

1. Жамакочян К. А. Применение метода степенных рядов для построения
математической модели микрополярных упругих тонких балок//Доклады НАН
Армении. 2013. Т 113. № 3. С. 268-275.

2. Жамакочян К. А. Применение метода степенных рядов для построения
прикладной модели микропоярнын упругих тонких пластин//Известия НАН
Армении. Механика 2013. Т. 66. № 4. С. 49-66.
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прикладной модели микрополярных упругих тонких пластин со стеснённым
вращением//Учёные записки Ширакского гос. университета. 2017. Выпуск А. №1.
С. 47-63.

4. Жамакочян К. А., Применение метода степенных рядов для построения
математической модели микрополярных упругих тонких балок со стеснённым
вращением // Доклады НАН Армении. 2018. Т 118. №1. С. 60-67.

5. Sargsyan S. H., Zhamakochyan K. A. Finite Element Method for Solving Boundary
Value Problems of Bending of Micropolar Elastic Thin Bars//Proceedings of the XLII
Summer School-Conference Advanced Problems in Mechanics. St.-Petersburg, Russia.
June 30-July 5. 2014. P.427-434.

6. Жамакочян К. А., Саркисян С. О. Метод конечных элементов в динамических
задачах микрополярных упругих тонких балок//Труды докладов XVII
международной конференции “Современные проблемы механики сплошной
среды”. Ростов-на-Дону 14-17 октября 2014. Т 1. С. 186-190.

7. Жамакочян К. А., Саркисян С. О. Метод конечных элементов в расчётах на изгиб
микрополярных упругих тонких пластин//Вычислительная механика сплошных
сред. 2016. Т. 9. № 3.  С. 375-383.

8. Жамакочян К. А., Саркисян С. О. Матрица жёсткости конечного элемента
микрополярной упругой тонкой пластинки//Известия НАН Армении. Механика
2017. Т. 70 . № 1. С. 22-39.

9. Sargsyan S. H., Zhamakochyan K. A. Applied theory of micropolar elastic thin plates
with constrained rotation and the finite element method//Journal of Materials Physics
and Mechanics. 2018. Vol. 35. № 1. P. 145-154.
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Научная новизна. На основе применения метода степенных рядов построены
прикладные модели статики и динамики микрополярных упругих тонких балок и
пластин как с независимыми полями перемещений и вращений, так и со стесненным
вращением и показано, что построенные модели совпадают с аналогичными
моделями, построенными на основе асимптотически обоснованного метода гипотез.

Разрабатываются варианты применения метода конечных элементов (МКЭ) для
решения краевых задач статики и динамики прикладной теории микрополярных
упругих тонких балок и пластин как с независимыми полями перемещений и
вращений, так и со стесненным вращением.

На основе разработанных вариантов МКЭ решены прикладные задачи изгибной
деформации статики и собственных колебаний микрополярных упругих тонких балок
и пластин как с независимыми полями перемещений и вращений, так и со стеснённым
вращением. Во всех рассмотренных задачах расчёты доведены до получения оконча-
тельных численных результатов, на анализе которых устанавливаются эффективные
свойства микрополярных материалов по сравнению с классическим материалом.

Практическая значимость. Результаты исследований, приведенных в диссерта-
ции, могут применяться в механике обобщённых континуумов, механике композит-
ных материалов и при исследовании кристаллов и наноматериалов.

Апробация работы. Основные результаты диссертационной работы докладыва-
лись и обсуждались на:

 2nd International Conference. Optimization and Analysis of Structures (OAS 2013)
(Tartu, Estonia, August 25-27, 2013);

 международной школе-конференции молодых учёных, посвящённой 70-летию
основания Академии Наук Армении (Цахкадзор, Армения, 1-4 октября, 2013);

 XLII International Summer School-Conference. “Advanced Problems in Mechanics”
(APM 2014). (St.-Petersburg, Russia, June 30-July 5, 2014);

 XX Международном симпозиуме «Динамические и технологические проблемы
механики конструкций и сплошных сред» им. А.Г.Горшкова (Москва, Ярополец
Россия, 17-21 февраля, 2014);

 VIII международной конференции “Проблемы динамики взаимодействия
деформируемых сред” (Горис-Степанакерт, 22-26 сентября, 2014);

 XVII международной конференции “Современные проблемы механики
сплошной среды” (Ростов-на-Дону, Россия, 14-17 октября, 2014);

 V международной конференции “Актуальные проблемы механики сплошной
среды” (Цахкадзор, Армения, 02-07 октября, 2017);

 XLVI International Summer School-Conference “Advanced Problems in Mechanics”.
(APM 2018) (St.-Petersburg, Russia. June 25- June 30, 2018);

 IX международной конференции “Проблемы взаимодействия деформируемых
сред” (Горис, Армения,  1-6 октября, 2018);

 Семинаре отдела «Механика тонкостенных систем» Института механики НАН
Армении (10 сентября, 2019);

 Общем семинаре Института механики НАН Армении (26 сентября, 2019).
Публикации. По теме диссертации опубликовано 14 научных работ, список

которых приводится в конце автореферата.
Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, трёх глав,

заключения и списка цитируемой литературы (178 наименований). Общий объем
работы составляет 125 страниц печатного текста, включая 4 рисунка и 16 таблиц.



6

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении обоснованы актуальность и новизна темы диссертационной работы,
сформулированы цели и задачи исследования, дан краткий обзор работ, связанных с
рассмотренными в диссертации вопросами. Изложена теоретическая и практическая
ценность работы и в сжатом виде излагается содержание всех трех глав диссертации.

В главе 1 диссертационной работы построены прикладные модели статики и
динамики микрополярных (с независимыми полями перемещений-вращений и со
стеснённым вращением) тонких балок и пластин на основе метода степенных рядов.

В первой части §1.1 приведены известные основные уравнения и соотношения
плоского напряжённого состояния микрополярной теории упругости с независимыми
полями перемещений-вращений, которые выражаются так:

Уравнения равновесия (движения):
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Физические соотношения упругости:
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Геометрические  соотношения:
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Здесь 13313311 ,,,  -напряжения; 3212 ,  -моментные напряжения; ,, 3311 

3113,  -деформации; 3212 ,  -изгибы-кручения; 31, VV -перемещения, 2 -незави-
симый поворот точек прямоугольника вокруг оси 2x ; BE ,,,  -упругие постоянные
микрополярного тела;  -плотность материала; J -мера инерции при вращении.

На лицевых линиях прямоугольника hx 3 считаются заданными силовые и
моментные граничные условия:

,,, 232333131
  mpp  при .3 hx  (4)

Граничные условия на  кромках прямоугольника ),0( 11 axx  ,  в зависимости от
способа приложения внешней нагрузки или закрепления её точек, записываются в
напряжениях и моментных напряжениях, либо в перемещениях и поворотах, либо в
смешанном виде.

Для динамической задачи задаются также начальные условия при 0t .
Во второй части §1.1 приведены известные основные уравнения и соотношения

плоского напряжённого состояния микрополярной теории упругости со стеснённым
вращением, которые выражаются так: уравнения равновесия (движения) (1).

Физические соотношения упругости:
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Расчёты выполнены при значениях (36), а 7109 J .
Таблица 10. Наименьшая частота свободных колебаний  микрополярной пластинки
со стеснённым вращением и классической пластинки.

 

Микрополярная модель
310

Классическая модель
310

Точное
значение

4 конечных
элемента

16 конечных
элементов

Точное
значение

4 конечных
элемента

16 конечных
элементов

7.84·10-8

7.84·10-6

7.84·10-5

124
146
275

112
133
255

122
143
268

124
-
-

112
-
-

122
-
-

Как убеждаемся, при увеличении значения   , частота собственных колебаний
возрастает по сравнению с классическим случаем.

В этом же параграфе рассмотрены задачи статического осесимметричного изгиба
и свободных колебаниях микрополярных упругих круглых пластин со стеснённым
вращением. Построена матрица жёсткости (и матрица масс).

а) Рассмотрена конкретная задача статического изгиба круглой пластинки, когда
край её жёстко защемлён:

,)(
2
1,при,0,0,0 1221 







 
dr
dwarw  (37)

а пластинка нагружена равномерно распределённой нагрузкой интенсивностью 3
~p .

Расчёты показывали, что при увеличении   , максимальный прогиб w уменьша-
ется, это означает, что учет микрополярности материала пластинки приводит к
повышению жесткости по сравнению с классическим случаем материала.

б) Рассмотрена задача о свободных осесимметричных изгибных колебаниях круг-
лой пластинки, когда край её жёстко защемлён. Расчёты показывали, что при постоян-
ном 7109 J и при увеличении   , безразмерная частота  возрастает.

В заключении представлены основные результаты, полученные в диссертацион-
ной работе. В диссертационной работе, принимая в основу математические модели
микрополярных упругих тонких балок, пластин и оболочек, построенных С.О.Сар-
кисяном, развиты метод степенных рядов построения прикладных моделей микро-
полярных тонких тел и метод конечных элементов (МКЭ) изучения конкретных
граничных задач статики и динамики. В частности, получены следующие результаты:

 На основе метода степенных рядов разработаны прикладные модели изгибной
деформации тонких стержней по микрополярной теории упругости с независимыми
полями перемещений-вращений и теории со стеснённым вращением для задач статики
и динамики, установлено, что эти модели совпадают с соответствующими приклад-
ными моделями, построенными на основе асимптотически обоснованного метода
гипотез.

 На основе метода степенных рядов разработаны прикладные модели плоского
напряжённого состояния и изгибной деформации тонких пластин по микрополярной
теории упругости с независимыми полями перемещений-вращений и теории со
стеснённым вращением для задач статики и динамики, установлено, что эти модели
совпадают с соответствующими прикладными моделями, построенными на основе
асимптотически обоснованного метода гипотез.
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пластинка нагружена равномерно распределённой нормальной нагрузкой
интенсивностью 3

~p .
Таблица 7. Максимальные прогибы микрополярной круглой пластинки с независимы-
ми полями перемещений и  вращений в зависимости от  и классической пластинки.



Микрополярная модель
3

max 10w
Классическая модель

3
max 10w .

max

.
max
кл

мик

w
w

Точное
значение

1 конечный
элемент

2 конечных
элемента

Точное
значение

1 конечный
элемент

2 конечных
элемента

0.15·10-5

0.15·10-3

0.15·10-1

12.04
9.60
9.48

12.25
9.84
9.63

12.04
9.60
9.48

12.4
-
-

12.6
-
-

12.4
-
-

0.971
0.774
0.764

Как видно из приведённых значений таблицы 7, учет микрополярности материала
пластики приводит к повышению жесткости по сравнению с классическим случаем.

б) Рассмотрена задача о свободных осесимметричных колебаниях круглой
пластинки, когда край её шарнирно-опёрт.
Таблица 8. Наименьшая частота свободных колебаний  микрополярной круглой
пластинки с независимыми полями перемещений и  вращений в зависимости от  и
классической пластинки.



Микрополярная модель
310

Классическая модель
310

Точное
значение

1 конечный
элемент

2 конечных
элемента

Точное
значение

1 конечный
элемент

2 конечных
элемента

0.15·10-6

0.15·10-4

0.15·10-1

32.03
34.44
36.56

32.08
34.49
36.61

32.03
34.44
36.56

31.90
-
-

32.00
-
-

31.90
-
-

Расчёты показали, что при постоянном 7109 J и при увеличении  ,
безразмерная частота  возрастает.

В §3.3 аналогичным образом развивается метод конечных элементов для
микрополярной упругой тонкой пластинки со стеснённым вращением. Построена
матрица жёсткости (и матрица масс) прямоугольного конечного элемента.

В §3.4 рассмотрена задача статического изгиба микрополярной прямоугольной
пластинки, которая шарнирно опёрта по всем четырём сторонам и изгибается под
действием нормальной нагрузки constp 3

~ .
Для безразмерных параметров задачи примем данные (36).
Таблица 9. Максимальные прогибы микрополярной пластинки со стеснённым
вращением в зависимости от   и классической пластинки.

 
Микрополярная модель 3

max 10w Классическая модель 3
max 10w

Точное
значение

4 конечных
элемента

16 конечных
элементов

Точное
значение

4 конечных
элемента

16 конечных
элементов

7.84·10-9

7.84·10-6

7.84·10-5

0.858
0.615
0.173

0.729
0.512
0.139

0.810
0.580
0.165

0.858
-
-

0.729
-
-

0.809
-
-

Здесь можем убедиться в численной сходимости расчётов, а также в том, что
микрополярность материала (по сравнению с классическим материалом)
продемонстрирует высокие жесткостные свойства.

Рассмотрена также задача о свободных колебаниях микрополярной квадратной
пластины, которая шарнирно опёрта по всем четырём сторонам.
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Геометрические соотношения:
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Наша цель, как система двухмерных уравнений микрополярной теории упругости
с независимыми полями перемещений и вращений, так и система уравнений со
стеснённым вращением, рассматривать в тонкой области прямоугольника )2( ah  и,
применением метода степенных рядов построить соответствующие прикладные
модели микрополярных упругих тонких балок.

В §1.2 Для построения одномерной модели микрополярных упругих тонких балок
с независимыми полями перемещений и вращений аппроксимируем 31,VV и 2
степенными рядами относительно 3x :
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где nnn VV ,2,3,1 ,,  -неизвестные коэффициенты зависящей от координат 1x (и времени
t для задач динамики). Отметим что решение задачи (1)-(4) складывается из суммы
решений отдельных двух задач: симметричной по 3x (растяжение-сжатие) и кососим-
метричной (изгиб) задач. Ниже будем изучать задачу изгиба.
На основе (7) удовлетворяя всем уравнениям (1)-(3) и граничным условиям (4), в
исходном приближении метода степенного ряда приходим к следующей прикладной
модели статики и динамики изгибной деформации микрополярных упругих тонких
балок с независимыми полями перемещений и вращений:
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Полученная система уравнений (8), кроме подчёркнутого члена (которые по сути
дела, как показывают дальнейшие расчёты, представляют собой малые величины),
совпадает с системой уравнений, полученной на основе асимптотически обоснован-
ного метода гипотез работы: Sargsyan S. H. Effective Manifestations of Characteristics of
Strength and Rigidity of Micropolar Elastic Thin Bars// Journal of Materials Science and
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Engineering. 2012. V. 2. № 1. P. 98-108. Для сравнения следует положить
,,, 20,211,10,3  VwV где w -прогиб балки, 1 -полный угол поворота нормаль-

ного элемента, 2 -угол свободного поворота.
В §1.3 на основе метода степенных рядов построена прикладная модель статики и

динамики изгибной деформации микрополярных упругих тонких балок со стеснённым
вращением:
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Полученная система уравнений кроме подчёркнутого члена (которые по сути дела,
как показывают расчёты, малые величины), совпадает с системой уравнений изгибной
деформации микрополярных упругих тонких балок со стеснённым вращением,
полученной на основе асимптотически обоснованного методом гипотез работы:
Саркисян С. О. Математические модели микрополярных упругих тонких стержней//
Доклады НАН Армении. 2011. Т.111. № 2. С.121-128. Для сравнения следует
положить ., 11,10,3  VwV

В первой части §1.4 приведена известная основная система уравнений
пространственной статической (динамической) задачи микрополярной теории
упругости с независимыми полями перемещений и вращений для трёхмерной
пластинки толщиной ,2h которая выражаются так:

Уравнения равновесия (движения):
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где ji –компоненты несимметричного тензора напряжений, ji - компоненты

несимметричного тензора моментных напряжений, ijk тензор Леви-Чивиты (здесь
используем соглашение о суммировании, а запятая перед индексом означает
дифференцирование по соответствующей координате).

Геометрические  соотношения:
,, kkjijiji V   ,, jiij   (11)

где ji –компоненты несимметричного тензора деформации, ij -компоненты

несимметричного тензора изгиба–кручений, iV -компоненты вектора перемещения, а

i –компоненты вектора независимого поворота точек тела.
Физические соотношения упругости:
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Задача минимизации соответствующего функционала приводит к линейной
однородной системе алгебраических уравнений типа (26), где M матрица масс
размерностью .7272

В §3.2 рассмотрена конкретная задача: статический изгиб микрополярной
прямоугольной пластинки, которая шарнирно опёрта по всем четырём сторонам и
изгибается нормальной нагрузкой constp 3

~ , Для граничных условий шарнирного
операния имеем:
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Для безразмерных параметров задачи примем следующие данные:
.1063.1~;100/1;3.0;1092.3;1084.7;357.0 5

3
46   p (36)

Таблица 5. Максимальные прогибы микрополярной пластинки с независимыми
полями перемещений и  вращений в зависимости от  и классической пластинки.



Микрополярная модель
3

max 10w
Классическая модель

3
max 10w

Точное
значение

4
конечных
элемента

16
конечных
элементов

36
конечных
элементов

Точное
значение

4
конечных
элемента

16
конечных
элементов

36
конечных
элементов

0.15·10-6

0.15·10-3

0.15·10-1

0.857
0.680
0.616

0.728
0.586
0.514

0.809
0.669
0.585

0.850
0.680
0.615

0.858
-
-

0.729
-
-

0.809
-
-

0.851
-
-

Здесь, во первых, легко убедиться в численной сходимости вычислений по МКЭ, и
во вторых, что микрополярность материала (по сравнению с классическим
материалом) демонстрирует высокие жесткостные свойства.

2. Рассмотрена задача о свободных колебаниях микрополярной прямоугольной
пластины, которая шарнирно опёрта по всем четырём сторонам.
Расчёты выполнены при значениях (36), а 7109 J .
Таблица 6. Наименьшая частота свободных колебаний  микрополярной пластинки
с независимыми полями перемещений и вращений и классической пластинки.



Микрополярная модель
310

Классическая модель
310

Точное
значение

4 конечных
элемента

16 конечных
элементов

Точное
значение

4 конечных
элемента

16 конечных
элементов

0.15·10-5

0.15·10-3

0.15·10-1

124
139
146

112
125
133

122
135
143

124
-
-

112
-
-

122
-
-

Легко убедиться, что при увеличении  , микрополярность материала повышает
частоты колебания по сравнению с классическим материалом.

3.Рассмотрена задача осесимметричного статического изгиба и свободных
колебаний микрополярных упругих круглых пластин с независимыми полями
перемещений и вращений. Построены матрицы жесткости и масс.

а) В качестве примера рассмотрена статическая задача изгибной деформации
круглой пластинки, когда край её шарнирно-опёрт )при0,0,0( 1112 аrMwL  ,
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Таблица 4. Наименьшая частота свободных колебаний  микрополярной балки со
стеснённым вращением в зависимости от B и классической балки.

B
Микрополярная модель 310 Классическая модель 310

Точное
значение

2 конечных
элементов

4 конечных
элементов

Точное
значение

2 конечных
элементов

4 конечных
элементов

0.15·10-8

0.15·10-4

0.15·10-3

56.95
69.05

135.96

57.33
69.52

136.73

56.96
69.07

135.99

56.94
-
-

57.33
-
-

56.96
-
-

В третьей главе развивается метод конечных элементов для изучения статиче-
ских и динамических задач изгибной деформации микрополярных упругих тонких
пластин с независимыми полями перемещений-вращений и со стеснённым
вращением.

В §3.1 рассмотрен прямоугольный четырехузловой конечный элемент микропо-
лярной пластины. В качестве основных принимаются следующие кинематические
параметры: перемещение точки срединной плоскости w ; углы полного поворота
нормального к срединной плоскости элемента- 1 , 2 в плоскостях 31xx и 32 xx ;
углы свободного поворота нормального к срединной плоскости элемента- 1 , 2 и
интенсивность поворота -  этого элемента вокруг оси 3x .

Плотность потенциальной энергии деформации в функционале полной потенци-
альной энергии деформации пластинки в задаче изгиба микрополярной упругой тон-
кой пластинки с независимыми полями перемещений и вращений имеет выражение:
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Примем для указанных параметров следующие распределения по прямоугольной
области срединной плоскости конечного элемента:
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(33)

для  ,,,, 2121  -имеем совершенно аналогичные выражения, что и для w , но
другими постоянными коэффициентами начиная от 13 (для 1 ) и заканчивая

72 (для  ). Дальнейшие изучения осуществлены в безразмерных величинах.
Требуя условия стационарности полной потенциальной энергии конечного

элемента пластины по компонентам вектора узловых кинематических параметров,
получим систему алгебраических уравнений типа (23), где K матрица жёсткости
прямоугольного конечного элемента пластины размерностью 7272 (элементы
которых здесь не приведены; P –вектор эквивалентных узловых сил.

При свободных колебаниях основные кинематические функции задачи представим
так:

9

,)()(,)()( jiijkkijijjiijkkijij   (12)

Здесь ,, E  ,,, ,( -коэффициенты Ламе)-шесть постоянные упругости
микрополярного тела.

На лицевых плоскостях пластинки hx 3 считаются заданными напряжения и
моментные напряжения

.3,2,1,, 33   kmp kkkk  (13)
Граничные условия на  боковой поверхности пластинки в зависимости от способа

приложения внешней нагрузки или закрепления её точек, записываются либо в
напряжениях и моментных напряжениях, либо в перемещениях и поворотах, либо в
смешанном виде.

Во второй части §1.4 приведена известная основная система уравнений
пространственной задачи теперь по модели микрополярной теории упругости со
стеснённым вращением. Это система уравнений имеет вид: уравнения равновесия
(движения)-(10).

Геометрические соотношения:
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(14)

к которым следует присоединить и физические соотношения с учётом особенностей
теории со стеснённым вращением.

Отметим, что стеснённое вращение  означает, что повороты точек тела
несвободны, они зависят от перемещений как в классической теории упругости
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 , но моментные напряжения не равны нулю.

В §1.5 для построения прикладной модели микрополярной упругой тонкой
пластинки с независимыми полями перемещений и вращений применим метод степен-
ных рядов. Аппроксимируем iV и i степенными полиномами относительно .3x

.3,2,1где,,
0

3,
0

3,  
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nii  (15)

Здесь ,,niV ,,ni -неизвестные коэффициенты зависящей от координат 21, xx (и
времени t ).

Обе системы уравнений распадаются на две части: симметричную относительно
3x (растяжение-сжатие) и обратно-симметричную (изгиб).

В исходном приближении метода степенных рядов построена модель плоского
напряжённого состояния (продольные колебания) микрополярной тонкой пластинки,
которая описывается следующей системой дифференциальных уравнений
относительно основных функций задачи: ,0,1V ,0,2V 0,3 :
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Полученная система уравнений кроме подчёркнутых членов (которые по сути
дела, как показывают расчёты, малые величины), совпадает с системой полученной на
основе асимптотически обоснованного методом гипотез работы: Айрапетян Г.С.,
Саркисян С.О. Математические модели изгибной деформации и плоского напряжён-
ного состояния микрополярных ортотропных упругих тонких пластин// Перспектив-
ные материалы и технологии. Монография. Том 2. Глава 11. Изд-во НАН Беларуси.
Витебск 2015. С. 178-201. Для сравнения следует положить .,, 30,320,210,1  VVVV

Аналогичным подходам в исходном приближении метода степенных рядов
построена прикладная модель статики и динамики изгибной деформации
микрополярных упругих тонких пластин с независимыми полями перемещений и
вращений, которая определяется следующей системой уравнений (относительно
основных функций ,1,1V ,1,2V ,0,3V ,0,1 ,0,2 1,3 ):
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Система уравнений (17) представляет собой математическую модель статики
(динамики) микрополярных упругих тонких пластин при изгибной деформации,
которая совпадает с моделью, построенной на основе метода гипотез работы:
Саркисян С. О. Математическая модель микрополярных упругих тонких пластин и
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Таблица 2. Наименьшая частота свободных колебаний  микрополярной балки с
независимыми полями перемещений и  вращений в зависимости от  и классической
балки.


Микрополярная модель 310 Классическая модель 310

Точное
значение

2 конечных
элемента

4 конечных
элемента

Точное
значение

2 конечных
элемента

4 конечных
элемента

0.15·10-6

0.15·10-4

0.15·10-1

56.99
60.57
69.02

57.38
60.94
69.48

57.01
60.59
69.04

56.94
-
-

57.33
-
-

56.96
-
-

Кроме того, по микрополярной теории, получаются новые частоты, которых нет в
классическом случае.

В §2.3 аналогичным образом развивается метод конечных элементов для
микрополярной упругой балки со стеснённым вращением. Построены матрица
жёсткости и матрица масс.

В §2.4, рассмотрены конкретные задачи статического и динамического изгиба
микрополярных упругих тонких балок со стеснённым вращением.

1. Рассмотрена конкретная задача статического изгиба балки, когда на неё
приложена равномерно распределённая нормальная нагрузка интенсивности 3

~2p .
Для граничных условий рассмотрены два варианта:

а) граничные условия шарнирного опирания (27).
б) один конец жёстко защемлён, другой свободен:

.при,0,0,0
;0при,0,0,0

1121113

121

axLMN
xw


 

(31)

Для безразмерных параметров задачи примем данные (30).

Таблица 3. Максимальные прогибы микрополярной балки со стеснённым вращением
в зависимости от B и классической балки (Задача 1а).

B
Микрополярная модель 3

max 10w Классическая модель 3
max 10w

.
max

.
max
кл

мик

w
w

Точное
значение

2 конечных
элемента

4 конечных
элемента

Точное
значение

2 конечных
элементов

4 конечных
элементов

0.15·10-8

0.15·10-4

0.15·10-3

6.388
4.344
1.120

6.389
4.345
1.121

6.388
4.344
1.120

6.388
-
-

6.389
-
-

6.388
-
-

1
0.680
0.175

Аналогичные результаты получены для задачи 1 б).
Анализ этих результатов приводит к утверждению, что и по модели со стеснённым

вращением микрополярная балка более жёсткая система, чем классическая балка.
2. Рассмотрена задача о свободных колебаний микрополярных тонких балок со

стеснённым вращением, когда концы её шарнирно-опёрты.
Расчёты выполнены при значениях (30), а 7109 J .
Анализ численных данных ведёт к утверждению, что учёт микрополярности

материала балки со стеснённым вращением приведёт к увеличению собственной
частоты колебания по сравнению с классическим случаем.
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производные, приходим к решению следующей системы линейных алгебраических
однородных уравнений:
  .0}{][][ 2   MK (26)

Здесь K -матрица жёсткости, М -матрица массы конечного элемента, размерность
которой 1212 (элементы которого здесь не приводим).

Обращая определитель однородной системы линейных алгебраических уравнений
в нуль, получим уравнение для определения безразмерной частоты  собственных
колебаний.

В §2.2, рассмотрены конкретные задачи статического и динамического изгиба
микрополярных упругих тонких балок с независимыми полями перемещений и
вращений
1.Рассмотрена задача статического изгиба микрополярной балки, когда на неё

приложена равномерно распределённая нормальная нагрузка интенсивности 3
~2p . Для

этой задачи поставлены следующие граничные условия:
а) граничные условия шарнирного опирания:

;,0при,0,0,0 11211 axLMw  (27)
б) граничные условия жёсткого защемления:

.,0при,0,0,0 121 axw   (28)
2.Рассмотрен также случай статического изгиба балки, когда один её конец жёстко

защемлён, другой конец-свободный, а на свободном конце действует сосредоточенная
сила (р), граничные условия в этом случае имеют вид:

.при,0,0,
;0при,0,0,0

1121113

121

axLMpN
xw


 

(29)

Для безразмерных параметров задачи применены следующие данные:
.1063.1~,100/1;3.0;1015.0;357.0 5

3
4   pB  (30)

Таблица 1. Максимальные прогибы микрополярной балки с независимыми полями
перемещений и вращений в зависимости от E/  и классической балки (Задача 1а)).


Микрополярная модель 3

max 10w Классическая модель 3
max 10w

.
max

.
max
кл

мик

w
w

Точное
значение

2 конечных
элемента

4 конечных
элемента

Точное
значение

2 конечных
элемента

4 конечных
элемена

0.15·10-6

0.15·10-4

0.15·10-1

6.376
5.642
4.347

6.378
5.654
4.349

6.376
5.642
4.347

6.388
-
-

6.389
-
-

6.388
-
-

0.998
0.883
0.680

Аналогичные результаты получены для задачи 1 б) и для задачи 2.
Анализ этих результатов приводит к утверждению, что микрополярная балка

более жёсткая система, чем классическая балка.
3. Рассмотренa задачa о свободных колебаниях микрополярных балок, когда

концы её шарнирно-опёрты.
Расчёты выполнены при значениях (30), а 7109 J  ./ 2aJJ 
Анализ численных данных приводит к утверждению, что учёт микрополярности

материала балки приводит к увеличению собственной частоты колебаний, по
сравнению с классическим случаем.
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особенности их прочностных и жесткостных характеристик// Прикладная механика и
техническая физика. 2012. Т. 53. Вып. 2. С. 148-156. Для сравнения следует
положить ,0,3 wV  ,11,1 V ,21,2 V   1,320,210,1 ,, .

В §1.6 для построения двумерной модели статики и динамики микрополярной
пластинки со стеснённым вращением применён метод степенных рядов.
Аппроксимируя 1,2,3, iVi степенными полиномами относительно 3x (31), а i в

этой модели выражаются через iV 






  Vrot


2
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Задача распадается на две части: симметричную относительно 3x и обратно-
симметричную.

1.Плоское напряжённое состояние микрополярной упругой тонкой пластинки со
стеснённым вращением в исходном приближении метода степенных рядов
описывается следующей системой дифференциальных уравнений относительно

,0,1V 0,2V :
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2. Система уравнений прикладной модели изгибной деформации (поперечные
колебания) микрополярной упругой тонкой пластинки со стеснённым вращением
относительно ,1,1V ,1,2V 0,3V имеют вид:
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Системы уравнений (18) и (19) совпадают с моделями построенными на основе
метода гипотез работы: Саркисян С.О. Общая теория тонких оболочек на основе не-
симметричной теории упругости со стеснённым вращением// Упругость и неупругость.
МГУ. 2011. С. 231-235. Для сравнения следует положить ,0,3 wV  ,11,1 V 21,2 V .

Подытожив исследования, проведённые в параграфах главы один, можно устано-
вить, что прикладные модели микрополярных (с независимыми полями перемещений-
вращений и со стеснённым вращением) упругих тонких балок и пластин, построенные
методом асимптотического разложения, методом гипотез (имеющим асимптотическое
обоснование) и методом степенных рядов, идентичные модели.

Далее в основу примем прикладные модели микрополярных упругих тонких балок
и пластин, построенные С.О.Саркисяном на основе метода гипотез (имеющего асим-
птотическое обоснование). Отметим, что для этих моделей имеют место все энер-
гетические теоремы и вариационные принципы.

Во второй главе развивается метод конечных элементов для изучения конкретных
статических и динамических краевых задач микрополярных упругих тонких балок с
независимыми полями перемещений-вращений и  со стеснённым вращением.

В §2.1 для решения краевых задач прикладной теории изгибной деформации
микрополярных упругих тонких балок с независимыми полями перемещений и
вращений построены основные соотношения метода конечных элементов, в
результате получены аналитические выражения для вычисления матрицы жёсткости
конечного элемента (и матрицы масс) и вектора усилий-моментов.

Приведём функционал полной потенциальной энергии прикладной модели микро-
полярных упругих тонких балок с независимыми полями перемещений и вращений:

   122311
0

)~2~2~2 dxmwphpWU
a



 ,)()(
02121311121213111

11 


xax
LwNMLwNM  (20)

где

2
123113

2
31

2
13

2
11

3

)(2))((
3

BhkhhKhEW   (21)

линейная плотность потенциальной энергии деформации микрополярной балки при
изгибе. Здесь 11M , 12L -усреднённые моменты от напряжения 11 и моментного

13

напряжения 12 по толщине балки; 11K -изгибание оси балки (связанной с изгибаю-

щим моментом 11M ); 3113, -сдвиговые деформации; 12k -изгибание оси балки
(связанной с изгибающим моментом 12L ); 13N , 31N -усреднённые усилия по толщине.

Дальнейшие изучения осуществлены в безразмерных величинах.
Рассмотрим балку и вырежем из неё конечный элемент ],0[ l (в безразмерном виде
]1,0[ ). Точки )0,0( и )0,1( принято называть узлами. В задаче изгиба балки его

поперечное сечение получает линейное перемещение  aww / (прогиб), поворот 1
(полный поворот), в котором 2 свободный поворот. Для конечного элемента будем
иметь 12 степеней свободы ),0(w ),0(w ),0(1 ),0(1  ),0(2 ),0(2 ),1(w

),1(w ),1(1 ),1(1  ),1(2 ),1(2 следовательно выберем для прогиба w , полного
поворота 1 нормального элемента и для свободного поворота нормального элемента

2 разложения в виде кубических полиномов:

,)( 3
4

2
321  w ,)( 3

8
2

7651  

.)( 3
12

2
111092   (22)

Подставляя (22) в функционал (20), после интегрирования получим функцию
двенадцати независимых переменных 1221 ,....,  (которые представляют собой
узловые перемещения, повороты и их производные). Минимизация функционала (20)
приводит к нахождению минимума функции двенадцати независимых переменных:

( .12))1,2,3,...,(,0 

 kU

k
Вычислив соответствующие частные производные,

приходим к системе линейных алгебраических уравнений:
},{}{][ PK   (23)

в котором K -матрица жёсткости конечного элемента размером 1212 (элементы
которых здесь не возможно приводить), },,...,,{}{ 1221  T }{P -сосредоточенные
узловые силы и моменты.

Для динамической задачи (в случае свободных колебаний) выберем для прогиба
w , полного поворота 1 нормального элемента и для свободного поворота
нормального элемента 2 разложения в виде:

  ,sin),( 3
4

2
321  w   ,sin),( 3

8
2

7651  

  .sin),( 3
12

2
111092   (24)

где  безразмерная частота собственных колебаний:
Подставив (24) в функционал
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 (25)

после интегрирования по  получим функцию двенадцати независимых переменных

1221 ,...,  . Минимизация функционала (25) приводит к нахождению минимума
функции двенадцати независимых переменных, вычислив соответствующие частные


