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ВВЕДЕНИЕ 

 

В современной технике составными элементами большинства конструкций 

являются однослойные и многослойные стержни, пластины и оболочки. Эти 

конструкции обычно состоят из анизотропных материалов, иногда с 

существенно различными физико-механическими свойствами. Контакт между 

контактирующими слоями, в зависимости от условий работы, может быть как 

полным, так и неполным. Усложнение условий их работы, применение 

материалов со сложными физико-механическими свойствами привело к 

необходимости изучения возможности использования старых моделей расчета 

в новых условиях, уточнения их погрешности и обоснования построения новых 

неклассических моделей расчета, которые позволяют проводить расчеты с 

необходимой точностью. В связи с этим разработка эффективных методов 

расчета элементов таких конструкций является актуальной. Ввиду важности 

этой проблемы ей посвящены много работ, ряд монографий. Большинство 

научных работ по этой проблеме  посвящено разработке методов расчета 

изотропных, ортотропных или с наличием плоскости упругой симметрии 

однослойных и многослойных балок, пластин и оболочек.  

Основы геометрически нелинейной теории упругости были заложены 

работой Маргерра (1938), хотя идейные вопросы этой теории были обсуждены 

еще раньше в работах Навье (1833), Тимошенко С.П. (1925) и Видено (1935) по 

прищёлкиванию стержней и сферического купола [61]. 

К настоящему времени разработаны различные варианты физически и 

геометрически нелинейной теории упругости изотропных и анизотропных тел. 

Для создания новых эффективных методов решения различных классов задач 

представляют особый большой интерес. Дальнейшее развитие нелинейной 

теории упругости и особенно её приложений существенно зависит от наличия 

экспериментальной информации о функциях и константах, входящих в 

определяющие соотношения, от экспериментально обоснованного выбора этих 
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соотношений в той или иной конкретной ситуации. Создание прикладных 

методов расчета слоистых балок, пластин и оболочек из анизотропных 

материалов на основе линейной и нелинейной теории упругости, представляет 

большой теоретический и практический интерес.  

Поскольку нахождение точного аналитического решения соответствующей 

трехмерной задачи сопряжено с почти непреодолимыми трудностями, были 

предложены различные прикладные методы сведения трехмерной задачи 

теории упругости к двумерным уравнениям теории пластин и оболочек 

Одним из самых распространенных методов расчета тонкостенных 

конструкций является метод гипотез. Важный пример теории, построенной 

методом гипотез, представляет собой классическая теория, базирующаяся на 

предположениях типа гипотез Бернулли-Кирхгофа-Лява. 

Основные уравнения тонкой упругой слоистой пластинки на основе 

гипотезы Кирхгофа-Лява для пакета в целом получены Лехницким С. Г. [80]. 

Теория анизотропных слоистых оболочек на основе гипотезы Кирхгофа-Лява 

для пакета в целом построена Амбарцумяном С. А. [25,27]. 

Уточненные теории анизотропных слоистых пластин и оболочек 

построены и развиты в известных трудах и монографиях Амбарцумяна С.А. 

[25-27]. Уточненная теория ортотропных пластин переменной толщины 

построено в [73]. 

Вариационный метод был применен для получения основных уравнений 

тонкой слоистой оболочки в работах Григолюка Э. И. и его учеников [59-63]. 

При этом, вместо гипотез Кирхгофа-Лява для пакета в целом была применена 

более общая система гипотез, позволяющая учесть сдвиг в заполнителях. 

В работе [35,36] на основе вариационного принципа выведены уравнения 

изгиба упругих плит, состоящих из чередующихся «жестких» и «мягких» слоев, 

и соответствующие естественные граничные условия. В монографиях [37,38] 

изложены методы расчета многослойных конструкций на статические, 

динамические и температурные воздействия и на устойчивость.  
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Многие прикладные задачи для слоистых структур приводят к 

рассмотрению случаев неполного контакта между слоями. Например, для 

описания полей сейсмических волн, образующихся на тонких границах, 

используют граничные условия, отличные от условий жесткого контакта. В 

частности, условия, учитывающие скачок тангенциальных смещений, были 

использованы в работах [23,29,93]. 

Метод асимптотического осреднения применялся для вывода уравнений 

слоистой среды с нелинейными условиями обобщенного типа в работах [87,88]. 

Другой важный метод изучения напряженно-деформированных состояний 

балок, пластин и оболочек – метод разложения по параметру толщины. Этим 

методом все искомые величины представляются в виде произведения двух 

функций, первая из которых есть функция от поперечной координаты, вторая – 

от координат срединной поверхности. Чаще всего в качестве первой функции 

выбирают степенную функцию [72] или полиномы Лежандра [41]. В итоге 

получаются краевые задачи общего вида и все группы неизвестных приходится 

определять одновременно, решая для этого краевую задачу тем более высокого 

порядка, чем больше членов сохранено в разложении, то есть чем больше 

точность решения.   

Краевые задачи при асимптотическом методе имеют итерационный 

характер. Процесс их решения заключается в решении краевых задач, 

различающихся между собой только смыслом известных функций, входящих в 

правые части уравнений и в граничные условия. 

Математическая теория сингулярно возмущенных уравнений 

систематически изложена в монографиях В. Вазова [39], А.Б. Васильевой и 

В.Ф. Бутузова [40], А.Х. Найфэ [86], С.А. Ломова [83], В.П. Маслова [85], А.М. 

Ильина [71], M.В. Федорюка [113] и др., а также в фундаментальных работах 

М.И. Вишика, Л.А. Люстерника [42,43], K.O. Фридрихса [132,133] и др. 

Сущность асимптотического метода заключается в представлении  искомых 

величин в виде асимптотического ряда по степеням некоторого безразмерного 
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физического или геометрического малого (или большого) параметра и 

получением рекуррентных формул для вычисления неизвестных. 

Асимптотический метод определения НДС произвольных изотропных 

пластин и оболочек разработан А.Л. Гольденвейзером и его учениками [50-58]. 

В.В. Понятовским [94-95] методом асимптотического интегрирования 

построены решения уравнений теории упругости для кривого стержня (бруса) с 

плоской осевой линией при произвольных статических граничных условиях на 

боковой поверхности. 

В теории анизотропных пластин и оболочек асимптотический метод 

получил развитие в работах Л.А. Агаловяна и его учеников Р.С. Геворкяна, 

А.М. Хачатряна, М.Л. Агаловяна, Л.Г. Гулгазарян и др. Изучению 

взаимодействия пластин и оболочек с различными физическими полями с 

использованием асимптотического метода посвящены работы С.А. Амбар-

цумяна, Г.Е. Багдасаряна, М.В. Белубекяна, С.О. Саркисяна, 

Л. А. Агаловян распространил асимптотический метод на анизотропные 

пластинки и оболочки, выявив характерные особенности, связанные с 

анизотропией [1-6]. В работе [2] найдена асимптотика напряжений и 

перемещений в случае первой краевой задачи для полосы (на продольных 

кромках заданы значения напряжений) и построен эффективный итерационный 

процесс для определения всех искомых величин, установлена связь с теорией 

балок Бернулли-Кулона-Эйлера, а также с принципом Сен-Венана. В [119] эти 

результаты распространены на случай анизотропной полосы. Асимптотический 

метод оказался эффективным также при решении второй и третьей краевых 

задач как для однослойных, так и для многослойных полос [1,3,5,10], при этом 

была доказана неприменимость гипотезы плоских сечений для решений этого 

класса задач. Установленная для искомых величин асимптотика оказалась 

принципиально отличной от асимптотики тех же величин при первой краевой 

задаче. Тем же методом решены соответствующие пространственные краевые 

задачи для анизотропных пластин и оболочек [1,4,10,49]. Рассмотрение этого 
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класса задач позволило установить тесную связь решений с расчетом 

оснований и фундаментов по модели сжимаемого слоя. Была установлена 

область применимости модели Винклера–Фусса и получена формула 

коэффициента постели для ортотропного основания, как однослойного, так и 

многослойного. 

Многие прикладные задачи приводят к расчету таких тонкостенных 

элементов конструкций и сооружений, на лицевых поверхностях которых 

заданы условия, отличные от условий первой краевой задачи теории упругости. 

Такие задачи рассмотрены в работах [10-15,31,32]. 

В работах [19-22,119,120] асимптотическим методом исследованы 

напряженно-деформированные состояния однослойных анизотропных полос, 

пластин и цилиндрических оболочек, изготовленных из материалов, 

обладающих анизотропией общего вида. Построены решения как для 

внутреннего напряженного состояния, так и для пограничного слоя. 

Асимптотический метод оказался весьма эффективным и при 

рассмотрении взаимодействий различных физических полей с тонкостенными 

конструкциями. Асимптотическая теория пьезокерамических пластин и 

оболочек была построена в работах [97-98]. 

Асимптотический метод применён для решения динамических задач для 

анизотропных однослойных и двухслойных полос, пластин и оболочек при 

различных вариантах граничных условий, заданных на лицевых поверхностях 

оболочки, в работах [122-129,136-138]. 

В работах [7-8,123,124] асимптотическим методом решены трёхмерные 

неклассические краевые задачи теории упругости для слоистого пакета из 

ортотропных пластин, которые имеют существенное значение в сейсмологии.  

Первая краевая задача для анизотропной полосы и смешанные краевые 

задачи для анизотропной пластинки на основе геометрически нелинейной 

теории упругости асимптотическим методом решены в работах [22,91,118]. 
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Для обоснования гипотез магнитоупругости тонких тел также был 

использован асимптотический метод [28]. 

Aсимптотическая двухмерная теория магнитоупругости проводящих 

тонких пластинок и оболочек на  основе  несимметричной  теории  упругости, 

построена С.О. Саркисяном [109-112, 143-146].  

Применению асимптотического метода в задачах теплопроводности и 

термоупругости посвящена монография И. Е. Зино и Э. А. Троппа [70].  

Анализу классических уравнений динамики оболочек с использованием 

асимптотического метода посвящена монография [58]. 

Асимптотический и близкие к нему методы были разработаны в работах 

[130-135,139-142,147-149]. 

L. Reiss [140,141] методом асимптотического интегрирования уравнений 

теории упругости получил двухмерные уравнения изотропной цилиндрической 

оболочки. Был построен также пограничный слой. 

О.Е.Widera и C.B.Chang методом асимптотического интегрирования 

построили исходное приближение внутренней задачи анизотропной пластинки 

и цилиндрической оболочки, соответствующие показателю изменяемости 1/2 

[148,149]. 

B.Novotny методом асимптотического интегрирования трехмерных 

(геометрически) нелинейных уравнений упругой среды построил двухмерные 

итерационные процессы для определения составляющих тензора напряжения и 

вектора смещения в тонких анизотропных оболочках [130,131].  

Много подходов предложено и разработано для решения в основном 

плоских задач для изотропных сред. В частности, для решения плоских задач 

для изотропной полосы и прямоугольника использовались метод интегральных 

уравнений [47,139], метод ортогональных полиномов [139], метод однородных 

решений [44,84], метод начальных функций [48] и т.д. Смешанные задачи для 

изотропного слоя методом потенциала рассматривались в [79].  
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Сравнительно мало работ, посвященных анизотропной полосе [81]. Это 

объясняется тем, что вышеуказанные методы для анизотропного тела или 

непосредственно не применимы, или оказываются трудоемкими. 

Для исследования кручения, изгиба в плоской задаче теории упругости 

однородных и неоднородных анизотропных тел, когда имеется плоскость 

упругой симметрии, а также в задачах изгиба, колебаний и устойчивости 

однородных и неоднородных анизотропных пластин и оболочек в классической 

постановке В.С. Саркисяном был использован малый геометрический и 

физический параметр [99-101]. 

Малый физический параметр был использован также в работе [78] для 

исследования некоторых плоских задач теории упругости для ортотропной 

среды. 

Аппарат аналитических функций был использован в [24] для решения 

пространственных задач теории упругости. 

Эффективные методы численного решения осесимметричных и трех-

мерных задач для слоистых упругих тел описаны в монографии [88]. В [121] 

решены плоские задачи сжатия и изгиба многослойных плит, состоящих из 

произвольного числа плоскопараллельных слоев с различными условиями 

контакта на их границах. 

Для решения нелинейных задач строительной механики в большинстве 

случаев можно применять численные методы (метод конечных разностей, 

МКЭ, метод Бубнова - Галеркина, вариационные методы). Применение этих 

методов приводит к системам нелинейных алгебраических уравнений. Для 

решения нелинейных задач разработаны специальные методы линеризации, 

которые сводят решение нелинейных задач к последовательному решению 

линейных задач [71]. 

Диссертационная работа посвящена проблеме определения и анализа 

напряженно-деформированного состояния (НДС) в смешанной задаче для 

анизотропных слоистых полос и пластин по геометрически нелинейной теории 
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упругости при полном и неполном контактах между слоями. Материалы слоев 

обладают анизотропией самого общего вида. Предлагается асимптотический 

метод решения соответствующих уравнений теории упругости, показана 

эффективность выбранного метода расчета подобных элементов конструкций. 

Работа состоит из введения, трех глав и заключения.  

В первой главе методом асимптотического интегрирования двухмерных 

уравнений геометрически нелинейной теории упругости получены уравнения и 

соотношения для определения и анализа НДС слоистой анизотропной полосы, 

слои которой в плоскости полосы обладают анизотропией общего вида. 

Считается, что на одной из продольных кромок полосы заданы нормальная 

компонента вектора перемещения и касательное напряжение, а на другой – 

условия первой краевой задачи теории упругости. На линии раздела слоев 

заданы условия полного или неполного контакта. Построены решения, 

соответствующее внутренней задаче [102-104]. 

В первом параграфе приведены исходные двумерные уравнения 

геометрически нелинейной теории упругости для анизотропных тел. 

Поставлены краевые задачи для анизотропной двухслойной полосы. 

Во втором параграфе построено асимптотическое решение внутренней 

смешанной задачи двухслойной анизотропной полосы на основе геометрически 

нелинейной теории упругости. Полученное решение содержит неизвестные 

функции интегрирования, которые определяются последующем. 

В третьем параграфе, используя полученное в предыдущем параграфе 

общее решение нелинейной теории упругости, после удовлетворения 

граничным условиям на продольных сторонах, а также условиям полного 

контакта на линиях раздела, все величины выражены через перемещение 

одного слоя, а для определения последнего получено обыкновенное 

дифференциальное уравнение. Все расчетные формулы исходного 

приближения совпадают с соответствующими формулами той же задачи в 

линейной постановке [102]. 
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В четвертом параграфе приведено асимптотическое решение плоской 

задачи для анизотропной двухслойной полосы по геометрически нелинейной 

теории упругости при неполном контакте между слоями [103]. Более подробно 

анализировано решение, соответствующее случаю, когда слои взаимо-

действуют по модели нежесткого контакта. 

В пятом параграфе рассмотрена плоская краевая задача для анизотропной 

двухслойной полосы при неполном контакте между слоями, когда на линии 

контакта задан закон распределения касательного напряжения. Более подробно 

рассмотрен частный случай, когда упругие слои взаимодействуют по закону 

сухого трения Кулона [104]. 

В шестом параграфе, в качестве иллюстрации, рассмотрены частные 

решения рассмотренных задач. 

Во второй главе рассмотрен вопрос определения напряженно-

деформированного состояния двухслойной анизотропной пластинки, слои 

которой обладают анизотропией общего вида. Из геометрически нелинейных 

уравнений пространственной задачи теории упругости асимптотическим 

методом выведены двухмерные дифференциальные уравнения с частными 

производными для расчета двухслойной анизотропной пластинки. Введены 

формулы для определения всех перемещений и напряжений. Показано, что 

выведенные уравнения и соотношения для нулевого приближения совпадают с 

уравнениями плоской задачи анизотропной двухслойной пластинки, когда для 

каждого слоя имеется плоскость упругой симметрии, параллельная срединной 

плоскости пластинки. 

В первом параграфе приведены исходные трехмерные уравнения 

геометрически нелинейной теории упругости для анизотропных тел. 

Поставлена краевая задач для анизотропной двухслойной пластинки, когда на 

верхней лицевой плоскости пластинки заданы значения соответствующих 

компонент тензора напряжений, на нижней – смешанные условия теории 

упругости, а на плоскости раздела слоев – условия полного контакта [105]. 
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Переходом к безразмерным координатам и перемещениям выведены 

сингулярно возмущенные геометрическим малым параметром уравнения 

относительно искомых величин. 

Во втором параграфе выбрана асимптотика и построено общее решение 

внутренней задачи двухслойной анизотропной пластинки на основе 

геометрически нелинейной теории упругости. Получена система разрешающих 

уравнений в перемещениях, которая в нулевом приближении совпадает со 

системой плоской задачи слоистой пластинки, слои которой имеют плоскость 

упругой симметрии. 

В третьем параграфе, используя общее решение нелинейной теории 

упругости, после удовлетворения граничным условиям на лицевых плоскостях, 

а также условиям полного контакта на линиях раздела, все величины выражены 

через перемещения одного слоя, а для определения последних получена 

система дифференциальных уравнений в частных производными. Определены 

также неизвестные функций интегрирования общего решения. Показано, что 

расчетные формулы исходного приближения совпадают с соответствующими 

формулами той же задачи в линейной постановке [105]. 

В четвёртом параграфе приведены расчетные формулы для двухслойной 

пластинки из ортотропных материалов. 

В пятом параграфе, в качестве иллюстрации, приведены решения 

конкретных примеров для двухслойной пластинки, при полном контакте между 

слоями. 

В третьей главе найдена асимптотика и из геометрически нелинейных 

уравнений пространственной задачи теории упругости выведены линейные 

двухмерные дифференциальные уравнения с частными производными для 

расчета двухслойной анизотропной пластинки, на верхней лицевой плоскости 

которой заданы значения соответствующих компонент тензора напряжений, а 

на нижней – смешанные условия теории упругости. На плоскости раздела слоев 

задан закон распределения разности (скачка) тангенциальных перемещений или 
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закон распределения тангенциальных напряжений, в частности, закон сухого 

трения Кулона. 

Построено решение внутренней задачи. Показано, что поправки, 

обусловленные геометрически нелинейностью исходных уравнений, будут 

существенными особенно для материалов обладающих сильной анизотропией и 

в случае, когда внешние нагрузки имеют большую изменяемость [106-108].  

В первом параграфе приведены постановки задач, сформулированы 

краевые задачи для анизотропной двухслойной пластинки при различных 

условиях неполного контакта. 

Во втором параграфе для решения поставленных задач в трехмерных 

уравнениях геометрически нелинейной теории упругости снова перейдем к 

безразмерным переменным и безразмерным перемещениям и, как в смешанной 

задаче анизотропной двухслойной пластинки при полном контакте слоев, 

решение полученных уравнений ищем в виде суммы по степеням малого 

параметра. Выбрана асимптотика и построено общее решение внутренней 

задачи двухслойной анизотропной пластинки. 

В третьем параграфе, используя общее решение, после удовлетворения 

граничным условиям на лицевых плоскостях, а также условиям неполного 

контакта на плоскости раздела слоёв, получена система разрешающих 

уравнений с частными производными относительно неизвестных перемещений. 

Показана, что эта система в частном случае, совпадает с соответствующей 

системой двухслойной пластинки при полном контакте между слоями [106]. 

В четвертом параграфе более подробно рассмотрен модель нежесткого 

контакта. В отличие полного контакта, неполный контакт приводит к 

повышению порядка разрешающих дифференциальных уравнений и, как 

следствие, увеличению числа произвольных констант в решении внутренней 

задачи. Показано, что нелинейность, как в случае полного контакта, 

высказывается начиная со второго приближения. Вклад последующих 

приближений будет существенным особенно для материалов обладающих 
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сильной анизотропией и в том случае, когда внешние нагрузки имеют большую 

изменяемость.  

В пятом параграфе приведен общий интеграл внутренней задачи при 

заданном на плоскости раздела слоев законе распределения тангенциальных 

напряжений, в частности, закон сухого трения Кулона [107]. 

Однако, вместо двух уравнений, здесь имеем систему из четырёх 

уравнений. Система разрешающих уравнений в нулевом приближении 

распадается на две системы, которые совпадает с уравнениями обобщенной 

плоской задачи теории упругости, когда имеется плоскость упругой симметрии. 

Для последующих приближений, как в ранее рассмотренных задачах, меняются 

лишь правые части уравнений, куда входят коэффициенты, характеризующие 

общую анизотропию, а также члены, обусловленные геометрически 

нелинейностью уравнений теории упругости.  

В шестом параграфе более подробно рассмотрен закон взаимодействия 

слоев по закону сухого трения. При этом рассмотрен два закона 

взаимодействия: закон постоянной силы трения и закон трения Кулона.  

Показано, что когда упругие слои взаимодействуют по закону сухого 

трения Кулона, то это, в отличие первой краевой задачи теории упругости для 

двухслойной пластинки, не приводит к повышению порядка разрешающих 

дифференциальных уравнений [108]. 

В седьмом параграфе, в качестве иллюстрации, приведены решения 

конкретных примеров для двухслойной пластинки из ортотропных материалов 

при неполном контакте между слоями. Полученные решения сравниваются с 

решениями тех же задач в линейной постановке. 
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ГЛАВА I 

СМЕШАННЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ДВУХСЛОЙНОЙ 

АНИЗОРОПНОЙ ПОЛОСЫ – ПРЯМОУГОЛЬНИКА ПО 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИ ЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 

 

В этой главе рассматривается вопрос определения напряженно-

деформированного состояния в плоской смешанной задаче для анизотропной 

двухслойной полосы по геометрически нелинейной теории упругости. 

Считается, что на одной из продольных кромок полосы заданы нормальная 

компонента вектора перемещения и касательное напряжение, а на другой–

условия первой краевой задачи теории упругости. На линии раздела слоев 

заданы условия полного или неполного контакта [102-104]. 

Асимптотическим методом решены смешанные краевые задачи для 

анизотропной двухслойной полосы–прямоугольника по геометрически 

нелинейной теории упругости при различных условиях контакта между слоями. 

Построено решение, соответствующее внутренней задаче. Рассмотрены 

частные примеры. 
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§1. Основные соотношения и постановка задач 

 

Рассматривается плоская нелинейная задача для анизотропной 

двухслойной полосы   lhhyhlxyx  ,,0:,
12

 (рис.1). Будем 

считать, что слои имеют различные толщины 
k

h , коэффициенты упругости  k

ij
a , 

где k – номер слоя и 2,1k , l   длина полосы. Общая толщина полосы равна 

)2(2
21

hhhh  . 

 

 

  

 

 

 

 

Рис.1 

На нижней и верхней сторонах полосы заданы следующие условия для 

напряжений и перемещений [102-104] 
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где lh малый геометрический параметр. 

На линии раздела слоев задано одно из следующих условий контакта: 

Задача 1. На линии раздела слоев 0y  заданы условия полного контакта 

[102]: 
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Задача 2. На линии раздела слоев 0y  заданы следующие условия 

неполного контакта (скользящий контакт) [103]: 
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 (1.3) 

Задача 3. На линии раздела слоев 0y  заданы условия неполного 

контакта второго типа (закон распределения тангенциальных напряжений) 

[104]: 
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 (1.4) 

Функция  f x  в (1.3) и в (1.4) считается заданным и в зависимости от 

выбранной модели контакта, может иметь различный вид.  

Отметим некоторые законы взаимодействия упругих слоев: закон 

проскальзывания винклерского типа, нелинейный закон вязкого трения, закон 

нелинейного трения или закон сухого трения Кулона [23]. 

Ставится задача: найти решение уравнений геометрически нелинейной 

теории упругости для анизотропной двухслойной полосы, когда на нижней и 

верхней сторонах полосы заданы условия (1.1), а на линии раздела слоев – 

условия полного или неполного контакта (1.2) – (1.4). 

Для решения поставленных задач будем исходить из двухмерных 

уравнений геометрически нелинейной теории упругости [ 90,121] 

Предполагается, что связь между напряжениями и деформациями 

соответствует закону Гука, а углы поворота настолько велики, что ими нельзя 

пренебрегать и при определении деформаций, и при написании уравнений 

равновесия.  

Исходные уравнения геометрически нелинейной теории упругости для 

плоской задачи имеют вид 
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§2. Асимптотическое решение внутренней смешанной задачи. 

 

Для решения поставленных краевых задач преобразуем геометрически 

нелинейные уравнения теории упругости анизотропного тела (1.5), вводя 

безрaзмерную координатную систему hylx   , , а также безрaзмерные 

перемещения 
        lvVluU kkkk  , . В результате получим систему, 

содержащую малый параметр lh . 
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Систему (2.1), благодаря наличию малого геометрического параметра  , 

удобно решить асимптотическим методом. 

Решение системы (2.1) ищем в виде суммы [1,10,50] 
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(2.2) 

где  k
Q  любое из напряжений или безразмерных перемещений, S  – число 

приближений. Целое число kq  подбирается так, чтобы получилась 

непротиворечивая система для определения  s
Q : 

       

 

3 , , ,

4

k k k k

k x y

k

k xy

q U V

q

 







для

для

 (2.3) 

Эта асимптотика, по сути, не отличается от той, что применялась для 

решения тех же задач в линейной теории упругости [17]. Однако здесь, чтобы 

получить итерационный процесс, асимптотическое представление (2.2) 
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необходимо начинать с положительных степеней малого параметра. 

Асимптотике (2.3) соответствует выбор представления (1.1).  

Подставив (2.2) с учетом (2.3) в систему (2.1) и приравнивая 

коэффициенты при одинаковых степенях  , получим 
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Члены, обусловленные нелинейностью исходных уравнений (1.5), входят 

во величины    , ,

1 2,
k s k s

 
 

 и      , , ,
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k s k s k s
U V U  

. 

Система уравнений (2.4) в нулевом приближении совпадает с системой 

уравнений для задач в линейной постановке [5]. 

Интегрируя систему (2.4) по  , получим 

         , , ,

0
,

k s k s k s
V v v  


   

         , , ,

0
,

k s k s k s
U u u  


   

       , , ,

0
,

k s k s k s

y y y
    


 

 
(2.6) 

 

 

   

 

     
,

, , ,0 12

0

11 11

1
,

k s k

k s k s k s

x y xk k

du a

da a
    




  

   
 

 

 

 

 
   

, ,2

0, , ,012

0 2

11 11

1
,

k s k sk

yk s k s k s

xy xy xyk k

d d ua

d da a


     

 


 

     
 

 



23 

 

Величины со звездочками известны для каждого приближения s , 

выражаются через предыдущие приближения и определяются по формулам 
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Отметим, что для приближения s  
  0, mskQ  при ms  . 

               , , , ,

0 0 0 0, , ,
k s k s k s k s

y xy u v      – неизвестные функции интегриро-

вания и подлежат определению. Они определяются с помощью граничных 

условий (1.1) и условий контакта (1.2)–(1.4). 

 

§3. Смешанная задача анизотропной двухслойной полосы  

при полном контакте между слоями 

 

Рассмотрим вопрос определения напряженно-деформированного 

состояния в плоской краевой задаче для анизотропной слоистой полосы по 

геометрически нелинейной теории упругости при граничных условиях (1.1) и 

условиях полного контакта (1.2) между слоями (задача 1) [102]. 
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Для решения поставленной задачи используем общее решение (2.6). 

Неизвестные функции интегрирования                , , , ,

0 0 0 0, , ,
k s k s k s k s

y xy u v       

определяются с помощью граничных условий (1.1) и условий полного контакта 

(1.2). 

Удовлетворив условиям полного контакта (1.2), получим  
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Удовлетворив граничным условиям (1.1), для неизвестных функций 
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Для определения  1,

0
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u  получим следующее дифференциальное уравнение  
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Интегрируя уравнение (3.3), получим 
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где  sC ,1

1  и  sC ,1

2
произвольные постоянные интегрирования, которые должны 

определяться из торцевых условий. 

Подставляя значения неизвестных функций из (3.2) и (3.4) в (2.6), решение 

задачи представим в следующем виде 
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Однослойная полоса. В уравнениях и полученных формулах полагая 

    hhhaaa
ijijij


21

21 ,  получим решение смешанной краевой задачи для 

однослойной анизотропной полосы на основе геометрически нелинейной 

теории упругости. Имеем 
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 (3.6) 
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Выведенные уравнения и соотношения в нулевом приближении совпадают 

с соответствующими уравнениями и соотношениями анизотропных полос при 

линейной постановке задачи [17]. 

Решение внутренней задачи (3.5) или (3.6) не содержит необходимое число 

произвольных постоянных, для точного удовлетворения торцевым условиям 

при lx ,0 . Для точного удовлетворения этим условиям необходимо построить 

также решение типа пограничного слоя и представить общий интеграл задачи в 

виде суммы решений внутренней задачи и пограничных слоев, 

соответствующее краям lx ,0 .  

Отметим, что решение типа пограничного слоя в линейной задаче для 

однослойной анизотропной термоупругой полосы, когда на лицевых сторонах 

полосы заданы смешанные условия (1.1), построено в [17].  
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§4. Асимптотическое решение плоской задачи для двухслойной 

полосы с проскальзыванием 

 

Рассмотрим плоскую краевую задачу для анизотропной двухслойной 

полосы по геометрически нелинейной теории упругости при граничных 

условиях (1.1) и при неполном контакте между слоями (1.3) (задача 2) [103]. 

Пользуясь решением (2.6) и удовлетворив условиям неполного контакта 

(1.3), получим 
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Удовлетворив граничным условиям (1.1), получим следующее 

дифференциальное уравнение для определения перемещения  su ,1
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Для определения неизвестных функций интегрирования   ,,

0
 sk
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0
 и 

  skv ,  получим формулы 
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Более подробно остановимся на модели нежесткого контакта. 

Модель нежесткого контакта интерпретируют как включение тонкого 

слоя с исчезающее малой сдвиговой жесткостью 
0  (

0  - константа Ляме) 

между контактирующими средами. Толщина этого слоя 
0 0h  , а отношение 

0

0

0 0
0
0

lim
h

h



 



  может принимать любое значение от 0 до  . 

Предельному случаю 0   соответствует жесткий (полный) контакт, 

другому предельному случаю   – скользящий контакт 
   1 2

0xy xy   .  

Для промежуточного состояния принимается 

     
0

112




yxy
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(4.4) 

Остальные же условия контакта (1.3) остаются неизменными. Принимая 

условие (4.4), тем самым, мы задаем функцию  1

0( ) xy yf x l h   , что в свою 

очередь, последнее условие (4.1) превращает в условие 
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0
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В итоге уравнение (4.2) принимает вид 
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Заметим, что уравнение (4.6) при 0  совпадает с уравнением (3.3). Если 

0 , то уравнение (4.6) имеет четвертый порядок. 

Общее решение дифференциального уравнения (4.6) имеет вид 
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произвольные постоянные интегрирования, 0  . Окончательное решение 
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где  1,s
u  определяется по формуле (4.8). 
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§5. Решение плоской задачи, когда слои взаимодействуют по  

закону сухого трения 

 

Рассмотрим плоскую краевую задачу для анизотропной двухслойной 

полосы при граничных условиях (1.1) и при неполном контакте между слоями 

(1.4), когда упругие слои взаимодействуют по закону сухого трения (задача 3) 

[104]. Закон сухого трения означает, что на контактной поверхности 

поставлены такие условия, при которых величина касательного напряжения 

определяются только величиной нормального напряжения.  

Пользуясь решением (2.6) и удовлетворив условиям неполного контакта 

(1.4), получим 
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где  
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Удовлетворив граничным условиям (1.1), получим следующие формулы 

для определения неизвестных функций интегрирования: 
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Для вычисления перемещения    ,k s
u  , получим дифференциальные 

уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами: 

 
   

,2

2
( )

k s
s s

kk k

d u
C f p

d



   (5.3) 

где 

   
1 2

11 221 2

11 11

,C C
a a

 
   

   
 

 

         
1,

1 ,12

11

,
,

s sk
y ys s k s

k xy k xy kk

d da
p

d da

   
    

 

 

 
 

     
 
 

   0
, 0, 0

s

xy xy xy s  
   

 

Уравнения (5.3) отличаются от соответствующих уравнений при полном 

контакте между слоями тем, что во-первых, вместо одного уравнения при 

полном контакте [102], здесь имеем два уравнения относительно двух 

перемещений 
   ,k s

u  , во-вторых, в правых частях уравнений (5.3) содержится 

функция    s
f  , которая в зависимости от выбранной модели, может 

повысить порядок уравнений. 

Взаимодействие слоев по закону постоянной силы трения. 

Рассмотрим случай, когда упругие слои взаимодействуют по закону 

постоянной силы трения. Закон постоянной силы трения предполагает, что на 

контактной поверхности величина касательного напряжения постоянная, т.е. 

имеется [108]. 

   1 2

xy xy s const    

 

(5.4) 

Параметр s  можно интерпретировать как предел текучести контактного 

слоя. 

Из  (1.4) как следствие, получим  
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Тогда, как следствие, из (5.3), с учетом (5.5), получим 
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k k sp p    

Рассмотрим случай, когда упругие слои взаимодействуют по закону сухого 

трения Кулона. Тогда  

     

        

1 2 1
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1 1,

0 1

,

( ) ,

xy xy y

s s

y y yf x

  

     
 

 

  
 

(5.8) 

и, как следствие, из (5.3), с учетом (5.8), снова получим уравнение (5.7), где 

          1,

1,
s s s s

k y y kp p    
 

    (5.9) 

Постоянная величина   есть коэффициент трения. В частности, если 

0  , то отсутствует сила трения между слоями.  

После итегрирования уравнения (5.7) решение задачи примет вид: 
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В заключение заметим, что, используя общее решение (2.6), можно решать  

смешанные краевые задачи для анизотропных многослойных полос –

прямоугольников по геометрически нелинейной теории упругости при 

различных условиях контакта между слоями. 

 

§6. Частные решения 

 

Рассмотрим некоторые частные решения рассмотренных в §3–§5 задач. 

Пример 1. Пусть имеем однослойную ортотропную полосу, нагруженной 

силами 
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 (6.1) 

Пользуясь решением (2.1) и формулами (1.7)–(1.9), вычисляя приближения 

до 3s  включительно, получим: 

y p   ,         
1 1

1 1
2 2

xy          

        

   

         

0 1 212
1 1 1

11

366
12 11 1

2

0 02 3

12 11 1 12 1

1

2

2

1 1 1

4 2 2

x

a
p C C C

a

a
a p a C

a a C a C

     

  

         

 

 

     

      

  
      

 

   
          
    

 



34 

 

 

          

   

      

 

0 0 1 12

11 1 2 11 1 2

2

66 66

2 2 2

11 1 2 12

2

66
11 12

1

4

2 2 2

1
1

2 2

2 2

U a C C a C C

a a

a C C a

a
a a p

     


    


    


 

 

   

 

 

 
       

 


    


 
      

 

  
      

 

 (6.2) 
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Сравнивая решение (2.3) с решением той же задачи в линейной постановке 

[17], заметим, что претерпели изменения формулы для напряжения 
x

  и 

перемещения .U  Поправки, обусловленные нелинейностью задачи, 

проявляются начиная с приближения 3s . Поправочные члены в (6.2) взяты в 

фигурные скобки. В остальных напряжениях и в перемещение V  эти поправки 

будут проявляться в последующих приближениях. Заметим, что эти поправки 

будут существенными для сильно анизотропных материалов при большой 

изменяемости внешних загрузок. 

Пример 2. Рассмотрим другой пример. Пусть на нижней и верхней 

сторонах двухслойной полосы заданы следующие условия для напряжений и 

перемещений  

 

,

, 0

xy y

xy

const p const

const v x

  

 

  

  

    

  
 (6.3) 

а на линии раздела слоев 0y  заданы условия неполного контакта (1.3) 
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Пользуясь решением (4.9) и формулами (2.5) – (2.7) и вычисляя 

приближения до 2s  включительно, получим: 
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где 

21

1
CC

C


   

В рассмотренном примере, как видно из формул (6.4), поправки, 

обусловленные нелинейностью задачи ещё не появились. Они проявляются 

начиная с приближения 3s  . Эти поправки будут существенными для сильно 

анизотропных материалов при большой изменяемости внешних нагрузок. 

Пример 3. В задаче 3 также рассмотрен частный пример.  

Пусть на нижней и верхней сторонах двухслойной полосы заданы условия 

(6.3), а на линии раздела слоев 0y  заданы условия неполного контакта (1.4) 
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Пользуясь решением (1.12) и формулами (1.6)–(1.8) и вычисляя 

приближения до 3s  включительно, получим:  
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Для перемещений имеем 
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 (6.6) 
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На этом примере поправки, обусловленные нелинейностью задачи, 

проявляются, начиная с приближения 3s . 

Из (6.5) видно, что линейный член в формуле для  1

x  имеет 

порядок  O p   , а нелинейный член – порядка   2
3O p    . Из 

выражения (6.6) для перемещения 
 1

U  видно, что они имеют соответственно 

порядки 
    1

11O a p    и 
     

2 213

11O a p    . 
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ГЛАВА II 

О ДВУХМЕРНЫХ УРАВНЕНИЯХ ДВУХСЛОЙНОЙ 

АНИЗОТРОПНОЙ ПЛАСТИНКИ ПО НЕЛИНЕЙНОЙ  

ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 

 

Рассмотрен вопрос определения напряженно-деформированного состояния 

двухслойной анизотропной пластинки, слои которой обладают анизотропией 

общего вида. Найдена асимптотика решения сингулярно возмущенной системы 

уравнений. Из геометрически нелинейных уравнений пространственной задачи 

теории упругости выведены двухмерные дифференциальные уравнения с 

частными производными для расчета двухслойной анизотропной пластинки. 

Введены формулы для определения всех перемещений и напряжений. 

Предполагается, что на верхней лицевой плоскости пластинки заданы значения 

соответствующих компонент тензора напряжений, на нижней – смешанные 

условия теории упругости, а на плоскости раздела слоев – условия полного 

контакта [105]. 

Показано, что выведенные асимптотическим методом уравнения и 

соотношения для нулевого приближения совпадают с уравнениями плоской 

задачи анизотропной двухслойной пластинки, когда для каждого слоя имеется 

плоскость упругой симметрии, параллельная срединной плоскости пластинки. 
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§1. Постановка задачи и основные уравнения. 

 

Рассмотрим тонкую двухслойную пластинку длины a , ширины b , 

составленную из однородных анизотропных материалов. Слои имеют 

различные толщины 
k

h , коэффициенты упругости  k

ij
a , k – номер слоя и 

1,2k  . Общая толщина пластинки –2h  (рис. 2).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2 

 

Постановка задачи: найти решение геометрически нелинейных уравнений 

пространственной задачи теории упругости анизотропного тела: 

уравнения равновесия [25,26,81] 
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соотношения упругости (обобщенный закон Гука) 
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(1.3) 

и условиях полного контакта между слоями. Плоскость отсчета Oxy  совпадает 

с плоскостью раздела слоев, параллельна лицевым плоскостям пластинки 

(рис.2). 

Условия полного контакта имеют вид 
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(1.4) 

Краевые условия на торцах 0,x a  и 0,y b  пока произвольные. 
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§2. Выбор асимптотики и вывод двухмерных уравнений. 

 

Для решения поставленной краевой задачи (1.1) –(1.4) в уравнениях (1.1) и 

(1.2) введем безразмерные координаты hzlylx   ,, и безразмерные 

перемещения         ,, lvVluU kkkk      lwW kk  , где l –характерный 

тангенциальный размер пластинки  lh  , k  указывает номер слоя и 2,1k . В 

результате уравнения равновесия в безразмерных координатах примут вид  
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Соотношения упругости в новых координатах примут вид 
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где k – номер слоя. 

Решение внутренней задачи ищется в виде [9-12] 
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где  kQ  любое из напряжений или безразмерных перемещений, s – номер 

приближения, k – номер слоя, S – количество приближений. Целое число 
k

q  

подбирается так, чтобы получилась непротиворечивая система для определения 

 skQ ,  [12,118 ]: 
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Эта асимптотика, по сути не отличается от той, что применялась для 

решения той же задачи в линейной теории упругости [12,18]. В нелинейной 

задаче, чтобы получить итерационный процесс, асимптотический ряд (2.3) 

необходимо начинать с положительных степеней малого параметра [12]. 

Поэтому, было принято 
0

4q q  , где 
0

q – значение асимптотики, соответ-

ствующее задаче в линейной теории упругости. 

Асимптотике (2.3), (2.4) соответствует выбор представления (1.1). 

Подставив (2.3) в преобразованные, введением безразмерных координат и 

безразмерных компонент вектора перемещения, уравнения теории упругости 
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где дифференциальные операторы 
  k
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BL  определяются по известным 

формулам [1,9,26]: 
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Величины со звездочками, входящие в формулы (2.7), как обычно, 

известны для каждого приближения s  поскольку выражаются через 

предыдущие приближения. Сюда же входят члены, обусловленные 
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геометрически нелинейностью поставленной задачи. Эти величины 

определяются по формулам: 
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Предполагается, что   0, mskQ , если ms  . 

 

§3. Общий интеграл внутренней задачи 

 

После того как нашли общее асимптотическое решение геометрически 

нелинейных уравнений пространственной задачи теории упругости 

анизотропного тела нам остаётся определить неизвестные функции 

интегрирования. 

Для определения неизвестных функций интегрирования 
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С учетом (3.1) удовлетворив поверхностным условиям (1.3), получим 

следующую систему дифференциальных уравнений с частными производными 

относительно неизвестных перемещений 
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Обобщенные нагрузки 
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 и 
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2

 определяются по формулам 
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Жесткости определяются следующим образом 
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Легко убедиться, что при 0s  система уравнений (3.2), как в той же задаче 

для однослойной пластинки [17,118], совпадает с уравнениями обобщенной 

плоской задачи, когда имеется плоскость упругой симметрии [80]. Для 

приближений 0s   меняются лишь правые части уравнений, куда входят 

коэффициенты, характеризующие общую анизотропию, а также члены, 

обусловленные геометрически нелинейностью уравнений теории упругости. 

Вклад последующих приближений будет существенным особенно для 

материалов обладающих сильной анизотропией и в том случае, когда внешние 

нагрузки имеют большую изменяемость.  

Систему уравнений (3.2) можно свести к решению одного уравнения 

четвертого порядка. Для этого применим к обеим частям первого уравнения 
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Аналогичное уравнение можно написать для перемещения  sv . 

 

§4. Ортотропная двухслойная пластинка 

 

Если пластинка состоит из ортотропных материалов, то все уравнения и 
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где дифференциальные операторы 
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Формулы для определения величин со звездочками, входящие в формулы 

(2.7), также упрощаются:  
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Упрощаются также формулы обобщенных нагрузок 
 sp
1

 и 
 sp
2

 (3.3). Там 

необходимо положить 
  0
3
kc . 

Формулы (2.6), (3.4) и (3.6), а также уравнения (3.2) и (3.7) остаются 

неизменными. 
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§5. Частные решения  

В качестве иллюстрации приведем решения двух задач для двухслойной 

пластинки из ортотропных материалов. 

Пример 1. Пусть пластинка нагружена только тангенциальными силами 
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Граничные условия: 

byywv

axxwu





,0  при0,0

,0  при0,0
 (5.2) 

Тогда из (3.3), с учетом (4.2), при 0s  получим 
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где 
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Решение системы (3.2) при 0s  ищем в виде функций 
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 (5.4) 

где коэффициенты 
0

u  и 
0

v  неизвестные пока постоянные.  

Подставив (5.4) в систему (3.2) и приравнивая коэффициенты при 


a

l
sin  

и 


b

l
sin , получим систему алгебраических уравнений относительно 

неизвестных постоянных 
0

u  и 
0

v , решив которую, получим 



57 

 

 

 

2

0

0 1

11

2

0

0 2

22

1
,

1

a
u

C l

b
v

C l







 
  

 

 
  

 

 (5.5) 

и, следовательно, 
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Тогда учитывая, что   00,* kQ , в нулевом приближении получим решение 
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Граничные условия (5.2) в нулевом приближении удовлетворены. 
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При 1s  из формул (2.6) и (4.6) следует, что   01,  kQ . Следовательно и 

    01

2

1

1
 pp . Тогда решение однородной системы (3.2), удовлетворяющее 

граничным условиям (5.2), тоже равно нулю (
    011  vu ) и, как следствие, 

  01, kQ . 

При 2s  из формул (2.6) получим 

      02,*

3

2,*
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1
 kkk  , 

Из формул (4.6) получим 
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где 
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Из (3.3), принимая 2s , получим 
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Решение системы (3.2) при 2s , удовлетворяющее граничным условиям 

(5.2), будет 
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где  
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Остальные величины второго приближения будут определяться по 

формулам (5.8), необходимо лишь заменить  0

1
 и  0

2
  на  2

1
  и  2

2
 .  

Таким образом при заданных нагрузках эффект обусловленный 

геометрически нелинейностью исходных уравнений теории упругости при 2s  

не проявляется. 

Рассмотрим следующее приближение. При 3s  из формул (2.6) будем 

иметь 
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Следовательно 
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Из формул (3.3) с учетом (3.6) и (5.14) получим 
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Аналогично пишется формула для  3

2p . 

Пример 2. Пусть пластинка нагружена только тангенциальными силами 
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 . 

В формулах (5.16) вводя безразмерные переменные ,lx ly , 

получим 
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Тогда из (3.3) с учетом (5.16) при 0s  получим 
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Решение системы (2.3) ищется в виде функций 
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где коэффициенты 
s

u и 
s

v неизвестные пока постоянные.  

Подставив (5.19) в систему (2.3) и приравнивая коэффициенты при 
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Решение системы (5.20) имеет вид 
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Если ограничиться нулевым приближением, то будем иметь 
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Последующие приближения вычисляются аналогичным образом. 

При заданных нагрузках эффект обусловленный геометрически не-

линейностью исходных уравнений теории упругости также проявляется 

начиная с приближения 3s  . 
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 ГЛАВА III 

О ДВУХМЕРНЫХ УРАВНЕНИЯХ ДВУХСЛОЙНОЙ АНИЗОТРОПНОЙ 

ПЛАСТИНКИ НА ОСНОВЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИ НЕЛИНЕЙНОЙ 

ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ПРИ НЕПОЛНОМ КОНТАКТЕ  

МЕЖДУ СЛОЯМИ 

 

Найдена асимптотика и из геометрически нелинейных уравнений 

пространственной задачи теории упругости выведены линейные двухмерные 

дифференциальные уравнения с частными производными для расчета 

двухслойной анизотропной пластинки, на верхней лицевой плоскости которой 

заданы значения соответствующих компонент тензора напряжений, а на 

нижней – смешанные условия теории упругости. На плоскости раздела слоев 

задан закон распределения разности (скачка) тангенциальных перемещений или 

закон нелинейного трения или закон сухого трения Кулона [106-108]. 

Построено решение внутренней задачи и показано, что когда на плоскости 

раздела слоев задан закон распределения разности тангенциальных 

перемещений, то это приводит к повышению порядка разрешающих 

дифференциальных уравнений. Также показано, что члены, обусловленные 

геометрически нелинейностью исходных уравнений, проявляются в 

последующих приближениях и будут существенными особенно для материалов 

обладающих сильной анизотропией и в случае, когда внешние нагрузки имеют 

большую изменяемость.  

 

  



67 

 

§1. Постановка задач и исходные уравнения 

 

Рассмотрим тонкую двухслойную пластинку   ,0:,, axzyx   


12

,0 hzhby  , где a  длина, b  ширина, составленную из однородных 

анизотропных материалов. Слои имеют различные толщины 
k

h , коэффициенты 

упругости  k

ij
a , k – номер слоя и 2,1k . Общая толщина полосы – h2 . 

Плоскость отсчета Oxy  совпадает с плоскостью раздела слоев, которая 

параллельна лицевым плоскостям пластинки (рис. 2). Условия на лицевых 

плоскостях задаются формулами 
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(1.1) 

На плоскости раздела слоев 0z  заданы одно из следующих условий 

неполного контакта. 

Задача 1. На плоскости раздела слоев задан закон распределения разности 

(скачка) тангенциальных перемещений [106]. 
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(1.2)  

Задача 2. На плоскости раздела слоев задан закон распределения 

тангенциальных напряжений [107,108]. 
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(1.3) 

Требуется найти решение геометрически нелинейных уравнений 

пространственной задачи теории упругости анизотропного тела (уравнения 

равновесия (1.1) и закон Гука (1.2) главы 2) при граничных условиях (1.1), 
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условиях неполного контакта слоев (1.2) или (1.3) и условиях на торцах 

пластинки 0,x a  и 0,y b , которые пока не конкретизируются. 

 

§2. Выбор асимптотики и вывод двухмерных уравнений 

 

Для решения поставленных задач в трехмерных уравнениях геометрически 

нелинейной теории упругости снова перейдем к безразмерным переменным 

, ,x l y l z h      и безразмерным перемещениям         ,, lvVluU kkkk   

    lwW kk  , где l – характерный тангенциальный размер пластинки  lh  . 

Как в смешанной задаче анизотропной двухслойной пластинки при полном 

контакте слоев, решение вновь полученных уравнений ищется в виде суммы  

   ,

0

,k

S
k k sq s

s

Q Q 


 
 

(2.1) 

где целое число 
k

q  подбирается так, чтобы получилась непротиворечивая 

система для определения всех искомых величин
   ,,kQ . Они совпадают с 

значениями (2.4) главы 2 и равны 

             

   k

yz

k

xзk

kkkk

xy

k

z

k

y

k

xk

q

WVUq





,   для2

,,,,,,  для3




 (2.2) 

Эта асимптотика, по сути, не отличается от той, что применялась для 

решения той же задачи в линейной теории упругости [17]. В нелинейной 

задаче, чтобы получить итерационный процесс, асимптотический ряд (2.1) 

необходимо начинать с положительных степеней малого параметра [22,118]. 

Поэтому, было принято 4
0
 qq , где 

0
q – значение асимптотики, 

соответствующее задаче в линейной теории упругости [106]. 

Подставив (2.1), с учетом (2.2), в преобразованные, введением 

безразмерных координат и безразмерных компонент вектора перемещения, 

нелинейные уравнения теории упругости анизотропного тела, для определения 

   ,,kQ  получим систему (2.5) главы 2, решив которую, получим 
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где дифференциальные операторы   k

ijBL11 , коэффициенты  k

ij
B и      k

i

k

i

k

i
cba ,,  

определяются по формулам (2.9), (2.10) главы 2. 

Неизвестные функции интегрирования            , , , , , ,

0 0 0 0 0 0
, , , , ,

k s k s k s k s k s k s

xz yz z
u v w    будут 

определены с помощью поверхностных условий (1.1) и условий контакта (1.2) 

или (1.3).  

Величины со звездочками, входящие в формулы (2.3), как обычно, 

известны для каждого приближения , поскольку выражаются через 

предыдущие приближения. Сюда же входят члены, обусловленные 
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геометрически нелинейностью поставленной задачи. Эти величины 

определяются по формулам (2.6) главы 2. 

 

§3. Общий интеграл внутренней задачи, когда на плоскости раздела 

слоев задан закон распределения разности тангенциальных перемещений 

 

Для решения краевой задачи (1.1) и (1.2) (задача 1) будем использовать 

общее решение (2.3). 

Входящие в решение (2.3) неизвестные функции интегрирования  

           sksksks
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0
,,,,,  определяются из условий (1.1) и (1.2). 

Удовлетворив условиям неполного контакта (1.2), получим [106] 
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 (3.1) 

где 

         0
, , , , 0 0, 1,2.

s

k k kf f x l y l f s k        

С учетом (3.1) удовлетворив поверхностным условиям (1.1), получим 

следующую систему дифференциальных уравнений с частными производными 

относительно неизвестных перемещений    ss vu ,  
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 (3.2) 

Обобщенные нагрузки 
 sp
1

 и 
 sp
2

 определяются по формулам 
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Система уравнений (3.2) при     0,,
21

  ff  совпадает с 

соответствующей системой двухслойной пластинки с поверхностными 

условиями (1.1) при полном контакте между слоями (система уравнений (3.2) 

главы 2). 

Удовлетворив поверхностным условиям (1.1) также получим формулы для 

определения неизвестных функций интегрирования        ssk
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где 
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Операторы   k

ijij
CL определяются по формулам 
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В свою очередь жесткости  k

ij
C определяются следующим образом 

         211
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ijijijk

k

ij

kk

ij
CCCBC 




 
(3.6) 

 

§4. Нежесткий контакт 

 

Остановимся более подробно на модели нежесткого контакта. Суть этой 

модели состоит в следующем: принимается, что существует тонкий слой 

толщиной 
0

h  с исчезающе малой сдвиговой жесткостью 
0

G  между 
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контактирующими средами. Отношение 
0

0

0
0

0

0

lim
G

h

G
h




  может принимать любое 

значение от 0  до  . Предельному случаю 0  соответствует жесткий 

контакт, другому предельному случаю  – скользящий контакт.  

Для промежуточного состояния принимаются [29,93] 
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 (4.1) 

Постоянные 
21

,  имеют размерность м
3
/Н и для анизотропных 

материалов имеют, вообще говоря, разные количественные значения. Для 

трансверсально-изотропных материалов с плоскостью изотропии constz  и 

изотропных материалов имеет место соотношение .
21

   

Остальные условия контакта (1.2) остаются неизменными. Тогда из (3.1)и 

(4.1) следует 

         sk
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ssk

xz

s ff ,
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,,,    . (4.2) 

Подставив значения 
   ,

1

sf и 
   ,

2

sf  из (4.2) в (3.2) с учетом 

(3.4),получим систему дифференциальных уравнений с частными 

производными для определения 
 su ,1

и  sv ,1 . 
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где операторы   k

ijij
CL  определяются по формулам 
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Обобщенные нагрузки 
 sp
1

 и 
 sp
2

 определяются по формулам 
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Заметим, что если операторы   )2,1,(, jiCL
ijij

 второго порядка, то 

операторы  
ijij

CL  имеют четвертый порядок. Таким образом, в отличие случаев 

полного контакта, контакт (1.2) приводит повышению порядка разрешающих 

дифференциальных уравнений и, как следствие, увеличению числа 

произвольных констант в решении внутренней задачи. Значения этих 

постоянных могут быть определены из граничных условий при ax ,0  и 

by ,0 с привлечением решения пограничного слоя. Для удовлетворения 

граничных условий можно употреблять приближенные методы, например, 

метод наименьших квадратов, метод Трефтца и др. [84]. 

В случае, когда коэффициенты 0
21
 система уравнений (4.3) 

совпадает со системой соответствующей той же задаче для двухслойной 

пластинки при полном контакте слоев [105]. 
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Отметим, что при 0s  правые части системы уравнений (4.3), т.е. 

обобщенные нагрузки 
 0

1
p  и 

 0

2
p , не содержат члены обусловленные 

геометрически нелинейностью поставленной задачи. Для приближений 

0s меняются лишь правые части уравнений (4.3), куда входят коэффициенты, 

характеризующие общую анизотропию, а также члены, обусловленные 

геометрически нелинейностью исходных уравнений. Как видно из формул (2.6) 

главы 2 нелинейность, как в случае полного контакта, высказывается начиная с 

приближения 2s . Вклад последующих приближений будет существенным 

особенно для материалов обладающих сильной анизотропией и в том случае, 

когда внешние нагрузки имеют большую изменяемость.  

Систему уравнений (4.3), как систему уравнений (3.7) главы 2, можно 

свести к решению одного уравнения восьмого порядка. Для этого применим к 

обеим частям первого уравнения оператор 22L , а ко второму –  12L  и сложим, в 

результате получим уравнение 

       sss pLpLuLLL
212122

2

122211
  (4.6) 

 

§5. Общий интеграл внутренней задачи при заданном на плоскости раздела 

слоев закон распределения тангенциальных напряжений 

 

Рассмотрим задачу 2, поставленную в параграфе 1. Требуется найти 

решение геометрически нелинейных уравнений пространственной задачи 

теории упругости анизотропного тела при граничных условиях (1.1) и условиях 

неполного контакта слоев (1.3) [107,108]. 

Для решения краевой задачи (1.1) и (1.3) вновь будем использовать общее 

решение (2.3). 

Представив функции  yxf
k

,  в виде рядов по степеням малого параметра 

  и удовлетворив условиям неполного контакта (1.3), получим 
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С учетом (5.1) удовлетворив поверхностным условиям (1.1), получим 

следующие формулы для определения неизвестных функций интегрирования 
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 (5.2) 

а также систему дифференциальных уравнений с частными производными 

относительно неизвестных перемещений 
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 (5.3) 

Обобщенные нагрузки 
 skp ,

1
 и 

 skp ,

2
 определяются по формулам 
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(5.4) 

где, как обычно, 
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Операторы   k

ijij
CL определяются по формулам (3.5). В свою очередь, 

жесткости  k

ij
C определяются по формулам 
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ijk

kk

ij
BC 

1
1




 
(5.5) 

Система уравнений (5.3) при 0s   распадается на две системы 

относительно 
   0,10,1 ,vu и

   0,20,2 ,vu , которые совпадает с уравнениями обоб-

щенной плоской задачи, теории упругости, когда имеется плоскость упругой 

симметрии [26,80]. Однако, вместо двух уравнений, здесь имеем систему из 

четырёх уравнений. Для приближений 0s , как в ранее рассмотренных 

задачах, меняются лишь правые части уравнений, куда входят коэффициенты, 

характеризующие общую анизотропию, а также члены, обусловленные 

геометрически нелинейностью уравнений теории упругости.  

 

§6. Взаимодействие слоев по закону сухого трения 

 

Закон сухого трения (трение без смазки) означает, что на контактной 

поверхности поставлены такие условия, при которых величина касательных 

напряжений определяются только величиной нормальных напряжений. К 

простейшим вариантам математического моделирования процесса трения 

следует отнести однопараметрические законы. Первое соотношение – закон 

постоянной силы трения, второе – закон трения Кулона. Указанные законы 

трения исследованы теоретически [23,67] и широко применяются в расчетах. 

Закон постоянной силы трения достаточно точно описывает 

закономерности внешнего трения в зонах высоких нормальных напряжений, но 

дает значительные погрешности в области с нормальными  напряжениями 

близкими к нулю. Закон трения Кулона применим при малых значениях 

нормального напряжения (давления) [23,67]. 

Взаимодействие слоев по закону постоянной силы трения. 

Рассмотрим случай, когда упругие слои взаимодействуют по закону 

постоянной силы трения. Закон постоянной силы трения предполагает, что на 

контактной поверхности величина касательных напряжений постоянная, т.е. 

имеется [108]. 
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(6.1) 

Параметры  2,1k
ks
  можно интерпретировать как предел текучести 

контактного слоя. 

Из (5.1), как следствие, получим  

      2,1,,  kf s

ks

s

k
  (6.2) 

где  

     2,1,0,0  ks

ksksks
 при 0s  (6.3) 

Подставив значения    ,s

k
f  из (6.2), с учетом (6.3), в (5.3), получим 

новую систему дифференциальных уравнений с частными производными 
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(6.5) 

Взаимодействие слоев по закону сухого трения Кулона. 

Рассмотрим случай, когда упругие слои взаимодействуют по закону сухого 

трения Кулона. Тогда 
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(6.6) 

и, как следствие, получим 

      ,2,1,,,  kff s

k

s

k
  (6.7) 

где 

       
1

,1 ,,,  s

z

s

z

sf    (6.8) 
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Коэффициенты 
k

 постоянные величины. В частности, если 
1

  или 

2
 равны нулю, то это означает, что отсутствует сила трения между слоями по 

направлению Ox  или Oy . Если одновременно
1

 ,
2

  равны нулю, то силы 

трения отсутствуют по всей плоскости контакта. 

Подставив значения    ,s

k
f  из (6.2), с учётом (6.3), в (5.3), снова получим 

систему дифференциальных уравнений (6.4), где обобщенные  

          

          

, , 1,

1 1 1

, , 1,

2 2 1

, ,

, ,

k s k s s s

k z z

k s k s s s

k z z

p p

p p

     

     

 

 

  

  

 (6.9) 

Заметим, что когда упругие слои взаимодействуют по закону сухого трения 

Кулона, то при условиях на лицевых плоскостях (1.1), в отличие первой 

краевой задачи [9], не происходит повышение порядка разрешающих 

дифференциальных уравнений. Сравнивая систему разрешающих уравнений 

(6.4), (6.9) с разрешающими уравнениями (3.2) главы 2, заметим, что при 

0,0
21
   в правых частях системы (6.4), то есть в формулах (6.9), появилась 

внешняя нагрузка 

z
 . 

В случае, когда коэффициенты 0
21
 , в системе уравнений (6.4) 

меняются правые части, куда уже не входит внешняя нагрузка  s

z

 . 

Значения произвольных постоянных, появившихся при интегрировании 

системы (6.4), могут быть определены из граничных условий при ax ,0  и 

by ,0 с привлечением решения пограничного слоя. Для удовлетворения 

граничным условиям следует применить приближенные методы. 

Отметим, что при 0s правые части системы уравнений (6.4), т.е. 

обобщенные нагрузки 
 0

1
p  и 

 0

2
p не содержат члены, обусловленные 

геометрически нелинейностью поставленной задачи. Для приближений 

0s меняются лишь правые части уравнений, куда входят коэффициенты, 

характеризующие общую анизотропию, а также члены, обусловленные 
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геометрически нелинейностью исходных уравнений. Как видно из формул (2.6) 

главы 2 нелинейность проявляется начиная с приближения 2s . Вклад 

последующих приближений будет существенным особенно для материалов, 

обладающих сильной анизотропией и в том случае, когда внешние нагрузки 

имеют большую изменяемость.  

В заключение заметим, что, используя общее решение (2.3), можно решать  

смешанные краевые задачи для анизотропных многослойных пластин по 

геометрически нелинейной теории упругости при различных условиях контакта 

между слоями. 

 

§7. Частные решения 

 

Рассмотрим частные решения задач для двухслойной пластинки из 

ортотропных материалов при различных условиях неполного контакта между 

слоями [108]. 

Пример 1. Пусть двухслойная пластинка нагружена только 

тангенциальными силами 
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 (7.1) 

0,0   w
zyzxz


 

Граничные условия: 

byywv

axxwu





,0  при0,0

,0  при0,0
 (7.2) 

Предполагаем, что на плоскости раздела слоев 0z  заданы условия 

неполного контакта (1.2). 

Тогда из (4.5), с учетом (3.4) и (7.1), будем иметь  
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Решение системы (4.3) при 0s  ищем в виде функций 

   1,0 1,0

0 0sin , sin
l l

u u v v
a b

 
     (7.4) 

где коэффициенты 
0

u и
0

v неизвестные пока постоянные.  

Подставив (5.4) в систему (3.2) и приравнивая коэффициенты при 


a

l
sin  

и 


b

l
sin , получим систему алгебраических уравнений относительно 

неизвестных постоянных 
0

u  и 
0

v , решив которую, получим 

0 0 1 0 0 2,u u v v     (7.5) 

где 
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Для второго слоя будем иметь 
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0 1 0 2sin , sin
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u u v v
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     (7.6) 
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Тогда учитывая, что   00,* kQ , в нулевом приближении получим решение 
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 (7.7) 
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Решение в нулевом приближении (7.7) удовлетворяет граничным условиям 

(7.2). 

Заметим, что в формулах (7.3) – (7.7) полагая 0
21
  , получим 

соответствующие формулы примера 1 главы 2 (полный контакт). Аналогичным 

этого примера образом можно вычислить следующие приближения. 

Пример 2. Пусть двухслойная пластинка из ортотропных материалов, 

нагружена на лицевых поверхностях следующим образом: 
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(7.8) 

Предполагаем, что на плоскости раздела слоев 0z  заданы условия 

неполного контакта и что по всей плоскости контакта отсутствуют силы 

трения. 

Тогда в (6.9) полагая 
1

 ,
2

  равны нулю, для обобщенных нагрузок 
 sp
1

 и 

 sp
2

в нулевом приближении будут иметь 
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где 
1
 и

2
 постоянные величины. 

Решение системы (6.4) в нулевом приближении будем искать в следующем 

виде  
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 (7.10) 

где  0,k

u
f  и  0,k

v
f  неизвестные постоянные. 

Подставив (7.9) и (7.10) в систему (6.4), приравнивая коэффициенты 

при  mcossin  и  msincos  получим систему алгебраических уравнений 

относительно 
 0,k

u
f  и 

 0,k

v
f , решив которую, получим 
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Подставив значения перемещений из (7.10) в формулы (1.8) для остальных 

величин получим 
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Пример 3. Пусть пластина нагружена только нормальной нагрузкой 

 yxz , , меняющиеся по синусоидальному закону, а упругие слои взаимо-

действуют по закону сухого трения Кулона (2.9). Имеем 

0 sin ,

0, 0
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 (7.14) 

Тогда по формулам (5.2), получим 
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 а из (5.1), (6.7) 

 

 

,0

0 1 0

,0

0 2 0

sin ,

sin

k

xz

k

yz

q

q

  

  





 (7.16)

 Из (5.4) и (6.9) получим 
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 Решение системы (6.4) ищем в виде функций  
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где      ,0 ,0 ,0

01 02 0, ,
k k k

u u v  неизвестные коэффициенты. 

Подставив (7.17) и (7.18) в систему (6.4) и приравнивая коэффициенты при 

sin  и cos , получим
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По формулам (2.3) вычислим напряжения иперемещения в нулевом 

приближении.
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 (7.22) 

Отметим, что в этом параграфе при рассмотрении частных примеров, мы 

ограничились лишь нулевым приближением. Аналогичным примера 1 главы 2 

образом можно вычислить следующие приближения. Отметим, что при 

неполном контакте эффект обусловленной геометрически нелинейностью 

также проваляется начиная с третьего приближения. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Асимптотический метод интегрирования распространен для расчета 

анизотропных двухслойных полос и пластин при полном и неполном контактах 

между слоями. Методом асимптотического интегрирования двумерных 

уравнений геометрически нелинейной теории упругости получены одномерные 

и двухмерные уравнения, рекуррентные формулы и соотношения для 

определения и анализа  НДС двухслойных анизотропных полос и пластин, слои 

которой обладают анизотропией общего вида. Считается, что на верхней 

лицевой линии полосы и на верхней лицевой плоскости пластинки заданы 

значения соответствующих компонент тензора напряжений, а на нижней – 

смешанные условия теории упругости. На линии (плоскости) раздела слоев 

заданы условия полного или неполного контакта. Построено решение, 

соответствующее внутренней задаче. Рассмотрены конкретные  примеры. 

Проведено сравнение с решением по линейной теории.   

В диссертационной работе, в частности, получены следующие новые 

результаты. 

1. Асимптотическим методом построено решение внутренней задачи 

двухслойных анизотропных полос по геометрически нелинейной теории 

упругости, когда на одной из продольных кромок полосы заданы условия 

первой краевой задачи теории упругости, а на другой – нормальная компонента 

вектора перемещения и касательное напряжение, между слоями имеется 

полный контакт. Выведенные уравнения и соотношения в нулевом 

приближении совпадают с соответствующими уравнениями и соотношениями 

анизотропных полос при линейной постановке задачи.  

2. Рассмотрена плоская краевая задача для анизотропной двухслойной 

полосы по геометрически нелинейной теории упругости на одной из её 

продольных кромок заданы нормальная компонента вектора перемещения и 

касательное напряжение, а на другой – условия первой краевой задачи теории 
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упругости, когда на линии контакта задан закон распределения разности 

(скачка) тангенциального перемещения, в частности – модель нежесткого 

контакта.  

3. Рассмотрена плоская краевая задача для анизотропной двухслойной 

полосы по геометрически нелинейной теории упругости на одной из её 

продольных кромок заданы нормальная компонента вектора перемещения и 

касательное напряжение, а на другой – условия первой краевой задачи теории 

упругости, когда на линии контакта задан закон распределения касательного 

напряжения, в частности – закон сухого трения Кулона. 

4. Асимптотическим методом из геометрически нелинейных уравнений 

пространственной задачи теории упругости выведены двухмерные 

дифференциальные уравнения с частными производными для расчета 

двухслойной анизотропной пластинки (21 упругая постоянная), на верхней 

лицевой плоскости которой заданы значения соответствующих компонент 

тензора напряжений, а на нижней – смешанные условия теории упругости.  На 

плоскости раздела слоев пластинки заданы условия полного контакта, а на её 

торцах могут быть заданы  различные краевые условия теории упругости. 

5. Асимптотическим методом из геометрически нелинейных уравнений 

пространственной задачи теории упругости выведены линейные двухмерные 

дифференциальные уравнения с частными производными для расчета 

двухслойной анизотропной пластинки, на верхней лицевой плоскости которой 

заданы значения соответствующих компонент тензора напряжений, а на 

нижней – смешанные условия теории упругости. На плоскости раздела слоев 

задан закон распределения разности (скачка) тангенциальных перемещений.  

6. Асимптотическим методом из геометрически нелинейных уравнений 

пространственной задачи теории упругости выведены двухмерные 

дифференциальные уравнения с частными производными для расчета 

двухслойной анизотропной пластинки, на верхней лицевой плоскости которой 

заданы значения соответствующих компонент тензора напряжений, а на 
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нижней – смешанные условия теории упругости. На плоскости раздела слоев 

заданы законы распределения тангенциальных напряжений, в частности, закон 

сухого трения Кулона. 

7. Показана эффективность асимптотического метода при расчете 

анизотропных двухслойных полос и пластин по геометрически нелинейной 

теории упругости при полном и неполном контактах между слоями.  
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